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| ntroduction.

Lorsgu’ un obstacle diélectrique présente de trop fortes hétérogénéités d’indice de réfraction, la déter-
mination de cet indice al’ aide de méthodes optiques (radiographie par rayons X) n’est plus envisa-
geable. En effet, les ondes de tres haute fréquence sont entierement refléchies sur la frontiere de la
zone fortement hétérogene, et de ce fait lavaleur del’indice al’ intérieur de cette zone est sansinci-
dence sur lamesure.

C’ est laraison pour laquelle on se place dans e domaine de la diffraction (longueurs d’ ondes cen-
timétriques) pour traiter ce type de probleme. On espére ains que tout en faisant varier la direction
du signal incident, la prise en compte de tous |les phénomenes complexes de la diffraction (réflection,
réfraction) sur une surface entourant I’ obstacle permette de restituer cesvaleursinaccessibles pour des
fréguencesdu domainedel’ optique. Lesinhomogeénéitésquel’ on souhaite détecter par ce procédé ont
destailles critiquesde I’ ordredu dixieéme delalongueur d’ onde. Ce probleme est néanmoins difficile,
puisqu’ une étude de sensiblité que nous avons eff ectuée montre qu’ une variation & émentaire de 100%
delavaleur del’indice de réfraction sur une zone de cette taille entraine une variation de lamesure du
champ diffracté de I’ ordre du pour cent, ce qui est en fait bien inférieur al’incertitude que I’ on peut
avoir dansla pratique sur cette mesure. |1 est par conséquent nécessaire de travailler sur |’ aspect qua-
litatif autant que sur I aspect quantitatif de ces données pour donner un sens aune telle précision dans
larestitution de I’ obstacle a partir de mesures bruitées.

Les applications de I’ identification de I’ indice de réfraction d’ un obstacle sont nombreuses. On
peut entre autres citer le contrdle non destructif des matériaux, industriels ou stratégiques, |I’imagerie
médicaleal’ intérieur des os (recherche detumeursdans des cavités osseuses), et dansune moindreme-
sureladétection, et éventuellement I’ identification d’ objetsenfouisdansle sol, en particulier lesmines
antipersonnel. En effet, la derniere génération de mines est composée de matériaux non-métalliques,
de maniéere arendre leur détection plus difficile. Cependant, cette derniere application concerne un
probleme d’identification dans un milieu infini, dispersif et aéatoire pour lequel les méthodes d’ ap-
proximation du probléme direct sont encore mal maltrisées.

On propose dans cette these une méthode d’ inversion permettant de restituer |’ indice de réfraction
d’ un obstacle de support borné plongé dans un milieu homogene a partir de données du champ proche
sur une surface entourant |’ obstacle. Cette méthode, que nous avons implémentée et testée en dimen-
sion deux, a néanmoins été concue avec le souci permanent de conserver des temps de calcul raison-
nables, pour pouvoir envisager son application a la dimension trois. L'indice doit pouvoir étre re-
cherché sur tout e support de I’ obstacle, maisil doit étre également possible de rechercher des défauts
uniguement al’ intérieur de zones localisées de cet obstacle, auquel cas!’indicederéfraction est connu
sur le complémentaire de ces zones. La méthode d' approximation des problemes directs, ains que

7



8 Introduction.

I’ algorithme d’inversion et sa régularisation ont &é choisis en conséquence.

Les problemesissus de la physique nécessitent une modélisation soignée de maniere apouvoir les
résoudre numériquement. Cette étape de modélisation est d’ uneimportance capitaledanslarésolution
des problémesinverses. Ces problemes sont en effet toujours mal posés, et sortent de ce fait du cadre
mathématique habituel. Modéliser le probleme consiste alors a s assurer que les données dont on dis-
pose permettent effectivement d’identifier de maniére unique I'inconnue recherchée. Si ce n’est pas
le cas, il peut alors étre nécessaire de modifier lanature comme la quantité de ces données de maniere
aobtenir cerésultat d unicite. Ce n’est qu’ ensuite qu'’il devient possible de définir une stratégie con-
venable de résolution de ce probléme.



Chapitre 1

Deladescription du problemeinversevers
une strategie de resolution.

Ce premier chapitre se veut une introduction aux différents aspects théoriques dével oppés dans cette
thése. Maisavant derentrer danslevif du sujet, il sembleprimordial de bienen cerner laprobl ématique
générale. C est pourquoi nous alons dans un premier temps nous intéresser a définir convenablement
le probléme que I’ on se pose. Dans ce but, il est souhaitable, sinon indispensable de modéliser cor-
rectement le problemeinverse si I’ on souhaite le résoudre efficacement. Ce n’est que par lasuite que
nous sommes en mesure de proposer des solutions algorithmiques adaptées a cette résolution.

1.1 Bien modéliser le probléme pour mieux lerésoudre.

Le probléme que I’ on considére consiste en la détermination de I’ indice de réfraction n(x) d un obs-
tacle inhomogene plongé dans un milieu homogene, en dimension m = 2 ou 3, apartir de données du
champ proche, en acoustique ou en & ectromagnétisme, pour un nombre d’ onde % fixé. Cet indice est
recherché dans un espace 1 non précisé pour I’instant. Le support 1 de cet obstacle est borné, et une
donnée du probléme est la connaissance de ce support, ou d’ un borné 2 le contenant (cf figure 1.1).
Ladonnée dont on dispose est un ensemble de mesures du champ proche, effectuées sur unefrontiere
¥, suffisamment réguliere et extérieurea (). Ce sont les mesures destraces sur Y. de champs diffractés
u®(#), solutions de I’ équation de Helmholtz

{ Au®(0) + Enu®(0) = k*(1 @n)u™(0) dans R™,
(1.2)

lim r(m_l)/z(M siku®(8)) =0,
r—+co ar

ou u¢(9) = **** désigne I’ onde plane sinusoidal e incidente associée, de direction de propagation
unitaired € S™~! et de nombred onde ~ € R}. On désigne par ¢ cette donnée (i.e. I’ ensemble des
mesuressur X.), sans préciser pour I’ instant I’ espace U, ., auquel elle appartient. Onnote /' I’ opérateur
qui, an € V, associe un ensemble detraces sur ¥ de champsdiffractéssolutionsd’ équationsdeHelm-
holtz du type (1.1). Cet ensemble est sensé coincider avec la donnée g. Cependant, |es mesures que

9



10 1. Deladescription du probleme inverse vers une stratégie de résol ution.

I’ on effectue sont généralement entachées d’ incertitudes diles a des erreurs de modele (position ap-
proximative des capteurs, interactions avec |’ appareillage de mesure...), telles qu’ elles peuvent ne pas
correspondre a des traces sur X d’ une éguation de Helmholtz. Cela signifie que I’ opérateur /' n’est
pas surjectif de V' dans U,,,.;. De cefait, larésolution exacte de |’ équation F'(n) = g est en généra
dénuée de sens. D’ oullanécessité derésoudre ce probleme en un sensplusfaible: onrecherchen € V/
minimisant le critere

2
|F'(n) <:>g|UmeS,

ce qui revient achercher I'indice n» comme une solution d' un probleme de moindres carrésdans U, .

Figure 1.1: Le probleme dela diffraction.

Contrairement aux problemesde controle dont le but est de minimiser un critére sans pour autant se
soucier de I” unicité du minimum, lafinalité du probleme inverse est I’ identification de ce minimum:
I’unicité de la solution, c’'est adirel’injectivité de I’ opérateur F' est de ce fait essentielle. |l est par
conséguent nécessaire de choisir un opérateur F' vérifiant cette propriété. Cette premiére étapedansla
modélisation du probleémeinverse consiste adéfinir alafois!’ espace V' danslequel on cherchelasolu-
tion, et un ensemble de traces sur ¥ de champs diffractés solutions d’ équations de Helmholtz du type
(1.1) permettant derestituer » dans V' demaniereunique. Ceschoix sont alafoisdictéspar laphysique
du probléme (quel est I’ espace fonctionnel décrivant au mieux I’ ensemble des indices de réfraction
ayant une signification physique?) et par les contraintes que rencontrent les expérimentateurs quant
au positionnement des capteurs et actionneurs.



1.2 Résoudre des problémes directs pour estimer le critere a minimiser. 11

Lorsque c’est possible, la demarche du mathématicien numéricien consiste a considérer un pro-
bleme continu, ¢’'est a dire posé en dimension infinie, et a en étudier les propriétés mathematiques.
Cen’est qu'ensuite qu’il réduit ce probléme aun probleme de dimension finie, et qu’il propose éven-
tuellement un algorithme de résolution de ce probleme approché. C'est laraison pour laguelle nous
étudions, dans le chapitre 2, I’ unicité dans L= (R?; C) de la solution du probléme inverse continu, a
partir de ladonnée du champ proche sur X pour toute direction incidente § € S2, et pour k& € R} fixé
(théoreme 2.2.6). Ce choix de régularité deI’indice est guidé par la physique du probleme: en effet,
les indices que nous sommes amenés a restituer dans la pratique sont essentiellement des fonctions
bornées, discontinues et constantes par morceaux.

L es techniques de démonstration du résultat d' unicité ne s appliquent pas au cas de ladimension
deux, et le résultat equivalent dans R? reste de ce fait un probléme ouvert. Il existe cependant dans ce
cas des résultats partiels d’ unicité ([24], Théoremes 5.4.2, 5.4.3 et 5.4.4).

L’ étape suivante dans lamodélisation du problemeinverse consiste a définir laméthode de résol u-
tion approchée des problemesdirectsqui, an € L>(R™; C) fixé, permet d’ estimer lavaleur du critére
gue I’ on souhaite minimiser, soit dans notre cas

J(n) = |F(n) ©gliasgsnm) -

C'est le théme que I’ on dével oppe dans | e paragraphe suivant.

1.2 Reésoudredesproblemesdirectspour estimer lecriterea mi-
nimiser.

Quel que soit I’ algorithme que I’ on souhaite utiliser pour minimiser lafonctionnelle ./(n) sur un sous-
espace de dimension finiede L>°(R™; C), il est nécessaire d’ estimer sa valeur aux points » quel’on
considére, ce qui implique de calculer F'(n) en ces points. L’ opérateur F' est défini par

P L®(D) s LAX x S
np == u(n,0)sx, HecSm

ou u(n, #) désigne lasolution de I’ équation de Helmholtz

Au(8) + K*nu(9) = k*(1 ©n)u™(0) dans R™,

lim r(m_l)/z(ag—w) siku(f)) = 0.
r

r—r0o0

(1.2)

Il suffit donc de résoudre cette équation de maniére approchée pour calculer F'(n).
Lesméthodesexistantes pour cal culer lasolution d’ une équation décrivant |a propagation des ondes
dansun milieuinhomogene composé de diél ectriques peuvent se classer en deux catégories: lesmétho-
desintégrales et |es méthodes variationnelles d’ approximation de I’ EDP.
L’ utilisation de méthodesintégrales surfaciques n’ est pas envisageable du fait del’inhomogénéité
del’ obstacle. Le choix d’ une méthode intégrale pour résoudre ce type de problemesimpliqueaorsla



12 1. Deladescription du probleme inverse vers une stratégie de résol ution.

résolution d’ une éguation intégral e volumique, appel ée équation de Lippmann-Schwinger pour I’ équa:
tion de Helmholtz. Celle-ci s avere tres coliteuse en place mémoire et en temps de calcul, puisqu’ elle
requiertI’inversiondesystemeslinéairespleinsdegrandedimension. C’ est néanmoinsjusqu’ aprésent
la méthode la plus fréguemment utilisée dans la littérature pour résoudre ce probleme inverse. Son
atout principal est en effet de prendre en compte dans sa formulation les conditionsde radiation al’in-
fini de maniere exacte. Mais s €elle s avere coliteuse a résoudre numériquement pour les problemes
posés en dimension deux, ce colit devient prohibitif en dimension trois, atel point que la résolution
du probleme inverse (lequel va nécessiter un nombre éevé de résolutions de problemes directs) n’ est
plus envisageable avec les outils numériques dont on dispose actuellement.

Larésolution du problémepar des méthodesd’ approximation des équationsaux dériveespartielles,
s elle mene al’inversion de systemes tres creux, présente par contre une difficulté dans la nécessité
de borner le domaine de calcul. La précision du résultat dépend en effet fortement de la précision de
lacondition aux limitesque |’ on impose sur lafrontiere de ce domaine, laquelle est sensée smuler les
conditions de radiation al’infini.

Une maniéere de contourner ce probleme est d imposer une condition absorbante d’ ordre zéro a
une distance finie mais grande, de I’ ordre de 50 fois le diamétre de I’ obstacle. Cependant, la taille
du domaine de calcul devient trop grande et fait perdre tout I’ avantage de la résolution par EDP par
rapport ala méthode intégrale volumique.

Une autre approche consiste arechercher des conditions absorbantes d’ ordre supérieur, en approxi-
mant |’ opérateur pseudo-différentiel sur le bord du domaine. Mais leur calcul s avere d’ une grande
complexité, parfois méme supérieure alarésolution de I’ équation que I’ on souhaite résoudre.

Enfin, une troisiéme approche consiste a considérer le couplage de |’ opérateur de Helmholtz avec
un opérateur pseudo-différentiel décrivant la propagation des ondes dans un milieu fictif absorbant,
dit milieu PML (Perfectly Matched Layer) de Bérenger. Ce milieu, qui entoure un borné contenant
I’ obstacle, a pour propriété d amortir, exponentiellement et sans réflection, les ondes le pénétrant,
indépendamment delafréquence. Ce couplages avered’ ungrand intérét pour larésolution numérique
des équations de propagation des ondes, et par conséquent pour |’ équation de Helmholtz: il permet
en effet de smuler de maniére préciseles conditionsde radiation al’ infini en imposant des conditions
aux limites adistance finie dans le milieu PML.

Cette derniere approche est celle que I’ on a choisie pour approximer la solution des problemes
directs, en dimension deux ou trois. L' exemple de son application pour I’ équation de Helmholtz en
dimension deux est traité dans le chapitre 3. Si le cas de la dimension trois n’est pas abordéici, les
résultats obtenus sur les équations de Maxwell 3D en instationnaire [26] laissent néanmoins penser
gue laméthode reste applicable a ce cas.

Une fois traitée la question de I’ approximation des problemes directs, |’ étape essentielle dans la
résolution du probléme inverse concerne le choix de I’ algorithme d’ inversion.

1.3 Définir un algorithmede résolution du problemeinverse.

Le probleme inverse que I’ on souhaite traiter se présente sous la forme d’ un probleme de moindres
carrés non-linéaires. |l est par conséquent nécessaire de définir un algorithme de résolution pour ce



1.3 Définir un agorithme de résolution du probleme inverse. 13

probléme d’ optimisation non-linéaire. Néanmoins, méme s ce probleme est bien posé en unicité, on
montre dans le chapitre 2 que |’ opérateur inverse est non-continu: de petites erreurs sur les données
suffisent & engendrer des erreursincontrdlables sur la solution. Numériquement, cette non-continuité
se traduit par un défaut de stabilité de I’ agorithme d’inversion. On pallie ce défaut en gjoutant des
contraintes sur la solution du probleme. Plutdt que de considérer un probleme d’ optimisation sous
contraintes, on choisit de traiter ce probleme comme un probléme sans contrainte, que I’ on régularise
ensuite al’aide d’ un terme de pénalisation.

1.3.1 Choix del’algorithmed’inversion.

Les algorithmes d' optimisation sans contrainte que |’ on peut utiliser pour minimiser une fonction-
nelle non-linéaire sont nombreux. On peut citer entre autres les agorithmes de gradient simple, de
gradient conjugué ainsi que les méthodes de Newton, de quasi-Newton ou de Gauss-Newton. Parmi
ces agorithmes, les méthodes de gradient conjugué et de Gauss-Newton s averent les mieux adaptées
pour résoudre un probleéme de moindres carrés non-linéaires. Elle sont de ce fait les plus souvent
rencontrées dans la résolution de ce type de problémes. Ains, pour le probleme inverse de la resti-
tution de I’indice de réfraction en dimension deux a partir du champ lointain, R.E. Kleinman et PM.
van den Berg [5] ont utilise un algorithme de gradient conjugué couplé a la résolution de problemes
directs par laformulation intégrale de Lippmann-Schwinger.

Il est également possible de développer un agorithme d’ optimisation spécifique au probleme que
I’on se pose. C'est ains que D. Colton et P. Monk ont construit deux méthodes d’ identification de
I"indicederéfractionapartir dedonnéesdu champ lointain pour plusieursfréquences([15], [16], [17]).
Ces deux méthodes utilisent la détermination de données duales du champ lointain dans L(5™ 1), et
conduisent ades problémes d’ optimisation non-linéaires, dans |lesquels le couplage avec I’ équation de
Helmholtz sefait al’ aide de la formulation intégrale de Lippmann-Schwinger.

Plutdt que de reproduirel’ un de ces algorithmes et d’ en dével opper une variante couplée alaréso-
[ution approchée de I’ équation de Helmholtz par une méthode variationnelle et utilisant des données
du champ proche, nous avons chois de tester la méthode de Gauss-Newton. Cette méthode admet
deux types de formulation, primale ou duale.

Laméthode primale, ¢’ est adirelaméthode de Gauss-Newton classique, est une méthodeitérative
dans laguelle on approxime localement a chague étape |e probleme de moindres carrés non-linéaires
par un probléme de moindres carrés linéaires que I’ on minimise sur I’ espace des inconnues.

La méthode dual e consiste aminimiser a chaque étape le probleme dual du probléme de moindres
carrés linéarisé par la méthode de Gauss-Newton classique, puis a recomposer |’inconnue primale a
I"aide d’ une formule de duaité. Dans le cas présent, cette méthode est encore appel ée méthode des
sentinelles non-linéaires. G. Chavent a montré dans [7] que chague étape de cette méthode était par-
faitement équivalente a une étape de la méthode de Gauss-Newton classique. Le probleme quel’on
souhaite résoudre étant généralement tres surcontraint, I’ utilisation de cette derni ere méthode n’ est pas
souhaitable, puisqu’ elle multiplieles calculs sans pour autant apporter d’ amélioration sur lesrésultats.
De plus, il est nécessaire de palier le défaut de stabilité de I’ agorithme en gjoutant des contraintes
sur la solution du probleme al’aide d’ une régularisation, ce qui revient a pénaliser le probleme pri-
mal par une fonctionnelle. Cette fonctionnellen’ est pas nécessairement quadratique, et dualiser un tel
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probléme pénalisé peut alors s avérer difficile ainterpréter en dimension infinie.

L’ algorithme d’ inversion que nous avons adopté est par conséguent celui de laméthode de Gauss-
Newton classique. Cette méthode, et son application au problemeinverse que I’ on souhaite résoudre,
sont détaillées dans le début du chapitre 4.

1.3.2 Stratégiederégularisation du probleme.

Lors d’ une étape de la méthode de Gauss-Newton, la linéarisation d’ un probléme de moindres carrés
non-linéaires mal posé en continuité donne un probléeme de moindres carrés linéaires mal posé. De
plus, il N’ est pas évident que ce probléme linéarisé soit injectif, alors que le probléme non-linéaire de
départ I’ est. C’est pourquoi il est nécessaire de régulariser I’ agorithme, ce qui revient en dimension
infinie & approcher I’ opérateur inverse non-continu par un opérateur continu.

En pratique, onintroduitlarégularisationd’ un problemesouslaformed unepénaisationdu critere
aminimiser par une fonctionnelle quel’ on souhaite strictement convexe sur |’ espace de minimisation,
et différentiable pour des raisons algorithmiques. Cette fonctionnelle est généralement la régularisée
d’une norme sur un espace fonctionnel approprié.

Si la norme choisie est une norme hilbertienne, alors le probleme est pénalise al’aide du carré
de cette norme, lequel est un carré scalaire. Cette pénalisation porte le nom de régularisation de Ty-
chonov. C'est alafoisla plus simple et la plus répandue des régularisations utilisées pour résoudre
les problemesinverses. Cette pénalisation étant quadratique, il est équivalent pour un probléme non-
linéaire d’ appliquer la méthode de Gauss-Newton a la fonctionnelle pénalisée, ou de pénaliser dela
méme maniéere chague étape de I’ algorithme.

Il est cependant possible quele choix d’ une normehilbertienne s avere inadapté alarégularisation
de certains problemes. Le choix delanorme par rapport a laguelle on souhaite régulariser depend en
effet de I’ espace dans lequel on recherche les inconnues du probl eme.

Ici, les paramétres que I’ on souhaite identifier sont les valeurs complexes de |’ indice de réfraction
d’ un obstacle inhomogene, lequel est généralement composé d’ un faible nombre de zones homogenes
d'indiceconstant. Dansce cas, laprise en comptedesvariationsdel’ indice pondéerées par lamesurede
Haussdorff de la surface de discontinuité (ou de la courbe en dimension deux) semble mieux adaptée
au probleme quel’ on souhaite résoudre. C’ est pourquoi on régularise ce probleme en dimension finie
al’aide d’ une pénalisation par une régularisée différentiable et strictement convexe de la semi-norme
BV. Contrairement aux régularisations de Tychonov, cette fonctionnelle n’est pas quadratique. Une
pénalisation différente par une fonctionnelle régularisée de la semi-norme BV a dga été utilisée avec
succeés par PM. van den Berg and R.E. Kleinman [5] dans leur algorithme de gradient conjugué, mais
uniquement dans un espace de fonctions continues. Sur |” espace d’ approximation del’indice quel’ on
considere, la pénalisation qu’ils proposent N’ est ni strictement convexe, ni différentiable en zéro.

Plutdt que de pénaliser le probleme non-linéaire et de lui appliquer la méthode de Gauss-Newton,
on choisit de pénaliser chaque étape de I’ algorithme, et par conséquent de résoudre achaque itération
un probleme non-linéaire, pour lequel I’ existence et I’ unicité du minimum sont démontrées (théoreme
4.6.2). Le systeme d’ optimalité caractérisant ce minimum est résolu par une méthode de Newton sim-
plifiee. Cette méthode est efficace car |” approximation du hessien de la fonctionnelle de pénalisation
est smpleacalculer. De plus, son colit d’ assemblage en tempsde cal cul est bien moins éevé que celui
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delamatrice normale et du second membre du probléme linéarise non pénalisé. En effet, cesderniers
nécessitent des résol utions de problemes directs de maniere aestimer les valeursde lafonction coltt et
desesdérivées. On espereains accélérer laconvergenceverslasolution du probleme. Deplus, sil’on
souhaite améliorer |laméthode en introduisant une stratégie de choix d’ un paramétre de régularisation
optimal, telle qu’ une méthode de régions de confiance ([21], pp 227-228), cette approche s interprete
plus clairement que I’ application de la méthode de Gauss-Newton a lafonctionnelle régul arisée.

C'est par consequent I’ algorithme de Gauss-Newton régularisé par cette fonctionnelle, couplé a
la résolution des problemes directs par approximation de I’ équation de Helmholtz-PML &I’ aide du
code éémentsfinis P, décrit en fin du chapitre 3 qui a été implémenté en dimension deux. Le temps
de calcul raisonnable laisse penser que la méthode reste applicable en dimension trois: ce temps de
calcul est d’ environ 30 minutes de temps CPU sur un calculateur CRAY J916 pour restituer les 856
inconnues complexes du cas test décrit dansle paragraphe 5.3.

A titre de comparaison quant a la qualité des résultats obtenus, deux autres programmes utilisant
des régularisations de Tychonov, I'un par lanorme L?, I’ autre par la semi-norme H' discréte ont &té
successi vement testés sur les différents cas étudiés dans le chapitre 5.

1.4 Organisation delathese.

Cette these est divisée en deux parties: une premiere partie dans laquelle on développe les aspects
théoriquesdelarésolution du problemeinverse quel’ onsouhaitetraiter (chapitres2a4), et une seconde
partie consacrée a la présentation commentée des résultats numeériques obtenus (chapitre 5). L' en-
semble de lathese est organisé en chapitres.

La partie théorique est composée de trois chapitres indépendants: tout d’ abord, le chapitre 2 rap-
pelle les résultats d’ existence, d’ unicité et de dépendance continue par rapport au second membre de
la solution du probleme direct en dimension deux ou trois. Ces résultats permettent dansle cas de la
dimension trois de redémontrer I unicité de la solution du problemeinverse dans L>°(R? C), apartir
des données completes du champ lointain (amplitude de scattering) ou du champ proche, pour toute
direction incidente. On montre également que |’ opérateur inverse ainsi défini est non-continu, ce qui
permet d’ en déduire que le probleme est mal posg, et par consequent difficile a résoudre.

Le chapitre 3 est consacré au couplage de I’ opérateur de Helmholtz dans un milieu inhomogene
formédediélectriquesparfaitsavec un opérateur pseudo-différentiel décrivant unmilieu PML deBéren-
ger. L’ existence et I’ unicité de la solution des équations de Helmholtz-PML en milieu borné ainsi ob-
tenues, en coordonnées cartésiennes ou polaires, sont demontrées pour tout 4 réel, al’ exclusion d' un
sous-ensemble discret, localement fini de R, éventuellement vide. Ces résultats sont adaptés de ceux
établispar F. Collino et P. Monk ([12], [11]) pour des obstacles de type conducteur parfait. On détaille
ensuitelaméthode d’ & émentsfinis P; développée pour résoudre de maniere approchée cette équation.
Deux cas tests effectués sur des obstacles cylindriques, pour lesguels la solution exacte est connue,
permettent enfin de valider cette méthode.

Le chapitre 4 traite delarésolution du problemeinverse par un a gorithme de Gauss-Newton régu-
larise. Cette méthode est d’ abord présentée dans un cadre assez général pour lequel on étudie lacon-
vergence locale de I’ agorithme en dimension finie. On applique ensuite cette méthode au probleme
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inverse quel’on considere. Le résultat obtenu dans le chapitre 2 sur la non-continuité de I’ opérateur
inverse rend nécessaire I’ introduction dans I’ algorithme d’ une régularisation de maniere a le rendre
stable. C’est pourquoi on s’ intéresse d’ abord aux régularisations de Tychonov, puis a une régularisa-
tion plus éaborée, en dimension finie, al’ aide d' une pénalisation par une fonctionnelle non-linéaire
construite comme une régularisation strictement convexe et différentiable de la semi-norme BV. On
propose enfin un algorithme d’ inversion utilisant ce type de régularisation pour résoudre le probleme
inverse. Cet agorithme est couplé a la résolution approchée des problemes directs par la méthode
variationnelle décrite dans e chapitre 3.

La partie expérimental e de cette these est |’ objet du chapitre 5. L' algorithme décrit en fin de cha
pitre 4 est testé sur différentscastests, dont deux sont adaptés delalittérature existante sur le sujet. De
maniere a évaluer son apport éventuel quant al’ amélioration des résultats, elle est systématiquement
comparée, lorsgue ¢’ est possible, avec les deux régularisations de Tychonov définies dans le para-
graphe 4.4. Ceci permet dejuger de!’ importance croissante du choix de larégularisation sur laqualité
desrésultats, au fur et amesurequeladimension del’ espace d’ approximationdel’ inconnue augmente,
c' est adirelorsque le probléme devient de plus en plus mal posé.



Chapitre 2

Unicite dela solution du problemeinver se.

Nous étudions dans ce chapitre le probleme théorique d’ unicité du problemeinverse a  fixé, pour des
obstacles bornés d'indice de réfractionn € L*>(R? C), a partir de données du champ proche pour
toutes les incidences. Dans toute la suite, on supposeque Ren > 0 et Imn > 0. Ce résultat d’ uni-
cité existe dans la littérature sous une forme plus générale ([24], Théoreme 6.2.1). Par souci d’ auto-
consistance, nous démontrons ce théoreme d’ une maniére plus économique en adaptant au cas d'un
indice L>°(R?; C) un résultat connu concernant |’ unicité du probléme inverse a partir du champ loin-
tain pour unindicen € C'*(R? C) ([25], Théoréme5.25). Larecherched’ unindicedeclasse C* n'est
guere satisfai sante du point devue delamodélisation, puisque méme un obstacle homogene ne possede
pas cette régularité. Un autre résultat concernelecasd' unindiceréel, avec (1 &n(x)) € L*(R?) [35],
mais s avere trop restrictif car |’ obstacle ne peut pas étre dissipatif.

Avant d' énoncer e theoréme, nous présentons quel ques résultats de scattering direct en dimension
deux ou trois. Pour la dimension trois, ils seront nécessaires a la demonstration: existence et uni-
cité du probléme direct associé, équivalence de ce probleme avec une équation intégrale volumique,
I’ équation de Lippmann-Schwinger, définition du champ lointain. Nous montrons ensuite la déepen-
dence continuedelasolution dans /? d' un borné par rapport aun second membrede L?(R™) asupport
compact, ains que la non-continuité de I’ opérateur inverse considéré dans lathese. Nous établissons
enfin |’ équival ence entre données champ lointain et données champ proche sous réserve de conditions
sur la frontiere de mesure permettant de bien poser le probleme extérieur. Les résultats équivalents
en dimension deux seront quant a eux utilisés dans|e chapitre suivant concernant I’ approximation des
problemes directs pour larésolution du probleme inverse.

2.1 Quelquesresultatsde scattering direct.

Danstout ce paragraphe, m = 2 ou 3 désigne ladimension de |’ espace sur lequel I’ équation de Helm-
holtz est posee.

17
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2.1.1 Unicitédelasolution.

Ladémongtration d’ unicité de la solution de |’ équation de Helmholtz utilise deux ingrédients énoncés
ici sous forme de lemmes: |le lemme de Rellich et |e principe de continuation unique. Bien que des
versions plus générales de ces résultats existent dans lalittérature (lemme de Rellich: [38], Théoreme
4.2, continuation unique: [14], Théoréme 8.6), nous avons choisi, par souci de clarté, de citer ces
résultats sous des formes simplifiées suffisantes pour I’ unicité.

Lelemme de Rdlich.

Présenté sous cetteforme, lelemme de Rellich énonce une condition suffisante de nullité delasolution
de |’ équation de Helmholtz sur un domaine extérieur a une boule. Ce résultat fondamental intervient
a nombreuses reprises dans les demonstrations, y compris dans I’ unicité du probleme inverse.

Lemme 2.1.1 Soit « solution de I’ équation de Helmholtz Au + k%« = 0 sur |z| > a, vérifiant

lim lu(z)]?dS = 0.

Alorsu = 0 sur |z| > a.

La démonstration de ce lemme est disponible dans [14] (Lemme 2.11).

Quelques notationsd’ espacesfonctionnels.

Soit 2 un ouvert de R™. On notera:

L2(Q) = LX) NE'R™) = {f € L*(Q), f asupport compact dansR™},
13,0 { [+ f € L*(K N Q) pour tout compact K de R™},
loc( ) ( ) N LIQOC(Q)

Unicité dela solution dansun milieu homogéene avec second membre.

Un premier résultat d unicité concerne celle de I’ équation de Helmholtz dans le vide avec second
membre. Ce résultat, ains que sa démonstration, sont énoncés dans un cadre plus général pour les
probleémes extérieurs dans [38] (Théoreme 4.1).

Soit f € L2(R™), supp(f) C B(0,a), a > 0. On considere le probléme

Au+ k*u = fdansR™,

0
a_u eiku = O(1/r"/?) lorsquer = |z| — co.

On ale théoreme suivant :

(2.1)

Théoreme 2.1.2 Le probleme (2.1) admet au plus une solution dans L7, _(R™).
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L e principede continuation unique.

Avant d’ énoncer le principe de continuation unique, nous allons considérer un lemme technique dont
le résultat intervient alafois pour la continuation et dans la démonstration de I’ unicité du probleme
inverse. Unefonction g de L7 (R™) est dite 2r-périodique s elle vérifie (27l + x) = g(x), Va €

R™ et VI € Z™. Onidentifie cette classe de fonctionsavec L*(Q), @) = [, 7|™. Lelemme suivant
est énonceé dans ([25], Lemme 5.3) pour le casm = 3. Nous|’ éendonsici au cas m = 2.

Lemme2.13 Soienta € R™, a € R,Q = [er, 7" Cc R"ete = (1,9)T € C*ssm = 2o0u
€= (1,7,0)T € C* s m = 3. Alors, quelsque soient ¢ > 0 et g € L7 (R™) 2n-périodique, il existe

loc

une unique fonction 2r-périodique w = w;(g) € L? (R™) solution faible de |’ équation

loc
Aw + (2te ia) - Vw & (it + o)w = g dansR"™, (2.2
c'est adire w de période 27 vérifiant

/ w[Ap &(2te sia) - Vo (it + a)p] de = / gedr,

m

quel que soit ¢ € D(R™). Deplus, w vérifie |’ estimation suivante:

loc

1 . .
||w]|r2(g) < ;||g||L2(Q), quelsquesoient g € L; (R™) ett > 0.
Démonstration: On développe g en série de Fourier :
g(x) = Z g v e R™
jezm
avec

1 g
= “Udy, j e T
g] (27T)m /Qg(y)e Y, J S

Un développement de w souslaformew(z) = Z w;e* nous permet de poser |es équations
jezm

w; [Slj* +ij - (2t€ &ia) &(it + a)] = g;, j € L™
vérifiées par les coefficients w;. De |’ estimation
|efj]? +i5 - (2tesia) (it + )| > Im[.]|=t2j, 1| >t, Vj € Z™ett > 0,
on déduit que I’ opérateur
9 1] 2
L = J L
UOEDY Pt G aiita’ L@,

JEL™
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est bien défini et borné avec || L[|z (r2(g) < 1/t quel que soit¢ > 0. En tronquant la série, puis a
I’aide d’une intégration par parties, il est aise de montrer que w = L,g satisfait laformulation faible
pour des g polyndmestrigonométriques. Par densité, on en déduit le résultat quel que soit g € L*(Q).
0

Nous pouvons maintenant utiliser ce résultat pour demontrer un principe de continuation unique.
Ce théoréme est une généralisation du Théoréme 5.4 de[25] aunindice deréfraction L>°(R™; C). Sa
démonstration est d’ ailleurs en tous points identique pour ladimension trois.

Théoreme 2.1.4 Soitn € L>(R™;C) vérifiant n(z) = 1 pour |z| > a. Soitu € L; (R™) une

loc

solution de I’ équation de Helmholtz Au + k*nu = 0 dansR™ telle que u(x) = 0 quel que soit =
vérifiant |«| > b, avec b > a. Alorsu = 0 sur R™ tout entier.

Démonstration: onposee = (1,i)" € C*sim =2ete=(1,7,0)" € CCsm=3,p=2b/m, et
w(x) = 7~ u(pa), v € Q = [&m, 7",
avect > 0. Alorsw(x) = 0 quel que soit |«| > /2, en particulier au voisinage de la frontiére du
cube. On prolonge w en une fonction 27-périodique sur R™ en posant w (27! + ©) = w(x), « € Q &
leZ™ 1#0.Alorsw € L} _(R™), et des calculs &l émentaires montrent que w est solution faible de
I’ équation
Aw(z) + (2t€ &ia) - Vw(z) & (it + 1/4)w(z) = €p’k*n(r)w(z) dansR™, (2.3)
aveca = (1,0)T sm =2,a = (1,0,0)T sim = 3, etn (27l +x) = n(pzr) quel quesoit = € [, 7)™
et [ € Z™. L application du lemme précédent nous donne I’ existence d'un opérateur 7, borné de
L*(Q) dans|ui-méme, vérifiant || L;||>(q) < 1/t, et tel quel’ équation 2.3 soit équivalente a
w = &pk? Li(nw).

L’ estimation

P22
t

||| 22y <

[[w][r2(q) < w2 (g

PPk |
t
donne w = 0 désquet est suffisamment grand. On en déduit « = 0. O

Dans toute la suite, »'™ est un champ incident, ¢’ est a dire une solution de I’ équation de Helm-
holtz Au + k*u = 0 dans L} .(R™), sans condition de radiation al’infini. En pratique, les champsin-
cidents que I’ on considére sont les ondes planes sinusoidales de laforme u'™<(8) = ¢'*%*. Les ondes
planes modélisent en effet de maniére approchée les champs incidents correspondant a des sources
ponctuellessituéesal’infini. Lafonction ‘"¢ désigne par conséquent soit un champ incident quel con-
gue, soit une onde plane sinusoidal e quel conque de pulsation ..
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Le problemedediffraction.

Pour un milieu d'indicen € L>(R™; C) vérifiant supp(l <n) C B(0,a), a > 0, Ren > 0, Im
n > 0, et un champ incident «*"* fixés, le champ total « que!’ on observe est solution de !’ équation de
Helmholtz

Au 4+ k*nu = 0 dansR™,
ou’

or

ollu® = ueu'™ désignelechamp diffracté. Lafonction«"c &éant solution del’ équation de Helmholtz
Au+ k*u = 0 dans L} (R™), ce probleme s écrit de maniére équivalente en champ diffracté

loc
Au® + k*nu® = k2 (1 ©n)u™ dansR™,
ou®
or

Notons que le second membre £2(1 <n)u'™ de cette derniére équation appartient a L*(R™).

Les outils nécessaires aladémonstration de I’ unicité de la solution du probleme direct de diffrac-
tion étant réunis, nous pouvons énoncer lethéorémed’ unicité. Ici encore, larégularitén € L°(R?; C)
est suffisante pour que la démonstration soit identique dans ses grandes lignesau casn € C'*(R?; C)
([25], Théoreme 5.5). Ici encore, I” extension ala dimension deux ne modifie pas la démonstration.

24
eiku® = O(1/r™/2) lorsque r = 2| — oo, 24

(2.5)

eiku® = O(1/r™H/2) lorsque r = |2| — oc.

Lethéoréemed’unicité(n € L>(R™; C)).

Théoreme 2.1.5 Soitn € L*(R™; C) unindice deré&fraction vérifiant supp(l <n) C B(0,a), avec
a > 0,e¢Ren > 0,Imn > 0. Pour un champ incident " fixé, le probléme (2.4), avec u =
u'™ +u*, admet au plusune solution dans L2 (R™). End’ autrestermes, si v est une solution de (2.4)
correspondant a "¢ = 0, alorsu = 0. De plus, cette solution appartient a f/2_(R™).

loc

Démonstration: On pose u"* = 0. Lacondition de radiation donne

O(1/Rm+1)/2) :/ — iku

lz|=R 87“

_ / Ou
lz|=R 87“

Siu e L (R™) existe, dorsk*nu € Li _(R™), et par consequent u € H}

loc loc loc

formule de Green aladerniereintégrale, on obtient

/ ua_udg = / [uAﬂ—|- |Vu|2] dr = / [|Vu|2 <:>k2ﬁ|u|2] dz,
| |z|<R

z|=R or |z|<R

2

Ou ds (2.6)

2 _
—|—k2|u|2) dS—|—2kIm/ W22
|

z|=R ar

(R™). En appliquant la

c' est adire

Im / ua—udS = k2/ Im n|ul*dz > 0.
|z|=R or lz|<R
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On introduit cette estimation dans (2.6), en faisant tendre R vers|’infini, ce qui donne
0 <lim sup/ a_u
R—+oo J|z|=R or

/ lu|*dS — 0 lorsque R — oo.
|z|=R

2
+ k2|u|2> ds <0,

et donc

Le Lemme 2.1.1 implique que v = 0 pour || > «. Le principe de continuation unique donne « = 0
dansR™. O

2.1.2 Formulation intégrale volumique, existence et comportement asympto-
tigue del’ équation de Helmholtz.

Avant de définir I’ éguation de Lippmann-Schwinger dont |es propriétés permettent de deduire |’ exis-
tence de solutions pour le probleme direct, nous introduisons, sous forme de rappel, les propriétésdu
noyau de Green de |’ opérateur de Helmholtz dans e vide avec condition d’ onde sortante (i.e. vérifiant
la condition sortante de radiation de Sommerfeld).

Solution fondamentalede I’ équation de Helmholtz.

On pose

eik|1’—y|
) = ——— pour R?
(2,9) Trle oy PO Ty € R T #y,
= ZH"(k|e y) pour o,y € B2, @ # .

ou Hél) est lafonction de Hankel du premier genreet d’ ordre0. Lafonction ®(x, y) est appel ée solu-
tion fondamentale de I’ équation de Helmholtz dans R™ (ou noyau de Green de I’ opérateur de Helm-
holtz dans | e vide) associée a une condition de radiation sortante. Elle vérifie donc:

®(-,y) est solution au sens des distributions de |’ équation de Helmholtz Au + k*u = 6, dansR™
pour tout y € R™. Elle satisfait la condition de radiation

= Vo®(2,y) ©ik®(x,y) = O(1/|x]|"F1/2)

]

uniformémenten — € ™! et y € K pour tout borné K C R™. De plus,

z|

gkl _
O(z,y) = me—z’w +O(1/]z]*)sim =3,
i 2

— 2 = cilklr=yl=r/Y) (1 L O] Sm=2
W e (140(1/laly s m =2,
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X

uniformémenten z = | cS"leycK.
Z

Avant de caractériser sous la forme de solutions d’ une éguation intégrale les solutions sortantes
de I’ équation de Helmholtz dans des milieux inhomogenes, nous allons montrer que les potentiels de
volume définisa partir de ¢ sont des solutions sortantes de I équation de Helmholtz dans e vide avec
second membre, et réciproquement, que toute solution sortante de ce type d’ équation s écrit sous la
formed’ un potentiel devolume. Lelemme suivant constitue une étape préliminairealadémonstration
de ce résultat.

Lemme 2.1.6 [14] (Théoreme 8.2) Soient D et ¢ deux domaines bornés de R™. Le potentiel de vo-
lume

définit un opérateur borné de L?( D) dans H*(G).

Remarque: Ce résultat est donné dans [14] pour m = 3. Sa démonstration reste en tout point
identique dansle cas m = 2, avec le noyau de Green correspondant.
Nous pouvons alors énoncer le theoreme suivant :

Théoréme 2.1.7 Soit p € L*(R™), supp(p) C B(0,a). On pose
v(z) = / p(y)®(x,y)dy, = € R™ (27)

Alorsv € HE _(R™) et v est solution du probleme

Av + k*v = &p dansR"™,
? Sikv =01 /") lorsque r = |z| — oco.
.

(2.8)

Réciproquement, si v € H}?

loc

(R™) est solution de (2.8), alors v S écrit sous la forme (2.7).

Démongtration: L' application du Lemme 2.1.6 donnewv = Vi € H*(() pour tout » € L2 (R™),
quel que soit ¢ domaine borné. On en déduitv € H _(R™). O

loc

Pour tout ¢ > 0, on définit k. réel et s, > 0 par larelation (k. + is.)? = k* + ic. Soit lafonction

(like—so)le—y|
(I)E(l’,y) = WSI m=3
= ZHY (ke +is.) Jo y|) Sm =2,

4

Alors . (x,y) est I’unique solution fondamentale de

Av, + (k2 +i€)v. = 4§,
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vérifiant/ lve|*dx < 0o, VR > 0. Pour ¢ € L?(R™), I"unique solution de
|z|>R

Av, + (k2 +ie)v, = S

vérifiant/ (o, 2dz < o0, VR > 0 S écrit
|z|>R

o) = [ oly)uteu)dy

Par passage alalimitelorsque e tend vers 0, en appliquant le principe d’ absorption limite ([38], Théo-
reme 4.4), on en déduit que v(x) défini par (2.7) est solution de (2.8).
Réciprogquement, d’ aprés|e Théoreme 2.1.2, (2.8) admet au plus une solution dans H? _(R™). Les
écritures (2.7) et (2.8) sont donc équivalentes. O
Ce théoréme étant établi, nous pouvons définir une équation intégrale équivalente al’ équation de
Helmholtz avec un second membre dans Z.2(R™) pour les milieux inhomogenes.

L’ équation intégrale de volume dansles milieux inhomogenes.

Théoreme 2.1.8 Soitn € L*(R™; C) vérifiant Ren > 0, Imn > 0, supp(l <n) C B(0,a), avec
a > 0,et f e L*(R™) vérifiant supp(f) C B(0,a). Soitw € L7 _(R™) solution du probleme avec
second membre:

Au+ k*nu = f dansR™,

Z—Zf eiku = O(1/r"+/?) lorsque r = |2| — oo. (29)
Alors u est solution de I’ équation intégral e de volume
u@)= & | ) +E L en)u(y)] 2 y)dy. (2.10)
et réciproquement.
Démonstration : Par unicité delasolution dans L7 .(R™) (Théoreme 2.1.5), u vérifie
Au+ k*u = f+ k*(1 ©n)u dansR™,
Z—Zf Siku = 0(1/r™/2) lorsquer = |z| — oo, (211)

avec f + k*(1 &n)u € L*(R™). L application du résultat précédent en posant < = f + k*(1 <n)u
nous permet de définir une équation intégrale volumique équivalente a (2.9)

wz) =< [fly)+E Q1 eny)uly)] ®(x,y)dy,

Rm
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ce qui acheve la démonstration. O
Soient |es opérateurs

L: L[*B(0,a)) & L*B(0,a))

[ oe @/ fy)@(z,y)dy,
B(0,a)

R I e

D’ apréslethéoreme 2.1.8, lafonction v € L*(B(0, )) solution de I’ équation
v=Lf+ L,v (2.12)
est larestrictiona B(0, «) delasolution « de (2.9).

Théoréme 2.1.9 Lesopérateurs L et L,, sont compacts de L*(B(0,a)) dans L*(B(0, a)), et bornés
de L*(B(0,a)) dans H*(B(0,a)).

Démonstration: L’ opérateur 1. est un opérateur & noyau faiblement singulier dans B(0, «) ([13],
paragraphe 2.4). On en déduit qu'il est compact de L*( B(0,a)) dans L?*( B(0,«)). Dulemme2.1.6, il
découleque L est bornéde L?( B(0,a)) dans H*( B(0, «)). Il suffitenfinderemarquer que ,, = Loy,
ou , est I'opérateur de mutiplication par (1 <n), continu de L?(B(0,«)) dans L*(B(0,a)), pour
étendre ce résultat al’ opérateur L,,. O

Théoréme 2.1.10 L’ opérateur (I <L,,) est unebijection bicontinuede L?( B(0, «)) dans L*( B(0, a)).
Démonstration: Montrons dansun premier tempsque (I <L,,) est injectif dans L?( B(0, «)). Soit
v € L*(B(0,a)) vérifiant (I < L,,)v = 0, ce qui équivaut a écrire
o[ RO SRy pp. s B0.0)
0,a

Alorsv se prolonge en une fonction « définie sur R™, vérifiant

— s / [ R a0 )y

- (1<:>n(y)) (y)®(x,y)dy p.p. sur R™.

D’ apreslethéoreme 2.1.8, lafonction u est egalement solution de |’ équation de Helmholtz

Au + k*nu = 0 dansR™,

g—u Siku = O(1/r™/?) lorsque r = |z — oc.
.
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Du théoréme 2.1.5, on déduit « = 0. Alorssarestriction v a B(0, «) vaut également 0. On en déduit
I'injectivitéde (I < L,,) dans L*(B(0, a)).

D’ apréslethéoreme2.1.9, I’ opérateur L., est compactde L?( B(0, a)) dans L*(B(0,q)), et (I <1,)
étant injectif dans L?(B(0,«)), 1 n'est pasvaleur proprede L,,. L' opérateur (1 < L,,) est donc bijectif
bicontinu de L*(B(0, «)) dans L*(B(0, a)). O

On déduit decethéorémequel’ application (/<1,,)~* L est continuede L*( B(0,a)) dans L*( B(0, a)).

Corollaire 2.1.11 Pour tout ouvert borné G de R™, il existe une constante C'; > 0 telle que pour
toute fonction f € L2(R™) vérifiant supp(f) C D, avec D ouvert borné, la solution « du probleme
(2.9) verifie
|U|H2(G) < Cq |f|L2(D) .
Démonstration: On définit« > 0 tel que ¢ C B(0,a) et D C B(0,a) . Soit v larestriction de u
aB(0,a). Lafonction v vérifie
(I &L,)v=Lf,

et par continuitéde I’ opérateur (1 < L,,)~'L , ains que de |’ opérateur derestrictiona G, il existe une
constante A > 0, indépendante de f, telle que

|U|L2(G) < K¢ |f|L2(B(0,a)) = K¢ |f|L2(D)'

Lesfonctions u et v &tant par définition confondues sur B(0, «) donc sur (¢, on montre ains

lulp2 ey < Ka | flp2 oy - (2.13)

Le probléme (2.9) peut s écrire de maniére équivalente sous laforme (2.11). Ains, lafonction v se
décompose de maniére unique en v = u + u, avec u €t u les solutions respectives des équations de
Helmholtz danslevide

AU+ k*u = f dansR™,
g—u ik = O(1/r"D/2) lorsque r = || — oo,
.

Au+ k*u = K*(1 ©n)u dansR™,

90

a—u ikt = O(1/r™)/2) lorsque r = |z| — oc.
.

On déduit du lemme 2.1.6 qu'il existe des constantes C' > 0 et C' > 0 telles que

|a|H2(G) <C |f|L2(D) ) (2.19)

@72y < C R (1 &n)u (2.15)
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Lafonction 1 <n &ant bornée, il existe une constante '’ > 0 telle que
[l 26y < C |ulpapy »
et en appliquant I’ estimation (2.13) pour G = D, il existe une constante K > 0tele que

|a|H2(G) <K |f|L2(D)-

Aing, lasolution « de (2.9) vérifie
[l = [0+ gy < Wil + [l

[ H2( +
<C + K) /2oy = Ca [ flz2p) -

Le corollaire est ainsi demontré. O
Remarque: Laconstante C'; dépend de I’indice de réfraction n.
Unefoisces résultats établis, nous pouvons définir une équation intégrale équivalente al’ équation
de Helmholtz dans les milieux inhomogenes, I’ équation de Lippmann-Schwinger.

L’ équation de Lippmann-Schwinger.

Théoreme 2.1.12 Soitu € L} (R™) solution du probleme avec obstacle:

loc

u=u"4+u’, n € L®R™C), Ren >0, Imn >0,
supp(l &n) CC B(0,a), a >0,
Au + k?*nu = 0 dansR™, (2.16)

O ik = O(1/rm+D/2) Jorsque r = || — co.
.

Alors u est solution de I’ équation de Lippmann-Schwinger

) = b [ (1 n()uly)@(e,y)dy, (2.17)

m

et réciproguement.

Démonstration: Le champ diffracté u® = u <u™° est solution de I’ équation de Helmholtz (2.5),
avec k*(1 < n)u™ € LER™). L application du théoreme 2.1.8 en posant / = k%*(1 < n)u'™ nous
permet de définir une équation intégrale volumique équivalente a (2.16)

ut(y) = ok / (1 n(y)) (@™ (y) + u*(y))B(z, y)dy.

m

ou encore, écrite en champ total

a) = o [ (1 nl)uo )y (2.18)
= u'" &Tu,
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ou |’opérateur 7' : L*(B(0,a)) — L*(B(0,a)) est défini par
Tu(z) = k? /B(O )(1 en(y))P(x, y)uly)dy = <Lyu(x), € B(0,a).

Ceci achéve ladémonstration. O
Une application directe du Théoreme 2.1.10 nous permet de déduire I’ existence et I” unicité de la
solution de I’ équation intégrale (2.17) ains que de I’ équation de Helmholtz (2.16).

Théoréme 2.1.13 Le probléme (2.16) admet une solution unique dans L7 _(R™).

loc

Démonstration: 1l suffit de poser f = k*(1 & n)u™ € L*(R™) pour déduire ce résultat du
Théoréme 2.1.10. O
Considérons maintenant I’ opérateur du probléme inverse, soit

F: L®(D) & L[*(S™1xY)
"D k> <u(n70)|27 NS Sm_l) )
Nous souhaitons montrer que son inverse est non-continu, et que de ce fait le probléme est mal posé.
Pour cela, on étudie son application partielle Fy, ad fixé.
Compléte continuitédel’ opérateur Fy.
Soit D un ouvert borné vérifiant supp(1l <n) C D, et Fy I’ opérateur défini par
Fy: L=(D) &= LX)
np = u(n, ),

ou u(n, #) désigne la solution du probleme

Au(n,0) + k?nu(n,0) = k*(1 ©n)u'"(0) dansR™,
Ju(n, )
ar

Soit ¢ un ouvert borné de R™ vérifiant © C (. Onnote I I'injection de H*(G) dans H*(G), 7=
I’ opérateur trace, défini de H'((G) dans L*(X), et Fi; 4 I opérateur défini par

(2.19)

eiku(n,0) = O(1/r™D/2) lorsque r = |z| — oc.

FG792 LOO(D) = HQ(G)
nip & u(n,).

Alors Fy = vy o Iy 1 o Fi; 4. On souhaite déduire des propriétés des opérateurs vy, I 1, €t Fg o que
I’ opérateur Fy est compléetement continu. Dansun premier temps, on étudielacontinuitédel’ opérateur
Fe 4. Cerésultat fait I’ objet de la proposition suivante.

Proposition 2.1.14 L’ opérateur I 4 est continu de L°°( D) dans H?*(G).
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Démonstration: Soitn € L>(D) fixé. Lafonction u(, 8) est solution du probléme

Au(n, 0) + k*nu(n, 0) = K*(1 ©n)u'™(9) dans R™,

n 2.20
lim #0022 D) oy = o, (2.20)
r—00
et lafonction u(n + én, ¢) est solution de
Au(n 4 én,0) + kz(ﬁ + dn)u(n + én,0) = k2(1 on <:>5n)umc((9) dans R™,
n 221
lim r(m_l)/z(w Siku(n 4 én,0)) = 0. (221)
r—+co or
Par soustraction, lafonction §u(6) =u(n + dn, §) <u(n, §) est solution de
Adu(f) + kQﬁ(Su(@) = <:>k25n(umc((9) +u(n, ) + du(d)) dans R™,
_ _ Adu(0) . (2.22)
(m—1)/2 -
rli}rgor ( 5 Sikdu(f)) = 0.

Pour tout ouvert borné G deR™, d’ apréslecorollaire2.1.11, I’ application qui aun second membre as-
socielasolution del’ équation de Helmholtz est linéaire et continuede (D) dans H*(G). End’ autres
termes, il existe une constante C'; > 0 telle que

|u(7, 0) |2y < Ca| (1 &7)u™(0) |2 (), (2.23)
et (1 <n) étant borng, on en déduit qu'il existe L > 0 vérifiant
(7, 0) 2y < Lalw™ (0)] 12 (). (2.24)
Larelation de continuité (2.23) appliquée au second membre de I’ équation (2.22) donne I’ estimation
16u(0) 2y < Coldn(w™(0) + u(i, ) + 5u(0))|r2(n).- (2.25)
A I’aide delarelation (2.24), on montre que

|u2nc(0) + U(ﬁ, 0)|L2(D) nc(0)|L2(D) + |U(ﬁ7 0)|L2(D)

I :
(14 Lp)|u"(0)|r2(p)
K

VANIVANIVAN

ou K est une constante indépendante de ¢, puisque u'"(0) = ¢ est uniformément borné dans
L*(D) pour§ € S™'. D’ou

|(Su((9)|H2(G) S CG|5n|oo <[X7 + |5u(0)|L2(D)>
< CG|5n|oo <[X7 + |5u(0)|H2(D)> ,

et en particulier, il existe une constante C'p » > 0 telle que

|5u(9)|H2(DUg) < CD7g|(Sn|oo <[X’7 + |5u(0)|H2(D)> < CD7g|(Sn|oo <[X’7 + |5u(9)|H2(DUg)> .
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Si |0n]e < 1/(2Cp ), dors
|5u(0)|H2(G) < |5u(9)|H2(DUg) < [X’7g|(sn|oo, avec K = QCD,G - K. (226)

Laconstante K est indépendante de §. On en déduit la continuité de |’ opérateur Fe; 4. O
De cette proposition, on montre la complete continuité de I’ opérateur Fy.

Corollaire 2.1.15 L’ opérateur F est un opérateur compléetement continu de °°(D) dans L*(X).

Démongtration: L’ application [, est complétement continue, comme composée de s, continu par
15, compact, puis par F¢ ¢ continu. O

Ce résultat met en lumiere la difficulté du probléeme inverse a résoudre, puisgque d apres ([14],
Théoreme 4.2), I'inversion de F, constitue un probleme mal posé. |l s ensuit quel’inversion del’ opé-
rateur quel’ on considére, soit F' = (Fp, 0 € S™ '), est également mal posée puisque son inverse est
non-continu.

Définissons enfin le champ lointain, ou amplitude de scattering, del’ équation de Helmholtz. C' est
ladonnée quel’ on considere danslethéoremed’ unicitédu problemeinverse. Les propriétés suivantes
se déduisent du comportement asymptotique de la solution fondamentale.

Comportement asymptotique dela solution - opérateur de champ lointain.

Lasolution « du probléme (2.16), vérifie

) €2k|1’| N .
u(x) =u"(x) + Wuo@(aj) +O(1/]z]™") lorsque |z| — oo (2.27)
uniformémenten z = «/|x|, ou
k? kE 1
U (T) = &—— 1 &n(y))e” ™ Vdy, ©€ S"". (2.28)
)= g oy, 150

Lafonctionu,, : S™ ! — C est appelée champ lointain, ou encore amplitude de scattering de u.
Afin de pouvoir considérer des données de type champ proche pour I’ unicité du problémeinverse,
on montre, dans le paragraphe suivant, leur équivalence avec les données de type champ lointain.

2.1.3 Passage desdonnées’champ lointain’ en données’champ proche’.

Lesthéoremes d’ unicité pour le probléme inverse nous concernant sont général ement obtenus a partir
de données de type champ lointain, delaforme {u..(z,0), ¥(z,0) € S™! x S™~1}. On se propose
de montrer, que sous certaines hypotheses sur unefrontiere I" de dimension m <1, ladonnée du champ
{u*(x,0), V(z,0) € T x S~} est équivalente pour le probléme d' unicité acelle du champ lointain.

Un domaine (2 est dit non-trapping pour I’ équation de Helmholtz s tout rayon pénétrant dans un
compact A" contenant € et se réfléchissant sur €2 en suivant lesloisdel’ optique géométriquequitte A
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en un temps fini. Cette propriété est vérifiée grace ades conditions géométriques sur lafrontiere” =
082 de ). Une définition plus générale d’ obstacle non-trapping est disponible dans [33] (Définition
74.4).

Sousces hypotheses, I’ existenceet I’ unicité delasol ution sortantedans L2, (R™\ ) pour I’ équation

de Helmholtz dans | e vide avec conditions de Dirichlet dans 7/'/%(I') sont données dans [38] (Corol-
laire4.5).

Lemme 2.1.16 Soit{) undomainebornénon-trappingdeclasse C'*, defrontierel’, et soitn € L>=(R™; C)
vérifiant supp(l <n) C B(0,a) C . Soit v une solution de I’ équation de Helmholtz Au + k*nu =

0, u=u"+u’, u’ v&rifiedu’ /Or iku® = O(1/r™ /%) etu (F), T € 5™ son champ lointain
associé. Alors on a |’ équivalence suivante:

U (T) =0, VT € S & u(2) =0, Vo € T

Démongtration: D’aprésle Théoreme 2.1.13, «* existe et est unique. De plus, u® vérifie (2.27)
uniformémentenz = x/|z|, et est solution de Awu® + k*u® = 0 pour |z| > a. Deu.(Z) = 0, V7 €
Sm=1 et (2.27), on déduit que Rlim / |u®(x)]*dS = 0. Le Lemme 2.1.1 nous permet de conclure
u® = 0 pour |z| > a,etdoncu’(z) =0, Vo € .

Réciproguement, on suppose u*(x) = 0, Vo € I'. Le domaine 2 étant non-trapping, le probléme
extérieur

Au® + k2u® = 0 dans Rm\ﬁ
v =0sur

O iku® = O(1frm 12
.

admet «* = 0 comme solution unique. D’ ou on déduit .. (7) = 0, ¥z € S™ % O
De celemme on déduit un corollaire fondamental pour passer du champ lointain au champ proche
dans un théoréme d’ unicité.

Corollaire2.1.17 Soientn,,n, € L>(R™; C) deuxindicesderéfraction vérifiantn,(z) = na(z) =1
pour tout |z| > «a, et {2 un domainebornénon-trappingdeclasse C'!, defrontiere T', vérifiant supp(1 <
n;) C B(0,a) C Q,j =1,2. Alorson al’équivalence suivante:

Ut 00T, 0) = ug oo(T,0), V(7,0) € S x S & wi(z,0) = u(x,0), V(z,0) € T x S,

ou u;(+, ) est solution de I’ équation de Helmholtz Aw; (-, 0) 4+ k*nju;(-,0) = 0, j = 1,2 dansR™
correspondant au champ incident "¢ (x, ) = e**?,

Démongtration: onposeu® = uf<us. Lafonctionw® et solutionde Au®+k*u® = 0 pour |z] > a
et vérifielacondition deradiation al’infini. L' application du Lemme 2.1.16 a«® permet de déduirele
résultat. O
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2.2 Unicitedu problemedescatteringinversepour n € L>(R?; C).

Pour toute la suite de ce chapitre, on fixe ladimension d’ espace am = 3.

2.2.1 Lethéoremed unicité en champ lointain.

Théoréme 2.2.1 Soient ny, ny € L= (R C) deux indices de réfraction vérifiant supp(l < ny) et
supp(l &ny) C B(0,a), a réel > 0 fixé. S leschampslointains v (7, 9) et uy (7, ) coincident
pour tout (z,0) € S? x 5%, alorsn; = ns.

Démonstration : Lapreuvede cethéoremepour lecasny, ny € C*(R?; C) consiste en troisétapes,
formulées sous forme de lemmes, dont les déemonstrations sont dues a A. Nachman [30], R. Novikov
[31] et A. Ramm [35]. Il est entierement demontré dans [25] (Théoreme 5.25). A I’ aide des résultats
établis pour les problemesdirects dans | e paragraphe précédent, et en particulier de celui du Théoreme
2.1.13, on se propose d’ appliquer le méme procédé demonstratif danslecasn € L>(R?; C), moyen-
nant quel ques modifications. Nous présenterons donc cette demonstration souslaformedestroislem-
mes modifiés. Le premier lemme, adapté de [25] (Lemme 5.20), est un résultat de densité de I'es-
pace engendré par |es solutions del’ équation de Helmholtz correspondant aux champsincidents ondes
planes sinusoidales dans |’ espace de toutes les solutions de cette méme éguation pour un domaine
borné contenant I’ obstacle. Larégularité L= (R?; C) del’indice ne modifie pas la démonstration.

Lemme 2.2.2 Soitn € L>(R% C), supp(len) C B(0,a). Soitu(-,d) lechamp total correspondant
au champ incident v'"“(x, 0) = e****%, solution de:

Au(z,0) + k*nu(zx,0) = 0 dans R?,

et H ={v e H*(B(0,b)) : Av+k*nv=0dansB(0,b), b > a}. AlorsVect{u(-,0) 50,0 € S*}
est dense dans H|p(o,q) par rapport & lanorme L*(B(0, a)).

Démonstration: Soit v € H vérifiant:

(v, ul+,0))r2(B(0,a)) = / v(z)u(z,0)dx =0, V0 € S°.
B(0,a)

D’ aprés |’ équation de Lippmann-Schwinger écrite sous laforme (2.18), u = (I + T')~*u™¢; d'ou:
0= (v, (T+T)" " 0)e2poay = (T4 T 0,0 (- 0)) 250,

quel quesoit§ € S%. Soitw = (I + T~)"'v. Alorsw € L*(B(0,q)) et satisfait I’ équation adjointe:

v(x) = w(x) + k(1 @m) /B(O )q)(x,y)w(y)dy, x € B(0,a).
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On pose

w(z) = / w(y)®(z,y)dy, v € R
B(0,a)

Alorsw est un potentiel devolumededensitéw. C’est une solution del’ équation de Helmholtz Aw +
k*w = 0 pour |z| > «. De plus, son champ lointain vérifie:

= 1 kG- 1 inc
woow) = E /B(O a)w(y)e Ydy = E(wvu ('7@9))132(3(07“)) =0

quel que soit § € S*. On en déduit, d’ apresleLemme 2.1.1, que w(x) = 0 quel que soitx ¢ B(0, a).
Soit v; une suite de /7 vérifiant v; — v dans L*(B(0,a)). Alors:

/ vv;de = / wv;dx + k2/ (1 &n)wv;dx
B(0,a) B(0,a) B(0,a)
= / wojdr + / w[Av; + kzvj]d:zj.
B(0,a) B(0,a)
En remplagant «w par savaleur et en intervertissant I’ ordre des intégrations, on obtient :
[ wde= [ o+ [ e [Boe) + o] de]
B(0,a) B(0,a) B(0,a)

L’ application du théoreme de représentation de Green donne:

— — ov; 00(-,y)
vv;de :/ w / [cb SY) o S } dSdy.
/B(o,a) ! B(0,a) (v) |z|=a () v T Oy Y

Comme v; satisfait I’ équation de Helmholtz Av; + k%v; = 0 pour a < |z| < b, I'intégrale de bord
peut se poser sur {z : |z| = ¢} pour « < ¢ < b. Intervertissant de nouveau I’ ordre des intégrations,

on obtient finalement :
Jv: ow
vvidr = / {@—] @vl—} dsS =0,
/B(o,a) ! |z|=c v Loy

car w = 0 al’extérieur de B(0, ). Par passage alalimite, on en déduit v = 0. O

Le deuxieme lemme, adapté de [25] (Lemme 5.21), énonce une certaine relation d’ orthogonalité
existant entre les solutions de I’ équation de Helmholtz pour différentsindices de réfraction n, et n,.
Laencore, ladémonstration reste identique au casn € C*(R?; C).

Lemme 2.2.3 Soient ny,n, € L(R? C) deux indices de réfraction vérifiant ny(z) = na(z) = 1
pour tout |z| > a. On SUppose que u; ..(7, 8) = uq .. (T, #) pour tout (7, 0) € 5% x S2. Alors

/B(O )Ul([E)UQ(J/’) [n1(x) ©ny(x)] de =0, (2.29)

quels que soient v; € H?*(B(0,b)) solutions des équations de Helmholtz Av; + k*n;v; = 0 dans
B(0,b),5 =1,2,avecb > a.
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Démonstration: Soit v, fixé une solution de Av, + k*nyv; = 0 dans B(0,q). D’apresle lemme
précédent, il suffit de montrer le résultat pour v, = uy(-,0), avec # € S?* arbitraire. On pose u =
uy (-, 8) <uy(-,0). Alorsu est solution faible de I’ équation de Helmholtz

Au + E*nju = k*(ng ©nyp)us.

On multiplie cette équation par vy, €t I’ équation satisfaite par v, par u, onlessoustrait, puislesintegre.
Ce qui donne:

/ (1 Au sulvy)de = k2/ (ny ©ny)ugvrde.
B(0,a)

B(0,a)

Laformule de Green appliquée au membre de gauche donne

au 81}1
dx = — — | dS.
/Ja(o,a)(n2 Engugvrde /m:a <v1 5 Su 81/) S

D’aprés |’ hypothése u (-, 8) = us.(+,0) et le Lemme de Rellich 2.1.1, on déduit que « est nul a
I’extérieur de B(0, a). L'intégrale de surface est donc auss nulle et I’ on en déduit le résultat. O

Le lemme suivant permettant d’ achever la démonstration de I’ unicité est une adaptation de ([25],
Théoréme 5.24) ades indices de réfraction ny, ny € L*(R3 C). |l éablit le résultat important que
I’ ensemble formé des produits de solutions de I’ équation de Helmholtz dans un borné €2 de R? est
dense dans L*(£2). Sapremiére démonstration est due a J. Sylvester et G. Uhlmann [37].

Lemme 2.2.4 Soient ) C R? un domaine borng, et ny, ny € L=(R?* C) telsquen; <1 et ny &1
soient a support compact dans €2. L’ ensemble des produits

{uguy s u; € H*(Q) est solution de Aw; + k*nju; = 0 dansQ, j = 1,2}
est dense dans L2(£2).

Démongtration: La preuve utilise un résultat préliminaire, adapté de [25] (Théoreme 5.23), que
nous allons énoncer sous forme de lemme.

Lemme 2.2.5 Soit B(0,b) une boule derayon b et n € L>(B(0,b);C) vérifiant supp(n < 1) C
B(0,b). Alorsil existe T > 0 et C' > 0 telsque, quel que soit z € C* vérifiantz - 2 = 0 et |z| > T, |l
existe une solution u, € L*(B(0,b)) del’équation

Au, + k*nu, =0 (2.30)
delaforme
u.(z) = e""(1 + v,(x)), € B(0,b). (2.31)
Deplus, v, vérifie

«

=k quel que soit z € C° vérifiantz -z = 0 et || > T
z

[v:llr2(Bog)) <
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Démongtration: Ce lemme se démontre en deux étapes. Dans un premier temps, v, est construit
pour > = te, avece = (1,4,0)T € C* et t assez grand. Ensuite, |e cas général est obtenu par rotation.

Soit ~ = te, avect > 0. Par un changement d’ échelle, on peut considérer sans perte de généralité
que B(0,b) C Q = [em,7]° C R On construit une solution faible u, de |’ équation de Helmholtz,
cestadireu, € L*(Q) vérifiant

/ u, [Ac,o + kzmp] dx =0
Q

quel que soit ¢ € O (R?) asupport contenu dans (). La régularité de cette solution faible implique
lefait que ce soit également une solution forte al’ intérieur de ().
On remarque aors que « défini par

u(x) = e [1 + exp(ei /22 )w(z)]
est solution de (2.30) s et seulement s w; est solution de I’ équation:
Awy(z) + (2te &ia) - Vw(x) & (it + 1/4)w(z) = <k*n(2)w(z) <k*n(x)erp(i/22,) dans Q,

aveca = (1,0,0)7 € R3 On cherche a déterminer une solution 2-périodique de cette équation.
Comme celle-ci est delaforme (2.2), pour o = 1/4, on utilise I’ opérateur L, du Lemme 2.1.3, et on
écrit cette équation sous laforme

Wy + kQLt(nwt) == Ltﬁ danS Q, (232)

avec ni(x) = <k*n(x)exp(i/2x,). Pour de grandesvaleursdet, I’ opérateur K, : w — k?Li(nw) est
une application contractante de *(()). Ceci se déduit des estimations

1Kwllza@) = K| Lafnw) |z
b k2||n||oo
< - limollzaa) £ T2 ol oz

lesquelles impliquent que || K ||z 2@y < 18t > 0 est suffisamment grand. Pour ces valeurs de
t, il existe une solution unique w; de (2.32). Comme cette solution dépend continiment du second
membre, on en déduit qu’il existe une constante ¢ > 0 vérifiant

. ck?
lwellz@) < ellLallrze) = —~lInllzz@)

quel quesoit¢ > 7" pourun 7' > 0.

En appliquant lethéorémede Green, il estaise devoir quelafonctionu(z) = €@ [1 4 e/ 1w,(z)]
est une solution faible de I’ équation (2.30). Ce qui démontre lelemme pour z = te.

Soit maintenant = € C? arbitraire, avec z - = = 0, et [z| > T'. Ces propriétésimpliquent que
Rez| = [Imz| et (Rez)- (Imz) = 0. Levecteur = sedecomposedemanlereunlquesouslaforme
z=t(a+ zb) avecd,b € S2,1 > 0 etd-b = 0. On définit le produit vectoriel ¢ = @ x b et lamatrice
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orthogonale R = [638] c R34, AlorstRe = z» et donc R > = te. Latransformation » +— Rx
transforme I’ équation de Helmholtz (2.30) en

Aw(z) + E*n(Rz)w(z) = 0, = € B(0,b),

pour w(x) = v(Rx), € B(0,b). L application de la premiére partie de la preuve nous permet de
déduire I’ existence d’ une solution w de cette équation sous laforme

w(z) = ¥ [1 4 exp(&i )2z, )w(z)],
avec ||wy||2(g) < C'/t pour t > T. Dewv(z) = w(R”z), on conclut que

v(x) = cteRTe [1 + exp(&i/2a - l’)wt(RTl')]
= [1 + exp(si/2a - l’)wt(RTl')] ,

ce qui démontre le lemme pour ce cas. O
Nous pouvons maintenant demontrer le lemme général de densité.
Preuve du Lemme 2.2.4: On choisit b > 0 tel que © soit contenu dans B(0,b). Soitg € L*(Q2)
vérifiant

Ag(x)ul(x)UQ(x)dx =0 (2.33)

quels que soient u; € H*(Q2) solutions des équations de Helmholtz Au; + k*nju; = 0 dansQ, j =
1,2. En particulier, (2.33) est vérifiée pour toute solution de I’ équation de Helmholtz dans B(0, b).

Fixons un vecteur arbitrairey € R*\{0} et un nombre p > 0. On choisit un vecteur unitaire
a € R®etunvecteur b € R* telsque |b]* = |y|? + p?, et tel que {y, a, b} soit une famille orthogonale
de R®. Posons

1 ' 1 '
2l = 56 <:>%(y + pa) et 2* = @éb <:>%(y Spa).
Alorsz/ - 27 = |ReZ/|? &|lm2/|?2 + 2iRez/ - Imz/ = [b]*/4 & (|y|* + p?)/4 = 0 et |27]? =
(IbP + [yl + p*)/4 = p*/4. Deplus, ! + 2> = =iy,
On applique alorsle Lemme 2.2.5 avec » = 2/ aux équations de Helmholtz Aw; + k?nju; = 0
dans B(0,b). Onintroduitles«; souslaformede (2.31) danslarelation d orthogonalité(2.33), et I’ on
obtient

0= [ b n @I+ e ole)ds
= Ze‘iy'l’ [1 4 vi(x) 4+ va(x) 4+ vi(2)ve(2)] g(x)dx.

D’ apresle Lemme 2.2.5, il existe des constantes 7" > 0 et C' > 0 tellesque

villzz@@) < Hvilleesos) <
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quel que soit p > T'. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne, lorsque p tend vers +oc

/ eV g(x)dr = 0.
Q

Comme le vecteur y € R? &tait arbitraire, on en déduit que la transformée de Fourier de ¢ est nulle.
Ce qui donne g = 0. O

Il n’ existe pas de preuve analogue dans R ?, dans lamesure ol une décompositionde y € R?\{0},
delaméme maniere que celle décrite en dimension trois dans lademonstration du Lemme 2.2.4, n’ est
pas possible dans C?. La démonstration de ce résultat dans R?, et de ce fait celle d’ un théoréme glo-
bal d’unicité reste un probleme ouvert a ce jour. Néanmoins, des résultats partiels d' unicité ont &é
démontrés dans le cas de ladimension deux ([24], Théoremes5.4.2, 5.4.3 et 5.4.4).

Ces trois lemmes étant demontrés, la demonstration du Théoreme 2.2.1 est immédiate, puisqu’il
suffit de combiner larelation d’ orthogonalité du Lemme 2.2.3 avec le résultat de densité du Lemme
2.2.4 enposant 2 = B(0, ) pour obtenir I unicité.

En utilisant le résultat d' équivalence entre les données champ proche et champ lointain (Lemme
2.1.17), on déduit immeédiatement du résultat précédent un théoreme d’ unicité en champ proche.

2.2.2 Lethéoremed’unicité en champ proche.

Théoreme 2.2.6 Soient ny,n; € L>(R% C) deux indices de réfraction vérifiant ny(z) = na(x) = 1
pour tout |=| > «, et 2 un domaine bornénon trapping declasse C'*, defrontiére I, vérifiant supp(1 <
n;) C B(0,a) C ©,j = 1,2. S leschampsprochesv$(z, §) et us(x, 0), définissur ' x 52, coincident
pour tout (z,0) € T' x 5%, alorsn; = ns.

Ce dernier résultat justifie le fait de rechercher dans L>°(R?; C) I'indice de réfraction d’ un obs-
tacle a partir des données du champ proche pour tout champ incident de type onde plane sinusoidale.
Avant de proposer un agorithme permettant larésol ution approchée de ce problemeinverse, nous nous
intéressons, dansle chapitre suivant, alarésol ution approchée du probleme direct deladiffraction par
un obstacle diélectrique parfait. De tellesrésolutionsinterviennent en effet dans I’ algorithmed’ inver-
sion.
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Chapitre 3

Approximation PML du problemedirect.

Dans cechapitre, on s intéresse alarésol ution numérique des problemesdirects qui interviennent dans
larésolution du probleme inverse. Leur rdle est de lier les données al’ indice de réfraction recherché
dansle problemeinverse. Si I’ on souhaite restituer desindicesapartir de mesures physiques, souvent
bruitées et issues d’ un probleme de surcroit mal posg, une résolution précise de ces problemes directs
semble nécessaire.

C’ est pourquoi on considere le couplage de I’ opérateur de Helmholtz avec un opérateur pseudo-
différentiel décrivant la propagation des ondes dans un milieu fictif absorbant, dit milieu PML (Per-
fectly Matched Layer) de Bérenger. Ce milieu, qui entoure un borné contenant |’ obstacle, a pour pro-
priétée d’ amortir, exponentiellement et sans réflection, les ondes le pénétrant, indépendamment de la
fréguence et deI’incidence. Ce couplage s avere d' un grand intérét pour la résolution numeérique des
équations de propagation des ondes, et par conséquent pour I’ équation de Helmholtz: il permet en
effet de smuler les conditions de radiation a I'infini en imposant des conditions aux limites a dis-
tance finiedansle milieu PML. Si le sujet a é&é largement traité du point vue numeérique (cf [10] pour
un apercu), les articles théoriques concernant le milieu PML sont beaucoup moins nombreux, surtout
dansle casdu problemeharmonique. L’ existenceet I” unicité du couplage Helmholtz-PML en domaine
borné ont &té démontrées uniquement dans|e cadre deladimension deux, pour un obstacle conducteur
parfait, en coordonnées polaires ([10], théoreme 2) ou cartésiennes ([11], Théoremel), et en excluant
un ensemblediscret de fréquences propres, éventuellement vide. Nous adaptonsce résultat au casd’ un
obstacle diélectrique parfait, d’ indice de réfraction n € L>°(; C). De maniére aen démontrer |’ ef-
ficacité, cette méthode est ensuite testée numériquement a I’ aide d’ un code &éments finis P, sur des
maillages non structurés.

3.1 Historique - equations de Bérenger pour Maxwell 2D insta-
tionnaire et passage en har monique.
Jean-Pierre Bérenger [4] a introduit en 1994 un milieu fictif absorbant appelé PML (pour perfectly

matched layer, ou couches parfaitement adaptées). Considérant le systeme instationnaire de Maxwell
en 2D pour un obstacle parfaitement conducteur, dont les inconnues sont |es composantes £, £, et

39
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H . des champs €& ectrique et magnétique (mode transverse éectrique)

O.H, = 0,E, <0,E,
oE, = <0,H, dans R*\ O, (3.2)
&Egg — ayHZ

ou O contient le support de I’ obstacle, il arajouté une équation au systeme en découplant I’ inconnue
H . en deux sous-composantes H..,. et H.,,, puisen introduisant desfacteurs absorbants o, (x) et o, (y)
vérifiant

O C| &a;a[x] <b;b],
ox(x) =09Ur] Sa;afetoy(x) >0sur R\| <a;al, (3.2
o,(y) =0sur] <b;beto,(y) > 0surR\]<b;b.

Le systeme instationnaire qu’il propose est

OH., + o,H,, = 0,E,
Ol + 0. H., = &0, 1
OB, + o,E, = <0,H,
OB, + o,E, = 0,H.

Y dansR*\O. (3.3)

Lorsque o, = o, = 0, lesdeux premiéres équations sont regroupables pour n’ en former plus qu’ une,
et I'onretrouveains le systeme de Maxwell (3.1) originel. Deplus, s J.P. Bérenger adans un premier
temps considéré la diffraction des ondes & ectromagnétiques par un obstacle parfaitement conducteur,
le cas du diélectrique parfait peut egalement étre traité par cette méthode. |11 suffit danstousles casde
digoindre le support de I’ obstacle du milieu PML (o, # 0 ou o, # 0).

L’ opérateur associé au systeme (3.3) est faiblement hyperboliquemais pasfortement hyperbolique,
contrairement a celui du systeme de Maxwell associé. A. de la Bourdonnaye [20], ou S. Abarba-
nel et D. Gottlieb [1] décrivent ce défaut comme une faible stabilité du systéme, ce qui méene a un
probleme dit faiblement bien posé. Le symbole complet de |’ opérateur ne vérifie pasles conditionsde
Hadamard-Petrovsky ([28], Théoreme 4.6), et le probleme est de ce fait mal posé en unicité.

Onrappelleque dansle casd’ un probleme d’ évolution ou I’ on ne considere que les temps positifs,
la condition de Hadamard-Petrovsky est vérifiée s et seulement si |es partiesimaginaires des valeurs
propres du symbole complet de |’ opérateur spatial sont bornées. Cette condition n’ étant pas vérifiée
pour le systeme de Bérenger, il semble apriori nécessaire de modifier |es éguations, tout en conservant
les propriétés du matériau fictif décrit par J.P. Bérenger.

Des 1994, W.C. Chew et W.H. Weedon [9] ont proposg, a |’ aide d’ une transformation formelle
par Laplace des équations et d’ un regroupement judicieux de celles-ci, une interprétation du milieu
PML pour les équations de Maxwell en 3D en termes d’ un changement de coordonnées complexes.
Ils demontrent en outre la décroissance exponentielle de I’ amplitude des ondes planes dans le milieu
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PML. Si I’ on effectue cette manipulation sur le systeme 2D (3.3)

i = P

i (p—l_ay) v
pH, =2 9 F

A (p; o) dans R\ O,
p Yy <:>—ax z

N (pp+ o)
pE, O, H.,

(p + Uy) !

on obtient, en regroupant les deux premieres équations

pH, = ok, &5———0.F
— (p‘|'%y)y A(p‘l'%) !
pliy = W@HZ dansR*\ O.
o~ p z —
vE, =LY 9,
(p+oy) !

En remplagant les inconnues b, et //E; par leurs expressions en fonction de 11, on obtient I équation

277 p p T p p T 2
p H, @(p n Ux)ax <(p n Ux)axHZ> @(p n Uy)ay <(p n Uy)ayHZ> 0 dansR*\O. (34)
On remarqgue alors, en posant p = <ik, que |’ équation (3.4) est une équation de Helmholtz a poids
complexes, et quel’ opérateur différentiel d’ ordre deux qui remplace le Laplacien est symétrique mais
non hermitien.

Decetteinterprétation, F. Collino et P. Monk [10], [12] ont démontréen 96 |’ existence et unicitedu
probléme des PML harmoniquesen coordonnéespolaires pour I’ équation de Helmholtz scalaire 2D en
milieu non borné, et en milieu bornéet pour toute fréguence, excepté un ensembl e discret et |ocal ement
fini, pouvant étre vide. Les tests numériques qu’ils ont effectués al’ aide d’ une méthode d’ ééments
finis P, ont confirmé I’intérét de cette approche. Une extension au probleme écrit en coordonnées
cartésiennes est présentée dans [11].

Parallélement, le rétablissement en instationnaire du systeme harmonique 3D décrit par Chew et
Weedon a permis d’interpréter le milieu PML comme un milieu dispersif fictif [36], [26], [32]. L’ uti-
lisation de la théorie des semi-groupes a permis d obtenir I’ existence et unicité des équations PML
couplées aux équations de Maxwell 3D, en domaine borné ou non borné, pour des obstacles diélectri-
ques ou conducteurs parfaits. Une vision similaire des PML en tant que milieu dispersif a également
été développée en 2D par P.G. Petropoulos, L. Zhao et A.C. Cangellaris[34].

Plus réecemment, J. Métral et O. Vacus [27] ont proposé un changement d’inconnues couplé a un
choix d’ espacefonctionnel permettant de bien poser le systeme de Bérenger instationnaireen 2D, pour
des donnéesinitiales suffisamment régulieres.

Pour |e problemeinverse que nous souhaitons résoudre (I’ équation dans laquelle on recherchel’ in-
dice de réfraction étant justement I’ équation de Helmholtz scalaire), I’ approche de F. Collino et P,
Monk apparait bien adaptée pour la résolution des problémes directs associés. C'est en S appuyant
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sur cette théorie que nous avons mis au point un code éémentsfinis pour I’ équation de Helmholtz 2D
incluant les PML cartésiennes ou polaires. Comparé a celui qu’ils ont développé dans [12], la seule
originalité du code “polaire’, technique mais non théorique, réside dans la discrétisation des couches
PML sur un maillage non structuré, et par la prise en compte d’ obstacles diélectriques parfaits.

L’ objet du paragraphe suivant est de présenter le changement de coordonnées complexes, adapté
de celui présenté dans[9], pour I’ équation de Helmholtz scalaire en dimension deux, sur des systemes
de coordonnées cartésiennes ou polaires.

3.2 L’éguationdeHelmholtz-PML dansR? en coordonnéescarté-
siennes ou polaires.

Partant de I’ équation de Helmholtz dans R ? pour un milieu inhomogéne, nous introduisons les équa-
tions de milieux PML associés, en coordonnées cartésiennes ou polaires. Sous réserve de |’ existence
et unicité de la solution, nous montrons ensuite que les ondes sont exponentiellement amorties dans
le milieu PML, ce qui permet d’ envisager larestriction de I’ équation a un domaine borné sur lequel
on impose une condition aux limites homogene sans que la solution ne soit sensiblement perturbée
par des réflectionsau voisinage del’ obstacle, ¢’ est adireal’ endroit ou I’ opérateur PML est confondu
avec |’ opérateur de Helmholtz.

3.2.1 L’equation de Helmholtz standard pour un obstacle diélectrique parfait.

Soient D un domainebornéde R?, et n € L>=(R* C), vérifiant Re(n) > 0, Im(n) > 0, et supp(l &
n) C D . Lechamp diffracté u correspondant au champ incident «'"* pour un obstacle d’indice de
réfraction n est solution de

Au + anu = k2(1 <:>n)umc dansR?,
lim \/_( <:>zku) 0,

r—r0o0

(3.5)

our = |X| estlacoordonnéeradiale. Ceproblemeadmet unesolutionuniquedans 27 _(R?) (Théoreme
2.1.13).

Notons que cette solution « est également |’ unique solution du probléme posé dans le vide avec
un potentiel ¢ = £%(1 <n)(u™ + u), Soit :

Au + kzu = p dansR?,
lim \/_( <:>zku) 0,

r—r0o0

(3.6)

et admet de ce fait une représentation intégrale du type

o) = [ BN X (XX
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oud(X) = iHél)(k|X|) est le noyau de Green de |’ opérateur de Helmholtz dans R? avec une condi-

tion de radiation de type Hankel 1.
Remarque: Dans ce chapitre, contrairement au chapitre précédent, on pose X = (z,y) € R2
L’intérét de cette notation apparait clairement des |e paragraphe suivant.

3.2.2 Ecrituredeséquationsdu milieu PML en coordonnéescartesienneset en
coor données polaires.

Pour obtenir unmilieu PML de Bérenger en coordonnées cartesiennes ou polaires, on chercheaétendre
la solution de I’ équation (3.5) a des coordonnées complexes de maniere a ce que |’ onde devienne
évanescente lorsque la partie réelle de certaines de ces coordonnées (I’ abscisse et I’ ordonnée dans le
cas cartésien, la coordonnée radiale dans le cas polaire) tend vers I'infini. Les parties imaginaires
de ces coordonnées complexes dépendant de leurs parties réelles associées, ¢'est en réécrivant les
équations comme dépendant des coordonnées réelles seules, a I’aide d’ un changement de variable
complexe, que I’ on obtient les égquations du milieu PML. Une fois les équations ainsi modifiées, il
n’'est plus utile d’ imposer la condition de radiation de Sommerfeld, toute onde solution étant alors
une combinaison linéaire d’ ondes de modul es exponentiellement décroissants et d’ ondes de modules
exponentiellement croissants. De maniéere a ne prendre en compte dans ces équations que les solu-
tions de modul es exponentiellement décroissants (et donc d’ éiminer les solutions de modul es expo-
nentiellement croissants), on remplace la condition de radiation de Sommerfeld par une condition de
décroissance uniformevers zéro al’ infini. Notons que dans e cas présent, une condition de bornitude
delasolution al’infini serait parfaitement équivalente.

Cascartésien.

Pour obtenir les éguations du milieu PML en coordonnées cartésiennes, on écrit |’ équation de Helm-
holtz sur une variété a deux dimensions réellesde C?. On introduit des coefficients d’ absorption arti-
ficidleo, et o, réels, ne dépendant respectivement que des coordonnées x et y, vérifiant

D C| &a;a[x] <b; b,
ox(x) =09Ur] a;al et o,(x) > 0surR\| <a;al, (3.7)
o,(y) =08ur] &b bl eto,(y) > 0sur R\]<b; 0],

et I’ on suppose

T Y
lim |/ ox(7)dr| = lim |/ oy(T)dT| = +00. (3.8)
0 ly|—=o0 0

|z|—co

On pose:
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Aing, formelement

oz 10,

or = H ) =0
aﬂ_ oy
gy - T =

On désigne par ®(X) = i[—]él)(k\/x? + y2) le prolongement analytique & C? du noyau de Green de

I’ opérateur A + k2 défini dansle paragraphe (3.2.1), laracine carrée dans C s entendant alors au sens
de sa détermination principale.
On pose

uP(R(X)) = / BTN X)) (X)X

avec X (X) = (Z(z),5(y)). Par construction, lafonction «?(X) est solution de

AuP + k2nu® = E*(1 &n)u'™ dansR?, (39)
|u?| tend uniformément vers zéro lorsque r = /22 + y2 — oo, '

' opérateur A désignant le Laplacien écrit dans le systéme de coordonnées complexes (z,y). Dans
] &a;a[x] <b;b], lafonction u? satisfait I équation de Helmholtz standard avec obstacle. En effet,
(7,9) = (x,y) et donc u? = u. En utilisant de maniére formellelarégle de dérivation en chaine,

P ouPoxr 1 ouP

07 Jx 0T s, Ox

ou® B duB dy 1 ou®

Ay Oy g s, Oy
Dans|e systéme de coordonnéesréelles (z, y), en écrivant par abusde notation u? (X ) = u?(X (X)),
lafonction «?(z, y) est donc solution de |’ équation

1 0 10uP 1 9, 1 0uP :
Y S I S k2 B _ k? 1 inc R2
Sy 0x " s, Ox )+ Sy 8y(3y dy )+ Konu (L &n)u™ dansR, (3.20

|«?| tend uniformément vers zéro lorsque r — oo.

Caspolaire.
Supposons que D soit contenu dansuneboule B(0, p'), p’ réel positif fixé. Alorspourr = | X| > p/,la
fonction u solution du probleme (3.5) peut s écrireal’ aide d’ une méthode de séparation de variables

o0

u(X) = Z aszgl)(kr)exp(ipG), (3.11)

p==00
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ou Hél) est lafonction de Hankel du premier genre et d’ordrep, et X = (r cos 6, rsin §). Cette série
converge uniformément pour r > p’.

Pour I’ écriture des equations du milieu PML en coordonnées polaires, seule lacoordonnéeradiae
est éendue au plan complexe. On introduit un rayon complexe r dépendant de r, contenu dans le
quadrant Re(7) > 0, Im(k7) > 0 lorsque r décrit R*. En effet, on souhaite un comportement asymp-
totique desfonctions de Hankel du type

0| ~ AL cpetmie) | 7 oo,

VEIT

ce qui impligue que le demi-plan sur lequel on doit éendre la solution est

Im(kr) > 0.

Soit p > p’, et un coefficient artificiel d’ absorption o = o(r) réel vérifianto(r) = 0sir < p e
o(r) > 0s r > p. Onpose

r—l—/ Mds sr>p,

T

r S r<p,
avec
lim M(S)ds = 0.
r—00 k
P
Alors
ar 1_|_m(r) sr>p,
e = k‘
ar .
1 Sr<p,
et en posant
1 /[ .
B —/ o(s)ds S r>p,
g = r p
0 S r<p,

r et r sont liés par laformule

avec lanotation 5 = 1 4 2.
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On définit ainsi une solution de Bérenger «” dansR? par

o0

uP(X) = Z apH]gl)(kﬂ exp(inf).

p==00

Dans D, u? satisfait I’ équation de Helmholtz standard avec obstacle. En effet, 7 = » et donc u® = w.
DansR2\ D, u® est unesommedefonctionsde Hankel et vérifiel’ équation de Helmholtz danslaquelle
r est remplacé par -

1 J Na 1d 2 B __ 1.2 ne 2
<8r (raru >+N602u )—I—k nu” = k*(1 &n)u™ dansR=, (312)

|«Z| tend uniformément vers zéro lorsque r — oo.
En utilisant de maniere formelle laregle de dérivation en chaine,

Ju  Oudr 1 Ju

o ardr Bor

On peut alors réécrire (3.12) par rapport alavariable r , ce qui donne

1 6 J B 1 62 2,..,B _ 1.2 e 2
§r<ﬁar<ﬁ ant >+5r802u>+knu = k*(1 ©n)u™ dansR>,

|uB | tend uniformément vers zéro lorsque r — oo,

ou encore, (1 <n) et (1 <373 éant de supports disjoints par définition du milieu PML,

Bor (3.13)

|uB| tend uniformément vers zéro lorsque r — oo.

3.2.3 Décroissance exponentiellede la solution dansle milieu PML.

On s'intéresse dans ce paragraphe au comportement spatial al’infini des equations du milieu PML.
Sousréserve del’ existence et unicité de lasolution, il est intéressant de vérifier la décroissance expo-
nentielle de celle-ci, de maniere ajustifier I’ approximation de I’ équation sur un domaine borné avec
des conditions aux limites homogenes. On étudiera donc successivement les cas cartésiens et polaires
décrits dans le paragraphe 3.2.2.

Cas cartésien.

Le probleme (3.5) admet une solution unique v € L7 (R?). Supposons que le probléme (3.10) ad-
mette une solution unique u?. Alors«? (7, ) est auss I'unique solution de (3.9). Si lasolution u”



3.2 L’ équation de Helmholtz-PML dans R ? en coordonnées cartésiennes ou polaires. 47

est unique, aors elle est confondue sur D avec lasolution v du probléme (3.5), et de cefait p? = ¢,
potentiel del’équation (3.6). Lafonction «® admet une représentation intégrale de laforme

uP(X) = / BX(X XXX

oud(X) = iHél)(k\/ﬁ + y2) désignele prolongement analytiquea C? du noyau de Green del’ opé-

rateur A+ k* avec condition deradiation detypeHankel 1 al’infini, laracinecarrée dans C s entendant
aors au sens de sa détermination principale. Du comportement asymptotique al’infini de lafonction
® on déduit le comportement asymptotique de «” [12]

W~ _ RLAVEREE
D (e/F ) + )2 | ~ .
V ik @R+ 5(y)
Le comportement al’infini de »” dépend du comportement de Im< (1) +y(y)? ) ; pour y = yo
fixé, en faisant tendre = vers!’infini

V()2 + §(yo)? —\/($+ /w +(7)dT)? + y(yo)?

|:1;|\/1—|—— Ux( )dT)? —I-O(| |)

|:1;|<1—|—E/0 ax(r)d> 1+e(|i|)

avec lime(s) = 0. |l existe par conséguent une constante ', > 0 dépendant de y, telle que

s—0

Z

W pe e e
CyO

ik y/F P 5l NN

ou <k|Im(x |—<:>|/ o.(7)dr|.

Un raisonnement analogue a = = x, fixé en faisant tendre y vers!’infini permet d’ affirmer qu’il
existe une constante C',,, > 0 dépendant de z, telle que

chV/E(@)2 4T ()2 c e—kIIm(@(y))]
< Cgy
ik )2 V ik @R+ 5(y)

avec <k|Im(y(y))| = < /Oy o,(7)dr|. Pour o,(x) et o,(y) vérifiant les hypothéses (3.7) et (3.8), on

lorsque z — oo,

lorsgque y — oo,

en déduit quele noyau de Green @ (X') décroit exponentiellement lorsque z et y tendent respectivement
verslinfini.
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Caspolaire.

En effectuant un raisonnement similaire dans|e cas de I’ équation écrite en coordonnéespolaires, si u”
est solution unique de (3.12), alors u” est également I’ unique solution de

2
i i ?iuB + ia—uB + k2P = E(1 en)(u™ + uP) = o dansR?,
r \ Or r 06?

|uB | tend uniformément vers zéro lorsque r — oo.

Si lasolution «” et unique, alorselle est confondue sur D avec lasolution « du probléme (3.5), et de

cefait ©® = ¢, potentiel del’ équation (3.6). Lafonction «” admet une représentation intégrale de la
forme

uB(r,G) = /RX]O;%[i <?<‘% @ﬁ

> > o(r', 0")r'dr'dd’,

avec lanotation ¥ = X = (r cos 0, sin 0). Lafonction ®(7) = iHél)(k?) désigne e prolongement

analytique aC* du noyau de Green de I’ opérateur A + /* avec condition de radiation de type Hankel
1 al’infini. Du comportement asymptotique a l’infini de la fonction ¢ on déduit le comportement
asymptotique de u” [12]

ezkr

Vikr

e exp(<:>/ o(7)dr)
P

~

H(l) kr
‘ o (#7) k[7] k[7]

Y

laracine carrée dans C s entendant au sens de sa détermination principale. Le comportement de «®
est donc exponentiellement décroissant pour Im(kr) > 0, ce qui est vérifié grace aux hypothéses ef-
fectuées sur o desquer > p.



3.3 L' équation de Helmholtz-PML polaire en domaine borné. 49

~ ()|

Im(T)

r(n=r+io(n/k

r=Re(T)

Figure 3.1: Une idée de la décroissance du prolongement du noyau de Green sur le chemin complexe
r(r)=r+io(r)/k.

Ces décroissances sont justifiées sous réserve de |’ existence et unicité des solutions aux problémes
(3.10) et (3.12). C et apres avoir transformé les équations du milieu PML en coordonnées polaires
pour établir un opérateur de dérivation équivalent dépendant des coordonnées cartésiennes, que nous
adaptons, dans le paragraphe suivant, le résultat d’ existence et unicité de F. Collino et P. Monk [12]
au probleme que I’ on souhaite résoudre.

3.3 L’équation de Helmholtz-PML polaire en domaine borné.

Pour résoudre de maniéere approchée le probleme (3.13), il est nécessaire de considérer un domaine
bornépour effectuer lescalculs. C’ est pourquoi on remplace ce probleme par larésolutiondel’ équation

1 a gr a B 6 62 B 27 B _ 12 inc _
. (E (ﬁau ) Ewu ) + E“Gpnu” = E*(1 ©n)u' dansQ, = B(0,b), (3.19)

alaquelleil faut adjoindre une condition aux limites sur le bord du domaine de calcul. Si I’ on choisit
b > p suffisamment grand de maniere a ce que la décroissance exponentielle de |’ onde dans le milieu
PML ait grandement atténué le modul e de lasolution, e type de condition aux limitesquel’ onimpose
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(Dirichlet, Neumann ou d’impédance) importe peu, sous réserve bien sir de I’ existence et unicité de
cette solution. En effet, les réflections éventuelles sont alors de faible modul e et de nouveau atténuées
dans le milieu PML, au point qu’ elles ne sont plus sensibles au voisinage de |’ obstacle. Néanmoins,
laréduction de I’ épaisseur du milieu PML va dans le sens de la réduction du domaine de calcul, et
une condition d’impédance adaptée au milieu PML, écrite sous la forme d’ une généralisation de la
condition de Robin, s avere plus précise que les conditions de Neumann ou Dirichlet.

C’ est pourguoi on cherche adéfinir une condition de Robin généralisee “ naturelle” pour I’ équation
(3.14). On considere pour celal’ équation de Helmholtz (3.5) dont elle est dérivée, ainsi que la condi-
tion de radiation qui lui est associée. Dans le domaine borné €2, le probleme associé avec une condi-
tion aux limites de type Robin est

Au+ E*nu = k2(1 <:>n)umc dans 2,

6_u Siku=0sur 'y = 0Q,.
or

Sachant que I’ équation du milieu PML se déduit de I’ équation de Helmholtz en effectuant le chan-
gement d’inconnue complexe » — 7(r), on en conclut qu’ une condition de Robin généralisée pour
I’ équation (3.14) est
5 B
T iku® = 0sur Ty,
or
En utilisant laregle de dérivation en chaine, on obtient
ouP B ouP or 1 0uP

or  or or B or’
et cette condition généralisée s écrit par conséquent
ouP

—— eikfu® = 0sur Iy, (3.15)
or

Les conditions aux limites de type Dirichlet ou Neumann restent quant a ellesinchangées par le chan-
gement d’inconnues complexes. On peut ainsi considérer e probleme (3.14) avec la condition de Di-
richlet

uP =0 sur Iy, (3.16)
ou encore avec la condition de Neumann

a B

T oy, (3.17)

or

Il est pratique (du point de vue implémentation dans un code &éments finis standard) de rétablir
cette équation en coordonnées cartésiennes pour obtenir une équation du type

BBk P + V- (AVUP) = K2 (1 Sn)u™ dans Q. (3.18)

L’ écriture de la formulation variationnelle associée au probleme (3.14) avec la condition aux limites
de Robin généralisée (3.15) sur [', = 9B(0, b) et son passage en coordonnées cartésiennes par chan-
gement de variables nous permettent, dans la proposition suivante, d expliciter lamatrice A.
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Proposition 3.3.1 Laformulationvariationnelledu probleme (3.14) en coordonnées cartésiennesavec
la condition de Robin généralisée (3.15) est

/ [k288nu® o & (AVUP) - VpldX + /
Qp

Iy

ikBuPpdSs = / (1 en)u™pdX, Yo € H (),
Qp

(3.19)
ou A est lafonction matricielle
g COS2((9) + gsinz(e) (g g) cos(f)sin(9)
0=\ 5 g g , (3.20)
— &= | cos(0)sin(0 —sm + = cos?(0
(ﬁ(:%) (0) sin(0) 3 (0) + 3 (9)
La solution «? de (3.19) est solution faible du probléme aux limites
ﬁngnuB + V- (AVUB> = k*(1 &n)ue dans Oy,
B (3.21)

g sikpuP = 0sur Ty.
or

Démonstration: On multiplie I’ équation (3.14) par une fonction » € H'(£,), puison integrele
résultat sur €2,, ce qui donne

%ra u?) + 89(5 D NdX = | K (1 en)u™pdX, Yo € H'(Q),
r Qp

avec dX = dxdy = rdrdf. Enintégrant par parties cette équation, on obtient

/ 85+ L0,

/ 238nuPodX [&&,uB@rcp + Nﬁ@@uBagcp]drdG + c,oé&,uBde
Q o, B Or r, P
= / (1 en)u™pdX, Yo € H ().

Qp

Sachant que dS = rdf = bdf sur T',, lacondition (3.15) permet d’ écrire

5

Z0,uPbdh = / ikBuPpds.
Ty 5 Ty

Or

Il reste & reformuler les dérivations du terme / [ﬁ&,uBarcp + gﬁa@u%@]drda en coordonnées
Qs r
cartéesiennes. Or v = rcosf ety = rsinf. En utilisant la régle de différentiation en chaine, on
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obtient
Oz dy )
0, = axa + aya = cos 00, + sin 00,
Oz dy )
Og = ax% + ay% = <rsinfd, + r cos 00,.
Aing,
/ [&&,uB&,cp —I—NE%UB@gc,o]drdH
Q B Or

= / [é(cos 00,u” 4 sin 00,u”)(cos 00, + sin 00,)
Qp

—I—%(@r sin 09,u® + r cos QayuB)(@r sin 00, + 1 cos 00,p)]dxdy
-

= / [g(cos2 00,u" 0,0 + cos 0 sin 0(9,uP 0y + 0,uP0,) + sin® 00,u"0,p)
Qp

—I—%(sim2 00,uP 0, <cos 0 sin (0, uPdyp + duPd,p) + cos? 00,uPd,p)|dxdy

6 2 6 c 2 B
= —cos” 0+ =sin” J,u" 0,
/Qb[(ﬂ + 3 ) @

—I—(g @%) cos 0 sin 0(0,uP 9,0 + dyu”0,0)

—I—(g sin? 0 + %COS2 G)QyuBaycp]dxdy

= / (AVu?P) - VpdX,
Qp

ou A = A(r,0) défini en (3.20). On en déduit laformulation variationnelle (3.19) du probléme. O

3.4 Existence et unicité de la solution des problemes Helmholtz-
PML 2D en milieu borné.

L’ objet de ce paragraphe est de présenter |’ existence et unicité des problémes PML en coordonnées
polaireset cartésiennes, en milieu borné, pour des obstaclesdiéectriquesparfaitsd’ indicederéfraction
n € L>(y; C). Lesrésultats proches existant sur le sujet ont été obtenus par F. Collino et P. Monk,
et concernent |’ existence et unicité du probleme des PML en coordonnées polaires pour un obstacle
parfaitement conducteur avec des conditionsde Dirichlet ou de Robin adaptées[12], ainsi quecelledu
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probléme en coordonnées cartésiennes pour un obstacle parfaitement conducteur avec des conditions
de Dirichlet [11]. Leur démongtration utilise le theoreme de Fredholm analytique ([14], Théoreme
8.19), lequel ne permet pas d’ @iminer un éventuel ensemble discret et localement fini de frequences
propres. Nous proposons ensuite une condition de Robin adaptée aux PML cartésiennes permettant
de bien poser le probleme, sans pour autant éiminer les éventuellesfréquences propres. Les notations
retenues sont celles du paragraphe (3.3).

3.4.1 Existenceet unicitedela solution du probleme PML polaire.

Pour demontrer I’ existence et unicité du probleme (3.21), on se propose d’ adapter ladémonstration du
théoreme d’ existence et unicité pour le probleme avec obstacle conducteur parfait de F. Collino et P,
Monk ([12], Théoreme 2) ace probleme. Les points similaires seront signal és sans étre redemontrés,
et seules les parties qui different de la démonstration originelle seront entiérement demontrées.

Théoréme 3.4.1 Soitn(X) € L>(Q; C), vérifiant Re(n) > 0, Im(n) > 0, supp(l <n) C {|X]| <
p}, et € L™ (0;b). Le probléme aux limites (3.21) admet une solution unique v € H'(1,), pour
tout réel k € R\ Z,ou Z est un sous-ensemble discret, localement fini et éventuellement vide de R.

Démongtration: Lapreuve utiliselethéoreme de Fredholm analytique ([ 14], Théoreme8.19). Soit
U le sous-ensemble de C, contenant I’ axe des réels prive de zéro, et défini par

U={kecC, Imk)>0}U{k=Fk +ik;, k. #0, |k| < k?/M},
ou M > 0 est laconstante positive définie par

M = sup o(r)+o(r).
re(p,d)

Silafonctionu? € H'(Q,) est solutionde (3.21), alorsu? vérifielaformulation variationnelle (3.19).
On note

(u,v) :/ uvdX, et (u,v), :/ uvdS.
Qb Fb
Laformulation (3.19) s écrit donc
(AVUB,V<,9> sk? <[3§nuB,<p> Sik <guB,c,o>b = &k ((1 <:>n)umc,c,o> , Vo € H' ().

On définit deux opérateurs A(k) : H'(,) — HY () et B(k) : H'(Q,) — H'(S%) , linéaires et
continus, par

(VAu, Vo) + (Au,v) = (AVu, Vo) + (u,v),

(VBu,Vu)+ (Bu,v) = <(k2ﬁgn + Du, v> + 1k <gu, v>b \
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quelsque soient u, v € H'(£2,). Ces deux opérateurs sont définis grace au théoréme de représentation
de Riesz dans H'(£;), et comme 3 et 3 dépendent de &, les opérateurs A et B dépendent de k.
Notons que I’ opérateur A défini ci-dessus est e méme que celui défini dans la demonstration du
théoreme 2 de [12]. Il est donc analytique en k, et en lui appliquant le lemme de Lax-Milgram, on
montre qu’il est inversible pour tout & € /.
Montrons maintenant que |’ opérateur B est compact. En effet, w = Bu € H'(,) est solution du
probléeme aux limites

SAw+w = (k%[in + 1)u dans €,
8_w = kﬁu sur I'y.
or

Comme 3, Za’ et n sont desfonctionsde L>(£,;; C), Zi étant également Lipschitz continue, on en deduit
que Bu € H'/*(T;), et grace alathéorie des équations elliptiques, que |w|p2(q,) < Clulmi(g,). L'in-
jection compactede H?*(2,) dans H'(),) permet de conclure que B est compact. De plus, |’ opérateur
B est analytique en & pour tout & € C.

Soit maintenant /' € H'(,), défini al’ aide du théoreme de représentation de Riesz par

(VF,Vo)+ (F,v) =k ((1 @n)u™,v), Yo e H'(Q).
Alorsle probleme (3.21) revient atrouver u? ¢ H'(€,) tel que
AuP =BuP = F.

Comme A~! est borng, A~'3 est compact, et de plus |’ opérateur A~13 est analytique en k. On peut

donc lui appliquer lethéoremede Fredholm analytique. Pour décider del’ aternatives'y appliquant, on

montrequ’ unesolution au probleme(3.21) existelorsque k = i. Celaimpliquealorsque (/<A~'B)~!

existe, hormis pour un ensemble discret et localement fini, pouvant étre vide, de valeursde .
Lorsgue k = ¢, lesfonctions 3 et 3 sont réelles et positives, puisque

ﬁ=(1+0)>06t§=1+%:(1+5)>0.

On en déduit quelamatrice A définie en (3.20) est réelle, et définie positive uniformément par rapport
aX. Deplus, Re(33n) > 0. Le probléme écrit sous forme faible revient atrouver «® ¢ H'(Q,) tel
que

(AVUB,V<,9> + <ﬁ§nuB,<p> + <guB,c,o>b = ((1 <:>n)umc,c,o> , Vo e HY (). (3.22)
Laforme bilinéaire associée a ce probléme est coercive dans H* (2, ), puisque sa partie réelle vérifie
— 2 — a. = 2 2
(AVu,Vu) 4+ Re <ﬁﬁnu,u> + <ﬁu,u>b >C <|VU|L2(Qb) + |u|L2(Qb)> :

L’ application du lemme de Lax-Milgram suffit alors a demonter I’ existence et unicité du probleme
(3.22). O
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Ce théoreme, dont la démonstration repose sur I application du theoreme de Fredholm analytique,
montre I’ existence et I" unicité de la solution mis a part pour d’ éventuelles fréquences propres. Sous
réserve de I’ écriture de la condition de Robin adaptée, ou en remplacant cette condition par une con-
dition de Dirichlet homogene, e résultat peut également étre étendu au cas des PML écrites en coor-
données cartésiennes, lamatrice A(r, 6) définie par (3.20) étant alors remplacée par la matrice diago-
nale

S

I
(l',y)— 0 S_x
Sy

dépendant des coordonnées cartésiennes, le terme de multiplication de I opérateur en 33 &ant rem-
placé par s,s,. Le cas des conditions aux limites de type Dirichlet homogéne pour un obstacle parfai-
tement conducteur est traité dans[11], et son extension a des obstacles diélectriques parfaitsd’ indice
n de classe > utilise les mémes arguments que ceux utilisés dans le cas polaire. On se propose dans
le paragraphe suivant, de présenter une condition de Robin adaptée a la formulation cartésienne des
PML.

3.4.2 Unecondition de Robin adaptée aux PML cartésiennes.

On cherche a définir une condition de Robin généralisée “naturelle” pour larestriction de I’ équation
(3.10) aun domaine borné €2 defrontiere I, soit
1 0 10uP 1 0 10uP

- I S k2 B _ k2 1 inc 0
T )—I—Syay(sy 77 )+ Enu (1 &n)u dans 2,

(

Sy Ox

ou encore, puisque (1 <n) et (1 < s,.5,) sont de supports digoints par construction,
Sy ouP 0 s, OuP

5, .

— (= —(Z ) + E'ns,s,uf = E(1 ¢ dans Q. 3.23

8:1;(51, ax )—I_ ay(sy ay )—I_ ns Syu ( <:>>n)u ( )
On considere pour celal’ équation de Helmholtz (3.5) dont elle est dérivée, ainsi que la condition de
radiation qui lui est associée. Dans le domaine borné 2, le probléme associé avec une condition aux
limites de type Robin est

Au+ Enu = k2(1 <:>n)umc dans (2,

o Siku=0surl,
14
ou v désigne lanormale unitaire a I dirigée vers|’ extérieur de 2. Sachant que I’ équation du milieu
PML se déduit del’ equation de Helmholtz en effectuant les changements d’ inconnues complexesx —
z(x) ety — y(y), on propose de généraliser al’ équation (3.23) la condition de Robin “classique’ par
lacondition

VuP v eiku® =0surT,
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2,
ol I’ opérateur V désigne (— R 6N>
sant laregle de dérivation en chaJ ne, cette condition généralisée s écrit

. Rétablie dans |e systéme de coordonnées réelles (x, y) en utili-

(1/1, ouP ) vy Ju

ku® = I. 24
5 01 s, ay)@lu =0 sur (3.24)

On remarque, dans le cas particulier ou |’ opérateur PML est confondu avec I’ opérateur de Helmholtz
(c'estadireenposant o, = o, = 0), quelacondition (3.24) est alorsexactement lacondition de Robin
classique qui est une condition absorbante d’ ordre zéro pour I’ équation de Helmholtz. De méme, cette
condition est également une condition absorbante d’ ordre zéro dans le cas des PML posées sur un

demi-espace: pour un milieu PML situé dansle demi-espace = > 0, ¢'est-a-direavec o, = 0 et v, =
B

1, on retrouve la condition absorbante d’' ordre zéro v &iks,u® = 0 sur une frontiere artificielle

T
{X = (z,y) : 2 = b}, avec b > 0 fixé. Cette condition s obtient en effectuant une transformation de
Fourier partielle en y del’ équation de Helmholtz-PML dans ce milieu, soit

——(———) + (K* enP)uB = 0. (3.25)

Sans perte de généralité, on suppose que le coefficient d’ amortissement o, est constant pour x > b-¢,

avec ¢ > 0. On remarque alors que pour = 0, la solution propagative et dissipative de I’ équation
B —
difféerentielle (3.25) vérifie larelation u” Siks,uP =0enx = b.

i
Déterminons maintenant la formulation variationnelle associée a (3.23) avec la condition aux li-
mites (3.24). On multiplie |’ équation (3.23) par une fonction ¢ € H'(Q), puison intégre le résultat
sur €2, ce qui donne

d s, 0uP 9 s, 0uP .
k Yy x — 2 e 1
/Q[ NSy Syl c,o—l— (6:1;( — )+ ay(sy 79 )) eldX /Qk (1 en)updX, Yo € H (),

Sy Ox
avec dX = dxdy. Enintégrant par parties cette équation, on obtient
/k2n5 souPodX < [S_y%a_@_k S_x%a_‘fo JdX + / Sy duP S_xau S
Q Y q 8y Ovr dx s, Oy ay Sy 8:1; Sy ay v
= [ B0 e, o e 1(9).
Q

En remarquant que v2 + 2 = 1, u” peut se décomposer en lasomme u” = v2uf + v2uP, etla
condition (3.24) permet alors d’ écrire

sy Ou Sp Ou /
— d ik
/F<Sxaxy+syay )c,oS A (51/—|—31/>u<,9d5
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Une formulation variationnelle associée au probleme (3.23) avec la condition aux limites (3.24) est
alors
sy, uP 0p s, OuP Dy

k*nsys,u? pd X -+ ———]dX ' 2 4 su2) uP :
/Q nsys,u”pdX & Q[Sx 9% Da + 5, Oy ay] —I—/sz (sy12 + s l/y>u edS  (3.26)

= / E* (1 &n)u™pdX, Yo € H'(Q).
Q

Une adaptation évidente de ([11], Théoreme 1) nous permet alors de déduire de cette formulation
I’ existence et unicité du probléme (3.23, 3.24).

Théoreme 3.4.2 Soitn(X) € L*(Q; C), vérifiantRe(n) > 0,Im(n) > 0, supp(len) C|lea; a[x]<
b;b[CC QCC| &c;c[x] &d;d], et o, a, desfonctions, respectivement de classe C° sur [<c; ] et
[&d; d], vérifiant

ox(x)

oy (y) = (3.27)

Osur | <a;afetoy(x) >09 || > a,
0sur]<bbeto,(y) >0s |yl > b.

Le probléme aux limites (3.23, 3.24) admet une solution unique«® € [1(2), pour tout & réel, hormis
un sous-ensembl e discret et localement fini pouvant &tre vide de R.

Démongtration: L opérateur A défini dans la demonstration de ([11], Théoreme 1) est inchangé,
ains quelI’ensemble /. C'estun isomorphisme de H'(2), analytique pour & € 2. L' opérateur B est
remplacé par un opérateur 53, lequel est défini par

<Vl§u, Vv) + <l§u, v> = ((K*nsesy + Du,v) + ik ((syr?2 + sxz/j) u,v),
en notant

(u,v) = / uvdX, et (u,v) = /uvdS.
Q r

Alorsw = Bu € H'(9) est solution du probléme

SAw 4w = (kznsxsy + 1)u dans (2,
Jw .
5 = &1k <Syl/£ + 51,1/;) wsur .

Les fonctions s, et s, &ant de classe C°, lafonction (s,v2 + s,12) u est de classe L? sur T, et les
résultats derégularité des problemesel liptiques permettent de conclure que 3 est un opérateur compact
sur H'(Q), analytique par rapport ak € . L' opérateur A~'5B est ainsi compact analytique sur ¢/, et
de ce fait on peut appliquer le theoreme de Fredholm analytique ([14], Théoreme 8.19) al’ opérateur
A < B. L'éude du point & = ¢ donne des coefficients s, s, réels, et s, = (1 +o0,) > 0,5, =
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(1 4+ o,) > 0. Laforme bilinéaire associée a ce probleme est coercive sur H'((2), puisque sa partie
réelle vérifie

(AVu, V) 4+ Re(nsgsyu, 1) + ((s,v7 + 51,1/;) u,u) > C <|Vu|%2(9) + |u|i2(9)> :

L’ application du lemme de Lax-Milgram suffit alors a demonter I’ existence et unicité du probleme
(3.23, 3.24). O
Remarque: il est également possible de considérer desfonctions o, et o, continues par morceaux
dans I’ énonceé de ce théoréme.
Le paragraphe suivant traite de la discrétisation du probleme en coordonnées polaires et de sa
résolution approchée par une méthode d’' é émentsfinis P;.

3.5 Formulationvariationnelle-résolution du problemeapproché.

Lerésultat d’ existence et unicité dans un borné de la solution de I’ équation PML en coordonnées po-
laires (3.21) dérivée del’ équation de Helmholtz (Théoréme 3.4.1) permet d’ envisager une résolution
approchée du probléme direct par ééments finis. Le paragraphe ci-dessous traite de la discrétisation
du problemeains que de la mise sous forme matricielle de laformulation variationnelle associée.

3.5.1 Approximation du domainede calcul - formulation variationnellematri-
cielleapprochée.

Soit 2, = {X € R? : |X| < p} undomaine circulaire, de frontiere T, contenant I’ obstacle de
support D ains que lafrontiere X sur laguelle on effectue les mesures pour larésolution du probléme
inverse. On entoure ce domainede lacouronne {z : p < |X| < b},etonnote), = {X € R? :
|X'| < b} ledomaine circulaire d’ approximation, de frontiere I';,.

Pour » = |X|, onintroduit un coefficient artificiel d' absorption de Bérenger o (r) € L*(0,b), réel,
positif et croissant sur [0, b], vérifiant o(r) = 0 5 r < p, aing queles coefficients o (), 5(r), et B(r)
définis apartir de o de maniéreidentique a celle du paragraphe 3.2.2.

Soit u® € H*(£),) solution du probléme aux limites (3.21) :

ﬁngnuB +V. (AVUB> = k(1 &n)u"e dans Y,
B
9@L sikfuP =0sur Ty,
”
Le probleme écrit sous forme variationnelle est alors

Trouver uPc H'(Q,) tel queVy € H'(),

/Qb[aonuB‘P (V)T AV X +/

Iy

ikBuPpds :/ (1 en)u™edX,

Qp

avec ao = k33, et A = A(r, 0) définie par (3.20).
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On effectue unetriangulationréguliere(7},), k € {1, ..,n;} de cesdomaines; on désignerapar D",
¥R Q! et TP lesdiscrétisations de D, 33, Q, et ', relativement a cette triangulation. Les n, sommets
dumaillagesont notés¢',: € {1,..,n,}. Onnote S;, [ € {1,..,n;} lesarétesdelafrontiere '}, et p,,,,
m € {1,..,n;} lessommets de ces arétes.

Soient |les espaces d approximation

= {\Il : QF -+ R, Ucontinuesur Q etV k € {1,..,n,}, Vg, est unefonction affine},
h={¢: I} - R, ¢continuesur I'’ etV € {1,..,ns}, &5, est unefonction affine} ,

avec O = UL, T, et I = 00 = U, 5.

L’ ensemble des fonctions (W;),_,  vérifiant ¥;(q;) = d;; définit une base de H'". De méme, |’ en-
semble des fonctions (¢:),_, ,, vérifiant &1(Gm) = Oy, définit une base de V", Remarquons que
latrace oU; de toute fonction ¥, sur '} est soit une fonction de la base (¢:),_, SOt lafonction

identiquement nulle sur T'?. Le champ incident «'"* est projeté sur I espace H" . on note u"h —
U=, w7 ; son approximation, avec uf"* = u"(q;). Le probléme approché est dors

Trouver uP" ¢ H'" tel que, VU € H",
/ {@(V\P)T AVuP 4 aonuB’h\I/} dX + ik | BryouPtyWds = / E2(1 en)u""wdX.
Qh rp Qh
(3.28)

Lafonction u?" se décompose dans labase () en

Mg
_E By .
- uj qj]v
i=1

et I’ expression du gradient de «®** et donnée par

=> uPvy,
7=1
Aing, le probleme (3.28) peut S écrire de maniere équivalente
Trouver (u?);_ ., tel que, Vi € {1..n,},

Ns

> (/h [&(VU)TAVY; + aonV¥; 0] dX +@k/ B0V, dS)
j=1 \7&
_Zk2/ (1 <n)ul W, 0dX.

(3.29)
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En notant ¢ |e vecteur de composantes (u]B )],, M lamatrice de terme général
M;; = (/ [&(VU)TAVY; + agn ¥, ;] dX—H'k/ Za’yoq;iyoq;w) :
Q ry

et I le vecteur de composantes <E?;1 K fon(1 @n)u;i”C\I/j\IlidX> , laformulation variationnelle
b 7
(3.29) s écrit souslaforme M = F.

3.5.2 Validation du code - casd’un obstacle circulairediélectrique homogene.

Pour tester |’ efficacité delaméthode, on chercheacomparer lesrésultats obtenus sur desobjetssimples
avec la solution analytique associée; en effet, |’ expression de cette solution sous laforme d’ une série
defonctionsde Hankel est dans ce cas parfaitement connue. On effectue par conséquent le calcul avec
un obstacle circulaire homogene de rayon 1 centréal’ origine, éclairé par une onde plane sinusoidale
de longueur d’onde A = 1 et d'incidence zéro degré, dans un cas purement diffractif (n(X) = 2 sur
{|X] < 1}), puisdans un cas a lafois diffractif et dissipatif (n(X) = 2 4+ 0.5¢ sur {| X| < 1}). Le
domaine de calcul est borné par le cercle de rayon 3 centré al’ origine, et approximé par un maillage
non structuré, présenté en figure 3.2, dont le pas vaut 0.1, soit A/10. Le coefficient o(r) d’ absorption
de Bérenger est fixéa0 dansledomaine{|X| < 1.7}, etao(r) = 3-(r<1.7) danslacouronne{1.7 <
| X| < 3}. Atitredecomparaison, on effectue également le cal cul avec un coefficient o(r) = 0 sur tout
ledomainedecalcul, ce qui correspond au casdel’ équation de Helmholtz classique avec une condition
de Robin sur le bord. Les résultats comparés (fig. 3.3 et 3.4) correspondent aux valeurs complexes
du champ diffracté sur le cercle de rayon 1.3, représenté par la frontiere turquoise de la figure 3.2.
Pour un domaine de calcul identique, le gain de précision de I’ approximation PML par rapport a une
approximation de I’ équation de Helmholtz standard avec une condition aux limites d ordre zéro est
conséquent, quelle que soit la nature du diélectrique. L' erreur résiduelle entre le résultat obtenu par
résolution del’ équation PML avec condition de Robin adaptée et 1a solution exacte est essentiellement
dbe alagrossiereté du maillage et ala pauvreté de I’ approximation numérique qui en découle. Un pas
de maillage de A\ /15 permettrait de diminuer considérablement cette erreur. Les figures 3.5 illustrent
la décroissance exponentielle de la solution dans le milieu PML, pour les deux types de diélectrique
considérés.
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Figure 3.2: maillage du domaine de calcul.
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partie reelle du champ sur r=1.3 (n=2) partie imaginaire du champ sur r=1.3 (n=2)
0.00 15
/ exact
010 r 7 / \ — PML
1.0 / ordre zero b
-0.20 B //
0.5 | / \ g
-0.30 4
exact
— PML
ordre zero 00 L \ 4
-0.40 i K
/
NS
-0.50 ‘ ‘ ‘ 05 ‘ ‘ ‘
~200.0 -100.0 0.0 100.0 200.0 2000 1000 0.0 1000 200.0
angle (degres) angle (degres)
Figure 3.3: disque purement diffractif.
partie reelle du champ sur r=1.3 (n=2+0.5i) partie imaginaire du champ sur r=1.3 (n=2+0.5i)
15
_ exact
— PML
exact 1.0 ordre zero q
— PML
0.00 ordre zero
05 - 1/ \ B
/
\
0.10 B
0.0 - 4
-0.20 .

. . . 05 ) )
-200.0 -100.0 0.0 100.0 200.0 200.0 -100.0 0.0 100.0 200.0

angle (degres) angle (degres)

Figure 3.4: disque diffractif et dissipatif.
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01748401 0.137E401

0.157E01 0.123E401
01408401 0.1108401
0.1228401 0.961€+00
0105401 0.8256400
0.8726+00 0.688E+00
0.698+00 0.551E400
0.524E400 0.414E400
0.3506400 0.277E400

01756400 0.141E+00

0.124€-02 0.3926-02

(8) obstacle purement diffractif (b) obstacle diffractif et dissipatif
Figure 3.5: module des champs diffractés sur le domaine de calcul.

Laprécision desrésultats obtenus démontrel’ intérét du changement d’ inconnues complexestrans-
formant I’ équation de Helmholtz en une équation PML. |l suffit en effet d’ entourer I’ obstacle par un
domaine d’ épaisseur réduite, et de résoudre un probleme approché dont la complexité n’est guere
supérieure acelle de I’ équation de Helmholtz équivalente: les matrices et coefficients de poids com-
plexes propres au changement d’inconnue se calculent de maniere locale, sans alourdir significati-
vement lataille mémoire ou le temps d’ exécution. Notons que dans la perspective de résolution du
problemeinverse, I'inclusion de lafrontiére de mesures dans e milieu Helmholtz classique, ou méme
encore dans e domaine de calcul N’ est nullement nécessaire, puisque des formulesintégrales simples
permettent de calculer la solution sur toute frontiere extérieure a |’ obstacle a partir du champ cal-
culé sur une frontiere tres proche de celui-ci. Ce constat permet en outre d’ envisager la résolution
du probleme inverse a partir de données de type champ lointain.
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Chapitre 4

Réesolution du probleme par une methode de
Gauss-Newton réegularisee.

On considere laméthode de Gauss-Newton pour larésolution des problemes de moindres carrés non-
linéaires. Cette méthode fait partie de lafamille des méthodes de Newton qui sont basées sur des ap-
proximationslocales par desformes quadratiques de lafonctionnelleaminimiser. C est laméthodela
plus utilisée pour ce type de problemes.

La convergence locale de la méthode requiert une bonne initialisation, et chaque itération cons-
tituant un probléme linéaire mal posg, il est nécessaire de le régulariser. C'est en introduisant des
données apriori sur lasolution, sous laforme d’ une pénalisation de lafonctionnelle par lanorme des
fonctions avariation bornée (norme BV), que nous obtenons un probléme approché stable.

4.1 Rappe du problemeinverse.

Soient D un domaine bornéde R™, n € L>*(R™, C), vérifiant supp(l <n) C D, et ¥ lafrontiére
d’ undomaine D’ vérifiant D C D', avec X lipschitzienne. Danstoutelasuite, on désignepar L>°(R™)
I’espace L>°(R™, C). Laméme simplification d’ écriture serafaite pour d’ autres espaces. On rappelle
le probléeme arésoudre:

Trouver n € L*(R™)

vérifiant supp(l <n) C D,

tel que u(n, #) solution de

Au(n,0) + E*nu(n, 0) = k*(1 ©n)u(0) dansR™, (4.1)
0

lim r(m_l)/Q(% Siku(n,0)) =0,

r—r0o0

-
vérifieu(n,0)x = g(), 6 € S™'.
L’ opérateur
F: L®(D) & LXXx S (4.2)
np ¥ (u(n,@)m, 0 € Sm_1>

65
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est un opérateur non-linéaire, d’inverse non-continu (pour m = 2 oum = 3), et injectif pour m = 3
(Théoreme 2.2.6).

L’ opérateur £’ n’ étant pas surjectif, lanature deladonnée (¢(9) , § € S™ '), généralement com-
posée demesures sur lesguelles peuvent reposer uneincertitude, ne permet pasd’ envisager larésolution
directedel’ équation F'(n) = g = (g(0), 8 € S™ ). Il est donc nécessaire d’ effectuer cetterésolution
au sens des moindres carrés. Le probléme a considérer est par conséquent |e probléme de moindres
carrés non-linéaires

Trouver n € L™(D) minimisant [F(n) < g[72xygm-1) = |u(n, 0)js @g(@)\;(zxsm_l). (4.3)

Pour résoudre ce type de probleme, différents algorithmes peuvent étre utilisés, commeles métho-
des de gradient, les méthodes de sécantes, ou encore les méthodes de Newton et de quasi-Newton.
Notre choix s est porté sur la méthode de Gauss-Newton, laquelle est une méthode particulierement
bien adaptée a la résolution des problemes de moindres carrés non-linéaires.

4.2 Presentation dela méthode de Gauss-Newton.

Soient X et Y des espaces de Hilbert complexes, munis des produits hermitiens (-, -) , €t (-, -), as-
sociésaux normes |- |x et |- |y. Soient /' : X — Y un opérateur différentiable non-linéaire injectif,
ety € Y. Oncherchez € X minimisant le critere

|[F(x) ©yly = (F(2) @y, Flz) <y)y - (4.4)

Laméthode de Gauss-Newton appliquée ace problemede moindrescarrésnon-linéairesest une métho-
deitérativequi consiste aconstruireunestuite (z,,),, de X. Connaissant x,, lepoint ,,;, est déterminé
de lafagon suivante. Le développement de Taylor d ordreun de F' en x, est

F(x)= F(z,) + Fl(z,) - (z &) + |z S, xe(z Sy,

|| x—0

danslaquelle F'(z,) designeladifférentiellede /' au point ,,. On suppose queladifférentielle F'(x,)
est injective. En posant y, = F'(z,), dx, = x <1, € en remplagcant dans (4.4) F'(x) par la partie
affine de son dével oppement de Taylor en «,,, on obtient le probléme de moindres carréslinéaires

|F () - 82, & (y S5 (4.5)
dont le minimum est atteint au point Xfp. Onposez,41 = xp+5/\xp. Danslaproposition ci-dessous, on

calcule la condition d’ optimalité vérifiée par la solution du probleme (4.5) dans un espace de Hilbert
complexe.
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4.2.1 Condition d’ optimalitéd’ un problemede moindrescarréslinéairesava-
leursdans C.

Proposition 4.2.1 Soit A un opérateur linéaire injectif de X dansY, et b € Y. On considere le
probléme de minimisation de la fonctionnelle

J: X &R
J(z) = |Az b5 = (Az &b, Az ©b), .

Alorsleminimumz de J sur X vérifie

A AT = A*b,
avec A* adjoint de A au sens des produits hermitienssur X et Y .

Démongtration: On calcule la Gateaux-difféerentiellede J au point 7 dansladirection{ € X

J(Z+ ) ©J(3)

P36 = tim T
= lim £V (A€, AE)y + A (AR, AQ)y + A (AL, AT)y & (AL By 5 (b, A, )

= <A§a A§>Y + <A§7 A§>Y <:><A§7 b>Y <:><A§7 b>Y
= 2Re(<A*A§ S AT, §>X)

Une condition nécessaire d’ optimalité de ./ au point = est
J'(z,6) =0, quel quesoit £ € X,
ce qui égquivaut a
Re((A*"Ax <A™, €) ) = 0 pour tout £ € X.
En particulier, s I'on choisit ¢ = A* A7 < A*b, on obtient

Re((A*AT & A*b, A*AT & A*b) ) = (AAT o A*b, A*AT < A*b) , = 0
— A"AT A =0.
La proposition est ains démontrée. O
En appliquant directement la proposition ci-dessus, on déduit que, s la différentielle F"(x,) est

injective, lasolution 0z, = x,4 <=, du problémedemoindrescarréslinéaires (4.5) vérifiel’ équation
normale

(F'(2,))" F'(2,)81, &(F'(2,))" (y ©yp) = 0. (4.6)

En pratique, ce n’est pas parce que I’ opérateur non linéaire /' est injectif que sa différentielle en un
point x, I’ est nécessairement. Le minimum du probléme de moindres carrés linéarisé n’ est alors pas
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unique. C'est pourquoi on pénalise le problemelinéarisé (4.5) al’ aide d’ unerégularisation de Tycho-
nov en additionnant au critere le terme quadratique

alldz, |l , (4.7)

ou o > 0 désigne le parametre de régularisation de Tychonov, et ||-||, désigne une norme sur X' qui
N’ est pas nécessairement lanorme ||, induite par le produit scalaire (-, -) . Le problémede moindres
carrés linéaires que I’ on résoud consiste alors en laminimisation de

[ (@) - 6z & (y <:>yp)|?f +a H(Spoi( : (4.8)
Silanorme||-|| , désignelanorme]|-|,, aorsle minimum @ delafonctionnelle (4.8) vérifie
<(F/(xp))* F'(@,) + OJ) 00 <:}(F/(:]Cp))* (y ©yp) = 0. (4.9)

Lorsgue le paramétre o tend vers zéro, on montre que @ tend vers cS/\xp solution de norme ||, mi-
nimale de |’ équation (4.6).

Aing, laméthode de Gauss-Newton revient a résoudre une succession de problemes de moindres
carrés linéaires. Dans cette méthode, le Hessien de la fonctionnelle est approximé par ses termes de
rang un. Comme la méthode de Newton dont elle dérive, la convergence de I’ algorithme est locale,
et de cefait étroitement liée al’initialisation: ¢’ est pourquoi il est nécessaire de disposer de données
a priori suffisantes pour assurer cette convergence vers une solution acceptable. Dans le paragraphe
suivant, on se propose d’ adapter un théoréme de convergence de la méthode de Gauss-Newton ([21],
Théoréme 10.2.1) au casd’ un opérateur /' agissant d’ unespace X dedimensionfinie NV dansun espace
hermitien Y.

4.2.2 Unrésultat deconver gencelocaledela méthode de Gauss-Newton sur un
espace dedimension finie.

Dans tout ce paragraphe, X désigne un espace de dimension NV dans C, et Y désigne un espace her-
mitien. On identifie|’espace X aC", et on pose, par abus de notation, £ : CV — Y.

Avant d énoncer le théoreme de convergence, on donne un résultat d’ analyse, adapté de ([21],
Lemme 4.1.12) quel’ on présente sous laforme d’ un lemme.

Lemme 4.2.2 Soit /' : CV — Y unefonction continfment différentiable sur un ouvert convexe O de
CV, z € O. On suppose que |’ application = — F”(z) est Lipschitz-continue de constante v sur O.
Alors, quel que soit = 4+ p € O,

[F(x+p) & F (@) & F(@)pl < SIpl-
Démongtration: On a
1
Flz+p) &F(x) &F (z)p = {/ F'(z + tp)pdt] S (x)p
0

/ [F'(z 4 tp) & F'(x)] pdt.

0
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En utilisant la Lipschitz-continuité de /" en = dans |’ ouvert O, on obtient
1
Fla ) #F(@) &Pl < [ IF( ) S F @) oo ol
0
1

S/ 7 [tp| |p| dt
0 1
< vlplz/ tdt
0
T2
< L |pl*.
<3 p|
Ceci achéve la demonstration. O

Théoreme4.23 Soient F : CV — Y,y € Y, et J(z) = |F(x)<y|’ deux fois contintiment
différentiable sur un ouvert convexe O de C"¥. On suppose quel’ applicationz — F”(z) est Lipschitz
continue de constante y sur O, vérifie || F(x)|| ;v 5y < o pour tout = € O, et qu'il existe > € O et
o> 0telsque F'(z)*(F(2) ©y) =0, et

(F'(z) ©F'(2))" (F(2) &y)| < olr &7 (4.10)

quel que soit + € O. On désigne par A la plus petite valeur propre de F'(2)*F'(Z). S o < A, alors
pouttoutc € (1,A/0), il existee > 0 tel quepour tout z, € B(Z, ¢), lasuiteengendrée par la méthode
de Gauss-Newton

Tp+1 = Tp <:>’(F/(xp)*F/(xp))_1 F/(xp)* (F(xp) &y)

est bien définie, converge vers 7, et vérifie

[2p1 03] < T lep 07 + S o, 0F, (4.10)
et
. A ~ .
|2y €] < % |z, &% < |z, 7. (4.12)

Démonstration: On raisonne par récurrence. On suppose que A > ¢ > 0, puisgue les conclusions
du théoreme s appliquent uniquement dans ce cas. Soit ¢ une constante fixée dans (1, /o). F{, Fo,
et ' désignent respectivement F'(x0), F(xo) &y et F(Z) ©y. |l existee; > 0 tel que Fi* F{ soit
non-singuliére, et

(P < § pour zo € B(Z, ;). (4.13)

On pose

€ = min {61, A @CU} : (4.19)

cory
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Alors, alapremiéereitération, x; est bien définie et

T T =19 T S(FFF) T FFF (4.15)
= SR ) [F Fy + By Fy(E <o)
— (F ) {Fg*ﬁ P (F eF, & F(7 o)) .
D’ aprésle Lemme4.2.2,

‘]3 SFy &) (T <)

< %uo =72 (4.16)

D’ apréslarelation (4.10), en rappelant que F'(z)*(F(7) <y) = 0,

Fé*ﬁ‘ < oo 7. (4.17)

En combinant (4.15), (4.13), (4.16), (4.17) et || 5]l ;e vy < a, on obtient

|

a1 03] < |(F R
c ~ ary ~12
< 3 {0‘|$0<:>$|—|-7|$0<:>$| } )

Fé*ﬁ‘ + 1ol e ‘ﬁ o Fy & F(F s

|

ce qui démontre (4.11) pour le cas p = 0. D’ apres (4.14) et ce qui précede,

21 27| < |0 o7 {% + % 2o @a}
i lec  Aeco
< |$0 <:>l'| — 4+

A 22
co+ A

< |$0 <:>§/'\|,

ce qui démontre (4.12) pour le casp = 0. Par récurrence, on en déduit le résultat pour tout p, et par
conséguent la convergence de I’ algorithme. O
Dansle paragraphesuivant, on considéerel’ application delaméthode de Gauss-Newton au probleme
demoindrescarrésnon-linéaires(4.3). Pour quele problemed’ identificationait unsens, I'indicen doit
étre borné achaque itération. On doit donc choisir » dans L.°°( D), qui n’ est pas un espace de Hilbert.
On récupére toutefois une structure Hilbertienne en se plagant sur un sous-espace V' de L>°( D) de di-
mension finie. On étudie également les conditions nécessaires que doit vérifier I opérateur /' pour que
le théoreme 4.2.3 de convergence locale soit applicable a ce probleme.

4.3 Applicationau problémeinver se- conver gencedel’ algorithme.

Pour appliquer laméthode de Gauss-Newton au probléme inverse (4.1) que I’ on souhaite traiter, il est
nécessaire de montrer ladifférentiabilitéde|’ opérateur F' défini en (4.2), et de calculer sadifférentielle
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F'(n) en tout point 7. En effet, dans la méthode de Gauss-Newton, la fonctionnelle non-linéaire
|F'(n) <:>g|i2(zxsm_1) est remplacée a chague itération par laforme quadratique en 6n = n <n :

|F'(7)6n (g € F (7)) L2 mxsmo) - (4.18)

Pour cefaire, ontravaille dansun premier tempsaincidence 6 fixée. Pour un ouvert borné G quelcon-
que, on é&tudie la différentiabilité de I’ application Fiy ¢, définiede L>°(D) dans H*(G), qui anp as-
socie u(n, 0). |l Sagit par consequent de montrer que pour tout ouvert borné G de R™, il existe une
application I'7; (1), linéaire continue de L>° (D) dans 11*((), telle que

u(n,0)ig = u(@,0)q + I (n)(n &n) + |n &0l e(n ©n),

avec | }im |e(r)|pr2(q) = 0. Le caleul de F; 4(n) fait I'objet de la proposition suivante. Dans le
oo —0 ’

but d appliquer le theoréme 4.2.3 au probléme (4.1), on étudie également dans cette proposition la
différentiabilité seconde de I’ application F; .

Proposition 4.3.1 Pour tout ouvert borné ¢ de R™, pour tout # € S™~!, I"application

FG792 LOO(D) = HQ(G)
np == u(n, )

est deux fois differentiable de L.°°( D) dans H?((). La différentielle de F'; 4 au point 72 dansla dire-
ction én, i.e. Iy, 4(n)dn, est définie par larestriction a &' de la solution v (#) du probleme

Av(0) + E*nv(0) = <k*n(u™(0) + u(n,0)) dans R™,
: 1y, 0v(8)
(m=1)/2/YY\"Y/ _
rli}rgor ( o Sikv(0)) = 0.
Sa différentielle seconde au point 7 dans les directions én et 6n, i.e. F ,(7i)(6n, dn), est définie par
larestriction a ¢ dela solution w(#) du probléme

Aw(0) + k*rw(0) = <k* (dnv(0) + dno(0)) dans R™,
lim r(m—1)/2(6127w) Sikw(8)) =0,
T

r—r0o0

ou v(#) est la solution du probléme
AD(0) + 7o (0) = <k2on(u™(0) + u(n,0)) dans R™,
lim r<m—1>/2(a”(9) &iko(0)) = 0.

r—00 ar

Démongtration: On reprend les notations de la proposition 2.1.14. Le début de la démonstration,
c'estadirelacontinuitede L>°( D) dans H*( D) del’ opérateur Fp, 4, présente defortessimilaritésavec
cerésultat du chapitre 2. Afin d’ éviter toute ambiguité sur la signification des constantes utilisées, on
choisit néanmoins de reproduire la démonstration dans son intégralité.
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Lafonction (7, §) est solution du probleme

Au(ii, 0) + K2u(i, 0) = K*(1 <i)u™(0) dans R™

n 4.19
tim pon-02 20 Gy = o, (4.19)
r—00 or
et lafonction u(n + én, ) est solution de
Au(n + on,8) + kz(ﬁ + dn)u(n + én,0) = k2(1 &n <:>5n)umc((9) dans R™,
n 4.20
lim r(m_l)/z(w Siku(n + on,0)) = 0. (4.20)
r—00 ar
Par soustraction, lafonction §u(6) = u(n + dn, §) <u(n, ) est solution de
Adu(0) 4+ k*ndu(0) = <k*on(u™(0) + u(n,0) + du(d)) dans R™,
421
lim r(m_l)/z(M sikdu(f)) = 0. (421)
r—00 ar

D’ apreslecorollaire 2.1.11 du chapitre 2, pour tout ouvert borné G de R™, I’ application qui aun
second membre associe la solution de I’ équation de Helmholtz est linéaire et continue de L*( D) dans
H?*(G). En d'autrestermes, il existe une constante C'; > 0 telle que

(T, )] 2y < Ol (1 S0)u™(0)] 20y, (4.22)
et (1 <n) étant borng, on en déduit qu'il existe L > 0 vérifiant
(7, 0) |2y < Lalu™ (0)] 12 (). (4.23)
Larelation de continuité (4.22) appliquée au second membre de I’ équation (4.21) donne I’ estimation
16u(0) |2y < Caldn(w™(0) + u(i, ) + 5u(0))|2(p)- (4.24)
A I'aide delarelation (4.23), on montre que

e (0) + (7, )] 2 (o) < |uinc((9)|L2(D) + [u(n, 0)| 2 ()
< (1 + Lp)|u™(8)] 2 (p)
< K,

ou K est une constante indépendante de ¢, puisque u¢(f) = =’ est uniformément borné dans
L*(D) pour § € S™'. D’ou

|5u(0)|H2(G) S CG|5n|oo <[X7 + |5u(0)|L2(D)>
< CG|5n|oo <[X7 + |5u(0)|H2(D)> ,

et en particulier, il existe une constante C'p, > 0 telle que

|5u(0)|H2(D) < CD|5n|oo <[X’7 + |5u(0)|H2(D)> .
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Si |on]s < 1/(2Cp), dors
16u(0)|m2(py < Kplén|. avec Kp = 2Cp - K. (4.25)

Laconstante K, est indépendante de 4.
Soit v(¢) lasolution du probleme:

Av(0) + k*riv(0) = <:>k25n(umc((9) +u(n,d)) dans R™,
lim r<m—1>/2(ag—(7fo) sikv(0)) = 0. (4.26)

r—r0o0

Alorséu(8) v () est solution de
A(du(f) <v(d)) + kzﬁ((Su(@) sv(l)) = =k26n - du(f9) dans R™,
lim r<m—1>/2(a(5“(9)f”(9)) ik(Su(8) ©v(0))) = 0.

r—r0o0

Larelation de continuité (4.24) appliquée au second membre » = <k?dn-du(f) ains quel’ estimation
(4.25) permettent de déduire que

S Cg|5n|oo|5u(0)|L2(D)
S Cg|5n|oo|5u(0)|H2(D)
< Kg|én|?, lorsque |6n].. < 1/(20p),

avec K¢ = Cg - Kp, & K¢ indépendante de 4.
Aing, quel que soit ¢ ouvert borné dansR™,

4 0 0) a0 oy [5u() Sv) e
lim = lim lim

|67] 00 —30 167 0o  nfe—0 167 0o T Pnle—0 |60

[((;|(Sn|zo _ 07

(4.27)

et par consequent £, ,(1)én = v(0)q.
Un raisonnement analogue pour le calcul de la différentiellel’ applicationn — v(6) dans ladire-
ction én donne w(#) solution du probléme

Aw(0) + k*nw(0) = <k* (dnv(0) + éno()) dans R™,

) _ Jw(d) . (4.28)
(m—1)/2 _

rlggor (787“ Sikw(d)) = 0.

On en déduit que £, ,(7n)dn - én = w(0) . Ceci achéve ladémonstration. O

Corollaire4.3.2 L’ opérateur

P L®(D) s LAX x S
np ¥ (u(n,@)m, 0 € Sm_1>

est deux fois différentiable de L>°(D) dans L*(X x S™~1).
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Démongtration: Soit ¢ un ouvert borné vérifiant ¥ C . L’ application trace vy est linéaire et
continue de H*((¥) dans L*(). 1l existe par conséquent une constante o > 0 telle que
ysulregs) < o lulpeq -

Par composition, on en déduit que I’ application Fy = ~x Fi; 4 €st deux fois différentiablede (D)
dans L?(X). Sadifférentielledansladirection 6n est I}(n)én = vxv(0). En effet, d apres (4.27),

lu(n 4 dn, 0) Su(n, 0) Sv(0)|mrq)

I [ysu(n + 0n, 0) ©ysu(n, 0) Sysv(d)]12x) :
im <a lim
|672] 0020 1010 |67]00—+0 1010

AI"aide d’ unargument similaire, on montre que | adifférentielleseconde £7'(1:) de £ au point 2, dans
lesdirections on, én est ysw(#), ou w(f) est lasolution du probléme (4.28). De plus, I’ estimation

[vsu(n + 6n, 0) Sysu(n, 0) Sysv(0)]2(g) < aKglén|?,

étant uniforme en ¢, on en déduit que

n+on,0)&e n,0) < 0)| 12 (5 x gm—1 Kqlon|?
lim [ysu(n 4 dn, 0) Sysu(n, ) Sysv(f)|r2mxs )S @m 2ra lim | n|OO:0‘

|57] 00 =0 |07 |00 5nles—0 |07 o0

D’ou la différentiabilité de I’ opérateur . La différentiabilité seconde de F' est basée sur les mémes
arguments. O

Convergencedel’algorithmeen dimension finie.

Soient V' un sous-espace de dimension N de L>(D), et (®;),=1 ny une base de V. Toute fonction
n € V sécrit souslaformen = Y7 n;®;. Onidentifien € V au vecteur (n;);—y v deCV. On
remplace, apres discrétisation de I'inconnue ., le probleme (4.3) par :

Trouver n € V minimisant |u(n,0)x <g(0)]72(x, sm-1)- (4.29)

Soitn € V. D’ apreslelemme4.3.2, lalinéarisation du probleme (4.29) par la méthode de Gauss-
Newton est bien définie sur ce sous-espace de L.°°( D). On obtient le probléme de minimisation sur V/
de lafonctionnelle quadratique (4.18). Dans toute la suite de ce paragraphe, F' désigne larestriction
aV del’opérateur F'. Sous!’hypothese d'injectivité de I’ opérateur F”(7), on déduit, par application
de laproposition (4.2.1), que son minimum on vérifiel équation normale

(F'(R)"F'(%)) on < F'(7)" (g & F(7)) = 0,
soit
/Sm_lxE (F3(3)" Fy(i)) on < Fj(i)™ ((0) <, 0)s) dSdo = 0.

On peut se poser la question de la convergence de la méthode de Gauss-Newton pour le probleme
de moindres carrés (4.29). C’est pourquoi on étudie la convergence locale de la méthode de Gauss-
Newton appliquée alarecherche del’indice de réfraction n dans V.

=0.



4.3 Application au problémeinverse - convergence de |’ agorithme. 75

Proposition 4.3.3 Soitn € V vérifiant
(£'()" (F(7) <g) = 0.

S F'(n) est injectif, alorsil existe ¢ > 0 tel que pour tout ny € By (7, ¢), la suite (n,),cr de V/,
engendrée par la méthode de Gauss-Newton appliquée au probleme (4.29), converge vers 7.

Démonstration: Il suffit de montrer que s F’(n) est injectif, aors les hypotheses du théoréme
4.2.3 peuvent étre vérifiées pour le probleme (4.29). Soit A" un ouvert convexe borné quelcongue de
V vérifiant n € K. L'application

I Vo oes LA x SmT

est deux fois continiment différentiablede V' dans L*(X x S™~!). On en déduit que |’ application

T V oos R (4.30)
np =YL, i e [F(n) gl wygmays

avec g = (g(0),0 € S™ 1), est deux fois continiment différentiable de V' dans R comme composée
d’ applicationsdeux fois continlment différentiables. Deplus, F' éant deux fois continiment différen-
tiable sur 1/, on en déduit que /' est bornée et de difféerentiellebornée sur K. 1l existe par consequent
~ tel que F” soit Lipschitz-continue de constante v sur K, et o tel que, quel que soitn € K,

HF/(n)H/L(V,L?(ExSm—l)) < a.
Lasolution 72 du probleme (4.29) vérifie
(F'(7)" (F'() <g) = 0.
L’ application n — F’(n) étant Lipschitz de constante v sur K, elle vérifie, quel que soit n € K,
1F'(n) & F' ()| oy 2 (g xsmmry) < 7 In <l
On en déduit I’ existence d’ une constante o > 0 , dépendant toujours de i, telle que
[(F'(n) &F'(7)" (F(R) ©g)| < onsnl.

Posonso = o( K'). L’ opérateur F'(7) éant injectif dans|’ espace V' dedimensionfinie, il existe K" tel
quec(K) < A, 00\ > 0 estlapluspetite valeur propredel’ opérateur (F'(n))* F'(n). Aing, d apres
lethéoreme 4.2.3, quel que soit ¢ € (1, A/o), il existe e > 0 tel que pour tout ny € By (7, €), lasuite
de V' engendrée par la méthode de Gauss-Newton

Np+1 = Tp <:}(F/(np)*F/(np))_1 F/(np)* (F(ny) &9g)

est bien définie et converge vers . D’ ou le résultat de convergence locale. O
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La condition suffisante A > 0 n’est vérifiée que S I’ opérateur linéarise F'(n) est injectif de V
dans L*(X x S™1), ce qui n"ajamais éé démontré. Si I’on suppose que I’ opérateur F’(7) est in-
jectif de L>°(D) dans L*(X x S™~1!), alors cette hypothese est vérifiée. Par conséquent, |’ opérateur
(F'(n))" F'(n) admet une plus petite valeur propre A > 0, et I’ algorithme de Gauss-Newton posé sur
le sous espace dedimensionfinie IV convergelocalement. Cependant, cette valeur propre A dépend ala
foisdu choix del’ espace de discrétisation ains que de sadimension. L’ opérateur /() étant compact
de L°°(D) dans L*(X x S™~1) ([14], Théoréme 4.19), I’ ensemble de ses valeurs singuliéres possede
un point d’accumulation en zéro, ce qui signifie que méme si zéro N’ est pas une valeur singuliere de
F'(n), lasuite (A,),cr des valeurssingulieresde £”(n) prises dans I’ ordre décroissant converge vers
zéro. De ce fait, méme en dimension finie, le voisinage sur lequel la convergence de la méthode de
Gauss-Newton est assurée peut étre tres petit, et tend vers le singleton {7} lorsgue la dimension de
I’ espace de discrétisation tend vers|’infini.

Afin d assurer larecherched’ une solution acceptable a ce probleme, ¢’ est adire peu &loignéeenun
certain sens de ladonnée a priori, il est nécessaire de régulariser lafonctionnelle a minimiser. Parmi
les régularisations existantes, larégularisation de Tychonov joue un rdle prépondérant. Elle consiste
en une pénalisation de lafonctionnelle par le carré d’ une norme hermitienne de I’ espace dans lequel
on cherche la solution du probleme inverse. Dans le paragraphe suivant, on étudie la convergence de
la méthode de Gauss-Newton pénalisée par une régularisation de Tychonov, en norme L*( D), puisen
semi-norme (D).

4.4 Reégularisation de Tychonov.

De maniere a assurer la convergence locale vers une solution acceptable de la méthode de Gauss-
Newton appliquée au probleme (4.29), il est possible de pénaliser lafonctionnelle (4.30) par unerégu-
larisation de Tychonov. On obtient alors, sous les conditions d’ application du theoreme 4.2.3, lacon-
vergence de la méthode de Gauss-Newton ains pénalisée vers une solution approchée.

Le sous-espace V' est muni de lanorme hilbertienne complexe ||, ). Soit ||-||;, une norme hil-
bertienne complexesur V. Larégularisation de Tychonov en norme||-||,, du probleme (4.29) consiste
apénaliser le probleme (4.29) par lafonctionnelle

ol (4.31)

ou « > 0 désigne le paramétre de régularisation de Tychonov. Le probleme (4.29) ains régularise
revient alorsaminimiser sur V' lafonctionnelle

|[F(n) ©gliamysm + o lnlly. (4.32)

Comme lafonctionnelle (4.31) est quadratique, la fonctionnelle quadratique approchant la fonction-
nelle (4.30) achague étape del’ algorithmede Gauss-Newton est pénalisée delamémemaniére. Aing,
al’éapep + 1, le probleme devient

Trouver 6n € V minimisant [F(r,)dn (g < F(n,))[1 (g smory + @ [[0]l7 - (4.33)
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L’ espace V' éant de dimensionfinie, il existe un opérateur linéaire 13, hermitien et positif, tel que, pour
toutn € V,

HWH%/ = <Bn7n>L2(D)'

Deplus, |-[[,- estunenormesur V', et on en deduit que |’ applicationbilinéaire(B:-, -) ;. 1, est coercive.
Le probleme (4.33) admet par conséguent une solution uni que%\p, laguelle vérifiel’ équation normale

(F'(ny)"F'(ny) + 2aB) 60, < F'(n,)" (g < F(n,)) = 0. (4.34)

Aing, larégularisation de Tychonov consiste en une approximation de I’ opérateur linéarisé par un
opérateur linéaireinjectif, lequel possede une plus petite valeur singuliére strictement positive, et tou-
jourssuperieureacelledel’ opérateur nonrégularise. Onrésoud ainsi un problemeapprochédont laso-
[ution présente une meilleure stabilité par rapport aux données. Lafonctionnellerégularisée (4.32) est
declasse C% sur V/, et en appliquant acette fonctionnelleles arguments contenus dansla démonstration
delaproposition4.3.3, lethéoréme4.2.3 assurelaconvergencelocal e delaméthode de Gauss-Newton
régularisée.

Notons enfin qu’il existe des variantes de la régularisation de Tychonov appliquées a la méthode
de Gauss-Newton, lesquelles consistent afairevarier le paramétre o achaque étape del’ agorithmede
maniere a choisir la pénalisation optimale pour chacun des problémes linéarisés. On peut citer entre
autres la méthode de Levenberg-Marquardt ([21]), ou encore la méthode des régions de confiance
([21], [29]). Des résultats de convergence locale de la méthode de Gauss-Newton ainsi pénalisée,
adaptés du théoreme 4.2.3 peuvent étre obtenus (cf [21]).

Deux pénalisations par des normes hilbertiennes complexes ont &té testées numériquement pour
le probleme (4.29), pour des parameétres de régularisation de Tychonov constants ou variables: une
pénalisation en norme L*( D) et une pénalisation par une norme hermitienne sur le sous-espace V/,
prenant en compte les discontinuitésdel’indice. L'indice n est dorsrecherchésouslaformel + 1, ou
i € V. Sur les espaces d’ approximation étudiés dans e paragraphe 4.6.1, et en utilisant les notations
de ce paragraphe, cette norme est définie par

v 1/2
Al = (ZMP\]ZP) :

Dans le cas d’ un maillage formé de carrés, cette norme correspond a |’ approximation non-conforme
par différences divisées de la semi-norme H'(D), auss appelée semi-norme H' discréte. L' étude
numérique de ces régularisations montre d’ abord que le choix de lanorme L? s avére peu concluant
lorsque ladimension de I’ espace V' d' approximation augmente: en effet, des oscillations de I’indice
apparai ssent assez rapidement, au point qu’on ne peut pas restituer I’indice de réfraction a partir de
données synthétiques exactes. C’est pourquoi hous avons ensuite testé la régularisation de Tychonov
par lanorme |-|,. Cette fois, la solution obtenue est trop réguliére et a tendance a lisser les disconti-
nuités d’indice qui peuvent exister dans la solution exacte. Des illustrations de ces résultats pour les
cas tests étudiés sont données dans le chapitre 5.
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Le choix de la norme par rapport a laquelle on régularise est prépondérant, puisqu’il doit conte-
nir avec la donnée initiale le maximum d’informations sur la solution. La recherche de I'indice de
réfraction dans un espace fonctionnel décrivant au mieux la physique du probléme s avere par consé-
guent nécessaire.

4.5 Regularisation par une pénalisation en semi-normeBV.

Le probleme linéarisé éant mal posé, il est nécessaire d’'imposer des contraintes de régularité sur la
solution approchée lors de sa résolution. Ici, le probléme a résoudre est un probleme d'identifica-
tion de parameétres dont la solution est discontinue. Une méthode de régularisation standard, telle la
régularisation de Tychonov en norme L?, ne favorise pas ce type de solution. Cette difficulte peut étre
résolue en recherchant la stabilité non pas al’aide d’ une régularisation par la norme L?, mais plutot
par lanorme BV, ce qui apour effet d’ amortir lesoscillations sans lisser les discontinuités éventuelles.
Ainsi, on peut résoudre

. 2
Lrorol%g) |F(n) <:>g|L2(EXSm—1) + Oéj(n),

ou J est une fonctionnelle mesurant la variation totale de la fonction n, ce qui peut ére interprété
comme une pénalisation du probleme

i F 22 m—1Y -
(i () 9l csn)

Ici, le paramétre de pénalisation « joue le rdle d'un facteur de pondération entre la vérification du
critére par la solution approchée et sa variation totale, mesurée par 7 (n). Ce type de pénalisation
jouelerdle d’ unerégularisation du probleme inverse. Parmi les régularisations de ce type qui ont été
étudiéespour les problemesde moindrescarrésnon-linéaires, on peut entre autresciter lafonctionnelle

Joa(u) = [Dul (),
qui désigne lasemi-norme BV [6], ou encore
[ulfa (g + BDul (),

avec 5 > 0[8]. Unepénalisation par cettedernierefonctionnelle présente |’ avantage derendreinjectif
le probleme de moindres carrés régularise, méme si le probleme de départ ne I’ est pas. Plutdt que de
considérer cetype de fonctionnelle, nousavons choisi, pour des raisons algorithmiques, de considérer
une pénalisation par une régularisée différentiable de la semi-norme BV dans un espace de dimen-
sion finie. Avant de présenter cette fonctionnelle de pénalisation, nous rappelons, dans e paragraphe
suivant, les propriétés essentielles des fonctions a variation bornée.
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451 L’espaceBV(2).

Soit €2 un ouvert borné de R™ de frontiére réguliere. On note | - |, la norme sur les espaces L?((2),
1 <p<oo. Soit |2 lamesurede (2, et s lafonctionindicatrice d’ un ensemble S C (2.

On définit I’ espace BV (£2) comme I’ espace des fonctions . € L*(£2) dont les dérivées partielles
du premier ordre 0 u, ..., 0,,u, caculées au sens des distributions sur 2, sont des mesures de Radon
bornées avaeurs dans C. On note Du lamesure de Borel sur 2 avaleursdans C™ définie par Du =
(Oruy ..., Omur).

La semi-norme BV, ou variation totale, est définie par

Joa(u): =|Du| (Q) (4.35)

=sup [ w(x)divo(z)de,
veV JQ

UV = {ve (CFUC)™. ()]l <1, x € Q) avee [o(x)] = (X, valelo(e)) - La

mesure Du se décompose souslaforme Du, + Du,, lesmesures Du, et Du, désignent respectivement
les parties absolument continues et singulieres de lamesure Dwu par rapport ala mesure de Lebesgue.
Ains

| Du|(9) = / | Dugldx + | Dus|(£2).

Q
Siue C(Q),dors
Joa(u) =|Du|(R) = / | Du, |dx,
Q

et (4.35) devient une intégrale classique au sens de lamesure de Lebesgue. Par densité, cette formule
s applique également pour v € W(Q). L espace des fonctions a variation bornée sur ) est défini
par

BV(Q) = {uec L'(Q) : Joa(u) < o},
et lanormesur BV(£) est donnée par

luley = |u|i + Joa(u).

Propriétésdel’espace BV (2) et de Jy q.

0) L injection de BV (2) dans L?(}) est compactepour 1 < p < m/m <1 ([23], Théoreme
1.19).
(i) La semi-norme .J, ¢, est une fonctionnelle semi-continue inférieurement pour les topolo-

giesfaibleset fortesde L7(Q2), 1 < p < oo ([2], théoréme 2.3).



80 4. Résolution du probléme par une méthode de Gauss-Newton régul arisée.

452 L’espaceBV(1?).

Soit 2* un ouvert tel que 2 CC Q*. On définit I’ espace BV, () comme I’ espace desrestrictions a
desfonctionsu € BV(92*) tellesque v = 0 dans 2*\ .

L’ espace BV, () peut aussi &tre interprété comme I’ espace des fonctionsu € BV(12) ayant une
“trace extérieure” sur 012 fixée a zéro.

Théoréme 4.5.1 (Inégalité de Poincaré dans BV,(f2))
Soit €2 un ouvert borné de frontiére lipschitzienne. |1 existe une constante C' = C'(2) telle que,

quel que soit w € BV, (2),
/ lu|dz < C(Q)|Dul(Q).
Q

Démongtration: 11 suffit de démontrer qu'il existe ¢ > 0 tel que, quel que soit v € BV (Q)
vérifiant o], = 1, Jyg(v) > C.

Supposonslecontraire, ¢’ est adirequ’il existeunesuite v, deBV, (), [v|, = 1 telleque J, g(v;) <
1/1. Lasuite (v;);en st bornée dans BV, (€2). En prolongeant les ééments de lasuite v; par zéro dans
BV(2*\Q2), et par compacité de I’injection de BV (Q*) dans L*(92*), la suite v; admet une sous-suite
convergeant dans L' (%) fortversv € L'(Q*). Les@lémentsdelasous-suite (Dv; = (dyvr, ., Opvr) )i
étant des mesures de Borel sur C™ uniformément bornées en /, cette sous-suite admet elle-méme une
sous-suite faible-« convergente vers g € (M,(Q*))™. Quel que soit ¢ € D(N*), (Dv, ) =
<(vy, dive). Par passage alalimite, on en déduit (g, ) = <(v, divy), et par définition de la dérivée
au sens des distributions, on en déduit ¢ = Dv. D’ouv € BV(Q*). De plus, larestriction de v; a
0\ est lasuite nulledans BV (2*\ Q) qui converge fortement dans L (2*\Q) versv = 0. Par semi-
continuité inférieure de .J o+ par rapport alatopologie L'(Q*), on en déduit

Jog(v) = Joar(v) < lilm inf Jo o« (v) = lilm inf J, g(v) = 0.
’ —00 —+00 !

Alors Dv = 0 sur ) <= v = v = ctep.p. sur 2. Comme latrace extérieure v* de v est nulle sur
012,

0= Jo,ﬁ(v) = faQ V] = 7]+ Hper (082)

D’ouv = 0 p.p., cequi contredit | hypothese |v|; = 1. O

La semi-norme .J, i définit ains une norme sur BV(€2). On en déduit la coercivité de .J, 5 sur

BV, (). De plus, sur BV (£2), cette norme est équivalente alanorme BV (Q).
De ces propriétés, on déduit I’ existence d’ une solution au probléme pénalisé dans BV(D) N K,
avec K convexe fermé bornédans > (£2*), et * un ouvert borné contenant D.
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Théoreme 4.5.2 Lafonctionnelle

Fo: BUW(D)NK &+ R
i o [P0 (g & P Easysns + adop(on)
= F(on) + ozjoﬁ((Sn)

avec a > 0 fixé admet au moins un minimum dans BV, (D) N K.

Démongtration: Soit (d7; ) Une suite minimisante de 5, dansBV,(D) N K, llim Folong) = p,
—+00

1 € R*. Par positivite de F et par coercivitede J, 5, lasuite n; est bornée dans BV (D), et son pro-
longement par zéro aQ)* I’ est donc dans BV (2*). L'injection de BV (Q*) dans L' (Q*) étant compacte
([2], théoreme 2.5), la suite én; admet une sous-suite (quel’ on note aussi §n;) qui converge vers une
limite 6n* dans L' (€2*) fort et dans L.>°(2*) faible-«. Lafonctionnelle.J, 7 &tant fortement s.c.i. pour
latopologie !, on en déduit
Jyp(dn™) < lilm inf J, 5(dny).
? %‘OO ?
L’ opérateur

F'(7) : L(Q7) o LA(S x 5771
5nl K> F’(ﬁ)énl

est compact. On en déduit que llim F'(n)én; = F'(n)én” dans L*(X x S™~1). L' opérateur
—+00
he LAE x S i [h (g & F (1)) |2 (ny sm)

est continu, et par conségquent llim F(ong) = F(on™). Aing,
—+00

Fo(dn™) < lilminffo((Snl) = i
—+00

Lafonctionnélle F, atteint donc un minimum fini en é»*. D’ ou le résultat. O

4.6 Unresultat d’unicited uneitéréede Gauss-Newton en dimen-
sion finie.

Si une pénalisation par lasemi-norme .J,  permet en théorie de régulariser le probleme en amortissant
les oscillations de |a solution, sa non-différentiabilité en zéro, méme discrétisée en dimension finie,
ne permet pas de I’ exploiter numériquement. En pratique, la pénalisation s effectue a I’aide d’ une
régularisation de cette semi-norme palliant le défaut de différentiabilité unefois discrétisee. Parmi les
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régularisations possibles, celles remplacant la variation totale par une fonction convexe de lamesure,
et en particulier celles du type

/ﬁx/|Du|2 + Bdx su € Wy (),

avec 3 > 0, ont &é beaucoup étudiées ([2], [3], [22]). Cette fonctionnelle est &tendue pour v €

BV,(Q2) par

/ﬁx/ |Duy |2 + Bdx 4 | Dug|(92).

Notons que ces régularisations n’ agissent en fait que sur la partie réguliere de la fonctionnelle J, g,
la partie singuliére restant non-différentiable en zéro. Plutdt que de considérer une régularisation de
la semi-norme BV que I’ on discrétise ensuite, on se propose de décrire cette semi-norme de maniere
discréte dans un sous-espace de dimension finiede BV (€2), puisd’ en considérer unerégularisation de
sorte que lafonctionnelleains régularisée soit différentiable. On démontre ensuite la stricte convexité
de la fonctionnelle régularisée sur les sous-espaces considerés, ce qui permet de déduire |’ unicité de

chaque itération de I’ agorithme de Gauss-Newton ainsi discrétisé.

4.6.1 Choix del espace dediscrétisation.

L'inconnue n(x) est I"indice de réfraction d’ un obstacle dont on connait le support D; physiquement,
' est unefonction constante par morceaux, égaleal endehorsde D. On choisit d’ approcher cet indice
par une combinaison linéaire de fonctions indicatrices des &éments d’ un maillage du support D de
Mz) =1 en(z). Soient T}, ..., T ces éléments, et @4, ..., © lesfonctions de base associées, telles
que ¢, soit constante et égale a 1 sur I'élément 7;, et nulle sur 73, 5 # «. On note T I'ensemble des
ééments (7)) ;=1n, & 0T = {5, [ = 1,...,p} I"ensemble des frontiéres de ces &éments, comptées
une seulefois.

Ondésigne par BV, (D) I espace engendrépar labase (®4, ..., ). Aing, toutefonction n(x) de
I’espace BV, 7(D) S écritn(x) = E;\f:l n’®;. Rechercher X dans BV, (D) revient par conséquent
arechercher A(x) szouslaformerV:1 M, cestadireaidentifier lesparamétres ), j =1,..., N,

L’ espace BV, 7(D) est un sous-espace de BV, (). On le munit de la semi-norme .Jo p. Pour
Ma) =300, M@, € BVor(D), Jop(A) S exprime souslaforme

Jo,D()\) = |D)‘| (D)
:/ DA, |dz + | DA|(D),
= |5A5(D)|, car DA\, =0 sur D,
= [ 11 =101 a0,

oT
P
=3l
=1
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ou [A] = Ay &A_ € C désignele saut delafonction A(x) sur la surface de discontinuité éventuelle
d7 suivant une normale orientée prédéfinie. On désigne par [A]; lavaleur de ce saut sur lafrontiere 5,
de mesure p,, cette valeur étant constante sur chaque frontiere S;, [ = 1, ..., p. Lanormale est orientée
vers|’ extérieur de D sur 97 N dD, ce qui donne A, = 0 sur ce sous-ensemble de 97 .

Lasemi-norme ./, p restreinte au sous-espace dedimensionfinieBV, (D) reste bien entendu non
différentiable. On présente, dans|e paragraphe suivant, une régul arisation diff érentiablede cette semi-
norme.

4.6.2 Unerégularisation dela semi-norme.J, p sur le sous-espace BV 7 (D).

Dansle sous-espace BV, 7( D), lanon-différentiabilitéen zéro delafonction moduleimpliquelanon-
différentiabilité dela semi-norme .J, . C est en remplacant le module par une régularisée de celui-ci
quel’ onintroduit une fonctionnelle différentiable dont on montre ensuite |’ uniforme équival ence avec
Jo,p. S0it v une constante strictement positive. Lafonction

fyr: RY & R
x e x? 4

est strictement convexe, continue, croissante, dérivable sur R*. Pour tout x, elle vérifie

2] < fi(2) < Ja| + 7 (4.36)

Soit 3 une constante strictement positive fixée. On pose

Jp.p(A) = Zm\/| )+

Proposition 4.6.1 (propriétésde./; p)

——.
l’ 1/01’)

(1) Pour toute triangulation 7 de D, pour tout A €BV, (D), lafonctionnelle J; p vérifie
Jop(AN) < Jgp(A) < Jop(A) + f

(i) La fonctionnelle J; p est différentiable et strictement convexe.

VB

Démongtration: (i) En appliquant I’ estimation (4.36) pour |z| = [[A];| &t v = =<5——,

r=1PU
VB
p N2 — j2 9
Al < 4 JIIALP + < |[AlL] +
V= 1Pl') 2= Pu

S0it en sommant sur tous les/,

Jop(A) < Jsp(A) < Jop(A) + Z,Ol p = Jop(N) + /B
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On en déduit la coercivité de lafonctionnelle J; p.
(ii) Calculons ladifférentielle seconde de .J; p enun point A € CV :

(AL eal) E— Mo e
f-l- <:>§l + +

Zm g -
2 )\12 72
\/i e \/u o =

T)(i)l <<)\l+ e ) el e(¢ )N @AL)Q

PN 68 = Zp’ mon () (&)= (lmm § )3/2
L S

p p

» 2 3 3/2 , 3 ; 373
(Z Pl') (|P\]l|2 t =2 2> (Z Pl') (|P\]l|2 Tt 2 2)
Hy(A) = =t 3 (2=r ) =1 3 (2p=1 Pr)

» 2 372 » 2 372
.. .
4 )\l > 2 G )\l 3
(Zp> ('”' i ilpm) (Zp> ('”' +<25%:1m/>>

e P (o] (m(TE € o))
9= |

» 3 3/2
=1 2 6
g I Al —
(1':1p ) (H . +( f/ 1/01’) )

SiJjp(A € €) =0,dorsgl = ¢ = r e C constante pour tout [. Or ¢}, = 0s .5; € 9T NID. D’ou
x = 0, et lafonction ¢ est par conséquent nulle sur D. D’ ou la stricte convexité. O

On peut noter qu’ une pénalisation par une fonctionnelle définie sur les espaces BV a déja été uti-
lisée avec succeés par PM. van den Berg and R.E. Kleinman [5] dans leur agorithme de gradient con-
jugué, pour la recherche d’indices de réfraction dans un espace de fonctions continues. Sur I’ espace
BV, (D), cette pénalisation correspond ala semi-norme BV non-régularisée. Elle n’ est de cefait ni
strictement convexe (cf [2] pour un contre-exemple), ni différentiable en zéro.

Le résultat de stricte convexité de lafonctionnelle ./; , sur le sous-espace BV, 7-( D) nous permet
de déduire I’ existence et I’ unicité d’ une itérée de la méthode de Gauss-Newton ains régularisée.

JﬁD (A6 = (fi <:>§l_> )

avec

0it
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Théoréme 4.6.2 Pour tout n €BV, (D), pour tout o > 0 fixé, la fonctionnelle

n - )6 (g € F () 2o + 0s.0(00)

fgg‘: BV077‘(D) < R
|17 (n
:f( )—I—on@D((Sn)

admet un minimum unique dans BV, (D).

Démonstration: La fonctionnelle F; 1 est continue, coercive et strictement convexe, en tant que
somme d’ une fonctionnelle convexe continue et d’ une fonctionnelle strictement convexe, coercive et
continue. D’ ou le résultat d existence et unicité d’ un minimum sur BV, 7( D). O

Le but du paragraphe suivant est de présenter |’ algorithme de résolution utilisé pour résoudre le
probleéme inverse a partir de données discretes. Nous détaillons egalement quel ques astuces de pro-
grammation basées sur des principes théoriques qui permettent de diminuer les temps de calcul sur
ordinateur. Dans toute la suite de ce chapitre, on pose la dimension d’ espace m égale a deux, ce qui
correspond au castraité numériquement. Lecasm = 3 peut néanmoinsétretraité delaméme maniéere.
Il est alorsindispensable de disposer d’ un solveur efficace des problemesdirectsen 3D, afin d’ évaluer
de maniére précise les opérateurs F' et £ en un point . fixé de BV (D).

4.7 Traitement dedonnéesdiscretes- Algorithmederésolution.

Qu'’ elle soit obtenue a partir de mesures physiques ou de maniere synthétique, ¢’ est adirepar lebiais
de résolutions approchées de problémes directs, ladonnée g du probleme (4.3) est remplacée par une
donnée appartenant a un sous-espace dedimension finiede L?(X x S*). LafrontiereY est discrétisee
par I’ensemble des &léments linéiques{S,, r = 1, Ny }, de sommets M;__ ,, pour js.,, variantde 1 a
Niom. S0it Vs le sous-espace de L?(X) dont une base est I’ ensemble desfonctions (o, ) j.om=1.N.om
telles que o, soit lafonction de base ééments finis P; associée au sommet M, . Soit (6,,s =

1, N;..) un ensemble fini de directions de S*. A ladirection incidente 6, correspondant au champ
N sOM

incident u/">* = ¢***-, on associeladonnée ¢* = g(0.) = > gj...(0:)0..,, deVs. Ladonnée
] om—l

g appartient par conséquent al’espace V, = (V). Dans la suite de ce paragraphe, on confond,

pour une incidence ¢, fixée, ladonnée ¢° et le vecteur (g;....(95));....=1.n..,. desescomposantes dans

Iab& (O-jsom)jsom:LNsom'

L’algorithme de Gauss-Newton régularise en dimension finie.

Soitn € BV, (D) fixé. Effectuer une itération de la méthode de Gauss-Newton pénalisée par la
fonction J; p(dn) consiste aminimiser lafonctionnelle

fgg‘: BV077‘(D) < R
~ 2
on & [F'()dn & (g9 ' (1))[2mysmor) + adsn(0n)
f( )—I—on@D((Sn).
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Dans le cadre d' un calcul numérique sur ordinateur, les fonctionnelles /' et F” sont approximées par
desfonctionnelles avaleurs dans un sous-espace de dimension finie W de L*(X x S™~!). De maniére
a ne pas alourdir les notations, on choisit d’ approximer les opérateurs [ et F’ par des opérateurs a
valeursdans|’ espace V, desdonnéesdiscrétes. Si cen’ était paslecas, il serait nécessaire d’interpoler
ces données dans I’ espace W. Soient donc les opérateurs

Fvi

g

BVor(D) &= V,
= Fvg(ﬁ),

Fy,: BVor(D) &= L(L*(D); V)

Lafonctionnelle que I’ on minimise lors d' une étape de I’ dgorithme de Gauss-Newton est alors

2

For,(5n) = | By, (7)n (g & Fy, (7))
= fvg((Sn) + aJs p(on)

lnc 2

_Z Fy 5n<:><g SF (7 )L

—|— on@D((Sn)

L2(Sxsm=1)
+oa ) piyfllonl® +
Z \/ El' 1/01’)

4.7.1 Reésolution des problemesdirects pour |’évaluation de Fy, (dn).

(4.37)

Les quantités 1y (n) et 7y, '(n) sont évaluées en prenant lestraces sur . des sol utions approchées des
problemes

Au(#, a) + B2 (2 )u(ii, 0,) = k(1 <)u'(0,) dansR2,

lim /(=5 ( %) ikuy(7,0,)) = 0, (4.38)
et
A (7,0 )+ k(2 )u; (i, 0,) = <k?@;(u™(0,) + u(7i, 0,)) dansR?,
rliglo \/_( 0 <:>Zku](n 0 )) = ()7 pourj — 17 ]\/'7 (439)

que I’on résoud al’ aide du code ééments finis P; décrit dans le chapitre 3. On rappelle que ce code
concerne larésol ution approchée de I’ équation de Helmholtz couplée aux PML de Bérenger. La con-
dition de radiation de Sommerfeld est remplacée par une condition de Robin adaptée aux PML sur le
bord I', d'un domaine borné ), = {X € R%* | X| < b}, contenant I’ obstacle ainsi que lafrontiere X..
Pour p < b, on introduit un parametre réel d amortissement PML delaformeo = o(r), o(r) = 0 s
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r<peao(r)>0sr>p Onsuppose ™ C 2, = {X € R*% |X]| < p}. L'équation de Helmholtz-
PML dans 2, correspondant al’ équation de Helmholtz pour un obstacle diélectrique parfait d’indice
de réfraction n et un second membre f de support inclus dans 2, est

Bk B 4V - (AV®P) = f dans(,
B

% Sikpu® =0 sur Ty, (4.40)
ou
g 6082(0) + gsirﬁ(@) (g g) cos(f)sin(9)
Aoy = | - b U
7 BB B B 7
— &= | cos(0)sin(0 Zsin?(0 Z cos?(h
(5@[3> (0) sin(0) 3 ()+5 (0)

T~ o SO Y . ~ .
ﬁ:1+%,5:1+%,a\/eca:;/ o(s)dsSr>petoc=08r<p.
P

Lorsd’ uneétape delaméthode de Gauss-Newton, les calculsdirectsquel’ on effectue consistent en
une simplefactorisation de lamatrice creuse & émentsfinis correspondant al’ opérateur de Helmholtz-
PML avec obstacle d’indice de réfraction 2, et & des descentes-remontées. En effet, an fixé, seulsles
seconds membres des différents problemes directs a résoudre varient.

En particulier, les approximations des seconds membres de I’ équation (4.39) sont de laforme

=1

ou c,oy) est lafonction P; associée au sommet local numéro/ del’ &lément 7, et valant zéro en dehorsde
T;. Demaniérearéduirele nombre de descentes-remontées, on utiliselalinéarité des égquations (4.39)
en calculant lestraces vs. (u;(n, ds)) deleurssolutions u; (1, d;) al’ aide des combinaisons linéaires

> 0,9 (@)

=1

avec v\ (77) solution de:
8akz (7)) + V- <Avu§’>(ﬁ)> = o dans (2,
au(l)(ﬁ) 0~ (4.41)
]6r Sikfu;’(n)) = 0sur Iy,

Cette astuce permet de réduire le nombre de descentes-remontées de N;,,. x N a3 x N pour évaluer
I’ opérateur F".

Le terme de pénalisation s p de lafonctionnelle F; v, 0" étant pas quadratique, la condition
d  optimalitéveérifiée par leminimum de cettefonctionnellen’ est paslinéaire. C' est pourquoi onrésoud
I’ éguation non-linéaire correspondante par une méthode de Newton simplifiée. Dans le paragraphe
suivant, on détaille brievement cette méthode appliquée au probleme de la minimisation de 73 7 v, .
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4.7.2 Resolutiond’uneétapede Gauss-Newton régulariseepar uneméthodede
Newton simplifiée.

Pour unevaleur den fixéedansBV, (D), par un calcul analogueacelui delapreuvedelaProposition

4.2.1, on peut montrer que le minimum ér. delafonctionnelle 7 7 v, vérifielacondition d’ optimalité

Nine

Ko (0n) = (B @) B30 o (R @) (00 <, (7)) + oR"Tsn(0n)

s=1
= 0 dans CV,

ou |’ opérateur
R: BVor(D) &
on &= [on] =dny Son_
associe aun indice de BV, (D) les valeurs de ses sauts sur |es frontiéres orientées des ééments de
T . L’ opérateur 75 p(-) est quant alui défini par
j@D : BV077‘(D) & CP

[on];

P :
\/| [on]i|* +
El/ lpl) 1<i<p

Le terme de pénalisation R* 73 p(dn) est non-linéaire en én. On choisit de rechercher le minimum
de lafonctionnelle 7 7v,, C'est adirele zéro de K 7 v,, al’@de d une méthode de type Newton
smplifiée. Avant de présenter cette méthode, on présente la méthode de Newton exacte appliquée
a ce probleme, ce qui permet de mettre en évidence les difficultés d’implémentation que généere son
application.

n &= T p(dn)

La méthode de Newton.

L' application de la méthode de Newton au probleme de la minimisation de la fonctionnelle F v,
consiste a construire une suite (én,,), de BV, (D). Connaissant én,,, le point én,., est déterminé de
lafagon suivante: |e déeveloppement de Taylor d’ ordreun de Ks v, en dn, est

/Cgmvg((Sn) = K57T7Vg(5np) + IC’57T7V9(5np, dn <on,) + |dn <onyle(dn <dny,),
avec lim |e(dn)| =0,
|6n|—0
ou K 7y, (dn,,, Tn) désigne laGateaux-différentiellede K5 7v, aupoint én,, dansladirectionTn. Le
calcul deIC@T’Vg((Snp, Tn) donne

2

nc

Ky, () = > (B3 (3)) B (@)7n + aR* T (0, 7o),

s=1
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ou I’ opérateur J; ,(dn,, -) est défini par
Tsp(0np,-) 1 BVor(D) &= C

pir | Blrn)i+ = (ZPP) ([[6n,)i[*[rn]s < [6n,)7 [FR))

3/2
f
Il 5np ]
(Zp> ( +( ?1/01’))

L opérateur J; (dn,, ) est la somme d’un opérateur linéaire et d’un opérateur sesquilinéaire. Cet
opérateur N’ est par conséquent paslinéairesur I’ espace BV, (D). |1 est cependant linéaire par rapport
aux partiesréelles et imaginaires de lavariable. De ce fait, s I’ on souhaite résoudre numériquement
I’ équation K5, 7,v, (ﬁ) = 0 par laméthode de Newton, il est nécessaire de découpler le systéme de V
équations complexes en un systeme de 2 N équations réelles.

Plutdt que de programmer la méthode de Newton exacte, nous avons choisi de tester une méthode
de Newton smplifiée, danslaquelle on approche’ opérateur 7; (7, -) par un opérateur linéaire sur
BV, (D).

™ K=

1<i<p

Une méthode de Newton simplifiée.

Demaniereaéviter le découplageen 2N équationsréelles du systeme obtenu par laméthode de New-
ton, nous avons approché I’ opérateur J; 1, (dn,, ), lequel n’est pas linéaire sur I” espace BV, (D),
par I’ opérateur linéaire défini par

jﬁ,D((snp)i BVor(D) &> C

piBlTnl;

372 :
() ()
(X vz pv) 1<i<p

Cette simplification revient a approcher I’ opérateur Kf; -y, (dn,,, -) par I’ opérateur lineaire

™ j@p((Snp)Tn

Ninc
Ko (@n,) = > (F3/()) F(7) + R Ton(on,).
s=1

Dans|’ algorithmede cette méthode de Newton simplifiée, on construit une suite (6n,,), de BV, (D),
dont les éléments sont calculés al’ aide de larelation de récurrence

~ -1
St = 0ny & (Ko, (0n,)) Ko, ().
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L’ éément 6n,, de cette suite est par consequent déterminé par larésolution du systeme linéaire com-
plexe de dimension NV

165777‘/9(5”19)(5”19) CTNp = <:>IC5,T,V9(5np),

avec tn, = dnyqy <on,, Ot

(NZ GADACE onz*m(énp)) iy = (B @) (9 @ F, () ©aR Tan(bn,)

5=

On peut remarquer que dans|e casde larecherched’ unevariation o rédle (resp. imaginaire pure)
del’indice, les opérateurs 7; ,(én,, -) € Js,p(dn,) sont confondus sur le sous-espace des fonctions
de partieimaginairenulle (resp. de partieréellenulle) de BV, (D). C est en partielaraison qui nous
aamenés a considérer cette smplificationde J; ,(dn,, -) plutdt qu’ une autre.

Nine .
|| faut également noter que la matrice normale Z <F§g’(”ﬁ)> Iy, '(n) del’ opérateur non-régular
s=1
risé, ains que le second membre <F§g’(ﬁ)> <g5 @F@g(ﬁ)) , he changent pas au cours des itérations
d’ une méthode de type Newton, sur une étape de Gauss-Newton an fixé. 1l suffit par consequent de
ne modifier que lapartie correspondant alarégularisation par lafonctionnelle./; p, laquelle est rapide
acalculer, puisgu’ elle nefait intervenir que les sauts del’ inconnue sur les arétes de lazone discrétisée
dont on recherche I’indice de réfraction.

Si la convergence de cette méthode de Newton ssimplifiée n’est pour I’instant pas justifiée sur le
plan théorique, elle semble s avérer rapidesi |’ on se fie aux résultats expérimentaux. En effet, pour les
différentscastestsquel’ on aétudig, cette convergence atoujourseu lieu, en moinsde 10 itérations sur
les premieres étapes de la méthode de Gauss-Newton pour rapidement tendre vers une seuleitération
au fur et amesure que I’ algorithme converge.

Si comparée a une régularisation de Tychonov standard, la pénalisation du probleme par lafonc-
tionnellenon-linéaire .J; p accroit lacomplexité del’ algorithme de résolution, le gain obtenu en terme
de stahilité et de convergence justifie pleinement son emploi. C’ est ce que semblent montrer les résul-
tats numeériques que I’ on présente dans le chapitre suivant.



Chapitre5

Validation de la méthode et tests numeriques.

Cedernier chapitre est consacré al’ étude des résultats obtenus pour larésolution du problemeinverse
par la méthode de Gauss-Newton, régularisée soit par Tychonov, en norme L? ou en semi-norme H*,
soit par lafonctionnelle J p, sur des cas tests significatifs. Ces cas tests, dont certains sont tirés ou
adaptés de ceux qui ont &té développés dans la littérature sur le sujet, présentent en effet une large
palette de ce que I’ on peut chercher arésoudre: recherche de I’indice sur une partie ou la totalité de
I’ obstacle, identification d’ inhomogeénéitésdetaille et de geométrievariabl es, avec un ordredu nombre
d’ inconnues complexes du problémevariant 10 a10°. A expériencefixée, on &udie, pour chaquetype
derégularisation, I’ influence sur la solution d’ un bruit dansles données. On peut ainsi montrer legain
de stabilité qu’ apporte la régularisation par la fonctionnelle .J; p par rapport a une régularisation de
Tychonov standard.

5.1 Premier castest: |I’hexagone

Le premier cas test que nous ayons traité consiste a déterminer I'indice de réfraction d’ un obstacle
hexagona plongé dans le vide. |déalement, il S agit d’ un objet homogene, d’indice adimensionné
égal a2. L’ indice recherché comporte une valeur par € ément del’ objet, soit 6 inconnues complexes.
L’ hexagone présente un défaut: sonindicevaut 3 sur un &ément. Partant du casidéal homogene, ¢’ est
adiren = 2 sur chague éément, on cherche a détecter ce défaut al’ aide de la méthode de Gauss-
Newton régularisée par Tychonov en norme L2, puis par lafonctionnelle J; p. Les données exactes
sont obtenues par la résolution approchée de I’ équation de Helmholtz-PML par &éments finis, pour
12 incidences équiréparties, et correspondent a des mesures effectuées sur la frontiere turquoise (fi-
gure 5.1). Le nombre d’onde k& adimensionné vaut 0.6, ce qui veut dire que la longueur d’ onde ca-
ractéristique vaut environ 10 fois le pas de maillage (fixé a 1), soit 5 foislataille de |’ objet, délimité
par lafrontiererouge (figure5.1).

Plusieurs résolutions ont été effectuées: d’abord a partir de données exactes, sans régularisation,
et ensuite en introduisant sur ces données des bruitsde 2, puis 10%. Les paramétresde pénalisation de
chacun des problemes bruités ont été déterminés, pour chague type de régularisation, de maniere em-
pirique. Pour les données exactes, on retrouve exactement I’ indicerecherché (figure5.2), I’ erreur rela
tive avec la solution exacte étant inférieurea 10~° déslatroisiémeitération. Dans |e cas des données

91
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bruitées, a 2 ou 10%, les deux types de régularisation donnent des résultats en tous points compa:
rables: ce congtat S explique par le faible nombre d’inconnues du probléme, puisgue dans ce cas il
N’ est presque pas utile de le régulariser, et les constantes de continuité liant la norme L? ala semi-
norme BV sont proches de 1. Quel que soit le niveau de bruit, le défaut apparait des la premiere
itération. Les méthodes convergent ensuite trés nettement vers un résultat approché a partir de la
troisiemeitération, leserreursrel atives avec la solution exacte étant au bout de six itérationsdel’ ordre

de 1072 dansle casde donnéesbruitéesa2% (figures5.3 et 5.4), et de!l’ ordrede 10~ pour lesdonnées
bruiteéesa 10% (figures 5.5 et 5.6).

Figure 5.1: maillage du domaine de calcul
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0.300E401
0.280E+01
0.260E401
0.240E401
0.220E401
0.200E+01
0.180E401
0.160E+01
0.140E+01

0.120€+01

0.100E+01

Figure 5.2: Partieréelle deI'indice a partir de données exactes apres 6 itérations.

0.300E+01
0.280E+01
0.260E+01
0.240+01
0.220E+01
0.200E+01
0.180€+01
0.160E+01
0.140E+01

0.120€+01

0.100E+01

Figure 5.3: Partieréelle de I'indice avec régularisation L? a partir de données bruitées a 2% apres 6
itérations, o = 107°.
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0.300E401
0.280E401
0.260E401
0.240E401
0.200E401
0.200E+01
0.180E401
0.160E+01
0.140E+01

0.120E+01

0.100E+01

Figure 5.4: Partieréelle de|’indice avec régularisation BV a partir de données bruitées a 2% apres 6
itérations, 3 = 1072, a = 1075.
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0.300E401

0.280E+01

0.260E401

0.240+01

0.220+01

0.200E+01

0.180E+01

0.160E+01

0.140E+01

0.120E+01

0.100E+01
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Figure5.5: Partieréelle del’indice avec régularisation L? a partir de données bruitées a 10% aprés 6

itérations, o = 107°.
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0.300E401
0.280E401
0.260E401
0.240E401
0.200E401
0.200E+01
0.180E401
0.160E+01
0.140E+01

0.120E+01

0.100E+01

Figure 5.6: Partieréelledel’indice avec régularisation BV a partir de données bruitées a 10% apres 6
itérations, 3 = 1072, a = 1075.

5.2 Détermination del’indice deréfraction de la moelle osseuse
dans une section de jambe.

Une application de la résolution numérique de tels problemes inverses est a terme de permettre le
contrdle de I’ évolution de la leucémie par des méthodes non-destructives grace a des mesures de la
diffraction autour d’ une section dejambe. Cette série de tests est inspirée des expériences numeériques
publiées dans Inverse Problems en 94 et 95 par D. Colton et P. Monk [18] [19]. La motivation est
lasuivante: jusqu’a présent, les procédés médicaux permettant une telle évaluation s averent lourds
(ponctions multiples de moelle a I’ intérieur de I’ 0s), ou sinon incompatibles avec le traitement de la
leucémie. En effet, pour que la moelle soit visible pour de hautes fréquences telles que les rayons
X, il est nécessaire d'injecter al’intérieur de I’ os des produits qui S averent contre-indiqués dans le
cadre d’ untraitement par chimiothérapie. Partant du fait queladensité cellulaire, ains quel’indicede
réfraction de la moelle sont différents suivant que les cellules sont ou non dégénérées, on se propose
d adapter les méthodes de Gauss-Newton régul arisées que nous avons développé aladétection et ala
localisation de tels défauts dans la moelle osseuse.

L’ expérience est la suivante: la jambe (modélisée par un cylindre) est plongée dans |’ eau, et a
I’ aide de mesures du champ diffracté pour plusieurs incidences équiréparties, on recherche des mo-
difications de I'indice de réfraction de la moelle osseuse, en initiaisant la méthode aux valeurs des
indices de réfraction correspondant a des cellules saines. Dans cette série de tests, on néglige le ca
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ractere dispersif des matériaux etudiés en supposant que leursindices de réfraction ne varient pas avec
lafréguencedu champincident. L'indice delagraisse, du muscleains quedel’ osest fixéa0.7+ 0.4,
L'indice de lamoelle saine vaut 0.8 + 0.5¢, celui de lamoelle atteinte 1.6 + 0.25z, pour un indice de
I’eau adimensionnéal + 0.

Lestests effectués sur cet exemple ont &té partitionnésen troisséries: tout d’ abord sur le maillage
original (figure 5.7), pour lequel on cherche uniquement & déterminer I’'indice de la moelle osseuse,
soit 24 valeurs complexes, puissur un maillage raffiné (figure 5.21), pour lequel I'indice de lamoelle
est discrétise par 96 inconnues complexes. Enfin, on utilise de nouveau le maillage originel dans une
troisieme série consacrée ala détermination de I’ indice de réfraction de |’ obstacle entier (C'est adire
toute la section de jambe), soit 186 inconnues complexes. Pour tous ces tests, les données exactes
proviennent de la résolution du probleme direct associé (¢’ est a dire sur le maillage utilisg) pour 8
incidences équiréparties, et sont effectuées sur la frontiére turquoise de ces maillages.

5.2.1 Premiereseriedetests: identification de 24 parametres complexes.

Dans un premier temps, on cherche a détecter des défauts dans lamoelle osseuse a partir de cal cul s ef -
fectués sur un maillage de pas 0.2, pour un nombred onde & fixé a3, ce qui correspond aune longueur
d onde caractéristique d’ environ 2. Les zones bleue (eau) et turquoise (ensemble muscle-graisse-0s)
de lafigure 5.7 ont des indices constants, respectivement fixesa 1 + 0: et 0.7 4+ 0.4:. L'indice dela
moelle (zones vertes delafigure 5.7), soit I'inconnue du probléme, est représenté par 24 valeurs com-
plexes sur les éléments du maillage. 1l est initidisé alavaleur de 0.8 + 0.5¢, laguelle correspond a
I"indice de lamoelle saine.

Trois types de défauts ont été étudiés: d abord un assez gros défaut, de taille 0.4, représenté par
six éléments (zone vert clair de lafigure 5.7), puis un défaut de plus petite taille (deux &éments), et
enfin un défaut non connexe de petite taille (trois & éments).

Pour le premier défaut, nous avons cherché a restituer I’indice de réfraction recherché a partir de
données synthétiques exactes, puis a partir des mémes données bruitées successivement a 2, 10 et
20%. Le cas non-bruité (figure 5.8) ne nécessite aucune régularisation, et I’indice est déterminé de
maniere trés précise avec une convergence tres rapide, puisque |’ erreur relative avec la solution exa
ctedevientinférieurea10~> deslatroisiemeitération. Dans|e cas des données bruitées, lestroistypes
de régularisation que nous avons étudié (L2, semi-norme H'! et fonctionnelle J; p) ont &tétestés. Les
parametres de régularisation de chacun des problemes ont été déterminés de maniere empirique. Pour
desbruitsde2 ou 10% (figures5.9,5.10,5.11, 5.12, 5.13 et 5.14), le dé&faut apparait assez nettement sur
lapartie réelle desla deuxieme itération. Au bout de six itérations, chacune des méthodes a convergé
ou S est stationnarisée. Cependant, seule larégularisation par lafonctionnelle./; p permet d’ identifier
le défaut sur sa partie imaginaire pour un bruit de 10% (figure 5.14). Pour un bruit de 20%, elle seule
donne une solution convenable (figure 5.15), les deux autres méthodes ne permettant ni sur la partie
réelle, ni sur lapartieimaginaired’ identifier le défaut. Par conséquent, quel que soit le niveau de bruit,
larégularisation par lafonctionnelle J; p S avere meilleure que la régularisation en semi-norme H'*,
laguelle donne tout de méme de meilleursrésultats quelarégularisation en norme L? pour larésolution
de ce type de probleme.

Pour le deuxiéme défaut, seule larégularisation par lafonctionnelle ./; , a été testée, en données
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exactes (figure 5.16), puis avec 2% (figure 5.17), et 10% de bruit (figure 5.18). Les paramétres de
régularisation sont ajustés de maniére expérimentale. Les résultats se montrent concluants pour la
méthode, on peut seulement noter une |égere dégradation de la partie imaginaire de I’ indice pour une
erreur de mesure de 10%.

L’ étude du troisieme type de défaut semble peut-étre montrer une limite de performance de la
régularisation par lafonctionnelle J; p : en effet, si I’ indice est restitué de maniéretrés précisedansle
cas des données exactes (figure 5.19), I’ utilisation de données bruitées a 2% ne permet pas de locali-
ser de maniere précise le défaut situé le plusal’ intérieur de |’ obstacle (figure 5.20). 11 faut cependant
noter que celui-ci est de tres petite taille (un éément, soit un dixieme de lalongueur d’ onde), et po-
sitionné quasiment au centre d’ un obstacle dissipatif. Une étude plus poussée parait donc nécessaire
pour déterminer la cause exacte de ce résultat moyen.
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Figure 5.8: Partiesréelle et imaginaire de I’indice a partir de données exactes apres 6 itérations.
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Figure5.9: Partiesréelle et imaginairede I’ indice avec régularisation ? apartir de données bruitées
a2% apres 6 itérations, o = 1075,
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Figure 5.10: Parties réelle et imaginaire avec régularisation “semi-norme H'” en données bruitées a
2% apres 6 itérations, o = 1.
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Figure5.11: Partiesréelleetimaginairedel’ indicerestitué avec régularisation BV en donnéesbruitées
a2% apres6itérations, 3 = 107%, a = 1.5- 1071,
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Figure5.12: Partiesréelle etimaginaire del’indice avec régularisation ? apartir de données bruitées
a10% apres6 itérations, o = 1077,
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Figure 5.13: Partiesréelle et imaginaire avec régularisation “semi-norme H'” en données bruitées a
10% apres6 itérations, o = 10.
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Figure5.14: Partiesréelleetimaginairedel’ indicerestituéavec régularisation BV en donnéesbruitées
a10% aprés 6 itérations, 3 = 1072, o = 1.5.
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Figure5.15: Partiesréelleet imaginairedel’ indicerestitué avec régularisation BV en donnéesbruitées
a20% apres 6 itérations, 5 = 1072, a = 2.5.
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Figure 5.16: Défaut plus petit. Partiesréelle et imaginaire de I’ indice restitué avec régularisation BV
en données exactes aprés 6 itérations, 3 = 1072, a = 1075,
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Figure5.17: Défaut plus petit. Partiesréelle et imaginaire de I’ indice restitué avec régularisation BV

en données bruitées a 2% apres 6 itérations, 3 = 1072, a = 1071,
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Figure 5.18: Défaut plus petit. Partiesréelle et imaginaire de |’ indice restitué avec régularisation BV
en données bruitées a 10% apres 6 itérations, 3 = 1072, a = 0.7.
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Figure 5.19: Défaut non connexe. Partiesréelle et imaginaire de I’ indice restitué avec régularisation

BV en données exactes apres 6 itérations, 3 = 1072, o = 107,
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Figure 5.20: Défaut non connexe. Partiesréelle et imaginaire de I’ indice restitué avec régularisation
BV en données bruitées a 2% apres 6 itérations, 3 = 1072, a = 1071,
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5.2.2 Deuxiemesé&riedetests: identification de 96 parametrescomplexes.

De maniere atester la stabilité des méthodes de Gauss-Newton régularisées que nous avons program-
mées, nous avons reproduit, sur un maillageraffineéau pasde0.1, I expérience de ladétection du “gros
défaut” étudié dans|e paragraphe précédent. Le nombred onde & est fixéa6, ce qui correspond aune
longueur d’ onde caractéristique d’ environ 1. Pour ce maillage, I'indice de la moelle (zones vertes de
lafigure5.21), soit I’inconnue du probleme, est représenté par 96 val eurs complexes sur les &éments
du maillage. |l est toujours initialisé alavaeur de 0.8 + 0.5:. Le support du défaut est quant a lui
représenté par 24 ééments du maillage.

Un premier constat, assez troublant, est qu’il N’ est dans ce cas plus possible de restituer le défaut
apartir de données synthétiques exactes sans régularisation. En effet, la suite desitérés de laméthode
de Gauss-Newton non-régularisée diverge. Ceci est en fait dii au fait que le problemeinverse devient
de plus en plus mal posé au fur et a mesure que le nombre d'inconnues augmente.

Autrefait &onnant, larégularisation de Tychonov en norme L? ne permet pas de converger versla
solution attendue, mais au mieux vers une solution lissee (figure 5.22). Elle favorise en effet plutdt
ce type de solutions que la solution constante par morceaux gue nous cherchons a restituer. C'est
par ailleurs ce résultat qui nous a amenés a étudier des régularisations plus éaborées pour résoudre
le probleme inverse.

Lesrégularisationsen semi-norme A ou par lafonctionnelle./; p permettent quant aellesderes-
tituer I’indice de maniere trés précise a partir des données exactes (figures 5.23 et 5.24). Dans le cas
de données bruitées, il nous a paru inutile d’ étudier la régularisation en norme L? puisqu’ ellene s est
pas montrée satisfai sante en données exactes. Ici encore, quel que soit le niveau de bruit (2 ou 10%),
la régularisation par lafonctionnelle .J; p offre les meilleurs résultats (figures 5.26, 5.28). On peut
en effet juste noter une dégradation des valeurs de la partie imaginaire de I’ indice pour 10% de bruit,
alorsquelerésultat est dgjanettement dégradé a2% de bruit pour larégularisation en semi-norme H*
(figures5.25, 5.27). Cette série de résolutions laisse présager que seule larégularisation par lafonc-
tionnelle .J; p permet de résoudre les cas les plus compliqués, ce qui semble d ailleurs se confirmer
dans la suite de ce chapitre.
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Figure 5.21: Casraffiné. Maillage et frontiéres du domaine de calcul.
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Figure 5.22: Casraffiné. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation L? en données exactes apres
6itérations, a = 1077,
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Figure5.23: Casraffiné. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation “ semi-norme H'” en données
exactes apres 6 itérations, o = 107°.
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Figure5.24: Casraffiné. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation BV en données exactes apres
6itérations, 5 = 1072, a = 1075.
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Figure5.25: Casraffiné. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation “ semi-norme H'” en données
bruitéesa 2% apres 6 itérations, o = 20.
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Figure5.26: Casraffiné. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation BV en données bruitéesa 2%

apres 6 itérations, 3 = 1072, o = 1071,
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Figure5.27: Casraffiné. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation “ semi-norme H'” en données
bruitéesa 10% apres6 itérations, o = 30.
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Figure5.28: Casraffiné. Partiesréelleet imaginaireavec régularisation BV en donnéesbruitéesa10%

apres 6 itérations, 3 = 1072, a = 1.
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5.2.3 Troisemesériedetests: |I'obstacleentier.

Cette derniere série de tests sur I’ identification de défauts dans la moelle osseuse concerne la restitu-
tion sur le premier maillage (c’ est a dire le maillage non-raffiné au pas de 0.2) de I’ obstacle dans son
intégralité, eninitialisant son indiceaux valeurs sans défaut. Comme pour lapremieresérie detests, le
nombred onde % est fixéa3. Ce probleme comporte 186 inconnues complexes, soit environle double
des inconnues du probleme précédent. Maisil est plus difficile de surcroit, puisque toutes les valeurs
de I'indice de réfraction de I’ obstacle sont susceptibles d’ évoluer au cours de I’ algorithme. |1 nous a
donc semblé intéressant d’ éudier la stabilité des différentes méthodes sur ce probléme.

Lesrégularisationsen norme L ou en semi-norme H'! n’ ont donné aucun résultat satisfaisant, et ce
méme en données exactes. En dépit d’ une recherche poussée, nous n’ avons pas &té en mesure detrou-
ver des parametres de régularisation permettant de résoudre le probleme par ces méthodes. Elles mar-
quent donc nettement le pas sur larégularisation par lafonctionnelle./; p qui donne de bons résultats
en données exactes (figure 5.29), ou méme en données bruitées a 2% (figure 5.30). Pour les données
exactes, il y aen effet convergence vers la solution exacte, I’ effet marbrée sur la partie réelle étant dO
aune discontinuité de I’ échelle de couleurs dans le logiciel de visuaisation. Pour traiter le troisieme
cas test, nous avons chois de ne plus utiliser que cette méthode.
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Figure 5.29: Obstacle entier. Parties réelle et imaginaire avec régularisation BV en données exactes
apres 6 itérations, 3 = 1072, o = 107,
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Figure 5.30: Obstacle entier. Parties réelle et imaginaire avec régularisation BV en données bruitées
a2% apres6itérations, 3 = 1072, a = 1072,
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5.3 LecarrédeKleinman et van den Berg.

Ce dernier cas test, adapté d’' une expérience numérique présentée dans [5], concerne la restitution
d une partieou del’ intégralité de I’ indice deréfraction d’ une plaque carrée formée de deux matériaux
homogénes: une plague carrée, de coté 1.6 et d’'indice deréfraction 1.6 + 0.2: entourée d’ un matériau
d'indice 1.3 + 0.4:. Le tout forme une plaque carrée de dimension 4. L’ obstacle est entouré de vide,
d'indice adimensionné égal a1 + 0z, et I’ensemble est maillé avec un pas de 0.2 (figure 5.31). Les
données exactes sont exprimées sur la frontiére turquoise du maillage, et proviennent de larésolution
des problemes directs associés pour 29 incidences équiréparties. Le nombre d’ onde adimensionné &
est fixé a3, ce qui correspond & une longueur d onde d’ environ 2.

Dans chacune des expériences traitées pour ce cas, |’ indice de réfraction de laplaque est initialise
alavaeur homogenede 1.3 + 0.4:. Dans un premier temps, hous avons juste cherché a restituer I'in-
dice de réfraction du carré intérieur, lequel est représenté par 128 inconnues complexes. Que ce soit
en données exactes (figure 5.32), ou en donnéesbruitéesa 2 ou 10% (figures5.33 et 5.34), laméthode
de Gauss-Newton régularisée par lafonctionnelle .J; , donne d’ excellents résultats, puisgue I’ indice
est restitué de maniere exacte en données exactes, et avec de faibles erreurs pour les données bruitées.
Nous avons ensuite essayé de restituer I’ obstacle entier, soit 856 inconnues complexes, a partir des
données exactes (figure 5.35). Une nouvelle fois, I’indice est déterminé de maniére exacte. Le cas
de données bruitées n’'a par contre pas pu étre traité favorablement : il semble qu’au vu du nombre
élevé d' inconnues, une stratégie de régularisation avec un parametre o variable a chague itération soit
nécessaire, ceci afin de contenir les premieresitérations pour lesquelles lavaleur du critere est impor-
tante, et de ne pas raentir demesurément les suivantes.



126 5. Validation de laméthode et tests numériques.

Figure5.31: Maillage et frontieres du domaine de calcul.
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Figure 5.32: Carréintérieur. Parties réelle et imaginaire avec régularisation BV en données exactes
apres 6 itérations, 3 = 1072, a = 20.
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Figure 5.33: Carréintérieur. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation BV en données bruitéesa
2% apres6 itérations, 3 = 1072, a = 20.
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Figure5.34: Carréintérieur. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation BV en données bruitées a
10% aprés6 itérations, 3 = 1072, o = 20.
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Figure5.35: Carréentier. Partiesréelle et imaginaire avec régularisation BV en données exactes apres
6 itérations, 3 = 1072, a = 20.
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5.4 Initialisation del’indice par une valeur moyenne.

Appliquée au cas d' obstacles entiers (figures 5.29 et 5.35), la méthode de Gauss-Newton régul arisée
par lafonctionnelle J; p donne de trés bons résultats, a condition que I"indice soit initialisé suffisam-
ment proche de la solution. 1l n’en est pas de méme s I'indice de I’ obstacle est initialisé a la valeur
du vide. Cependant, il est possible que I’ on doive résoudre un probléme inverse de ce type sans pour
autant avoir d'informationsapriori sur |’ indice de réfraction de I’ obstacle. C’ est pourquoi nousavons
testé une méthode simple permettant d’ obtenir une valeur moyenne avant d’ appliquer laméthode.

Son principe est le suivant: on cherche I'indice de I’ obstacle homogene minimisant la fonction
collt, ce qui revient arechercher un seul parametre complexe par la méthode de Gauss-Newton. Ce
processus s est montré rapide, puisgue 4 itérations de la méthode de Gauss-Newton simplifiée (une
seuleévaluation d’indiceachague étape, sans régularisation) ont suffi pour obtenir laconvergencevers
lavaleur moyennerecherchée. Cette valeur moyenne permet ensuited’ initialiser laméthode de Gauss-
Newton “multivaleurs’ régularisée par la fonctionnelle .J; p, laquelle converge en données exactes
vers la solution recherchée (figures 5.36 et 5.37) pour les deux problemes complexes que nous avons
étudié.

Ce type de stratégie “bigrille” laisse augurer de bons résultats sur une méthode multigrille. En
effet, il n'est dans de nombreux cas pas nécessaire d’ utiliser sur tout I’ obstacle un maillage fin, et
une stratégie de raffinement-déraffinement pourrait permettre de diminuer le nombre d’inconnues du
problemeinverse, et de cefait de le rendre plus simple arésoudre.
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Figure 5.36: Obstacle entier initialisation vide. Parties réelle et imaginaire avec régularisation BV en
données exactes apres 4+6 itérations, 3 = 1072, a = 107°.
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Figure 5.37: Carré entier initialisation vide. Parties réelle et imaginaire avec régularisation BV en

données exactes apres 4+6 itérations, 3 = 1072, a = 20.
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Conclusion.

Partant d’ une définition assez floue du probléme inverse que I’ on se posait, a savoir I'identification
del’indice de réfraction d’ un obstacl e diél ectrique parfait a partir de données du champ proche, nous
avons dans un premier temps établi le support théorique nécessaire a sarésolution. C'est ains que
partant de considérations physiques sur la nature de la solution, nous avons choisi de rechercher cet
indice dans un espace fonctionnel adéquat, a savoir L>*(R?*; C). Un résultat d’unicité de la solution
dans cet espace a partir de la mesure du champ proche pour toute direction incidente nous a permis
de poser convenablement e probleme, puisqu’ on définit ainsi un ensemble suffisant de données pour
cette identification.

Larésolution de ce problémeinverse consiste alorsen laminimisation d’ un probleme de moindres
carrés non-linéaires. Quel que soit I’ algorithme d’ optimisation choisi pour traiter ce probleme, il est
nécessaire d' évaluer de nombreuses fois la valeur du critére, ains que celle de ses sensibilités a des
variationséémentairesdel’indice. On doit alorsrésoudre de multiples problemesdirects pour estimer
cesvaleursdelafonctionnelle. Le choix d’ une méthode variationnelle d’ approximation de I’ équation
aux dérivées partielles est motive par son faible colit d’ assemblage, ains que sarapidité d exécution
qui offre des perspectives pour larésolution du probleme inverse en dimension trois. Le probleme de
I” approximation des conditions de radiation al’infini est quant a lui traité en couplant I’ opérateur de
Helmholtz classique aun opérateur pseudo-différentiel décrivant un milieu PML de Bérenger associé
al’ éguation considérée.

L’ algorithme d’'inversion chois est celui de Gauss-Newton. Cette méthode classique est en effet
bien adaptée alarésol ution des problemes de moindres carrés non-linéaires, et facileaimplémenter. A
chaque étape de la méthode de Gauss-Newton, les problemes de moindres carrés linéaires arésoudre
sont mal posés, et il est nécessaire de régulariser I’ agorithme pour le rendre stable. On choisit pour
cela de pénaliser en dimension finie chague étape de I’ algorithme par une fonctionnelle non-quadra-
tique, régularisée de la semi-norme BV, différentiable et strictement convexe sur |’ espace d’ approxi-
mation que I’ on considere.

Les résultats obtenus sur les différents cas tests étudiés al’ aide du code expérimental 2D que nous
avons élaboré a partir de cette méthode semblent montrer qu’ une telle régularisation est bien mieux
adaptée alarésolution du probleme que les régularisations de Tychonov standard. Chague probleme
inverse possede en effet des spécificités propres, et la régularisation de Tychonov s avere un outil
beaucoup trop général pour s adapter aux particularités de chacun de ces problemes.

Une premiére perspective a cette éude, d' ordre numérique, est d’ éaborer le code éguivaent en
dimensiontrois. L éape laplus subtile de cette adaptation est sans conteste |’ écriture du couplage des
opérateurs de Helmholtz, ou de Maxwell harmonique avec un opérateur décrivant un milieu PML de
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Bérenger. Ce travail fait actuellement I’ objet d’ une autre these. Le passage en 3D de I’ algorithme
d’inversion ne nécessite pas quant alui d effort particulier.

Il serait également intéressant d’ & aborer une stratégie de choix d’ un paramétre optimal de régula-
risation achaque étape. En effet, lesvaleursdu critere comme de lapénalisation évoluent énormément
au cours de I’ algorithme, et un choix empirique et constant de ce parametre des la premiére étape ne
permet plus de restituer I'indice al’ aide de mesures bruitées pour un grand nombre d’inconnues.

Enfin, une derniére perspective, entrevue dans|le paragraphe 5.4, concerne lapossibilité éventuelle
de résoudre le probléme inverse a I’ aide d’ une méthode multigrille. En effet, les obstacles dont on
souhaite calculer I’ indice de réfraction sont généralement composés d’ un faible nombre de zones ho-
mogenes de dimensions variées. || serait par conséquent intéressant d’ élaborer des critéres de raffine-
ment-déraffinement, qui affinent le maillage au voisinage des discontinuités d’indice, et suppriment
des ééments au milieu des zones homogenes.
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Sur un probléme inverse en diffraction d’ondes - .identification des.
permittivités complexes d’un matériau a partir de données en champ
proche.

Résumé : La présence de fortes hétérogénéités & l'intérieur d’un obstacle diélectrique ne permet pas la
détermination de son indice de réfraction par des méthodes optiques. C’est pourquoi il est nécessaire de
se placer dans le domaine de la diffraction. L’indice de réfraction est alors lié & des mesures du champ diffracté
par ’équation de Helmholtz. Du point de vue mathématique, ce probléme inverse est & la fois non-linéaire et
mal posé, que les données soient de type champ proche ou champ lointain.

L’objet de cette thése est de proposer une méthode de résolution approchée pour ce probléme inverse, a
partir de données du champ proche sur une surface entourant ’obstacle. Contrairement aux problémes de
contrdle dont le but est de minimiser un critére sans pour autant se soucier de 'unicité du minimum, on se
préoccupe ici de ’identification de ce minimum, et 'unicité de la solution est de ce fait essentielle. L’indice
est ainsi identifiable de maniére unique dans L®(R?;C) & partir de la mesure du champ proche pour toute
direction incidente de S2.

Développée dans un premier temps pour le cas de la dimension deux, la méthode doit rester applicable a la
dimension trois sans que les temps de calcul ne deviennent pour autant prohibitifs. C’est pourquoi on choisit
d’évaluer les sensibilités des mesures & des variatioin. éléinentaires de 'indice par une méthode d’approximation
de PEDP plutd$ que par la méthode intégrale volumique (équation de Lippmann-Schwinger) habituellement
utilisée dans ce type de probléme. Le méthode choisie inverse des matrices creuses en lieu et place des matrices
pleines de la méthode intégrale. L’approximation des conditions aux limites est effectuée de maniére trés
précise grace a Pintroduction, autour du domaine de calcul, d’un milieu fictif absorbant PML de Bérenger.

L’algorithme d’inversion choisi est celni de Gauss-Newton, pour lequel on recherche une forme de stabilité
en testant successivement deux régularisations de Tychonov (en norme L? et en semi-norme H'!), puis une
pénalisation par une régularisée de la semi-norme BV. Cette derniére s’avére, au vu des différents cas tests
étudiés, la mieux adaptée pour résoudre ce probleme.

Mots Clefs : Probléme inverse, Equation de Helmholtz, Indice de réfraction, Unicité, Milien PML de
Bérenger, Méthode de Gauss-Newton, Régularisation, Semi-norme BV.

On an inverse scattering problem - identification of the refractive
index of a body from near field data.

Abstract : Due to high beterogeneities that can exist inside a dieletric obstacle, generally optical methods
cannot be used in order to retrieve the refractive index of a body. This implies to use scattering methods,
where the refractive index is linked to measurements of the scattered field via the Helmholtz equation. From
a mathematical point of view, this problem is both nonlinear and ill-posed, whether we consider near field or
far field data.

The purpose of this thesis is to describe a numerical method to identify the refractive index from near
field data on a surface surrounding the obstacle. Whereas control problems only require the minimization:of
a criteria with no necessary information on the uniqueness of this minimum, here we need to identify this
minimum, and therefore the uniqueness of the solution is essential. We study the uniqueness of the solution
in L*°(R3; C) from near field data. for all incident directions in S2.

Although developped for the two dimensional case, the numerical method was built in order to be fast
enough to have applications in the 3D case. We choose to calculate the measurements sensitivities with
respect to elementary variations of the index by using a variational formulation of the PDE rather than by the
volumic integral method (the Lippmann-Schwinger equation) usually used to solve this kind of problem. The
variational method requires the inversion of sparse matrices instead of full matrices in the integral method.
The radiation condition is accurately approximated by a curvilinear coordinates PML formulation around the
computation domain. _ ,

The inversion is performed through the Gauss-Newton algorithm, and the stability is assured by means of
penalization with two different types of Tychonov regularization (L2 norm and H! seminorm), and by a BV
regularized seminorm. This last penalization appears to be the best fitted to solve our problem.

Key Words : Inverse problem, Heimholtz equation, Refractive index, Uniqueness, Bérenger’s Perfectly
Matched Layer, Gauss-Newton method, Regularization, BV seminorm.



