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Chapitre 1

Récepteur GPS : Avant Propos

La robustesse des systèmes de communication à spectre étalé est bien connue : le gain de

traitement, en présence de signaux d'interférence bande étroite est tel que leurs e�ets sur le

système de réception sont atténués de manière signi�cative [1].

On note toutefois une altération des performances du système GPS en présence d'interfé-

rences de forte puissance, le récepteur pouvant même devenir inopérationnel [11].

Pour améliorer la robustesse de ces systèmes des méthodes d'adoucissement sont mises en

÷uvre. Nous nous intéressons ici à des techniques dites de précorrélation qui

traitent le signal à l'entrée du module numérique constitué par les boucles de

poursuite du code d'étalement et de la phase.

Nous nous attachons donc à dé�nir le récepteur numérique incluant ces techniques d'adoucis-

sement. Pour construire ce récepteur, la théorie de la décision est généralement appliquée en

l'absence du signal d'interférence, le bruit étant donc considéré blanc, centré et gaussien [7].

Cette approche permet de dériver, pour cette représentation du bruit, le récepteur optimum.

Ce récepteur consiste en un banc de �ltres adaptés aux di�érentes représentations du signal

informatif. Dans le cas du récepteur GPS, ces représentations étant antipodales, le récepteur

se résume à un seul �ltre adapté.

En présence d'un signal d'interférence cette approche n'est plus valable. Il paraît légitime de

lever une ou plusieurs des hypothèses faites sur le bruit. Nous considérons, dans un premier

temps, que le bruit est coloré. Le récepteur adapté conventionnel est conservé, précédé d'un

�ltre de "blanchiment" dont la fonction de transfert se dé�nit comme l'inverse de la densité

spectrale de puissance du bruit [23].

De même l'hypothèse de gaussianité prise en compte constitue une hypothèse forte. Il est

nécessaire de considérer la représentation de la densité de probabilité du bruit. La théorie



8 Récepteur GPS : Avant Propos

de la détection ansi appliquée conduit, sous l'hypothèse d'un faible rapport signal sur bruit,

à dériver le récepteur localement optimum, c'est à dire optimum autour du bruit [31].

Ce document présente, dans la première partie, l'architecture du récepteur adapté. Elle

est obtenue en appliquant la théorie de la décision au signal GPS noyé dans un bruit blanc

gaussien. Ce signal est dé�ni dans l'annexe 1 qui décrit le système GPS. Les performances

de ce récepteur dépendent de la "qualité" du signal à l'entrée du corrélateur.

Nous dé�nissons donc un critère pour caractériser ce signal. Il permettra par

la suite d'évaluer, théoriquement ou à partir de simulations de Monte Carlo,

di�érentes techniques d'adoucissement de spectre.

Nous terminons cette partie par une étude des e�ets d'un signal d'interférence sur le récep-

teur ainsi dé�ni. Cette étude met en évidence les dégradations des performances

des récepteurs en présence de brouilleurs de forte puissance et justi�e ainsi le

traitement du signal à l'entrée du �ltre adapté.

Nous nous proposons ensuite d'analyser et de comparer les deux techniques pré-citées (�ltre

de blanchiment, détection localement optimale). La deuxième partie concerne l'étude

en présence de bruits colorés. Elle conduit à l'utilisation de �ltres de blanchiment

appliqués dans le domaine temporel ou dans le domaine des fréquences. Pour des

signaux à spectre étalé, et des bruits bande étroite les �ltres mis en ÷uvre éliminent ou

modi�ent les composantes spectrales a�ectées par le signal d'interférence [9], [20], [26], [29].

Il en résulte une dégradation des performances du système.

Dans la troisième partie nous exploitons la statistique du bruit pour dériver

le détecteur optimal. Cette étude revient à construire un opérateur non linéaire

qui traite le signal autour de ce bruit. La non linéarité est déduite de la loi de probabilité

du bruit composite (bruit gaussien et signal d'interférence additif). Elle est appliquée à l'am-

plitude du signal complexe représenté en coordonnées polaires. Cette méthode est d'abord

implantée dans le domaine temporel. L'étude montre que les performances sont dégradées

en présence de brouilleurs multiples. Le problème est alors transposé dans le domaine des

fréquences.

Ces solutions conduisent à des récepteurs dont les caractéristiques doivent varier dans le

temps pour s'adapter à la nature de l'interférence. Elles sont caractérisées pour di�érents si-

gnaux d'interférence : sinusoïdaux, �xes, modulés linéairement en fréquence ou pulsés. Cette

caractérisation porte d'abord sur l'amélioration des performances du récepteur
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GPS qui dépend de 2 paramètres :

� Le gain de traitement Gt qui mesure l'atténuation sur le signal d'interfé-

rence,

� Le gain de corrélation G� qui mesure la dégradation sur le signal GPS.

Le gain de traitement mesure en réalité le gain sur le rapport signal sur bruit. Ce

gain est supérieur à 1 lorsque le �ltrage réalisé atténue le signal d'interférence.

Ce gain ne traduit pas directement l'amélioration sur le récepteur à spectre étalé

qui présente de bonnes performances en présence de signaux bande étroite.

Nous mesurons également la capacité de poursuite de ces techniques en présence de brouilleurs

non stationnaires.

Nous concluons cette étude, dans la quatrième partie, par une synthèse des résultats et

une comparaison de ces méthodes.
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Première partie

Le récepteur conventionnel dé�ni en

présence de bruit blanc gaussien
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Chapitre 1

Récepteur optimal en présence de bruit

blanc et gaussien

La précision de la mesure dans un récepteur GPS dépend de la qualité de l'estimation des

paramètres du signal GPS. Parmi ces paramètres la position du code C/A et la dérive en

fréquence, utilisés dans les équations de navigation, présentent un intérêt particulier.

L'estimateur du maximum de vraisemblance est généralement utilisé pour ses propriétés :

consistant, asymptotiquement sans biais et asymptotiquement e�cace.

Le problème de l'estimation est posé ici en présence de bruit blanc gaussien. Nous en dé-

duisons l'architecture classique du récepteur. Il consiste en un corrélateur qui nécessite de

générer localement une réplique du code C/A.

Nous proposons alors une architecture pour le récepteur et nous montrons que

les performances se déduisent des caractéristiques du signal à l'entrée du corré-

lateur. Nous dé�nissons ici une méthode permettant de mesurer la "qualité" de

ce signal, de manière théorique, ou expérimentalement à partir d'une simulation

de Monte Carlo. Cette méthode sera utilisée ultérieurement pour caractériser

di�érentes techniques d'adoucissement.
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1.1 Signal à l'entrée du récepteur adapté

Le système GPS est décrit en annexe 1. Il est basé sur une communication à spectre étalé.

L'étalement de spectre est obtenu par une séquence C/A. Le signal en bande de base est

appliqué à un modulateur de phase à 2 états. Le signal à l'entrée du récepteur adapté est

décrit par la relation (A1-10), de l'annexe 1.

Sr(t) = Ac:P (t (1 + kd) + � ) cos (2�fct+ �e(t)) +W (t)

Où :

fc Fr�equence centrale �a l0entr�ee du r�ecepteur num�erique

P() S�equence C=A modul�ee par les donn�ees

� D�ecalage entre le code signal et la r�ef�erence GPS

�e(t) = �0 +

Z t

0
!ddt !d = 2�fd D�erive Doppler

kd =
fd

fL1
Mod�elise le Doppler sur le code

fL1 Fr�equence porteuse du signal GPS cod�e C=A

W(t) Bruit blanc gaussien g�en�er�e dans le canal

Nous considérons dans ce chapitre que le bruit superposé au signal est blanc et gaus-

sien de variance �
2
g. Il s'agit d'estimer les paramètres du signal GPS noyé dans ce bruit

blanc.

-Sr(t) = AcP (t (1 + kd) + � ) cos (!ct + �e (t)) +W (t) Sr(n)

Te

@@6

- de
Estimation

�; !d

Fig. 1.1: Paramètres du signal GPS à estimer

Le signal traité est le signal échantilonné Sr.

Sr(n) = Sr(nTe) = Ac:P (nTe (1 + kd) + � ) cos (2�fcnTe+ �e(nTe)) +W (nTe)

Nous adoptons, la fréquence Doppler étant constante sur la durée d'observation, la notation :

Srn = Ac:P (nTe (1 + kd) + � ) cos (2�fcnTe + �en) +Wn = Sn +Wn

�en = 2�fdnTe + �0
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1.2 Estimation des paramètres du signal

Le problème est d'estimer le vecteur de paramètres � = [Ac; �; !d; �0]
T. La méthode du maxi-

mum de vraisemblance est appliquée pour rechercher sous quelle hypothèse la vraisemblance

de l'évènement est maximale [7]. Les développements sont donnés dans l'annexe 1. En injec-

tant les valeurs optimales de Ac et �0 dans la solution on obtient l'expression de la fonction

à maximiser. Cette fonction, qui dépend de !d et � , est :

L(Sr; [�; !d]) �
2

N


NX
n=1

SrnP (nTe (1 + kd) + � ) exp((2i� (fc + fd)nTe))


2

(1.1)

De cette fonction on déduit l'architecture du récepteur adapté. Deux porteuses en phase et

en quadrature, de fréquence fc + fd, générées au niveau du récepteur, permettent d'obtenir

l'enveloppe complexe du signal GPS qui est corrélée avec une réplique du code (voir �gure

(I-1.2)). Pour le maximumde la fonction L(Sr; [�; !d]) on obtient l'alignement du code généré

localement et du code reçu.

-Sr(t)

��
��
��@@

2expf�i: (!c + !̂d) tg

�
�
�
OL

ZnZ(t)

6

- - -
@@ ��

��
��@@

6

P (!̂d; �̂ )

�
�

�
Générateur PN

6

Poursuite du code

-

-Voie en phase

Voie en quadrature 1
N

PN
n=1 (:)

1
N

PN
n=1 (:)

k k2 -L
?

6

Fig. 1.2: Architecture du récepteur

Les meilleures estimées (�̂ ; !̂d) sont obtenues en recherchant le maximum de la fonction

obtenue, à un facteur multiplicatif près, en remplaçant dans (I-1.1) (�; !d) par leurs estimées.

LMV �
1

N


NX
n=1

SrnP

 
nTe

 
1 +

f̂d

fL1

!
+ �̂

!
exp(

�
2i�

�
fc + f̂d

�
nTe

�
)


2

(1.2)

Et la valeur de cette fonction, pour une estimée du couple �̂ ; !̂d, est obtenue en remplaçantSrn

par son expression. En considérant que le �ltre numérique 1
N

P
N

n=1 (:) élimine les composantes
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à 2fc + fd + f̂d on obtient, en l'absence de bruit :

LMV �
A
2
c

N

 
NX
n=1

P (nTe (1 + kd) + � ) :P

 
nTe

 
1 +

f̂d

fL1

!
+ �̂

!
cos

�
2�
�
fd � f̂d

�
nTe + �0

�!2

+
A
2
c

N

 
NX
n=1

P (nTe (1 + kd) + � ) :P

 
nTe

 
1 +

f̂d

fL1

!
+ �̂

!
sin

�
2�
�
fd � f̂d

�
nTe + �0

�!2
(1.3)

En conclusion l'estimation des paramètres donnant les informations de pseudo distance et

pseudo vitesse passe par la recherche du maximum de la fonction (I-1.2) qui dépend des 2

paramètres indépendants �̂ et !̂d, c'est à dire par la recherche du maximum de corrélation

entre le signal reçu et le code généré localement. Ce maximumest obtenu lorsque la cohérence

code reçu-code local est atteinte. On a alors :8>><>>:
�̂ = �

f̂d = fd )
f̂d

fL1

= kd

Et, en l'absence de bruit, le maximum de la fonction est L � A2
c

1.3 Performance du récepteur

1.3.1 Puissance du test

Dans l'étude qui précède nous avons construit l'estimateur de maximum de vraisemblance

permettant la mesure des paramètres �; !d. Nous obtenons le récepteur adapté décrit sur

la �gure (I-1.2). Le maximum de corrélation est obtenu lorsque l'alignement des codes est

réalisé. Lorsque la cohérence de phase n'est pas exigée, la mesure de corrélation est réalisée

sur 2 étages. Le premier étage constitue le �ltre de prédétection. Un opérateur non linéaire

(s = kek2) permet de s'a�ranchir des erreurs de phase à l'entrée du �ltre de post détection.

Nous proposons ici un critère permettant d'évaluer ce récepteur. Ce critère sera

utilisé, au cours de cette étude, pour caractériser di�érentes techniques d'adou-

cissement de spectre.

Nous considèrons le vecteur d'observation Z = [z1z2:::zN], N=KM. Lorsque l'alignement des

codes est réalisé le �ltre adapté est représenté par le modèle simpli�é (I-1.3).

-Zn
��
��
��@@ -Cn

Pnexpf�i�̂ng

1
M

PkM
n=1+(k�1)M (:)

Prédétection

-SkM k k2 -LkM

6

1
K

PK
k=1 (:)

Postdétection

-TN

Fig. 1.3: Modèle du corrélateur dans un récepteur non cohérent
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Dans cette étude le code local est supposé en phase avec le code reçu. Nous utilisons donc

la notation ci-dessous qui ne prend pas en compte le retard sur le code reçu et l'estimé du

retard appliqué au code local.8>>><>>>:
Zn = AcPrnexpfi�ng+Wn

Cn = AcPrnPnexp

n
i

�
�n � �̂n

�o
+WnPn

(1.4)

Avec :

Prn Repr�esentation du code �a l0entr�ee du corr�elateur

Pn Repr�esentation du code g�en�er�e localement

Wn Bruit blanc gaussien complexe de puissance 2�2g

�n = �0 +

Z
nTe

0
!d(u)du !d : Pulsation Doppler

Remarque 1: La représentation de la séquence Prn à l'entrée du récepteur peut être di�é-

rente de celle du code généré localement Pn (non linéarités des étages HF et des �ltres).

Remarque 2: Dans un récepteur non cohérent le �ltrage est réalisé sur 2 étages. Sur la

durée [0; MTe] on peut considérer que l'erreur de phase �n � �̂n est constante. Cette er-

reur de phase est éliminée par l'opérateur non linéaire (s = kek2) à l'entrée du �ltre de post

détection. On admet donc que :

�n � �̂n � �kM n = 1 + (k � 1)M; ::::; kM

�kM uniform�ement r�epartie sur [0; 2�]

On obtient alors comme expression de la sortie du �ltre de prédétection :8>>><>>>:
SkM = Acexpfi�kMgRprp(0) +Wf

Rprp(0) =
1

M

kMX
n=1+(k�1)M

PrnPn = EfPrnPng
(1.5)

Dans cette expression le bruit Wf est le bruit �ltré. Pour un bruit blanc de puissance Pw on

a :

EfkWfk2g = EfWfW
�
f
g = Pw

M
(1.6)

Le test est appliqué à la fonction TN. La puissance de ce test dépend du rapport signal sur

bruit mesuré sur le signal LkM, en sortie du bloc non linéaire (s = kek2) :

LkM = A
2
c
kRprp(0)k2 +Wl (1.7)
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Le nombre d'échantillons M doit être tel que, en sortie du �ltre de prédétection, la puissance

du bruit soit très petite devant la puissance d'intercorrélation Rprp(0). On a alors :

EfLkMg = A
2
c
kRprp

(0)k2 + EfkWfk2g � A
2
c
kRprp

(0)k2

Par ailleurs, les bruits <fWfg et =fWfg étant indépendants on a :

Wl = kWfk2 + 2AcRprp
(0) (<fWfgcos��d + =fWfgsin��d)

Et la variance du signal LkM est :

V arfLkMg = 2A2
c
kRprp(0)k2EfWfW

�
f
g

Le rapport signal sur bruit T, mesuré sur le signal LkM, a donc pour expression :

T =
EfLkMg2
varfLkMg

� A
4
c
kRprp(0)k4

2A2
c
kRprp(0)k2EfWfW

�
f
g =

A
2
c
kRprp(0)k2

2EfWfW
�
f
g

T =
EfLkMg2
varfLkMg

� MA
2
c
kRprp(0)k2

2Pw

(1.8)

Les performances du récepteur dépendent du nombre d'échantillons M traités par le �ltre

de prédétection et des caractéristiques du signal. Nous nous attachons ici à améliorer

les caractéristiques de ce signal en présence d'un signal d'interférence. Nous

utiliserons donc, pour caractériser les techniques d'adoucissement, le rapport �

donné par la relation (I-1.9) qui caractérise le signal à l'entrée du corrélateur.

� =
A
2
c
kRprp(0)k2

Pw

(1.9)

Pour évaluer ce rapport en simulation nous adopterons le modèle donné �gure (I-1.4).

-Zn
��
��
��@@ -Cn

Pn

EfCgE�fCg

EfCC�g � EfCgE�fCg

A2
c kRprp(0)k2

Pw

-

-

-

-
6

Fig. 1.4: Modèle de simulation pour la caractérisation du signal d'entrée du corrélateur
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La puissance d'intercorrélation et la puissance du bruit sont mesurées respectivement sur la

branche supérieure et sur la branche inférieure de la �gure (I-1.4). On obtient d'après les

relations (I-1.4) : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

EfC(n)gE�fC(n)g = A
2
c
kRprp

(0)k2

EfC(n)C�(n)g = A
2
c
kRprp

(0)k2 + EfW (n)W �(n)g

� =
EfC(n)gE�fC(n)g

EfC(n)C�(n)g �EfC(n)gE�fC(n)g

(1.10)

Il est donc possible d'estimer, pour des processus stationnaires, le rapport �

qui caractérise le signal d'entrée du corrélateur, à partir d'une simulation de

Monte Carlo, les échantillons étant appliqués au modèle représenté �gure I-1.4.

Ce rapport traduit les performances du récepteur en présence de bruit blanc.

T =
EfLkMg2
varfLkMg

=
M

2
� (1.11)

Important : Les performances des techniques d'adoucissement sont déduites du

rapport � mesuré après �ltrage. Ces performances dépendent de l'atténuation

apportée sur le signal d'interférence et de la dégradation sur le signal GPS qui

résulte de l'opération de �ltrage. Nous dé�nissons ainsi dans un premier temps le

gain de traitement qui mesure l'amélioration du rapport signal sur bruit amenée

par le �ltre. Ce rapport est obtenu en comparant le rapport � mesuré après

�ltrage au rapport obtenu, en présence d'un signal d'interférence, à l'entrée du

�ltre.8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�avant filtrage =
A
2
c
kRpp(0)k2

Pw

Rpp(0) =
1

M

kMX
n=1+(k�1)M

PnPn = EfPnPng Autocorr�elation sur le code

Pw = G+ J = 2�2
g

J : Puissance du signal d0interf�erence

Gt =
�avant filtrage

�
Gain de traitement

(1.12)

Nous dé�nissons de même le gain de corrélation pour mesurer la dégradation sur

le signal GPS. Lorsque, après �ltrage, le signal d'interférence est de puissance

négligeable devant la puissance du bruit gaussien, ce rapport est comparé à ce-

lui mesuré à l'entrée d'un récepteur GPS en l'absence d'interférence. De cette
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comparaison est déduite le gain de corrélation qui, s'il est inférieur à 1, traduit

la dégradation du signal GPS.

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�id�eal =
A
2
c
kRpp(0)k2

G

Rpp(0) =
1

M

kMX
n=1+(k�1)M

PnPn = EfPnPng Autocorr�elation sur le code

G = 2�2
g

Puissance du bruit gaussien

G� =
�

�id�eal
Gain de corr�elation

(1.13)

Le �ltre idéal élimine le signal d'interférence sans a�ecter le signal GPS. lorsque

la puissance du signal d'interférence est très grande devant la puissance du bruit

gaussien, il présente un gain de traitement égal au rapport interférence sur bruit

gaussien et un gain de corrélation égal à 1..

1.3.2 Performance de la boucle de code

Nous venons de montrer que la puissance du test, mesurée lorsque code signal et code local

sont en phase, dépend du rapport � dé�ni par la relation 1.9. L'alignement de ces codes est

assuré par une boucle à asservissement de délai (l'architecture du récepteur est décrite en

annexe 2). Le c÷ur du récepteur est donc constitué de 3 corrélateurs, le corrélateur en phase

dont la sortie représente la fonction de vraisemblance (I-1.2), et les 2 corrélateurs en avance

et en retard qui permettent la discrimination de l'écart entre le code local et le code reçu. La

caractéristique du discriminateur de retard est représentée �gure (A2-11), annexe 2. Lorsque

l'on considère le bruit gaussien superposé au signal et le bruit de phase des oscillateurs, on

obtient un bruit de mesure sur la grandeur � � �̂ .

Nous rappelons ici que les performances de cette boucle dépendent du rapport C=N0. L'écart

type de ce bruit, exprimé en chips, est donné dans [4], pp. 167-172.

�DLL =

vuut4k2
c
Bn

C=N0

(2(1� kc) +
4kc

NTeC=N0

) chips (1.14)

La puissance du bruit sur la mesure de pseudo distance est fonction :

� de l'écart avance-retard égal à kcTc (Tc : durée chip),

� du rapport C=N0,

� de la bande équivalente de bruit de la boucle Bn,

� et de la durée d'observation NTe.
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La qualité de la mesure de pseudo distance dépend d'abord de la con�guration du récepteur

au niveau duquel on pourra �xer en particulier les paramètres kc, Bn et la durée d'observation.

Il n'est pas de notre propos de modi�er ces paramètres qui conditionnent le comportement

du récepteur et en particulier ses caractéristiques dynamiques. Dans le cadre de notre étude

on s'attachera plus particulièrement à l'amélioration du rapport signal sur bruit à l'entrée,

en présence d'interférence. Nous montrerons ultérieurement que, dans une approche simple

qui suppose un signal GPS blanc, la présence de brouilleurs dans la bande du signal GPS se

traduit par une dégradation du rapport C=N0.

1.4 Conclusions

Le récepteur en présence de bruit blanc gaussien consiste en un corrélateur cohérent ou

non cohérent. Ce dernier est moins sensible aux perturbations de la boucle de phase. La

synchronisation du code local sur l'enveloppe complexe du signal reçu utilise une boucle à

asservissement de délai.

Pour évaluer les performances de ce récepteur nous proposons de mesurer le

rapport puissance d'intercorrélation code local-code reçu sur puissance du bruit.

Ces grandeurs peuvent être obtenues à partir d'une simulation de Monte Carlo.

Le modèle de simulation correspond à celui du schéma donné �gure (I-1.4).

De cette mesure nous déduirons le gain de traitement et le gain de corrélation

qui caractérise les techniques de �ltrage que nous présentons dans ce document.
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Chapitre 2

E�ets des interférences sur les récepteurs

GPS

Nous avons dé�ni dans le chapitre qui précède le récepteur GPS en l'absence d'interférence.

Or, bien que les bandes de fréquence du GPS soient protégées par la FCC (Federal Commu-

nication Commission), le système n'est pas à l'abri de sources de brouillage intentionnelles

ou non.

Par nature le système GPS, qui utilise la technique d'accès multiple par étalement de spectre,

est moins sensible aux signaux d'interférence que les systèmes de navigation conventionnel,

à bande étroite. Une interférence de puissance su�samment élevée peut toutefois altérer son

fonctionnement.

Nous nous attachons donc ici à mettre en évidence les e�ets néfastes des signaux de brouillage

sur le système GPS.
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2.1 Sources d'interférence

Les sources d'interférence présentes dans le spectre du signal GPS sont de nature diverse :

� Les brouillages intentionnels de type gaussien à large bande,

� Les brouilleurs à spectre étalé,

� Les brouilleurs à bande étroite.

Nous nous intéressons ici au traitement des brouilleurs non intentionnels, bande étroite.

Les bandes allouées au système GPS sont la bande L2 = [1; 215GHz� 1; 240GHz] pour le

signal émis avec le code P et la bande L1 = [1; 559 � 1; 610GHz] pour la composante compo-

site constituée du signal C/A et du signal P. Les sources de brouillage considérées en premier

lieu concernent les systèmes qui opèrent dans les bandes adjacentes à celles du système GPS.

En particulier la bande [1,535GHz-1,559 GHz] est utilisée pour des liaisons descendantes de

satellites de communication (mobile, maritime, aéronautique) et la bande [1,610GHz-1,625

GHz] sert aux liaisons montantes de la téléphonie cellulaire. Le système GPS doit être doté

de �ltres appropriés pour éliminer tous ces signaux. Il faut également prendre en compte

les produits d'intermodulation et les harmoniques de systèmes opérant dans des bandes plus

éloignées :

� Les harmoniques ou les produits d'intermodulation de divers émetteurs comme la télévision

(signaux modulés large bande) ou les stations FM (signaux à bande étroite),

� Les produits d'intermodulation de signaux issus provenant d'équipements voisins du ré-

cepteur GPS,

� Les impulsions provenant d'un signal radar,

� etc.

Une présentation et une caractérisation des principales sources de brouillage sont présen-

tées dans [8].

2.2 Bruit en présence d'une interférence

Le bruit considéré ici est le bruit additif qui se superpose au signal en sortie du corrélateur

dé�ni �gure (I-1.2) dans le chapitre qui précède. L'analyse est faite pour un récepteur GPS

fonctionnant en mode C/A. Le code utilisé, émis au rythme de 1; 023MHz est de longueur

1023. Il en résulte que le spectre du signal GPS, étalé dans une bande de 1MHz ne peut être

considéré comme étant parfaitement blanc. La �gure (A1-8) montre que le spectre du signal

C/A consiste en un spectre de raies espacées de 1KHz, chaque raie étant étalée par le

spectre des données de largeur 50Hz.
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En présence d'interférence l'expression du signal à l'entrée du corrélateur donnée par la

relation (A1-10) est modi�ée :

Wj(t) = Ajcos(2�fct+�j(t)) Expression de l0interf�erence

Sr(t) = +AcP (t(1 + kd) + � ) cos (2�fct+�e(t)) +W (t)

+Ajcos(2�fct+�j(t))

Ce signal est donc appliqué, dans un récepteur conventionnel, au corrélateur décrit �gure

(I-1.2). Pour évaluer l'e�et de cette interférence, nous proposons de mesurer la puissance du

bruit en sortie de ce corrélateur.

-Sr(t)
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��
��@@
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6

- - -
@@ ��

��
��@@

6
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Fig. 2.1: Architecture du corrélateur

La puissance du bruit est déduite de la densité spectrale du bruit à l'entrée du �ltre inté-

grateur et de la bande équivalente de bruit de cet intégrateur. Nous nous intéressons donc

à l'expression de la composante "passe bas" du signal complexe Z(t) en présence d'interfé-

rence, la composante haute fréquence, centrée sur 2fc, étant éliminée par le �ltre de type

intégrateur. Nous obtenons :

Z(t) = Acexp

n
i2�

�
�e(t)� �̂e(t)

�o
+Wc(t) +AjP (t; �̂ )exp

n
i2�

�
�j(t)� �̂e(t)

�o
(2.1)

Dans cette relation Wc(t) représente un bruit gaussien complexe. Et le signal d'interférence

est :

Zj(t) = AjP (t; �̂)exp
n
i2�

�
�j(t)� �̂e(t)

�o
(2.2)

Ce signal d'interférence est multiplié par la séquence codée P(t). Il s'agit donc d'un bruit

large bande dont le spectre est obtenu en convoluant le spectre de l'interférence par le spectre

du code C/A dont l'expression est donnée par (A1-7). On obtient pour l'expression du spectre

du bruit inhérent à l'interference :

SJ (f) = +
1

p2

0@� (f) + +1X
k=�1

M (k) (p + 1) sinc2
 
k

p

!
�

 
f � k

pTc

!1A � I(f) (2.3)
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où I(f) représente le spectre de l'interférence,

� représente un produit de convolution.

On considère que, sur l'intervalle d'observation, la fréquence déduite de l'estimation de l'e�et

Doppler, dont résulte �̂e est constante, notée f̂d. Si le spectre de l'interférence est centré sur

la fréquence fj on obtient :

I(f) = IPB(f) �
�
�(f � fj + f̂d)

�
IPB(f) : Repr�esentation passe bas de I(f)

SJ(f) = +
1

p2

0@IPB (f) + +1X
k=�1

M (k) (p+ 1) sinc2
 
k

p

!
IPB

 
f � k

pTc

!1A � ��(f � fj + f̂d)
�

La densité spectrale du bruit lié à l'interférence est obtenue en convoluant le spectre de raies

du code C/A, décalé de fj � f̂d, par la représentation passe bas de l'interférence.

Fig. 2.2: Spectre de l'interférence à l'entrée du �ltre intégrateur
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Spectre passe bas de l'interférence

Spectre de l'interférence à l'entrée de l'intégrateurReprésentation spectrale du �ltre intégrateur

La puissance du bruit en sortie du �ltre intégrateur qui traduit la dégradation

apportée par l'interférence dépend donc de la largeur de la bande B du �ltre

intégrateur qui �xe sa bande équivalente de bruit, de la fréquence centrale de

l'interférence et de sa représentation spectrale.

2.2.1 Interférence bande étroite

Lorsque le spectre de l'interférence est représentée par une raie spectrale, le cas le plus

défavorable est donc lorsque cette raie de fréquence fj � f̂d se superpose à l'une des raies

du signal C/A. Par translation spectrale cette interférence entre dans le �ltre intégrateur et

son atténuation, en moyenne de 30dB, peut dans le pire cas n'atteindre que 18.3 dB (voir

expression (A1-7)).

Cette con�guration est toutefois peu probable : les raies du code C/A étant séparées de

1000Hz, la probabilité d'obtenir une raie en sortie du �ltre intégrateur dépend de la largeur

B de ce �ltre. Elle est de 10% pour un �ltre de bande B=[-50Hz, 50Hz], de 1% pour un �ltre

de bande B=[-5Hz, 5Hz].
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2.2.2 Interférence de bande semi étroite

Lorsque la bande du spectre de l'interférence est supérieure à 1000Hz, le bruit à l'entrée

du �ltre intégrateur est continûment étalé dans le domaine fréquentiel. Toutefois l'atténua-

tion idéale de -30dB/Hz que produirait un code in�niment long émis au rythme de 1,023

106chips/sec n'est pas obtenue dans toute la bande puisque les raies du signal C/A ne pré-

sentent pas toutes la même amplitude.

2.3 E�et d'une interférence sur la boucle de poursuite

Nous avons mis en mis en évidence, dans le chapitre qui précède, que les performances du

récepteur dépendaient étroitement du rapport signal sur bruit. La relation (I-1.14) permet

de relier le bruit d'estimation sur la mesure de position au rapport C=BnN0. Bn représente

la bande équivalente de bruit du corrélateur constitué par la boucle de code et le produit

N0Bn correspond à la puissance Pw du bruit, mesurée dans la fenêtre fréquentielle de ce

corrélateur. En présence d'une interférence de bande supérieure à 1KHz le spectre

de l'interférence est blanchi par le code. On peut alors exprimer la dégradation

du rapport signal sur densité spectrale de bruit C=N0 lorsque cette interférence

entre dans le spectre du signal GPS.

En l0absence d0interf�erence : Pw = N0Bn

En pr�esence d0interf�erence : Pw = (N0 +
J

fc
)Bn

Où :

fc = 1=Tc Bande du brouilleur apr�es �etalement

No Densit�e spectrale du bruit thermique

J Puissance de l0interf�erence

Bn Bande �equivalente de bruit de la boucle

On dé�nit alors un rapport C=N0 équivalent :�
C

N0

�
eq

=
C

N0 +
J

fc

=
1�

C

N0

��1
+ J=C

fc

La dégradation du rapport C=N0 est donnée, dans le cas général, dans [4], pp. 219-220.�
C

N0

�
eq

=
1�

C

N0

��1
+ J=S

Qfc

(2.4)
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Dans cette relation le terme J/S représente le rapport de puissance Interférence sur Signal

utile, et le facteur Q est un coe�cient d'ajustement qui dépend de la nature du brouilleur

(Q=1 pour un brouilleur bande étroite). Pour exemple, un rapport C=N0 de 38.4dB-Hz, en

présence d'un brouilleur bande étroite caractérisé par un rapport J/S de 50 dB, est dégradé

de près de 30 dB ((C=N0)eq � 10dB�Hz) ([4], pp. 223).

2.4 E�et d'une interférence sur la quanti�cation

Dans l'annexe 2 qui décrit l'architecture du récepteur, nous montrons que le nombre de bits

utilisés pour la quanti�cation peut être faible. La dégradation du rapport signal sur bruit

est de 1.96dB pour un codage sur 1 bit, de 0.54dB pour un codage optimal sur 2 bits.

Nous reprenons ici l'étude qui est réalisée dans cette annexe pour un bruit gaussien. Cette

étude consiste à mesurer la dégradation du rapport puissance d'intercorrélation sur bruit

dé�ni au chapitre précédent par la relation I-1.9. Nous noterons ici �id�eal et �Q ce rapport

en l'absence et en présence de quanti�eur.

L'étude est réalisée en présence d'un signal réel. En présence d'une interférence, un bruit

sinusoïdal se superpose au signal Xn qui se dé�nit alors la relation (A2-22).

Xn = AcPn +WGn
+Ajcos(�jn)

Dans le cas le plus défavorable, c'est à dire en présence d'un brouilleur cohérent (�j = 0),

nous obtenons :

Xn = AcPn +WGn
+Aj

� Quanti�cation 1 bit

Nous pouvons évaluer comme précédemment la dégradation du rapport signal sur bruit, les

lois de probabilité conditionnelle subissant une translation de Aj. Nous obtenons alors :

EfCg = 0:25

�
erfc

�
�
r
i

2
�pjg

�
+ erfc

�
�
r
i

2
+
p
jg

��
�0:25

�
erfc

�r
i

2
+
p
jg

�
+ erfc

�r
i

2
�pjg

�� (2.5)

où i représente le rapport de puissance signal sur bruit gaussien en l'absence d'interférence

et jg le rapport de puissance interférence sur bruit gaussien. De cette expression (I-2.5) on

déduit le rapport �Q qui caractérise le signal à l'entrée du corrélateur. La puissance totale
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de sortie étant unitaire, ce rapport s'écrit d'après (I-1.10) :8>><>>:
�Q =

(EfCg)2

1� (EfCg)2

EfCg donn�e par la relation (I � 2:5)

Nous observons sur la �gure (I-2.3), pour un rapport signal sur bruit gaussien de -20dB, la

dégradation du rapport signal sur bruit en fonction de jg.
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Fig. 2.3: Dégradation en présence d'une interférence cohérente
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La translation des lois de probabilité entraîne une dégradadation du rapport o que nous

pouvons évaluer pour des rapports i << 1. Nous posons :

Kq =
AM

2
p
2�g

On obtient alors :
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Dans le ce cas le plus simple le contrôle automatique de gain conserve le facteur de crête de

2, valeur optimale en l'absence d'interférence.

� =
AM

�g +
Ajp
2

(2.7)

et :

Kq =
1p
2

�
1 +

p
jg

�
(2.8)

Il est possible, au prix d'un traitement lourd, d'optimiser le contrôle de gain pour cette

con�guration ([5], pp. 733-737). Les paramètres de réglage du dispositif de contrôle de gain,

pour une quanti�cation optimum sont :

� = 2

q
�2
g
+A

2
j

�g +
Ajp
2

(2.9)

Kq =
q
0:5 + jg (2.10)

Des expressions (I-2.6) à (I-2.10) nous déduisons le rapport �Q pour les deux valeurs du

facteur de crête. Nous représentons, sur la �gure (I-2.4), la dégradation �Q � �id�eal pour un

rapport i de -20dB.
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Fig. 2.4: Dégradation en présence d'une interférence cohérente
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Cette étude met en évidence des dégradations importantes en présence d'in-
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terférence. Elles sont inacceptables pour un quanti�eur 1 bit. Elles restent im-

portantes pour le quanti�eur 2 bits, même pour une quanti�cation optimale

(dégradation de l'ordre de 9dB). Nous n'avons pas poursuivi cette étude pour

un quanti�eur 3 bits mais on montre ([5], pp. 743-745) que le quanti�eur 3 bits,

bien que moins sensible au facteur de crête que le quanti�eur 2 bits, donne dans

le meilleur des cas une dégradation du même ordre (9dB).

2.5 Conclusions

La présence d'interférence dans le spectre du signal GPS entraine des dégradations. En

l'absence de quanti�cation cette dégradation peut être vue, pour le code P, comme une dé-

gradation du rapport C=N0. Pour le code C/A la position du brouilleur devient importante.

Un brouilleur aligné sur une des raies du code rentre après étalement dans la bande du ré-

cepteur et son atténuation, fonction de la raie, peut n'atteindre que 18.3 dB dans le pire cas.

Pour un récepteur numérique, il devient nécessaire de considérer la dégradation du rapport

signal sur bruit introduite par le quanti�eur en présence d'interférence. Une quanti�cation

sur 3 bits qui, en l'absence d'interférence, génère une perte quasi nulle sur le rapport signal

sur bruit, entraîne une forte dégradation en présence d'un brouilleur (perte de 9dB sur le

rapport signal en bruit pour un brouilleur cohérent).

La présence d'interférence entraîne donc une altération des performances du récepteur. Le

rapport signal sur bruit est a�ecté et il en résulte une perte de précision sur les mesures.

Il faut de plus considérer les caractéristiques entrée-sortie du discriminateur de retard de

la boucle de code, et du discriminateur de phase de la boucle de porteuse. En présence de

brouilleurs forts, le bruit sur la mesure peut amener les discriminateurs en dehors de leurs

domaines de linéarité, entraînant un décrochage de la boucle de porteuse puis de la boucle

de code et le coût de l'opération de capture est important.

Il est di�cile de préciser la puissance du brouilleur entraînant ce décrochage. Elle dépend

de la bande équivalente et de l'ordre de la boucle, de la structure du discriminateur et de la

dynamique du mobile portant le récepteur. On peut, pour apprécier le niveau de décrochage

de la boucle de code, appliquer la règle suivante ([4], pp 167-169) :

3�DLL = 2kcTc (2kcTc : espacement avance� retard)

L'écart type �DLL du bruit sur la mesure du retard � , qui dépend de la densité spectrale de

bruit N0 et de la puissance de l'interférence, ne doit pas dépasser un seuil qui est fonction

de la valeur de l'écart avance-retard.
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Deuxième partie

Le récepteur GPS en présence de bruits

non blancs
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Chapitre 1

Elimination des interférences par �ltrage

temporel linéaire

Dans la première partie de ce document nous avons présenté le récepteur à maximum de

vraisemblance en présence d'un bruit blanc et gaussien. Nous recherchons ici une évolution

de ce récepteur en présence de signaux d'interférence qui peuvent prendre des formes diverses

(CWI, CWIs multiples, CWI pulsée, CWI modulée en fréquence).

En présence de ces bruits corrélés une méthode classique consiste à introduire un �ltre de

blanchiment en amont du récepteur conventionnel. Pour des signaux à spectre étalé et des

bruits bande étroite ce �ltre se ramène à des zéros appliqués aux fréquences modi�ées par

l'interférence. Nous proposons ici d'étudier une technique de �ltrage linéaire opérant dans le

domaine temporel. Ce �ltre adaptatif est évalué pour diverses formes de l'interférence.

Nos travaux complètent une étude menée à SUPAERO [9] et présentée dans [11]. Un �ltre

RII à encoche est proposé pour le �ltrage de signaux réels. Ce �ltre est modi�é ici pour être

appliqué au signal complexe d'entrée du corrélateur. Nous obtenons alors une structure très

simple dé�nie par 2 coe�cients.

La technique du gradient analysée dans [10] et [18] est utilisée ici pour adapter le �ltre au

signal d'interférence. Nous proposons d'étudier la convergence de cet algorithme appliqué

à notre �ltre complexe, son comportement en présence de brouilleurs non stationnaires, de

mesurer l'impact du �ltre sur les performances du récepteur GPS et de modi�er le récepteur

pour l'adapter au signal ainsi �ltré.

Les résultats présentés ici permettent de dimensionner la cellule de �ltrage, d'évaluer ses

performances en présence de brouilleurs multiples (résolution fréquentielle), de caractériser

son comportement dynamique en présence des brouilleurs balayés en fréquence (vitesse de

convergence et de poursuite) et de mesurer le gain de traitement qui résulte du �ltrage.
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1.1 Présentation

Ces �ltres adaptatifs doivent permettre l'élimination de brouilleurs de puissance variable

(0dB < jg < 50dB). Plusieurs solutions sont proposées pour l'élimination de signaux bande

étroite dans le domaine temporel [20]-[22]. Elles utilisent généralement des �ltres RIF pour

leur phase linéaire. La complexité de ces structures dé�nie par le nombre de coe�cients dé-

pend du nombre de brouilleurs. Elle conditionne les performances de l'algorithme en terme

de convergence et de poursuite et la largeur de la bande éliminée qui détermine la dégrada-

tion apportée sur le signal. Elle est toujours importante.

Nous proposons ici d'utiliser un �ltre à encoche adaptatif présenté dans [9]-[11], dérivé de

travaux exposés dans [12]-[16]. Ce �ltre de type RII aboutit, lorsqu'il est appliqué à l'en-

veloppe complexe, à une architecture très simple à 2 coe�cients. Le principal avantage de

cette structure réside dans la maitrise de la forme de l'encoche qui résulte de contraintes

apportées sur la position des pôles et des zéros, permettant ainsi de contrôler la dégradation

qui a�ecte le signal GPS.

Il introduit toutefois une rotation de phase à la fréquence de l'encoche. Cette rotation de

phase est d'autant plus rapide que le �ltre est étroit. Lorsque l'encoche est proche de la

fréquence centrale du signal GPS il en résulte une distorsion importante de la fonction d'in-

tercorrélation signal reçu-code local et en conséquence un biais inacceptable sur la mesure

de position.

Nos travaux ont consisté à adapter cette structure, dé�nie pour des signaux réels, au signal

complexe d'entrée. L'architecture proposée devient plus simple. L'adaptation consiste à ré-

gler un coe�cient qui contrôle la position du zéro de ce �ltre. Nous analysons la convergence

de cette structure et fournissons des résultats permettant de dimensionner ce �tre pour op-

timiser cette convergence. Nous étudions par ailleurs son comportement en présence d'un

brouilleur non stationnaire et de brouilleurs multiples. En�n nous nous intéressons aux ca-

ractéristiques du signal GPS �ltré. Nous donnons en particulier l'expression de la fonction

d'autocorrélation après �ltrage et mettons en évidence les dégradations de cette fonction

lorsque le �ltre opère sur le lobe principal du signal GPS. Pour terminer nous proposons une

évolution du récepteur permettant de pallier ces dégradations consécutives aux variations

du délai de groupe.

1.2 Architecture du �ltre à encoches

La cellule de base est un �ltre à encoche. Elle est adaptative. Elle doit permettre la capture

rapide et précise d'un brouilleur qui pénètre dans le spectre du signal GPS, la poursuite
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et l'élimination de ce brouilleur. La réjection de brouilleurs multiples est assurée par une

cascade de cellules basées sur cette structure (voir �gure (II-1.1)).

Filtrage

Adaptation

Filtrage

Adaptation

Filtrage

Adaptation

Zn Zfn

Fig. 1.1: Cascade de �ltres à encoche adaptatif

1.3 Etude d'une cellule de Filtrage à encoche

Le c÷ur de cette cellule est constitué d'un �ltre à encoche centré sur la fréquence f0. Ce �ltre

de type RII présente un zéro z0 et un pôle p0 d'argument 2�f0. L'annulation d'une interférence

de fréquence f0 est obtenue pour z0 de module unitaire. La contrainte imposée sur le module

du pôle (p0 = �0 z0; �0 < 1) permet de garantir la stabilité du �ltre et d'ajuster la largeur

de l'encoche.
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Fig. 1.2: Filtre à encoche

� Fonction de transfert : La fonction de transfert en z du �ltre est :

H(z) =
1 + �0

2

 
z � z0

z � p0

!
(1.1)
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On obtient pour la réponse en fréquence :
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(1.2)

� Largeur de la bande excisée : La largeur de l'encoche est dé�nie pour un niveau

d'atténuation (voir annexe 3 les relations (A3-25)-(A3-27)) :

8>>>>>><>>>>>>:
BHz �

2

�
(1 � �0)

vuut A
�1
lin

1 + �
2
0 + 2�0(1 � 2A�1
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)

�0'1 et Alin>>1� BHz �
1 � �0

�
p
Alin

Alin = 10AdB=10 AdB : Att�enuation en puissance exprim�ee en dB

(1.3)

La �gure (II-1.3) permet de mesurer, pour di�érentes valeurs de l'atténuation, la largeur de

la bande excisée en fonction de �0.

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
x 10

−3

�0 �0

B BAdB = 3dB

AdB = 10dB

AdB = 20dB

AdB = 30dB

AdB = 40dB

AdB = 50dB

Fig. 1.3: Largeur de l'encoche en fonction de �0
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� Réponse impulsionnelle : La réponse impulsionnelle est obtenue à partir de (II-1.1) :

8>>>>><>>>>>:
h(n) =

1 + �0

2
(�n0 � �

n�1
0 ) exp fi2�nf0g n > 0

h(0) =
1 + �0

2

(1.4)

� Structures du �ltre : Ce �ltre résulte de la cascade de 2 blocs correspondants res-

pectivement aux pôles et aux zéros du �ltre. Ces blocs peuvent être ordonnés de 2 manières

di�érentes. On obtient ainsi les 2 con�gurations présentées sur la �gure (II-1.4).
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6
�
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-
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-Zn ��
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6
�

1� z0z
�1 - 1+�0

2
-
Zfn

Structure ARMA

Fig. 1.4: Structures du �ltre à encoche

1.4 Filtre à encoche adaptatif

L'adaptation des coe�cients d'un �ltre à encoche opérant sur un signal réel a fait l'ob-

jet de nombreuses publications [12]-[15]. Ces publications mettent en évidence l'intérêt de

contraintes sur les pôles et les zéros. Ces contraintes, pour un �ltre réel, imposent le module

des pôles et des zéros et la symétrie des pôles conjugués [13]. Elles permettent d'assurer la

stabilité du �ltre, de réduire le nombre de paramètres à estimer et la charge de calcul, et

d'améliorer la vitesse de convergence de l'algorithme d'adaptation. Une application de �ltres

à encoche à des signaux complexes est proposée dans [16]. Mais cette étude ne permet pas

le dimensionnement de ces �ltres à partir de spéci�cations sur la dynamique des brouilleurs.

Par ailleurs des études menées dans [17]-[18] ont permis d'analyser les algorithmes du gra-

dient et des moindres carrés récursifs appliqués à un signal sinusoïdal modulé linéairement

en fréquence. Cette analyse est réalisée en l'absence de contrainte sur les pôles et les zéros.

Elle permet de paramétrer ces algorithmes (pas d'adaptation du LMS et facteur d'oubli du

RLS) en vue de performances optimales en phase de poursuite et de mesurer ces perfor-

mances. Elle montre que les propriétés de convergence ne permettent pas de conclure quant

à la capacité de poursuite en présence de bruits non stationnaires. Les performances de

l'algorithme, en phase de poursuite, se mesurent par le décalage de la solution obtenue par
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rapport à la solution optimale et par le bruit sur l'erreur. Ainsi l'algorithme des moindres

carrés récursifs présente de bonnes propriétés à la convergence qui ne sont pas exploitées en

phase de poursuite.

Nous avons donc préféré, pour sa robustesse et sa simplicité de mise en ÷uvre, l'algorithme

du gradient. La fonction de transfert de la cellule de �ltrage étant maitrisée (encoche) l'adap-

tation consiste à régler la position de cette encoche. L'algorithme est appliqué au bloc MA.

La position du pôle est imposée par la contrainte p0 = k�z0. L'étude conduite dans [9] a

montré qu'il était préférable d'adopter la structure ARMA. Dans cette con�guration les

pôles placés en tête permettent d'améliorer, à l'entrée de la cellule adaptative, le rapport

interférence sur bruit gaussien jg. Il en résulte de meilleures performances de l'algorithme

d'adaptation. La cellule adaptative est représentée �gure (II-1.5). A l'adaptation du zéro la

puissance de sortie est minimum.
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Fig. 1.5: Adaptation des coe�cients du �ltre à encoche

Notation :

A l'entrée A l'entrée En sortie

du �ltre (Z) du bloc adaptatif (W) du �ltre (Y)

Puissance de l'interférence J JI JF

Puissance du bruit blanc gaussien G GI GF

Puissance totale Pjg Pjg_I
Pjg_F

Rapport Interférence sur Bruit jg jg_I
jg_F

1.4.1 Puissance de l'interférence en sortie du bloc AR (JI)

L'architecture retenue permet d'augmenter la puissance de l'interférence à l'entrée de la cel-

lule adaptative (JI). Pour une sinusoïde de fréquence fj, de puissance J, on obtient d'après

les relations (A3-28) et (A3-29) de l'annexe 3 :

jHAR(fj)j2 =
1

1 + �
2
0 � 2�0cos (2� (f0 � fj))

JI(fj) =
J

1 + �
2
0 � 2�0cos (2� (f0 � fj))

(1.5)
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Cette puissance est maximale lorsque la fréquence de l'encoche est calée sur la fréquence du

brouilleur (fj = f0).

JI(f0) =
J

(1 � �0)2 (1.6)

La �gure (II-1.6-1) représente, lorsque le �ltre est calé à la fréquence 0,5, pour 2 valeurs de

�0, la variation du gain en puissance JI en fonction de la fréquence du brouilleur. La �gure

(II-1.6-2) représente la variation du gain en puissance maximum JI(f0) en fonction de �0. Ce

gain croît avec �0.
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Fig. 1.6: 1-Gain JI(fj) 2- Gain maximum JI(f0) fonction de �0

La partie AR permet donc d'ampli�er une interférence de fréquence voisine de

la fréquence centrale f0. Cette ampli�cation est d'autant plus importante que �0

est proche de 1.
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1.4.2 Puissance du bruit blanc gaussien en sortie du bloc AR (GI)

La puissance du bruit dépend de la bande équivalente de bruit du �ltre AR. Elle est déduite

des relations (A3-28) et (A3-29) de l'annexe 3 :Z 1

0

���HAR( ~f)
���2 d ~f =

Z 1

0

1

1 + �
2
0 � 2�0cos(2�( ~f � f0))

d ~f =
1

1� �
2
0

GI =
G

1� �
2
0

(1.7)

On note une augmentation de la puissance du bruit gaussien et une concentration de l'énergie

autour de f0. Le bruit, en sortie du bloc AR, est coloré.

1.4.3 Rapport de puissance interférence-bruit en sortie du bloc AR

Ce rapport noté jg_I
conditionne les performances des algorithmes adaptatifs appliqués au

bloc MA [17]. La puissance de l'interférence étant donnée par (II-1.5) et la puissance du

bruit blanc par (II-1.7), on en déduit l'expression du rapport de puissance interférence sur

bruit blanc en sortie de la partie AR. Ce rapport dépend de l'écart de fréquence fj � f0 :

jg_I
(fj) = jg(fj)

1� �
2
0

1 + �
2
0 � 2�0cos(2�(fj � f0)) (1.8)

Soit un gain sur le rapport de puissance interférence sur bruit gaussien de :

G
AR


(fj) =

jg_I

jg
(fj) =

1� �
2
0

1 + �
2
0 � 2�0cos(2�(fj � f0))

(1.9)

La �gure (II-1.7-1) montre, pour un �ltre calé sur la fréquence normalisée de 0,5, l'évolution

de ce gain en fonction de la fréquence du signal d'interférence sinusoïdal fj et du coe�cient

�0 du �ltre. On réalise 3 coupes sur ce schéma pour �0 = 0; 1, �0 = 0; 5 et �0 = 0; 99 et une

coupe pour fj = fo. Ces coupes sont tracées sur les �gures (II-1.7-2) et (II-1.7-3).
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On met ainsi en évidence l'augmentation du rapport jg_I
au voisinage de la

fréquence centrale du �ltre. Cette augmentation est d'autant plus sensible que

le coe�cient �0 est proche de l'unité. On imagine donc que le réglage de ce para-

mètre du �ltre qui contrôle le gradient de puissance à l'entrée du bloc adaptatif

conditionne les performances de l'algorithme d'adaptation.

1.5 Adaptation en présence d'une interférence �xe

Il s'agit d'adapter le zéro du �ltre a�n de minimiser la puissance du brouilleur en sortie du

�ltre. Cette puissance sera minimum lorsque le zéro se cale sur le cercle unitaire à la fréquence

du brouilleur. Il serait donc normal de contraindre le module du zéro. Pour le �ltre complexe

cette contrainte ne peut être imposée de manière simple. Nous utilisons l'algorithme du

gradient pour ajuster le module et l'argument du zéro du �ltre.
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Fig. 1.8: Adaptation du coe�cient de la partie MA
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1.5.1 Solution de Wiener

L'algorithme du gradient permet la convergence en moyenne du �ltre vers la solution opti-

male de Wiener [10]. Cette solution est donnée par :

C = E fYnY �
n
g minimum

La sortie du �ltre peut s'exprimer en fonction des coe�cients du �ltre et de l'entrée. On

obtient :

Yn = aT
n
Wn

(1.10)

On note Rww la matrice d'autocorrélation du signal d'entrée W. On a:

Rww(n) = E

n
Wn W

H

n

o

C = E

n
aT
n
Wn W

H

n
a�
n

o
= aT

n
Rww(n) a

�
n

(1.11)

On recherche l'expression optimale du �ltre aopt = [1 z0opt]
T lorsque le signal d'entrée est

constitué d'un signal sinusoïdal de fréquence fj de puissance JI et d'un bruit blanc gaussien

complexe de puissance GI. Dans ce cas la solution est indépendante de n.

Wn = Ajexp fi (2�fjn +�)g+ gn
(1.12)

On note zj = exp fi2�fjg. La matrice d'autocorrélation du signal d'entrée s'écrit :

Rww =

24 JI +GI JIzj

JIz
�
j

JI +GI

35 ind�ependante de n

La solution de Wiener s'exprime alors de la manière suivante :

8>>><>>>:
C = aT Rww a� = (JI +GI)(1 + jz0j2)� 2JI< (zjz�0)

5aC = 0

Le problème se ramène ici à la recherche du seul coe�cient complexe z0 = zr0 + i zi0 qui

minimise C :

z0opt solution de
@C

@zr0
+

@C

@zi0
= 0
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On obtient : 8>>>>>><>>>>>>:

zr0 =
JI

JI +GI

<(zj)

zi0 =
JI

JI +GI

=(zj)

Et :

z0opt =
JI

JI +GI

zj =
jg_I

1 + jg_I

zj (1.13)

La solution obtenue correspond à un �ltre réjecteur centré sur la fréquence du signal sinu-

soïdal. Le �ltre idéal qui présente un zéro de module unitaire, est obtenu pour

jgI !1. Ce module décroît avec la puissance de l'interférence entraînant logiquement une

diminution de la bande équivalente de bruit et, en conséquence, de la puissance du bruit

blanc gaussien. Pour notre application, il sera impératif de restreindre la région

excisée au voisinage de l'interférence pour limiter la dégradation apportée au

signal GPS et donc en conséquence de maintenir le rapport de puissance interfé-

rence sur bruit blanc gaussien à des valeurs élevées (jg_I
très grand devant 1).

1.5.2 Caractéristique du �ltre de Wiener

Lorsque le zéro du �ltre n'est plus sur le cercle unitaire (jz0j = �0) la relation (II-1.2) devient :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

���H( ~f
���2 = (1 + �0)

2

(1 + �0)2

1 + �
2
0 � 2�0cos

�
2�
�
~f � f0

��
1 + �

2
0 � 2�0cos

�
2�( ~f � f0)

�
�0 =

jg_I

1 + jg_I

= jz0j

�0 = jp0j

(1.14)

Et le module du �ltre n'est plus nul à la fréquence centrale f0.

jH(f0j =
1 � �0

1� �0
=

1

(1 + jg
I
)(1� �0)

jgI
>>1

� 1

jg
I
(1 � �0)

(1.15)

On peut exprimer ce module en fonction du rapport signal sur bruit en entrée jg et du
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paramètre �0. 8>>>>>><>>>>>>:

G
AR


(f0) =

jg_I

jg
(f0) =

1 + �0

1� �0
d0apr�es (II� 1:9)

jH(f0j �
1

jg(1 + �0)

(1.16)

On en déduit le rapport interférence sur bruit gaussien en sortie :

jg_F
=

JF

GF

� J � jH(f0j2

G
� 1

jg(1 + �0)2
(1.17)

Les performances de ce �ltre, en terme de réjection, augmentent avec le rapport

interférence sur bruit gaussien jg et avec le coe�cient �0 du bloc AR. Le zéro du

�ltre se rapproche alors du cercle unitaire et la puissance du signal d'interférence

diminue.

Nous pouvons donc admettre que lorsque le �ltre se cale sur la solution de

Wiener (jg > 0dB) nous obtenons en sortie un signal d'interférence de puissance

négligeable devant la puissance du bruit gaussien.

Par ailleurs on aura intérêt à choisir, pour le coe�cient �0, des valeurs de ce para-

mètre proches de 1. Ceci permettra de limiter la largeur de l'encoche, d'améliorer

ainsi la sélectivité du �ltre, de réduire les dégradations sur le signal GPS, de ga-

rantir des rapports interférence sur bruit gaussien jgI élevés à l'entrée du bloc

adaptatif.

1.5.3 L'algorithme du gradient

L'algorithme du gradient est donc utilisé pour adapter le �ltre. La fonction à minimiser est

une fonction quadratique et présente un minimum qu'on atteindra de manière itérative en

recherchant à chaque étape la direction de la plus grande pente. Le gradient à appliquer est

estimé pour chaque échantillon du signal d'entrée W. Il est nul en moyenne à la convergence.

Son expression est :

5aC = �2E fYn W�
n
g (1.18)

En utilisant l'approximation temporelle de Widrow (moyenne réalisée sur des calculs succes-

sifs) on obtient pour l'équation de mise à jour du coe�cient z0 :

z0(n+ 1) = z0(n) + 2�YnW
�
n�1 (1.19)
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Dans le cadre de notre application la puissance de l'interférence à l'entrée du �ltre adaptatif

(bloc MA) dépend de l'écart entre la fréquence centrale du �ltre et la fréquence du brouilleur

(voir �gure (II-1.6-1)). Cette écart diminuant à chaque itération il est préférable de norma-

liser en puissance le gradient appliqué [11].

8>>>>><>>>>>:
z0(n+ 1) = z0(n) +

�

Pjg_I
(n)

YnW
�
n�1

� = 2�

Pjg_I
(n) = JI(n) +GI (n)

(1.20)

A chaque estimation on peut exprimer l'erreur à posteriori en remplaçant dans (II-1.10) le

coe�cient z0 du �ltre par sa nouvelle estimée donnée par (II-1.20) :

~Yn = aT
n+1 Wn = Yn �

�

Pjg_I
(n)

YnWn�1W
�
n�1 (1.21)

La convergence de l'algorithme impose le choix du paramètre �. On choisit ce paramètre de

l'algorithme de manière à obtenir, en moyenne, une erreur à posteriori inférieure en valeur

absolue à l'erreur à priori [10]:

E

n���~Yn���o < E fjYnjg (1.22)

On obtient donc la condition suivante sur le pas � :

������1 � �

Pjg_I
(n)

E

n
Wn�1W

�
n�1

o������ = j1� �j < 1() 0 < � < 2 (1.23)

1.5.4 Convergence de l'algorithme du gradient

Cette étude est réalisée en présence d'un brouilleur stationnaire, la puissance du bruit étant

alors indépendante de n. On utilise les relations (II-1.10) et (II-1.20) pour établir l'équation

de récurrence sur z0 :8>>>>><>>>>>:
z0(n+ 1) = z0(n) +

�

Pjg_I

WnW
�
n�1 �

�

Pjg_I

z0(n)Wn�1W
�
n�1

W (n) = gn + jn = gn +Ajexp fi2�fjng

(1.24)

On exprime l'espérance de z0(n + 1) lorsque g est un bruit blanc et en admettant que z0(n)

est indépendant de Wn�1. D'après les relations (A3-45), (A3-46) de l'annexe 3 on a :

E fz0(n+ 1)g = (1� �)E fz0(n)g+
�JI

Pjg_I

exp fi2�fjg (1.25)
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En régime stationnaire on admet que la solution, en moyenne, est indépendante de n. On

obtient d'après (II-1.25) :

E fz0(1)g = JI

Pjg_I

exp fi2�fjg =
jgI

1 + jgI

exp fi2�fjg (1.26)

L'algorithme converge, en moyenne, vers la solution deWiener (voir (II-1.13)). Par ailleurs on

note que, pour � = 1, l'estimation à l'instant n+1 est indépendante de l'estimation à l'instant

n. La solution converge en moyenne, sur une estimation, vers la solution de Wiener :

Pour � = 1 on a : E fz0(n+ 1)g = jgI

1 + jgI

exp fi2�fjg (1.27)

On montre sur la �gure (II-1.9), pour � = 0; 1 et � = 1, l'évolution du coe�cient du �ltre z0

dans le plan complexe, de son module et de sa phase. La représentation en trait continu est

obtenue en appliquant l'algorithme du gradient à des échantillons d'un signal composé d'un

brouilleur sinusoïdal de fréquence normalisée fj égale à 0,125 et d'un bruit gaussien additif.

Le rapport jg_I
à l'entrée du bloc adaptatif est �xé à +10dB.

La courbe en trait pointillé, qui représente l'espérance de z0(n), est dérivée de l'équation

(II-1.25). On véri�e que le �ltre converge vers la solution de Wiener. On note par ailleurs

l'incidence de � sur la vitesse de convergence et sur la puissance de l'erreur résiduelle.
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1.5.5 Temps de convergence

La �gure (II-1.9) met en évidence l'in�uence du paramètre � sur le temps de convergence.

Nous considérons une évolution exponentielle du coe�cient vers la solution asymptotique.

La constante de temps du �ltre est proportionnelle au pas d'adaptation [10]. Pour la version

normalisée du LMS on a :

� =
1

�
Constante de temps du �ltre

Tconv �
6

�
Temps de convergence du �ltre

(1.28)

1.5.6 Convergence en présence du bloc AR

L'étude qui précède postule que le signal d'interférence est noyé dans un bruit blanc et

gaussien. Lorsque le bloc AR est placé à l'entrée du bloc adaptatif, l'énergie du bruit gaussien

est concentrée autour de la fréquence centrale du �ltre. Le bruit est coloré et la matrice de

covariance du signal à l'entrée du bloc adaptatif dépend du coe�cient �0 du bloc AR. Pour

dé�nir cette matrice, nous exprimons la réponse impulsionnelle du �ltre AR qui présente un

pôle de module �0 :

h(n) = �
n

0exp fi (2�fj)g
n
= �

n

0z
n

j
(1.29)

On en déduit la fonction d'autocorrélation du bruit gaussien :

RgI
(n) = G�(n) � h(n) � conj fh(�n)g = G

+1X
k=0

h(k)conj fh(k � n)g (1.30)

On obtient ainsi en zéro :

RgI
(0) = G

+1X
k=0

h(k)conj fh(k)g = G

+1X
k=0

�
2k
0 =

G

1� �
2
0

= GI (1.31)

Et pour n=1 :

RgI
(1) = G

+1X
k=1

h(k)conj fh(k � 1)g

= G

+1X
k=1

(�0zj)
k
�
�0z

�
j

�
k�1

(zj� = conj(zj))

= G�0zj

+1X
l=0

(�0zj)
l
�
�0z

�
j

�l
= GI�0zj

(1.32)

Et en�n pour n=-1 :

RgI
(�1) = GI�0z

�
j

(1.33)
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La matrice de covariance devient alors :

Rww =

26664
JI +GI zj (JI + �0GI )

z
�
j
(JI + �0GI) JI +GI

37775 (1.34)

Et la solution de Wiener s'écrit :

z0opt =
r12

r22

= zj
JI + �0GI

JI +GI

(1.35)

La distance au cercle unitaire est donc plus faible en présence du bloc AR. Elle diminue avec

�0.

1� JI + �0GI

JI +GI

=
GI(1� �0)

JI +GI

(1.36)

Le biais sur le module introduit ici est donc inférieur à celui obtenu en présence d'un bruit

blanc et l'approximation utilisée par la suite (kzjk � 1 en présence du bloc AR) est bien

véri�ée.

1.5.7 Erreur d'estimation

De même l'erreur d'estimation dépend du pas d'adaptation �. Nous nous proposons d'esti-

mer, en régime permanent, la puissance de cette erreur c'est à dire la variance de l'erreur

z0 � z0opt. L'équation d'évolution du coe�cient z0, autour de la solution de Wiener, est ob-

tenue en substituant z0opt à z0(n) dans la relation (II-1.24).

z0(n+ 1) = z0opt +
�

Pjg_I

WnW
�
n�1 �

�

Pjg_I

z0optWn�1W
�
n�1

On en déduit la variance sur l'estimation de z0 :

E

����z0(n+ 1) � z0opt

���2� =

0@ �

Pjg_I

1A2 �
E

n
WnW

�
n�1W

�
n
Wn�1

o
+E

�
Wn�1W

�
n�1Wn�1W

�
n�1

���z0opt���2�
�E

n
WnW

�
n�1Wn�1W

�
n�1z

�
0opt

o
�E

n
W

�
n
Wn�1Wn�1W

�
n�1z0opt

o �
(1.37)

On obtient, d'après les relations (A3-45) et (A3-46) de l'annexe 3, sous l'hypothèse simpli�-



1.5 Adaptation en présence d'une interférence �xe 51

catrice d'un bruit gaussien blanc :

E

����z0(n+ 1) � z0opt

���2� = �
2

0@2 
3
jg_I

1 + 
4
jg_I

+ 4

2
jg_I

1 + 
4
jg_I

+ 4
jg_I

1 + 
4
jg_I

+
1

1 + 
4
jg_I

1A

On admet que, en sortie du bloc AR, le rapport jg_I
est élevé (jg_I

>> 1). On a alors :

E

����z0(n+ 1)� z0opt

���2� � 2�2

jg_I

(1.38)

L'algorithme est implanté sous MATLAB, le signal d'entrée étant constitué d'un signal

sinusoïdal et d'un bruit gaussien complexes. Le pas d'adaptation � est égal à 0,1 et le rapport

de puissance interférence sur bruit blanc jg_I
est égal à 10dB. La �gure (II-1.10) montre

l'évolution, après convergence, du coe�cient z0 dans le plan complexe pour 30 itérations de

l'algorithme. La variance mesurée sur l'erreur z0(n + 1)� z0opt est conforme à celle donnée

par la relation (II-1.38).
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Fig. 1.10: Evolution du coe�cient z0 après convergence de l'algorithme

Par ailleurs, le bruit superposé à l'interférence étant gaussien et complexe, le processus

z0(n)� z0opt est également gaussien et complexe. La loi de densité de probabilité du module

Rz =
���z0 � z0opt

��� est une loi de Rayleigh et la loi de l'argument de z0 � z0opt suit une loi

uniforme. Le coe�cient z0opt évolue dans un cercle de rayon égal à 2 fois la variance de z0

avec une probabilité de 87%. Cette probabilité est de 99% pour un cercle égal à 3 fois la
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variance de z0. 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Rz(n) =
���z0 � z0opt

���
�z(n) = Arg

�
z0 � z0opt

�

�z0 = �

vuut 2

jg_I

fRz
(r) =

r

�2
z0

exp

(
� r

2

2�2
z0

)

P

24Rz >
2
p
2�

p
jg_I

35 � 0; 13

f�z
(�) =

1

2�
� 2 [0; 2�]

(1.39)

La �gure (II-1.11) représente l'histogramme du module Rz établi à partir de 1000 itérations

de l'algorithme du gradient.
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Fig. 1.11: Histogramme du module
���z0 � z0opt

���
Le module du signal d'erreur z0 � z0opt suit donc une loi de Rayleigh. La puissance

de cette erreur est proportionnelle au carré du pas d'adaptation � et inversement

proportionnelle au rapport interférence sur bruit gaussien jgI.

Une étude présentée en annexe 3 montre que ce bruit sur l'estimation de z0 entraîne une

dégradation des performances du �ltre. L'étude est réalisée lorsque le signal d'entrée du bloc

d'adaptatif est composé d'un signal sinusoïdal complexe et d'un bruit blanc, gaussien, com-

plexe. Elle utilise la statistique de l'erreur z0 � z0opt. Elle aboutit à l'estimation, en sortie,
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de la puissance résiduelle du signal d'interférence et du rapport jg
F
.

1.5.8 Puissance résiduelle en sortie du bloc AR

Nous proposons donc en annexe 3 une estimation de la puissance résiduelle. Cette estimation

est réalisée lorsque le signal, à l'entrée du bloc MA, est composé d'un bruit blanc gaussien

et d'un bruit sinusoïdal. L'étude montre que, en sortie, la puissance du signal d'interférence

résulte de 2 phénomènes.

� La solution de Wiener z0opt obtenue à la convergence donne un zéro de module di�érent

de l'unité.

� Le coe�cient z0 évolue autour de z0opt en raison du bruit d'estimation.

De cette étude il résulte que :

� Le bruit sinusoïdal présente, pour z0 = z0opt, une puissance JF = JFmin qui est négli-

geable devant la puissance du bruit gaussien (voir relation (A3-52)) .

� Pour des rapports interférence sur bruit gaussien jg
I
supérieurs ou égaux à 20dB, la

puissance totale estimée ne dépend que du pas d'adaptation � (voir �gure (A3-22)).

� Cette puissance résulte du bruit gaussien et du bruit sinusoïdal. On néglige la puissance

obtenue pour la soultion de Wiener (JFmin � 0). Le résidu de puissance sur le bruit

sinusoïdal, dû au bruit sur l'estimation de z0, est alors proportionnel à la puissance du

bruit gaussien et au carré du pas d'adaptation � (voir la relation (A3-56) et tableau le

(A3-0.12)).

JF � JFmin
+G

��
2

4
� G

��
2

4
(1.40)

Cette étude sur la convergence de l'algorithme du gradient appliqué au �ltre

complexe réjecteur nous inspire 2 remarques :

� Le rapport interférence sur bruit blanc en sortie du bloc AR (jg_I
) permet

de régler l'e�cacité du �ltre réjecteur optimum correspondant à la solution de

Wiener,

� Le pas d'adaptation � permet de contrôler le bruit d'estimation.

En corollaire de ceci, nous �xerons les 2 contraintes suivantes :

� Le bloc AR placé en tête devra garantir des rapports jg_I
très grands devant

l'unité,

� Le pas d'adaptation � sera maintenu à des valeurs petites devant l'unité. Un

pas de 0,1 permet de s'a�ranchir du bruit d'estimation. La puissance du signal
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d'interférence obtenu en sortie est alors négligeable devant la puissance du bruit

gaussien. Et la constante de temps du �ltre est de 10 (1=�).

1.5.9 Réglage du coe�cient �0 du bloc AR

Le réglage du bloc AR se résume au réglage du pôle p0. L'argument de ce pôle est transmis

par le bloc MA. Le module �0 de ce pôle est �xé par le coe�cient k� (p0 = k�z0 et �0 � k�

pour z0 = z0opt et jgI >> 1). Ce coe�cient modi�e les caractéristiques du signal à l'entrée

du bloc MA. Or l'étude qui précède montre que les performances de l'algorithme du gradient

dépendent en particulier du rapport de puissance interférence sur bruit blanc à l'entrée du

bloc adaptatif (rapport jg_I
). Une augmentation de ce rapport, qui résulte d'une diminution

de la largeur de l'encoche, accroît l'e�cacité et la sélectivité du �ltre réjecteur. Le rôle du

bloc AR est donc important. Il améliore le rapport interférence sur bruit blanc (GAR


> 1)

autour de la fréquence centrale du �ltre. Cette amélioration est donnée par la relation (II-

1.9). Elle dépend du module �0 et de la précision sur la fréquence de l'encoche (voir graphe

(II-1.7)).

Nous proposons en annexe 3 une étude permettant de dimensionner le coe�cient k� qui

détermine le module �0 du pôle p0. Le choix de k� dépendra de la valeur du pas d'adaptation

�. Une augmentation de ce pas entraîne une augmentation du bruit d'estimation (voir relation

(II-1.38)). Le réglage du paramètre k� permettra alors d'élargir le gradient de puissance

de manière à limiter les variations du rapport jgI lorsque le zéro du �ltre évolue autour

de la valeur optimale z0opt. Cette évolution entraîne des variations de la position du pôle

(p0 = k�z0) qui ne doivent pas modi�er de manière signi�cative le signal à l'entrée du bloc

adaptatif. La valeur maximale du coe�cient k� qui détermine le module �0 est ainsi déduite

des caractéristiques fréquentielles du bloc AR et de la statistique de l'erreur d'estimation

z0 � z0opt. La relation (A3-60) relie le module �0 au pas d'adaptation choisi. Elle impose ainsi

une distance du pôle au cercle unitaire (E�0) qui est fonction du pas � :

E�0 = 1� �0 > 4�2 (1.41)

On montre par ailleurs que du module �0 dépend le temps de réponse de ce �ltre (voir �gure

(A3-24)).

Le choix de k� qui détermine le module �0 est donc important. Lorsque la distance

du pôle au cercle unitaire diminue la largeur de l'encoche diminue et la pente du

gradient de puissance augmente. Il en résulte une amélioration de la précision

de l'estimation. Ceci impose une diminution du bruit d'estimation du coe�cient
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z0 et donc du pas d'adaptation. On note par ailleurs que cette diminution de

l'écart E�0 entraîne une dégradation du temps de réponse du �ltre.

1.5.10 Mise en ÷uvre du �ltre

En pratique on utilisera 2 couples de valeurs (k�; �). Le premier assurera en phase d'accro-

chage un élargissement du gradient de puissance et une amélioration du temps du réponse. Le

deuxième permettra de resserrer le gradient autour de la fréquence du brouilleur capturé et

d'améliorer la précion de l'estimation. Pour valider cette étude nous implantons l'algorithme

du �ltre selon le modèle présenté sur la �gure (II-1.12). Le choix du couple (k�; �) dépend

du mode du �ltre. En mode capture le choix de ces paramètres privilégie la dynamique du

�ltre. Le but est alors de capturer rapidement un brouilleur qui apparait dans le spectre du

signal GPS. En mode poursuite le coe�cient k� est �xé à 0,99 pour limiter les dégradations

sur le signal et pour assurer une bonne sélectivité en fréquence du �ltre. On utilise alors

� = 0; 05 =
q
(1� k�)=4, valeur limite imposée par l'inégalité (II-1.41). L'algorithme ainsi

dimensionné est appliqué à un signal composé d'un signal sinusoïdal et d'un bruit blanc

gaussien additif.

Mode accrochage

k� = k�1 = 0; 9; � = �1 = 0; 1

Mode poursuite

k� = k�2 = 0; 99; � = �2 = :05

? ?
z(0) = 0

?

z0(n + 1) = z0(n) +
�1

PI
YnW

�
n�1

z0(n + 1) = z0(n) +
�2

PI
YnW

�
n�1

jz0nj � 1 < 0; 02-
�
�
�
�
�
��jz0nj � 1 > 0; 05

@
@

@
@@I

�

?
p0(n + 1) = k�1z0(n + 1)

?
p0(n + 1) = k�2z0(n + 1)

Fig. 1.12: Algorithme du LMS appliqué au �ltre à encoche

On mesure le temps d'accrochage et le rapport jgF obtenu après convergence, en fonction du

rapport jg (voir tableau (II-1.5.10)). Le temps d'accrochage est indépendant de la fréquence

de l'interférence et, pour des rapports jg � 8dB, égal à 28 fois la période d'échantillonnage.

Par ailleurs le rapport jgF varie très peu conformément à la théorie qui montre l'amélioration

des performances du �ltre réjecteur adaptatif avec jg. Ce rapport, qui dépend du pas �, est

de l'ordre de -16dB. Ces simulations permettent donc de conclure quant à l'e�cacité du

�ltre : la puissance de l'interférence est environ 40 fois inférieure à la puissance du bruit
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gaussien.

Rapportjg 0dB 1dB 2dB 3dB 4dB 5dB 6dB 7dB � 8dB

Tps d'accrochage 53 Te 49 Te 46 Te 38 Te 35 Te 31 Te 30 Te 20 Te 28 Te

Rapportjg 0dB 10dB 20dB 30dB 40dB 50dB

RapportjgF -16.1dB -16.2dB -16.2 dB -16.2 dB -16.2dB -16.2dB

Tableau 1.5.10 : Temps d'accrochage et rapport jgF en fonction de jg

On observe en�n l'évolution de la puissance à l'entrée du bloc AR et, après convergence, la

densité spectrale du signal de sortie (voir �gure (II-1.13)). On note ainsi, le pôle se calant

sur la fréquence de l'interférence, une augmentation de la puissance à l'entrée du bloc AR

pendant la phase de convergence. Le régime stationnaire est atteint après traitement de 800

échantillons. Sur le spectre observé alors on véri�e que l'énergie du signal d'interférence est

faible.
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Fig. 1.13: 1- Puissance en sortie du bloc AR 2-Spectre des signaux d'entrée et sortie

Cette étude permet donc, en présence d'un brouilleur stationnaire, de dimen-
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sionner correctement le �ltre réjecteur. Les résultats observés en simulation tra-

duisent le bon fonctionnement de ce �ltre. La réjection sur le brouilleur est satis-

faisante (jgF � �16dB à la convergence obtenue après traitement de 800 échan-

tillons).

Elle aboutit à une structure simple. L'adaptation s'applique au seul coe�cient

du bloc MA. Par ailleurs la mesure du module du zéro de ce �ltre permet de

conclure quant à l'état du �ltre (accrochage ou poursuite) et donc d'inactiver le

�ltre en l'absence d'interférence.

L'étude qui suit vise une caractérisation de cette cellule en présence d'un brouilleur mo-

dulé en fréquence et de brouilleurs multiples.

1.6 Adaptation en présence d'une interférence modulée

On considère ici un brouilleur modulé linéairement en fréquence. On a alors :8>><>>:
jn = Ajexp

(
i

 
2�fjn+

k!

2
n
2 + �

!)
Wn = jn + gn

Et :

jn�l = jnexp

(
�i
 
2�fjl �

k!

2
l
2

!)
exp f�ik!nlg (1.42)

1.6.1 Solution de Wiener

On établit, pour exprimer la fonction C à minimiser, la matrice d'autocorrélation du signal

W. D'après les relations (A3-47) de l'annexe 3 on a :

Rww(n) =

266664
JI +GI JIexp

(
i(2�fj

k!

2
)

)
exp fik!ng

JIexp

(
�i(2�fj

k!

2
)

)
exp f�ik!ng JI +GI

377775
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La matrice d'autocorrélation dépend de n et la fonction Cn à minimiser devient :

Cn = aT
n
Rww(n)a

�
n

avec aTn = [1� z0n]

Cn = JI +GI

�
1 + jz0nj

2
�
+ 2<

(
z0nexp

(
�i
 
2�fj �

k!

2

!)
exp f�ik!ng

)

On en déduit l'expression du coe�cient à l'instant n :

5a
n
Cn = 0) z0opt(n) =

jg
I

1 + jg
I

exp

(
i

 
2�fj �

k!

2

!)
exp fik!ng

Remarque : La pulsation instantanée de l'interférence est !j(n) = 2�fj + k!n à l'instant de

mise à jour du �ltre. Elle variera de !j(n) = 2�fj + k!n à !j(n + 1) = 2�fj + k!(n + 1) dans

l'intervalle de temps précédent la mise à jour suivante. Dans cet intervalle le zéro du �ltre

est aligné sur la fréquence !j + k!(n� 1
2
).

1.6.2 Convergence du LMS en présence d'une interférence modulée

La récurrence sur le coe�cient du �ltre exprimée pour un brouilleur stationnaire reste valable.

z0(n+ 1) = z0(n) +
�

Pjg_I

WnW
�
n�1 �

�

Pjg_I

z0(n)Wn�1W
�
n�1 (1.43)

D'après les relations (A3-47) données en annexe 3 on obtient pour l'espérance de z0 à l'ins-

tant (n + 1)Te :

E fz0(n+ 1)g = E fz0(n)g (1� �) + �
jg

I

1 + jg
I

exp

(
i

 
2�fj �

k!

2

!)
exp fik!ng (1.44)

En régime permanent, dans la mesure où le �ltre poursuit la fréquence du brouilleur, on a :

E fz0(n+ 1)g = E fz0(n)exp fik!gg (1.45)

Et en conséquence :

E fz0(n)g = �
jg

I

1 + jg
I

exp

n
i

�
2�fj � k!

2

�o
exp fik!ng

exp fik!g � 1 + �
= z0c(n) (1.46)
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Où z0c est la solution obtenue, en moyenne, à la convergence. On applique cette solution au

signal W en l'absence de bruit blanc a�n de mesurer l'atténuation sur le signal d'interférence.

On a alors :

8<: Wn = jn

Yn = [1� z0c(n)]Wn = jn � z0c(n)jn�1

D'après la relation (II-1.42) qui exprime jn en fonction de jn�1 on obtient, pour l'expression

du zéro z0c(n) donnée ci-dessus, l'expression de Yn suivante :

Yn = jn�1exp

(
i

 
2�fj �

k!

2
+ k!

!) 
1� �

J

PjgI

1

exp fik!g � 1 + �

!

De cette expression on peut déduire la puissance de l'interférence en sortie du �ltre. Cette

puissance est calculée lorsque le rapport jgI est très grand devant l'unité (on a vu que cette

approximation se justi�e en présence du bloc AR placé en tête).

JF = E fYnY �
n
g = JI

 
1 +

�
2 � 2� (cosk! � 1 + �)

jexp fik!g � 1 + �j2
!

La poursuite impose k! << 2�. Dans ces conditions on obtient en utilisant un développe-

ment à l'ordre 2 de la fonction cosinus :

JF = E fYnY �
n
g = JI

k
2
!

�2 + (1� �) k2
!

� JI
k
2
!

�2

La puissance de l'interférence en sortie croît avec k2
!
alors que la puissance du bruit gaussien

�ltré est quasi constante égale à la puissance du bruit gaussien (G) en entrée du bloc AR

(voir (II-1.2)). On en déduit la relation entre le rapport jgF et le rapport jg.

JF = JI
k
2
!

�2
= J jHAR(fj)j2

k
2
!

�2

jHAR(fj)j2 =
1

(1 � �0)2

GF � G

9>>>>>>=>>>>>>;
) jgF = jg

 
k!

� (1 � �0)

!2
(1.47)

Pour exemple un brouilleur de forte puissance, caractérisé par un rapport jg de 50dB,

présente, pour �0 = 0; 99, une puissance JI en sortie du bloc AR 104 fois supérieure. Le �ltre

ne peut ramener le rapport jgF en dessous de -10dB que pour des valeurs de k! inférieures

à 10�5 �.
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L'analyse de la convergence, en moyenne, permet donc de mesurer la capacité du

�ltre à poursuivre des brouilleurs modulés linéairement en fréquence. La pente k!

étant �xée, le gain de traitement dépend d'abord du pas d'adaptation � qui �xe

le biais d'estimation sur la fréquence centrale de l'encoche. Il dépend également

de la distance du pôle au cercle unitaire (1 � �0) qui détermine la largeur de la

bande excisée.

Gt

jg

jg
F

>>1

� jg

jgF

�JF
J
�
 
� (1 � �0)

k!

!2
Gain de traitement (1.48)

L'étude réalisée en présence d'un brouilleur �xe montre que la puissance du bruit

sur l'estimation de z0 est proportionnelle au carré du pas � (voir (II-1.38)). Le

réglage de ce paramètre est donc imposé par la puissance admissible sur cette

erreur. Le gain de traitement ne dépend alors que de la distance du pôle au

cercle unitaire (1-�0). Une amélioration de ce gain est ainsi obtenue en augmen-

tant la bande du �ltre. Il en résulte alors une dégradation du gain de corrélation.

Remarque 1 : Le réglage du pas � est imposé en mode poursuite (pas �xé à 0,05) pour

limiter la puissance du bruit d'estimation. Le paramètre �0 sera ajusté pour amener le gain

de traitement à la valeur souhaitée. La distance du pôle au cercle unitaire peut être ainsi

diminuée pour de faibles valeurs de k! en respectant toutefois l'équation (II-1.41). Celle-ci

relie la largeur du gradient de puissance (déterminée par 1� �0) à la puissance du bruit

d'estimation (fonction du pas delta).

Remarque 2 : On pourrait utiliser comme signal de sortie le signal d'erreur exprimé à posté-

riori pour améliorer les performances du �ltre en terme de réjection. Ce signal s'exprime par :

8<: Wn = jn

Yn = [1 � z0c(n)]Wn = jn � z0c(n+ 1)jn�1

On obtient alors :

Yn = jn�1exp

(
i

 
2�fj +

k!

2

!) 
1 � �

J

PjgI

exp fik!g
exp fik!g � 1 + �

!

Lorsque PjgI � JI l'expression de la puissance de l'interférence en sortie du �ltre devient :

JF = JI

 
1 +

�
2 � 2� (1 + cosk! (�1 + �))

jexp fik!g � 1 + �j2
!
= JI

 
1 +

�
2 � 2� + 2� (1� �) cosk!

�2 + 2 (1 � �) (1 � cosk!)

!
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En utilisant un développement à l'ordre 2 de la fonction cosinus on obtient :

JF = JI
(1� �)

2
k
2
!

�2 + (1 � �) k2
!

(1.49)

Pour des valeurs de � petites devant 1, imposées en phase de poursuite pour réduire le bruit

d'estimation, cette solution n'apporte aucune amélioration : l'erreur à postériori est du même

ordre que l'erreur à priori.

Remarque 3 : On détermine par ailleurs, en annexe 3, l'in�uence du biais entre la fré-

quence centrale de l'encoche estimée et la fréquence de l'interférence sur les performances du

bloc AR. Ce bloc doit assurer une amélioration du rapport interférence sur bruit gaussien

qui conditionne les performances du bloc adaptatif. La relation (A3-61) permet de mesurer

l'ampli�cation sur le signal d'interférence en sortie du bloc AR. Elle met en évidence le bon

comportement du bloc AR des valeurs de k! très petites devant le produit �(1� �0).

1.6.3 Vitesse de poursuite du �ltre

Dans le paragraphe qui précède nous avons mis en évidence des dégradations des perfor-

mances du �ltre pour des valeurs du coe�cient k! élevées. Nous pouvons exprimer d'après

(II-1.48) la limite sur ce co�cient k! en fonction du gain de traitement, du pas d'adaptation

de l'algorithme et de la largeur de l'encoche. On obtient d'après 1.48 :

k! =
1p
Gt

�(1� �0) (1.50)

Le tableau (II-1.6.3.1) donne les valeurs de k! maximum lorsque on impose en sortie un

rapport jgF de -10dB. Ces valeurs sont obtenues à partir de la relation (II-1.50) pour un pas

� égal à 0,05 (valeur retenue en poursuite pour une interférence �xe).

jg 0dB 10dB 20dB 30dB 40dB 50dB

Rapport Gt 10dB 20dB 30dB 40dB 50dB 60dB

k! max pour �0 = 0; 99 1:610�4 510�5 1:610�5 510�6 1:610�6 510�7

k! pour �0 = 0; 97 4:810�4 1:510�4 4:810�5 1:510�5 4:810�6 1:510�6

Tableau 1.6.3.1 : Valeur du coe�cient k! de l'interférence imposée par GMA


Pour valider cette étude on applique, en simulation, l'algorithme décrit �gure (II-1.12)

(�0 = 0; 99; � = 0; 05) à une interférence modulée linéairement en fréquence. L'amplitude

de l'interférence est adaptée à la puissance du bruit blanc gaussien additif pour régler le

rapport jg. Ce rapport variant de 0dB à 50dB par pas de 10dB, on impose le coe�cient
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k! qui �xe la vitesse de variation de la fréquence de l'interférence d'après la règle dé�nie ci-

dessus. On mesure alors le rapport jgF en sortie à partir de 1000 échantillons prélevés après

convergence du LMS. Les résultats sont reportés dans le tableau (II-1.6.3.2). On précise par

ailleurs sur ce tableau, pour chaque valeur de k!, la vitesse de variation de l'interférence

lorsque la fréquence d'échantillonnage du système est de 5MHz.

jg 0dB 10dB 20dB 30dB 40dB 50dB

k! 1:610�4 510�5 1:610�5 510�6 1:610�6 510�7
�f
�t

à Fe=5MHz 629MHz/s 200MHz/s 63MHz/s 20MHz/s 6.3MHz/s 2MHz/s

jgF -8.9dB -9dB -9.1dB -8.9dB -9dB -9dB

Tableau 1.6.3.2 : Rapport jgF obtenu en simulation

Les performances obtenues en simulation sont donc conformes à la théorie. Les résultats

obtenus pour le rapport jgF en sortie approchent la valeur théorique de -10dB puisque le

bruit d'estimation est négligeable pour cette valeur de � (voir l'expression (A3-55) qui relie

l'erreur totale à l'erreur minimum obtenue ici pour z0 = z0c). Par ailleurs cette simulation

permet de véri�er que ce rapport jgF varie proportionnellement au carré du coe�cient k!.

Il croît ainsi de 6dB lorsque les valeurs de k!, imposées dans le tableau (II-1.6.3.1) pour

jgF = �10dB, sont multipliées par 2.

1.7 Filtrage de plusieurs brouilleurs

Nous considérons ici que le signal d'interférence superposé au bruit gaussien est composé de

signaux sinusoïdaux de fréquences �xes que nous limitons au nombre de 2 dans cette étude.

Le �ltre est alors caractérisé par 2 zéros appliqués à chacune de ces 2 fréquences et sa fonction

de transfert présente 2 encoches. La solution retenue ici consiste en la mise en cascade de 2

cellules telles que celle étudiée précédemment. Cette solution permet d'aboutir, dans le cas

général, à un système de conception simple empilant un nombre de cellules égal au nombre de

brouilleurs. Chaque cellule devant se caler sur une raie de l'interférence, les performances d'un

�ltre ainsi organisé dépendent du pouvoir de séparation de chacune d'elles. En particulier

la cellule placée en tête reçoit l'énergie de tous les brouilleurs qui se comportent comme

des attracteurs déviant le �ltre de sa solution optimale. Nous analysons ici, dans un schéma

simple à 2 brouilleurs, le comportement d'une cellule de rejection adaptative.
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1.7.1 Solution de Wiener

Nous étudions d'abord la cellule adaptative (bloc MA) qui reçoit le signal noté W. Nous

notons Rww la matrice d'autocorrélation de ce signal W.

Rww(n) =

24 r11(n) r12(n)

r21(n) r22(n)

35

La fonction à minimiser, dé�nie par (II-1.11), a pour expression :

C(n) = aT
n
Rwwa

�
n
= [1� z0n]

24 r11(n) r12(n)

r21(n) r22(n)

35 h1� z
�
0n

i
T

C = r11(n) + jz0nj2 r22(n)� 2<fz0nr21(n)g

Le gradient de cette fonction exprimé par rapport à z0 permet d'obtenir la solution de

Wiener. On a :

z0opt =
r12(n)

r22(n)

On exprime ces 2 termes de la matrice d'autocorrélation en présence de 2 signaux sinusoïdaux

de fréquences f1 et f2, d'amplitudes A1 et A2, de puissances JI1 et JI2 :

j1(n) = A1exp fi (2�f1n+ �1)g
j2(n) = A1exp fi (2�f2n+ �2)g
Wn = gn + j1(n) + j2(n)

Wn�1 = gn�1 + j1(n� 1) + j2(n� 1)

r22(n) = E

n
Wn�1W

�
n�1

o
= G+ JI1 + JI2 + 2<fj1(n)j�2(n)exp fi2� (f2 � f1)gg
= G+ JI1 + JI2 + 2A1A2cos (2� (f1 � f2) (n� 1) + �1 � �2)

r12(n) = E

n
WnW

�
n�1

o
= JI1exp fi2�f1g+ JI2exp fi2�f2g+ j1(n)j

�
2(n)exp fi2�f2g+ j

�
1(n)j2(n)exp fi2�f1g

= JI1exp fi2�f1g+ JI2exp fi2� (f2)g
+A1A2exp fi2� (f2 + (f1 � f2)n+ �1 � �2)g
+A1A2exp fi2� (f1 + (f2 � f1)n+ �2 � �1)g

(1.51)
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La solution est fonction de n, alors que les signaux d'interférence sont à fréquence �xe. Elle

ne correspond pas, logiquement, à celle espérée correspondant à un zéro calé sur l'une des 2

raies spectrales. En moyenne cette solution dépend de la puissance et de la fréquence des 2

brouilleurs en présence. Par ailleurs, en raison de l'intercorrélation non nulle des 2 signaux

sinusoïdaux, des termes à la fréquence f2 � f1 traduisent le comportement ondulatoire de la

solution autour de cette moyenne.

1.7.2 Caractéristique du �ltre de Wiener

Le �ltre est non stationnaire. Toutefois en prenant l'espérance de la solution sur N échan-

tillons tel que N(f2 � f1) >> 1 on obtient une solution notée z0m, indépendante de n.

z0m =
JI1exp fi2�f1g+ JI2exp fi2�f2g

G + JI1 + JI2

(1.52)

On considère des rapports interférence sur bruit gaussien jiI (jiI = (JI1 + JI2)=G) très grand

devant 1. La solution obtenue est caractéristique du �ltre MA, doté d'un zéro de module

proche de 1 lorsque jf2 � f1j << 1, qui minimise la puissance de sortie en présence de 2 si-

gnaux sinusoïdaux (JF minimum (JF = JF1 + JF2)). On représente �gure (II-1.14) la fonction

de transfert de ce �ltre.

f

jHMA(f)j

-

6

6

6

f1 f2f̂0 1

Fig. 1.14: Filtre MA appliqué aux 2 raies de l'interférence

Si �̂ = i2�f̂ est l'argument du zéro de ce �ltre, la puissance du signal d'interférence de sortie

de ce bloc a pour expression :

JF = JF1 + JF2 = JI1

���HMA(2�(f̂ � f1))
���2 + JI2

���HMA(2�(f2 � f̂ ))
���2

= JI1(2� 2cos(2�(f̂ � f1))) + JI2(2 � 2cos(2�(f2 � f̂)))

En dérivant par rapport à f̂ on obtient, pour la valeur nulle de la dérivée, l'expression de la
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fréquence centrale du �ltre qui minimise la puissance JF.

@JF

@f̂
= 2JI1sin(2�(f̂ � f1))� 2JI2sin(2�(f2 � f̂))

@JF

@f̂
= 0) 2�f̂ = tg

�1JI1sin(2�f1) + JI2sin(2�f2)

JI1cos(2�f1) + JI2cos(2�f2)
= tg

�1=(z0m)
<(z0m)

La puissance en sortie du bloc MA est donc minimum lorsque le zéro du �ltre est d'argument

Argument(z0m). Le �ltre optimum est obtenu en �ltrant les termes de fréquence f2 � f1 de

la solution de Wiener. Le �ltre souhaité, qui rejetterait totalement une raie, par exemple la

raie de fréquence f1, est obtenu pour JI1 >> JI2. Ceci dépendra, en présence du bloc AR en

tête, de la puissance des 2 composantes à l'entrée (J1; J2), de l'écart de fréquence f2 � f1 et

du module �0 du pôle. Le fonctionnement en présence du bloc AR est traité plus loin.

1.7.3 Convergence de l'algorithme du gradient

Nous nous intéressons à l'estimation du coe�cient en régime permanent. Nous utilisons

l'équation de récurrence dé�nie par (II-1.24).

z0(n+ 1) = z0(n) +
�

Pjg_I

WnW
�
n�1 �

�

Pjg_I

z0(n)Wn�1W
�
n�1

Nous obtenons en moyenne :

E fz0(n+ 1)g = E fz0(n)g+
�

E fWnW
�
n
gE

n
WnW

�
n�1

o
� �E fz0(n)g
E fWnW

�
n
gE

n
Wn�1W

�
n�1

o

Avec :

E

n
Wn�1W

�
n�1

o
= G+ JI1 + JI2 + 2A1A2cos (2� (f1 � f2) (n� 1) + �1 � �2)

E

n
WnW

�
n�1

o
= JI1exp fi2�f1g+ JI2exp fi2� (f2)g

+A1A2exp fi2� (f2 + (f1 � f2)n+ �1 � �2)g
+A1A2exp fi2� (f1 + (f2 � f1)n+ �2 � �1)g

Dans le cas de signaux d'interférence de fréquences très voisines la puissance du signal varie

très lentement avec n. Il en est de même du coe�cient du �ltre qui, en moyenne, conserve
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sa valeur entre 2 échantillons consécutifs :8<: E

n
Wn�1W

�
n�1

o
� E fWnW

�
n
g

E fz0(n+ 1g � E fz0(n)g

On obtient alors, après convergence :

E fz0(n)g =
E

n
WnW

�
n�1

o
E fWn�1W �

n�1g
=

r12(n)

r22(n)

On retrouve l'expression de la solution de Wiener étudiée ci-dessus après �ltrage des com-

posantes à f2 � f1.

En présence de 2 brouilleurs de fréquences f1 et f2, de puissance à l'entrée du

bloc adaptatif JI1 et JI2 le zéro du �ltre, obtenu en moyenne à la convergence,

se cale sur une fréquence comprise entre f1 et f2. Le décalage par rapport à la

fréquence du brouilleur à éliminer dépend des puissances JI1 et JI2 et de l'écart

f1 � f2.

1.7.4 Comportement en présence du bloc AR

Cette étude est réalisée lorsque les composantes aux fréquences f2 � f1 sont éliminées (l'élimi-

nation de ces composantes est abordée ultérieurement). Dans ces conditions le bloc adaptatif

minimise la puissance des 2 interférences en sortie. En présence du bloc AR cette puissance

dépend des caractéristiques des 2 composantes appliquées à l'entrée du bloc AR (J1 et J2,

f1 et f2). Elle s'exprime, d'après l'expression de la fonction de transfert du �ltre donnée en

annexe 3 (A3-24), pour une encoche centrée sur la fréquence f̂, par :

JF = JF1 + JF2 = J1

���H(2�(f̂ � f1))
���2 + J2

���H(2�(f2 � f̂))
���2

= K�0

 
J1

2 � 2cos(2�(f̂ � f1))

1 + �
2
0 � 2�0cos(2�(f̂ � f1))

+ J2
2 � 2cos(2�((f2 � f̂))

1 + �
2
0 � 2�0cos(2�(f2 � f̂ ))

!

La �gure (II-1.15) montre l'évolution de cette puissance lorsque �0 = 0; 99.
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Fig. 1.15: Puissance en sortie du �ltre (�0 = 0; 99; J1 = J2)

Sur la partie gauche cette évolution est représentée en fonction de f̂ et de l'écart de fré-

quence f2 � f1. Sur la partie droite 3 coupes montrent que pour f2 � f1 < 0; 003 les 2 modes

sont quasiment confondus. A partir de f2 � f1 = 0; 003 on commence à percevoir les 2 modes

en présence. Pour f2 � f1 = 0; 01 les 2 modes sont bien identi�és.

La solution du bloc adaptatif, obtenue après �ltrage des composantes à f2 � f1, minimise

la puissance en sortie. Elle est donc obtenue pour :

5
f̂
JF = 0

L'expression du gradient de puissance exprimé par rapport à f̂ est :8>>>>>>><>>>>>>>:
5

f̂
JF = K

0
�0

0B@ J1sin

�
2�
�
f̂ � f1

��
�
1 + �

2
0 � 2�0cos

�
2�
�
f̂ � f1

���2 � J2sin

�
2�
�
f2 � f̂

��
�
1 + �

2
0 � 2�0cos

�
2�
�
f2 � f̂

���2
1CA

K
0
�0
= 4�K�0(1 � �0)

2
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La puissance JF et son gradient 5f̂ JF sont représentés sur la �gure (II-1.16) pour J1 = 2J2

et f2 � f1 = 0; 01.

0.49 0.495 0.5 0.505 0.51 0.515
0.5
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0.49 0.495 0.5 0.505 0.51 0.515
−1000

−500

0
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1000

f̂

f̂

JF

f̂

5f̂ JF

@@I Minimum de puissance

Fig. 1.16: Puissance de sortie et son gradient par rapport à f̂ (J1 = 2J2)

Nous recherchons la valeur de la fréquence de l'encoche f̂ = f̂opt qui minimise la puissance

de sortie. Pour ce faire, nous posons f̂opt = f1 + �f et nous linéarisons, en supposant que

�f << �f, la solution de l'équation 5
f̂
JF = 0 autour de f1. Nous obtenons :8>>>>><>>>>>:

2��fJ1

(1� �0)4
=

J2sin (2� (�f � �f))

(1 + �
2
0 � 2�0cos (2� (�f � �f)))

2

�f = f2 � f1

On en déduit la fréquence f̂opt du �ltre qui minimise la puissance totale JF :

f̂opt = f1 + �f � f1 +
J2 (1 � �0)

4
sin (2��f)

2�J1 (1 + �
2
0 � 2�0cos (2��f))

2 (1.53)

Et le gain à la fréquence f1 est déduit de l'expression de la fonction de transfert (A3-24) de

l'annexe 3 :

jH(f1)j2 =
(1 + �0)

2

4

2 � 2cos (2��f)

1 + �
2
0 � 2�0cos (2��f)

(1.54)

On représente sur la partie gauche de la �gure (II-1.17) l'atténuation à la fréquence f1 en
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fonction de l'écart �f pour di�érentes valeurs de �0.
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Fig. 1.17: 1-Atténuation en fonction de la distance fréquentielle entre 2 brouilleurs � f

2- Distance fréquentielle � f en fonction de l'atténuation exigée à la fréquence f1

La courbe sur la partie droite est obtenue pour �0 = 0; 99. Elle permet de déterminer, pour

l'atténuation exigée, la distance fréquentielle minimum entre 2 brouilleurs. On notera pour

exemple que cette distance � f est proche de 0,01 lorsque on souhaite une atténuation de

50dB.

Le deuxième brouilleur en présence se comporte comme un attracteur. Il dé-

vie le �ltre de la raie à éliminer. En présence du bloc AR le décalage dépend de

la largeur du gradient �xée par �0 et de l'écart de fréquences f2 � f1.

1.7.5 Filtrage de la solution

Principe

L'analyse qui précède présente le fonctionnement du �ltre, en présence de 2 raies d'interfé-

rence, lorsque les composantes à la fréquence de battement f2 � f1 sont éliminées. Ces com-

posantes apparaissent dans la solution de Wiener obtenue à la convergence (voir (II-1.51)).
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Elles caractérisent le comportement ondulatoire de la solution. Il en résulte une dégradation

des performances du �ltre. La �gure (II-1.18) montre après convergence de l'algorithme, en

présence de 2 sinusoïdes séparées de 0,1Hz, les évolutions dans le plan complexe du coe�cient

z0 autour de la solution obtenue en moyenne. Cette solution est représentée par le coe�cient

z0m dé�ni par l'équation (II-1.52).
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J2
= 2

z0m

Fig. 1.18: Evolution après convergence, en présence de 2 sinusoïdes, du coe�cient z0

Pour éliminer les composantes à la fréquence de battement nous proposons d'appliquer un

�ltre passe bas au coe�cient z0(n). D'après les courbes (II-1.17) la distance fréquentielle

�f entre 2 brouilleurs de même puissance doit au minimum être de 0,01, a�n que la préci-

sion sur la fréquence centrale de l'encoche permette une atténuation de 50dB à la fréquence

du brouilleur capturé. Cet écart est dé�ni dans le pire cas, lorsque 2 brouilleurs de même

puissance constituent le signal d'interférence. Dans cette con�guration la solution obtenue,

en moyenne, à la convergence, contient une composante à cette fréquence de 0,01 qu'il est

nécessaire d'éliminer. On choisit à cet e�et, pour sa réponse indicielle et pour son temps de

propagation de groupe, un �ltre de Bessel d'ordre 4. La fréquence de coupure normalisée

est �xée à 10�3, permettant d'obtenir une atténuation supérieure à 50dB à la fréquence de

0,01. Nous obtenons alors l'architecture (II-1.19). La partie supérieure, représentée par une

structure ARMA, est utilisée pour l'estimation des coe�cients z0 et p0 du �ltre. La partie

inférieure utilise une structure MAAR qui permet une réduction du nombre de bits de quan-

ti�cation sur le signal [9]. Elle assure le �ltrage de l'interférence. Les coe�cients z0f et p0f
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de cette cellule sont obtenus après �ltrage du coe�cient z0. Le coe�cient de proportionalité

qui relie le pôle p0 au zéro z0 du �ltre peut être choisi indépendamment pour les 2 cellules.

Pour la cellule d'estimation le coe�cient k� est choisi de manière à privilégier la sélectivité

fréquentielle. Pour la cellule de �ltrage on peut accepter, si la dégradation sur le signal reste

acceptable, une diminution de ce coe�cient noté k�f de manière à accroître la largeur de la

bande excisée. Il en résulte une meilleure atténuation de l'interférence et une amélioration

de la capacité de poursuite du �ltre. On peut également envisager, pour accroître l'e�cacité

du �ltre, une normalisation permettant de ramener le zéro de la cellule de �ltrage z0m sur le

cercle unitaire.
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Fig. 1.19: Structure Estimation-Filtrage

Etude en présence de 2 brouilleurs �xes

Pour caractériser cette cellule nous conduisons une simulation en présence de 2 brouilleurs de

puissance respective J1 = G+ 50dB et J2 = J1, de fréquence f1 et f2. La cellule d'estimation

utilise un coe�cient k� égal à 0,99. Les conditions initiales permettent de favoriser la capture

du brouilleur de fréquence f1. Nous enregistrons, à la convergence, l'évolution du coe�cient

z0(n) de la cellule d'estimation et ce même coe�cient �ltré (z0m(n)). Cette simulation est

réalisée pour di�érentes valeurs de la distance fréquentielle �f = f2 � f1 qui sépare ces 2

brouilleurs. Nous mesurons ensuite les performances de la cellule de �ltrage en appliquant

à son entrée un signal sinusoïdal de fréquence f1. Nous comparons, pour cette cellule, les 4

con�gurations suivantes :

� �ltre 1 tel que z0f(n) = z0(n) et p0f (n) = 0; 99 � z0(n) (pas de �ltrage de la solution),
� �ltre 2 tel que z0f(n) = z0m(n) et p0f (n) = 0; 99 � z0f(n),
� �ltre 3 tel que z0f(n) = z0m(n) et p0f (n) = 0; 97 � z0f(n),
� �ltre 4 tel que z0f (n) = z0m

jz0mj
(n) et p0f(n) = 0; 97 � z0f(n).
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Une mesure, après �ltrage, de la puissance de ce signal d'interférence sinusoïdal de fréquence

f1 permet d'évaluer l'atténuation du �ltre à la fréquence f1. Les résultats sont reportés sur

la �gure (II-1.20).
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Fig. 1.20: Atténuation du brouilleur capturé en présence de 2 sinusoïdes

Sur la partie supérieure on compare à l'atténuation théorique, l'atténuation obtenue en

utilisant pour la cellule de �ltrage le même coe�cient que pour la cellule d'estimation

(k�f = k� = :99). L'atténuation théorique est obtenue numériquement en recherchant la fré-

quence de l'encoche qui minimise la puissance de sortie. Ce graphe montre l'intérêt du �ltre

appliqué au coe�cient estimé. Par ailleurs, pour un écart �f supérieur à 0,01, l'atténuation

obtenue est inférieure à l'atténuation théorique. Ceci signi�e que les 2 vecteurs qui représen-

tent les 2 brouilleurs dans le plan complexe ne peuvent plus être considérés comme colinéaires

et que l'hypothèse faite d'un zéro de module unitaire n'est plus vraie.

Sur la partie inférieure du graphe, on met en évidence l'intérêt du �ltre 3 qui, utilisant un

facteur k�f plus faible, élimine l'interférence sur une bande plus large. Les performances sont

toutefois supérieures avec le �ltre 4. Il présente, par rapport au �ltre 3, un zéro parfaitement

ajusté sur le cercle unitaire.
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Comportement en présence d'un brouilleur modulé

Lorsque le brouilleur est modulé linéairement en fréquence sa pulsation est :

!j(n) = 2�fj0 + k!n

Et on obtient pour l'expression théorique du coe�cient estimé :

z = exp fi (2�fj0 + k!n)g

Le �ltre de Bessel ne dégrade pas la capacité de poursuite dé�nie par l'équation (II-1.50)

lorsque sa fréquence de coupure est supérieure à k!
2�
. Pour une valeur du rapport jgf en sortie

de -10dB, on retrouve les résultats portés dans le tableau (II-1.6.3.1). La vitesse de poursuite

dépend du coe�cient k�f de la cellule de �ltrage (partie inférieure de l'architecture (II-1.19)).

Ainsi le �ltre 3 caractérisé par z0f(n) = z0m(n) et p0f(n) = 0; 97 � z0f(n) est plus intéressant
de ce point de vue que �ltre 1. Caractérisé par une encoche plus large il accepte, pour une

même atténuation, un biais plus important sur l'estimation. Il permet donc des vitesses de

variation plus grandes.

1.8 Performances

On mesure ici les performances obtenues lorsque le �ltre annule le signal d'interférence.

(Le gain de traitement Gt dé�ni par les relations (I-1.12) est idéal (Gt � jg)).

Le �ltrage réalisé élimine alors les composantes spectrales du signal aux fréquences de cette

interférence. Il en résulte une dégradation du signal GPS que nous mesurons à partir du

gain de corrélation G� décrit par les relations (I-1.13). Il se déduit du rapport signal sur

bruit � dé�ni par la relation (I-1.9). Si on considère que le �ltre élimine le brouilleur sans

a�ecter le bruit gaussien la dégradation du rapport � se mesure par la perte sur la puissance

d'intercorrélation code �ltré-code généré localement.

1.8.1 Intercorrélation Signal reçu �ltré - Code local

Nous considérons le signal d'entrée Pn représenté par une signal NRZ échantillonné prenant

aléatoirement les valeurs +1 et -1. Le nombre d'échantillons par chip est noté Nc et sa
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fonction d'autocorrélation est :8>>>><>>>>:
Rpp(k) = 1� jkj

Nc

jkj � Nc

Rpp(k) = 0 k > Nc

L'étude du récepteur montre que ce signal est appliqué, après �ltrage, au corrélateur repré-

senté �gure (II-1.21).
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Fig. 1.21: Intercorrélation Signal �ltré-Code local

Nous considérons ici que le �ltre consiste en une encoche. Nous pouvons exprimer sa réponse

impulsionnelle est :

8>>>>><>>>>>:
h(n) =

1 + �0

2
p
n

1 (1� �
�1
0 ) n > 0

h(n) =
1 + �0

2
n = 0

La fonction d'intercorrélation, d'après les relations de Wiener Lee, se deduit de l'expres-

sion de la réponse impulsionnelle :

Rpfp(k) = h(k) �Rpp(k)

Cette fonction, dont l'expression est donnée en annexe 3 par les relations (A3-38)-(A3-41),

est représentée sur la partie supérieure de �gure (II-1.22) lorsque l'encoche est calée sur la

fréquence centrale du signal NRZ, pour 3 valeurs de �0 (�0 = 0; 95, �0 = 0; 97 et �0 = 0; 99).

Le nombre d'échantillons par chip est �xé à 5. Sur la partie inférieure on trace également la
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fonction de discrimination dé�nie annexe 2 par l'équation (A2-20).
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Fig. 1.22: 1-Fonction d'intercorrélation séquence PN-séquence PN �ltré

2- Fonction avance-retard

Ces graphes mettent en évidence 2 problèmes. On mesure d'une part une perte de

corrélation qui traduit une dégradation du rapport signal sur bruit �, d'autre

part un décalage de la fonction avance-retard qui induit un biais sur la mesure

de position inacceptable. Ces dégradations augmentent logiquement avec la largeur de la

bande excisée. Il en est de même lorsque qu'on augmente le nombre d'échantillons par chip

entraînant ainsi un resserrement du lobe principal.

1.8.2 Fonction d'autocorrélation du Signal reçu �ltré

Les distorsions mises en évidence sur le graphe (II-1.22), dues au temps de propagation de

groupe du �ltre, doivent être corrigées. A cette �n on propose d'appliquer le même �ltre au

code généré localement. Nous obtenons alors l'architecture (II-1.23).
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Fig. 1.23: Autocorrélation Signal �ltré-Code local �ltré

L'expression de la fonction d'autocorrélation s'écrit :

Rpfp(k) = h(k) � h�(�k) �Rpp(k)

L'expression de cette fonction est décrite dans l'annexe 3 par les relations (A3-42)-(A3-44).

On en donne une représentation sur la partie supérieure de la �gure (II-1.24) lorsque le �ltre

est calé sur la fréquence L1, pour 3 valeurs de �0 (�0 = 0; 95, �0 = 0; 97, �0 = 0; 99). Le

nombre d'échantillons par chip est �xé à 5.
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Fig. 1.24: 1-Fonction d'autcorrélation de la séquence PN �ltré

2- Fonction avance-retard

Cette fonction est paire et sa valeur en zéro dépend de la largeur de l'encoche. Cette mo-
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di�cation du récepteur permet donc de s'a�ranchir des distorsions de phase générées par le

�ltre : la fonction avance retard représentée sur la partie inférieure de cette même �gure est

impaire.

1.8.3 Gain de corrélation

On peut alors mesurer la qualité du signal GPS lorsque ce �ltre est appliqué. La dégradation

sur le rapport signal sur bruit �, en présence du �ltre, se déduit directement de la fonction

d'autocorrélation en zéro. Celle-ci est donnée en annexe 3 par (A3-42). On obtient ainsi pour

le gain de corrélation :
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�
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= Rpfpf
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Elle est représentée sur la �gure (II-1.25) en fonction de la fréquence centrale de l'encoche,

pour les valeurs de �0 prises ci-dessus et pour di�érentes fréquences d'échantillonnage (2, 5

et 10 échantillons par chip).
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Fig. 1.25: Gain de corrélation pour Nc 2 [2; 5; 10] et �0 2 [0; 95; 0; 97; 0; 99]
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La perte de corrélation obtenue avec une cellule de �ltrage a�ectée d'un coe�cient �0 égal

à 0,97 est faible. Dans le cas le plus défavorable présenté ici, pour 10 échantillons par chip,

l'atténuation en présence d'une encoche calée sur le lobe principal, est de l'ordre de 1 dB.

1.9 Application à l'élimination de 4 brouilleurs

L'élimination de plusieurs brouilleurs est assurée par la mise en cascade de cellules telles que

celle décrite sur la �gure (II-1.19). Une con�guration dynamique de l'ordre de ces cellules

peut être envisagée. Elle consiste à placer en queue une cellule qui passe du mode poursuite

au mode capture. Nous proposons, pour évaluer cette structure, une simulation en présence

de 4 brouilleurs.
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Fig. 1.26: Mise en cascade de 4 cellules

La cellule d'estimation est décrite �gure (II-1.12). Elle utilise en phase de capture un coe�-

cient k� de 0,9 qui permet un élargissement du gradient, en phase de poursuite un coe�cient

k� de 0,99 qui �xe la sélectivité en fréquence. Le coe�cient z0f de la cellule de MAAR utilisée

pour l'élimination de l'interférence est obtenu après �ltrage du coe�cient estimé (voir �gure

(II-1.19)), sans normalisation du module. Le pôle est �xé à p0f = 0; 97z0f .

Les 4 signaux sinusoïdaux qui constituent le signal d'interférence sont ainsi paramétrés :

Brouilleur jg fj k!

1 50dB 0,2 0

2 40dB 0,21 0

3 40dB 0,5 1:610�6

4 30dB 0,8 1:10�5

Cette con�guration permet donc de véri�er le comportement du �ltre en présence de brouilleurs

modulés linéairement en fréquence et le pouvoir de séparation en présence de brouilleurs

proches. L'écart de fréquence qui sépare les brouilleurs 1 et 2 est �xé à 0,01 ce qui corres-

pond à la valeur minimum admissible pour k� = 0; 99. Pour cette évaluation, nous observons
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l'évolution des coe�cients des cellules d'estimation et le signal de sortie de chaque cellule de

�ltrage. Nous représentons sur la �gure (II-1.27) la position du zéro de chaque cellule à la

convergence, l'évolution de l'argument de ces zéros, le spectre du signal d'entrée et du signal

de sortie.

Cette simulation permet de mettre en évidence le bon fonctionnement de ce �ltre. Le spectre

du signal de sortie est blanc. Les 2 signaux modulés en fréquence et les 2 signaux de fré-

quences voisines sont correctement éliminés.
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Fig. 1.27: Filtrage de 4 brouilleurs

1.10 Conclusions

Cette technique peut être appliquée à des brouilleurs variant lentement dans le temps. Le

réglage correct des paramètres de la cellule permet de ramener le niveau de puissance de

l'interférence en dessous de celui du bruit blanc, le gain de traitement étant alors idéal.
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Ses performances dépendent du coe�cient �0 de la cellule AR.

� Il règle la largeur de la bande excisée. Un élargissement de la bande entraîne une aug-

mentation des pertes de corrélation et une dégradation de la qualité du signal. Pour exemple

un coe�cient k�f de 0,97 appliqué à la cellule de �ltrage induit, pour un �ltre calé sur la

fréquence L1, une perte de corrélation de 0,13 dB pour Nc = 2, de 0,32dB pour Nc = 5, de

0,6 dB pour Nc = 10. Ces pertes sont réspectivement de 0,22dB, 0,55dB, 1.2dB pour un

coe�cient k�f égal à 0,95.

� Il règle la sélectivité du �ltre. La résolution obtenue avec une cellule d'estimation utilisant

un coe�cient k� = 0; 99 correspond à celle d'un �ltrage fréquentiel utilisant une transformée

de Fourier discrète sur 128 points. Elle peut être améliorée, au détriment du temps de ré-

ponse et de la complexité (nombre de bits de quanti�cation) en adoptant des valeurs de �0

plus proche de l'unité.

� Il règle la vitesse de poursuite en présence d'un brouilleur modulé linéairement.

Les cellules d'estimation et de �ltrage étant paramétrées indépendamment il est possible

de régler la cellule d'estimation de manière à privilégier la sélectivité en fréquence alors que

le choix du coe�cient �0 de la cellule de �ltrage résulte d'un compromis vitesse de poursuite-

Gain de corrélation. Nous traçons ainsi le gain de corrélation G� en fonction de la pente de

la modulation k! pour di�érentes valeurs du gain de traitement (atténuation sur le signal

d'interférence). On obtient cette courbe à partir des relations (II-1.50) et (II-1.55). La pre-

mière permet de dimensionner, pour une valeur du gain de traitement, le module �0 de la

cellule de �ltrage en fonction de la pente de la modulation k!. La deuxième relie le gain

de corrélation au module �0 de cette cellule. La �gure (II-1.28) représente G�(k!) pour des

gains de traitement de 50dB, 40dB et 30dB, le nombre d'échantillons par chip Nc prenant

les valeurs 2, 5, 10. Le �ltre est alors calé sur la fréquence L1.

Ce �ltre aboutit par ailleurs à une structure simple. Le nombre d'opérateurs par cellule

d'estimation-�ltrage est inférieur à 20. L'architecture est moins complexe que celle imposée

par un �ltrage fréquentiel dès lors que le nombre de cellules est inférieur à 44.

Elle n'est toutefois pas adaptée à des brouilleurs variant rapidement dans le temps ou à

des brouilleurs pulsés qui a�ectent particulièrement les récepteurs GPS [24]. Dans ce cas le

bloc �ltrage, en raison de son temps de réponse �xé par �0, n'est pas e�cace.
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Elle nécessite par ailleurs une modi�cation du corrélateur, le même �ltre devant

être appliqué au code généré localement.

En�n le �ltrage est ine�cace pendant les phases de capture. Durant ces phases le récep-

teur n'est donc pas protégé.
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Chapitre 2

Elimination des interférences par �ltrage

fréquentiel

Dans le chapitre qui précède nous avons présenté une technique permettant l'élimination

des interférences dans le domaine temporel. Cette technique nécessite la mise en cascade de

�ltres à encoche dont le nombre doit être supérieur ou égal au nombre de brouilleurs.

Nous étudions ici les caractéristiques d'un �ltre qui, opérant dans le domaine des fréquences,

permet de traiter simultanément toutes les composantes du signal d'interférence. Lorsque

la transformée de Fourier discrète (TFD) est appliquée au signal d'entrée, ces composantes

présentent un module supérieur à un seuil �xé d'après la variance du bruit gaussien. Le

traitement optimum est dé�ni par [23]. Il repose sur la connaissance de la densité spectrale

du bruit. L'estimation de cette densité est délicate et ce traitement ne peut être envisagé.

Pour un signal à spectre étalé le �ltre généralement appliqué annule le signal composite

(signal et bruit) dans les régions fréquentielles de l'interférence. Un circuit ASIC réalisant

ce �ltrage est décrit dans [29]. Une autre technique est présentée dans [26]. Le traitement

proposé modi�e le module de la TFD. Il est dé�ni en présence de bruit gaussien. Il n'a�ecte

pas la phase du signal obtenu dans la représentation de Fourier.

Nous évaluons ici ces techniques lorsqu'elles sont appliquées à l'adoucissement du signal

GPS, en présence de brouilleurs bande étroite à fréquence �xe, modulés linéairement ou

pulsés. Pour la méthode qui préserve la phase nous dé�nissons le traitement du module qui

privilégie les caratéristiques du signal GPS. Nous proposons en�n une méthode permettant

d'améliorer l'estimation de l'écart type du bruit gaussien. De cette estimation dépendent les

performances de ces méthodes de �ltrage.
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2.1 Principe du �ltrage fréquentiel

2.1.1 Présentation

La représentation fréquentielle permet d'exploiter les caractéristiques du signal GPS et des

brouilleurs sinusoïdaux. Dans le plan de Fourier le signal GPS est étalé sur une bande �xée

par le rythme "chip" alors que les brouilleurs sinusoïdaux sont concentrés dans une fenêtre

fréquentielle dont la largeur dépend de la durée d'observation. Pour des rapports signal sur

bruit faibles, caractéristiques du signal GPS, et pour des rapports interférence sur bruit

gaussien supérieur à l'unité (jg > 1) on obtient dans le plan fréquentiel, aux fréquences

des brouilleurs, des raies d'amplitude très supérieure au niveau du signal GPS et du bruit

blanc gaussien. Les composantes spectrales contenant ces raies sont �ltrées. Cette technique

conduit à l'architecture ci-dessous.
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�
n Filtrage fréquentiel

des brouilleurs
-

�f n
TFD�1 -

Zfn

TFD : Transformée de Fourier Discrète

Fig. 2.1: Principe du �ltrage fréquentiel

L'opération de �ltrage la plus simple consiste à éliminer les composantes fréquentielles des

brouilleurs. La �gure (II-2.2) donne la représentation spectrale de l'enveloppe complexe du

signal GPS avant et après ce �ltrage.
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Fig. 2.2: Spectre du signal GPS avant et après �ltrage

La transformée de Fourier discrète (TFD) est utilisée, appliquée à des blocs de N échantillons

prélevés sur le signal d'entrée. Elle permet de dé�nir le spectre aux fréquences kFe=N (Fe :
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fréquence d'échantillonnage). La troncature réalisée sur le signal d'entrée introduit des dis-

continuités aux extrémités des blocs. Il en résulte, lorsque le signal d'interférence n'est pas

périodique de période N=kFe, des distorsions sur la représentation spectrale qui se tradui-

sent par un élargissement de la bande du brouilleur et l'apparition de lobes secondaires. Des

fenêtres de pondération doivent être appliquées aux paquets Zn du signal pour adoucir les

discontinuités dans le domaine temporel [25]. Elles limitent la di�usion spectrale de l'énergie

du signal d'interférence et permettent aini de réduire le domaine des fréquences à traiter au

lobe principal.

2.1.2 Caractéristiques du signal dans le domaine des fréquences

Nous utilisons, pour cette caractérisation, la notation suivante :

� Signal complexe dans le domaine temporel

Zn = Z(n) Echantillon pr�elev�e �a l0instant nTe

Z(n) = [ZnZn+1 : : : Zn+N�1]
T

Bloc des N �echantillons pr�elev�es �a partir de l0instant nTe

� Signal complexe dans le domaine fréquentiel

�

 
kFe

N

!
= �k Repr�esentation de la composante de fr�equence kFe=N

�(n) = [�0(n)�1(n) : : : �n+N�1(n)]
T

TFD du bloc Z(n)

� Matrice associée à la TFD

M = [Mkn]0�k;n�N�1 o�u Mkn =
1p
N
e
�2i�kn=N

La représentation fréquentielle est donc obtenue en appliquant la transformée dont le noyau

est dé�ni par M au vecteur Zn :

�(n) =M:Z(n)

Et le module de la transformée, aux fréquences f = k
Fe

N
(Fe : fréquence d'échantillonnage),

a pour expression :

Rk(n) =
q
�k(n):�k(n)�
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Représentation du module en présence d'un brouilleur sinusoïdal

Dans ce cas de �gure, le signal résulte du signal GPS, du bruit blanc gaussien généré dans

le canal de transmission et du bruit sinusoïdal.

Z = Zs + Zw = Zs + Zg + Zj

Et nous obtenons dans le domaine des fréquences :

� = �s + �w = �s + �g + �j

Avec :

Zs
TF�! �s Transform�ee de Fourier du signal

Zg
TF�! �g Transform�ee de Fourier du bruit blanc gaussien

Zj
TF�! �j Transform�ee de Fourier du bruit sinusoidal

Dans le plan des fréquences le signal GPS est noyé dans le bruit blanc gaussien et ne modi�e

pas en conséquence la représentation du module. Nous nous intéressons donc à la caractéri-

sation des composantes �g et �j.

Composante gaussienne : Le bruit Zg étant gaussien, �g suit la même loi puisque M

est la matrice d'un changement de bases orthonormales. Par ailleurs, le bruit étant blanc,

l'expression de la matrice de covariance � s'écrit :

E

�
�g �g

H
�
= E

�
M Zg Zg

H
M

H

�
= (�(X)2 + �(Y )2)MM

H

E

�
�g �g

H
�
= (�(X)2 + �(Y )2)I = 2�2

g
I

Et l'amplitude Rg suit alors une loi de Rayleigh.

R = Rg =
q
�g:�

�
g

Avec :

fRg
(R) =

R

�2
g

exp

(
� R

2

2�2
g

)
1R�0 (2.1)

En l'absence de brouilleur le module du signal, constitué par les composantes signal GPS

et bruit gaussien, suit dans le domaine des fréquences une loi de Rayleigh. En conséquence

les dégradations générées sur ce signal sont quasi nulles lorsque le �ltrage est appliqué à

des composantes fréquentielles d'amplitude supérieure à un seuil de valeur 4�g. Elles sont
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négligeables lorsque ce seuil est ramené à 3�g. Le tableau ci dessous précise les probabilités

de fausse alarme (�ltrage d'une composante fréquentielle du signal GPS qui n'est pas a�ectée

par le signal d'interférence).

Seuil 2�g 3�g 4�g

Probabilité [R >Seuil] 13% 1% .03%

Tableau 2.1.2 : Probabilité de fausse alarme

Composante sinusoïdale : La TFD permet d'obtenir une représentation déterministe du

bruit sinusoïdal.

Zjn = Ajexp

 
i

 
2�

fj

Fe
n+�j

!!
; �j UR sur [0; 2�]

Où Fe est la fréquence d'échantillonnage.

Aux fréquences f = k
Fe

N
on a :

�jk(n) =
Ajp
N
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Nous obtenons, pour le module Rjk, une représentation indépendante de n et de la phase

du brouilleur. Lorsque la fréquence du brouilleur ne correspond pas aux fréquences dé�nies

par la TFD (fj 6= kFe=N) la troncature du signal réalisée dans le domaine temporel entraîne

une di�usion de l'énergie du brouilleur dans le domaine spectral. Une fenêtre de pondération,

qui lisse les discontinuités aux extrémités des paquets Zn, permettra de réduire le nombre

de composantes fréquentielles du signal GPS a�ectées par le �ltrage de ce brouilleur. On

note F(ef) la représentation fréquentielle de cette fenêtre échantillonnée, où ef est la fréquence
normalisée (0 � ef < 1).
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On obtient :8>>>>>>><>>>>>>>:

�jk(n) = Aj

p
NF (

k

N
� fj

Fe
)exp

 
i

 
�j � �

 
k �N

fj

Fe

!
N � 1

N

!!
exp

 
i2�

fj

Fe

n

!

Rjk
(n) = Aj

p
N

�����F ( kN � fj

Fe
)

�����
(2.2)

Signal composite : La transformée étant linéaire on obtient en présence d'un bruit gaus-

sien et d'un brouilleur sinusoïdal :8>>>>>><>>>>>>:

�k(n) = �jk(n) + �gk(n)

�gk (n) processus gaussien

�jk (n) d�e�ni par (II� 2:2)

(2.3)

Le choix d'une fenêtre appropriée permettra de réduire le domaine fréquentiel

du brouilleur au lobe principal. En dehors de ce domaine on pourra considérer

que le module du bruit suit une loi de Rayleigh (voir (II-2.1)). Le �ltrage des

fréquences altérées par le brouilleur ne devant pas a�ecter de manière sensible cette région

le seuil de �ltrage représenté sur la �gure (II-2.2) sera �xé d'après le tableau (II-2.1.2), en

prenant en compte l'atténuation introduite par la fenêtre.

2.1.3 Choix du nombre de points de la représentation en fréquence

En présence de brouilleurs sinusoïdaux multiples, l'orthogonalité de la transformée de Fourier

n'est pas véri�ée lorsqu'elle est appliquée sous sa forme discrète.

Zjn =
X
l

Alexp

 
i

 
2�

fl

Fe
n+�l

!!
; �l UR sur [0; 2�]

On note Rlk le module d'un brouilleur sinusoïdal de fréquence fl. On obtient :8>>>>>>><>>>>>>>:

�jk (n) =
X
l

Rlk
(n)exp

 
i

 
�l � �

 
k �N

fl

Fe

!
N � 1

N
Te

!!
exp

 
i2�

fl

Fe
n

!

Rlk
(n) = Al

p
N

�����F ( kN � fl

Fe
)

�����
(2.4)

Le module Rjk de l'interférence composée de plusieurs brouilleurs sinusoïdaux dé-

pend de n. Il s'exprime à partir des paramètres caractéristiques des brouilleurs (amplitudes,
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fréquences, phases).

Rjk(n) = k
X
l

Rlk
(n)exp

 
i

 
�l � �

 
k �N

fl

Fe

!
N � 1

N
Te

!!
exp

 
i2�

fl

Fe
n

!
k (2.5)

Les fréquences des brouilleurs étant �xées, la séparation de ces brouilleurs dépend du nombre

d'échantillons N du bloc Z(n) qui conditionne la largeur de la représentation fréquentielle

de la fenêtre de pondération. Le choix de N résulte donc d'un compromis temps de calcul,

résolution.

2.1.4 Choix de la fenêtre de troncature

Cette fenêtre doit permettre de réduire le nombre des composantes fréquentielles a�ectées

par un brouilleur sinusoïdal. En particulier l'amplitude des lobes secondaires qui apparaissent

dans la représentation fréquentielle de la fenêtre doit rester faible devant le niveau du bruit

gaussien. 8>>>><>>>>:
kF =

Amplitude du premier lobe secondaire

Amplitude du lobe principal

kFAj

p
N << �g

On dé�nit ainsi le rapport kF de la fenêtre à partir du rapport interférence sur bruit gaussien

noté jg : 8>>>>><>>>>>:
kF <<

s
1

2Njg

kF jdB << �10 � log10 (2N) � (jg)dB

(2.6)

La relation (II-2.7) précise la valeur du coe�cient kF de la fenêtre lorsque la TFD est appli-

quée à des blocs de 512 échantillons.

kF jdB << � (jg)dB � 30dB (2.7)

En pratique les rapports jg peuvent atteindre des valeurs supérieures à 50dB. A�n de favo-

riser l'atténuation des lobes secondaires nous proposons une fenêtre de Blackmann-Harris à

4 coe�cients qui permet d'obtenir, comme le montre la �gure (II-2.3) une atténuation sur

les lobes secondaires supérieure à 90 dB.

fn = a0 +
3X

m=1

(�1)mamcos
�
2 � �
N

m:n

�
n = 0; :::; N � 1

Avec a0 = 0; 35785 a1 = 0; 48829 a2 = 0; 14128 a3 = 0; 01168.
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On montre sur la �gure (II-2.3) la représentation en fréquence de cette fenêtre dé�nie sur

512 échantillons. La largeur normalisée (Fe = 1) du lobe principal est de 0,015. L'amplitude

à la fréquence centrale est de -8.9dB, de 90dB supérieure à l'amplitude du lobe secondaire.8>>>>><>>>>>:
BF = 0; 015 Largeur normalis�ee du lobe principal

F (0)dB = 20 � log
 
1

N

N�1X
n=0

f(n)

!
= �8:9dB Amplitude de la fenêtre en 0

(2.8)
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Fig. 2.3: Module de la fenêtre de Blackman-Harris

E�et de la fenêtre sur le signal GPS

L'atténuation apportée par la fenêtre de Blackmann aux extrémités entraine une atténuation

et une dégradation du signal. Pour estimer cette dégradation, caractérisée par le gain de

corrélation G�, on mesure le rapport �, dé�ni par la relation (I-1.9), qui caractérise le signal

à l'entrée du corrélateur. On note f(n) l'expression temporelle de la fenêtre à l'instant nTe,

Ps et Pw les puissances du signal et du bruit. Pour des rapports signal sur bruit très petits

devant l'unité, on obtient d'après les relations (I-1.10):8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�avec fenêtre =
P
2
s
m

2
F

PsPw�
2
F

= �sans fenêtre
m

2
F

�
2
F

Rapport signal sur bruit en sortie

�F =
1

N

N�1X
n=0

f(n)2 Att�enuation en puissance due �a la fenêtre

mF =
1

N

N�1X
n=0

f(n) Valeur moyenne de la fenêtre

(2.9)
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Soit :

G� =
�avec fenêtre

�sans fenêtre
=

�P
N�1
n=0 f(n)

�2
N
P

N�1
n=0 f(n)

2
D�egradation du rapport signal sur bruit (2.10)

Cette dégradation est de 3dB lorsque la fenêtre de Blackman-Harris est utilisée :

Il est nécessaire de traiter des blocs non disjoints pour pallier ce problème.

Intérêt du recouvrement sur les blocs

Pour limiter la dégradation du rapport signal sur bruit nous proposons un entrelacement des

blocs traités, les échantillons étant sommés en sortie dans la région de recouvrement (voir

�gure (II-2.4)).
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Fig. 2.4: Architecture du traitement avec recouvrement

Nous reportons dans le tableau (II-1.4.6) les pertes sur le rapport signal sur bruit calculées

pour di�érentes valeurs du recouvrement, lorsque la transformée est appliquée à des blocs

de 512 échantillons.

Nombre de points de recouvrement 0 16 32 64 128 192 256

Perte de corrélation -3 -2.9 -2.7 -2.4 -1.75 -1 .31

Tableau 1.4.6 : Perte de corrélation

Choix de la fenêtre et taille du recouvrement

Les valeurs du rapport interférence sur bruit gaussien jg à l'entrée du �ltre impose l'utilisa-

tion d'une fenêtre de Blackman-Harris. Cette fenêtre génère, en l'absence de recouvrement

entre blocs, une perte de 3dB sur le rapport signal sur bruit. Pour pallier ce problème il
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est nécessaire de traiter des blocs non disjoints. En particulier des recouvrements de 192

échantillons et de 256 échantillons appliqués sur des blocs de 512 permettent respectivement

de limiter les pertes de corrélation à 1dB et 0,31dB.

2.2 Filtrage fréquentiel

Nous réalisons cette opération en présence de signaux d'interférence bande étroite. Nous ob-

tenons alors, aprés transformée de Fourier, une concentration de l'interférence sur quelques

composantes fréquentielles. Le �ltrage consiste au traitement de ces composantes. Son ex-

pression optimale est basée sur la connaissance de la densité spectrale de puissance de l'in-

terférence [23]. Il consiste à appliquer à chaque composante fréquentielle une pondération in-

versement proportionnelle à la puissance de l'interférence sur cette composante. Le problème

réside dans l'estimation de cette densité spectrale alors que la représentation en fréquence du

signal d'interférence évolue (brouilleur modulé en fréquence, brouilleurs multiples). Lorsque

l'estimation est réalisée en présence d'un bruit additif gaussien, sur une réalisation, l'algo-

rithme de �ltrage est numériquement instable. Ce traitement ne peut donc être envisagé

pour notre application.

Dans [26] le �ltrage optimum est ainsi dé�ni en présence de bruit gaussien (en l'absence d'in-

terférence). Il est appliqué, dans le domaine fréquentiel, au module de la représentation de

Fourier. Deux approches sont alors considérées pour améliorer le rapport signal sur bruit. La

première conduit à l'élimination des composantes fréquentielles a�ectées par l'interférence.

Cette technique est étudiée dans [27]. Elle est généralement retenue pour sa simplicité de

mise en ÷uvre [29]. La deuxième préserve la phase de la représentation fréquentielle. L'am-

plitude des composantes modi�ées est �xée à une valeur qui dépend des caractéristiques du

bruit gaussien et de la représentation fréquentielle du signal. Ces 2 techniques sont évaluées

dans les paragraphes qui suivent.

2.2.1 Elimination des composantes fréquentielles de l'interférence

Principe

Les composantes a�ectées par l'interférence sont détectées en comparant le mo-

dule de la représentation en fréquence à un seuil déterminé d'après la variance

du bruit gaussien. Ces composantes sont éliminées. A ces fréquences l'énergie de

l'interférence est annulée. Il en est de même de celle du bruit gaussien et du signal. Nous

montrons sur la �gure (II-2.5) la représentation obtenue après la transformée de Fourier

discrète pour di�érentes formes de l'interférence (Signal sinusoïdal �xe, modulé linéairement

en fréquence, pulsé). La bande excisée dépend de la nature du brouilleur. Dans le cas le plus
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favorable (brouilleur �xe) cette bande, normalisée, est de 0,015 lorsque la fenêtre de Bla-

ckman Harris est appliquée sur des blocs de 512 échantillons (voir �gure (II-2.3)). Pour un

brouilleur modulé linéairement en fréquence elle augmente avec k!, pente de la modulation.

Elle est inacceptable en présence d'un brouilleur pulsé de forte puissance. Dans ce cas la

représentation temporelle du signal sinusoïdal dépend des caractéristiques du brouilleur. La

taille des blocs qui �xe la largeur du lobe principal n'est plus maitrisée. La fenêtre appliquée

aux paquets Zn n'est plus e�cace.
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Fig. 2.5: Représentation en fréquence pour di�érents signaux d'interférence

Performances

Nous considérons que le signal �ltré ne contient plus le signal d'interférence, c'est à dire que

le �ltre annule toutes les composantes de celles-ci. Le gain de traitement Gt est idéal,

de l'ordre de jg. Nous déduisons alors les performances de cette technique du gain de

corrélation G� qui s'exprime à partir du rapport signal sur bruit � dé�ni par la relation

(I-1.9).

� =
A
2
c
kRprp(0)k2

Pw

Pour estimer ce rapport � nous utilisons le modèle ci-dessous.

?

Z(n) = AcP(n)exp fi�eg+ Zg(n)

- Filtre fréquentiel -
Zf(n) = AcPf(n)exp fi�sg+ Zgf(n)

��
��

6

��@@
-

P
n (:)C(n) -E fCg

Pf(n)exp fi�sg : Signal �ltr�e

Zgf(n) : Signal gaussien �ltr�e
P(n)

Fig. 2.6: Corrélateur
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En l'absence de �ltre on a :

Rprp
(0) = Rpp(0) = 1

Pw = G = 2�2
g

9>>>=>>>;) � =
A
2
c

G
= �id�eal

En présence du �ltre ce rapport dépend de la puissance du bruit gaussien �ltré et de la

puissance d'intercorrélation Rpfp(0) mesurée en présence du �ltre.

Rprp
(0) = Rpfp

(0)

Pw = Gf = 2�2
gf

9>>>=>>>;) � =
A
2
c

Rpfp
(0)
2

Gf

De ces 2 relations qui dé�nissent le rapport � avant et après �ltrage on déduit les perfor-

mances de ce �ltre. On dé�nit le rapport G� qui mesure le gain de corrélation obtenu en

utilisant comme référence le signal GPS d'origine (sans interférence et non �ltré).

G� =
�avec filtre

�id�eal
=

G

Rpfp
(0)
2

Gf

Gain de corr�elation (2.11)

Ce rapport dépend de l'atténuation en puissance appliquée au bruit gaussien �ltré et de la

puissance d'intercorrélation signal �ltré-signal non �ltré.

� Puissance du bruit gaussien �ltré

Après �ltrage la puissance du bruit blanc et gaussien est :8>>>><>>>>:
Gf =

G � (N �M)

N

N : Nombre de points de la FFT

M : Nombre de composantes annul�ees

(2.12)

� Puissance d'intercorrélation signal �ltré-signal non �ltré

Nous déterminons la fonction d'intercorrélation signal �ltré-signal non �ltré à partir de la

réponse impulsionnelle du �ltre :

Rpfp
(l) = h(l) �Rpp(l)

La dégradation est particulièrement importante lorsque les composantes fréquentielles sont

éliminées autour de la bande L1. On considère donc un �ltrage qui consisterait en l'annula-

tion, après application de la transformée de Fourier discrète, de 2L+1 composantes spectrales
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autour de la fréquence centrale du signal GPS. Ce �ltre est dé�ni dans le domaine des fré-

quences normalisées [0; (N� 1)=N] par :8>><>>:
H(

k

N
) = 0 8k 2 [0; L� 1] [ [N � L+ 1; N � 1]

H(k) =
1p
N

sinon

Le nombre d'échantillons N étant impair, on exploite la parité de cette fonction, dans le

plan des fréquences discrètes. On obtient alors pour la réponse impulsionnelle échantillonnée

l'expression (II-2.13). Les développements sont donnés en annexe 4 (relation (A4-63).8>>>>>><>>>>>>:
h(n) = � 1

N

sin
�n(2L�1)

N

sin
�n

N

8n 2
�
�N � 1

2
;�1

�
[
�
1;
N � 1

2

�

h(0) =
N � 2L+ 1

N

(2.13)

On en déduit l'expression de la fonction d'intercorrélation signal reçu-code local, en zéro. Si

Nc représente le nombre d'échantillons par chip on a :

Rpfp
(0) =

NcX
m=�Nc

Rpp(m)h(m) = Rpp(0)h(0) + 2
NcX
m=1

Rpp(m)h(m)

=
N � 2L+ 1

N
� 2

N

NcX
m=1

�
1 � m

Nc

�
sin

�m(2L�1)
N

sin
�m

N

On admet que le nombre d'échantillons par chip est très petit devant la taille du bloc N. On

obtient alors :

Rpfp
(0) � 1 � 2L� 1

N

 
1 + 2

NcX
m=1

�
1� m

Nc

�
sinc

(2L � 1)m

N

!
(2.14)

Il est facile de généraliser ce résultat à un �ltre décalé de kd composantes par rapport à la

composante 0. 8>><>>:
H(

k

N
) = 0 8k 2 [kd � L; kd + L]

H(k) =
1p
N

sinon

Et :8>>><>>>:
Rpfp

(0)(kd) � 1 � 2L� 1

N

 
1 + 2

NcX
m=1

�
1� m

Nc

�
sinc

(2L � 1)m

N
exp

(
i
2� kdm

N

)!
kd

N
fr�equence centrale normalis�ee du �ltre

(2.15)
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� Gain de corrélation

Nous déduisons des relations (II-2.12) et (II-2.15) le gain de corrélation dé�ni par la relation

(II-2.11).

G� =
�avec filtre

�id�eal
=

Rpfp
(0)2G

Gf

=
N

N �M

 
1 � 2L� 1

N

 
1 + 2

NcX
m=1

�
1� m

Nc

�
sinc

(2L � 1)m

N
exp

(
i
2� kdm

N

)!!
(2.16)

La �gure (II-2.7) représente, sur la partie gauche, ce rapport G� en fonction de la largeur de

la bande excisée normalisée ((2L + 1)=N). Le �ltre est alors calé sur la fréquence L1 (kd = 0).

Trois valeurs du nombre d'échantillons par chip Nc sont utilisées. Ce paramètre �xe, dans

le domaine des fréquences, la largeur du lobe principal du signal GPS. Sur la partie droite

de ce même graphe on représente le rapport G� en présence d'un �ltre, de largeur �xe, dont

la fréquence centrale varie, en valeur normalisée, de 0 à 0,5. La largeur du �ltre considérée

est de l'ordre de 0,015. Lorsque la fenêtre de Blackman Harris est utilisée, appliquée à des

blocs de 512 échantillons, cela correspond, à la bande excisée en présence d'un brouilleur à

fréquence �xe.

Ces graphes montrent que cette technique de réjection altère les performances

du système GPS lorsque la bande excisée est localisée autour de la fréquence

0. Le signal GPS n'est pas blanc et son énergie est localisée dans le lobe prin-

cipal. Plus le nombre d'échantillons par chip augmente, plus l'énergie du signal

est concentrée et plus ces dégradations sont importantes. Lorsque on décale le �ltre

on peut noter une amélioration des performances lorsque le �ltre se cale sur un zéro de la

représentation spectrale du signal. Dans ce cas la puissance retirée sur le bruit gaussien est

supérieure à celle prélevée sur le signal. Le rapport G� est alors supérieur à 0dB.

Il est à noter que cette étude ne prend pas en compte les dégradations apportées par la

fenêtre qui dépendent du recouvrement sur les blocs (voir tableau (II-1.4.6)).

Lorsque le recouvrement sur les blocs pallie l'atténuation engendrée par la fenêtre de pon-

dération, la dégradation mesurée ici sur le rapport signal sur bruit est du même ordre que

celle introduite par le �ltre temporel à encoche utilisant un ppôle de module �0 égal à 0,95.

Elle dépend de la fenêtre de pondération et de la taille des blocs Zn. Elle est fonction de la

position du pôle (c'est à dire du module �0), pour le �ltre à encoche.
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Fig. 2.7: Gain de corrélation (G� en dB)

Pour comparer cette technique, en présence d'un brouilleur modulé linéairement, au �ltre à

encoche appliqué dans le domaine temporel nous représentons sur la �gure (II-2.8) le rapport

G� en fonction de la pente du modulateur k!. Le �ltre est calé sur la fréquence centrale du

signal GPS.8>>>>><>>>>>:
�j = 2�fjn+

k!n
2

2

Nombre de composantes excis�ees � 9 +
k!N

2

2�
9 : Nombre de composantes excis�ees en pr�esence d0un brouilleur �xe

La largeur de la bande excisée ainsi dé�nie est égale à la celle du lobe obtenu en présence

d'un brouilleur modulé linéairement (voir �gure (II-2.5)).
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Fig. 2.8: Gain de corrélation (G� en dB) en fonction k!

Pour le �ltrage fréquentiel appliqué à des blocs de taille 512 on devra donc accepter une
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dégradation plus importante que pour le �ltre à encoche temporel. Une vitesse de modulation

caractérisée par k! = 1e� 4 entraîne, sur le rapport signal sur bruit, une perte supérieure à

1 dB. Si on accepte cette dégradation, il est plus performant en terme de vitesse de poursuite

dès lors que le rapport de puissance interférence sur bruit gaussien (jg) est supérieur à 10dB.

On rappelle que le �ltre temporel qui utilise un coe�cient k� de 0,97 pour la cellule de �ltrage,

induit une perte de corrélation de 0,6 dB lorsque le nombre d'échantillons par chip est égal

à 10. En présence d'un brouilleur modulé le biais sur l'estimation de la fréquence centrale de

l'encoche limite sa capacité de réjection. Le tableau (II-1.6.3.1) donné au chapitre précédent

permet de mesurer le coe�cient k! maximum pour lequel la puissance du brouilleur est

ramenée 10 dB au dessous de celle du bruit gaussien. La valeur de ce coe�cient dépend du

rapport jg.

Impact sur la fonction avance retard

Pour compléter nous donnons une représentation de la fonction d'intercorrélation et de la

fonction avance retard. Ces représentations sont obtenues à partir des expressions théoriques

de la réponse impulsionnelle du �ltre et de la fonction d'autocorrélation du signal non �ltré.

Rpfp
(l) =

NcX
m=�Nc

Rpp(m)h(l�m)

La réponse impulsionnelle est donnée par l'équation (II-2.13), dé�nie pour un �ltre calée sur

la fréquence 0. Le nombre d'échantillons par chip est égal à 10. La perte de corrélation est

�xée à 1dB puis à 2dB en ajustant la largeur de la bande excisée.
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Fig. 2.9: Intercorrélation code reçu- code local et Fonction AR

Le �ltre est ici à phase linéaire et on véri�e que le �ltrage n'induit pas de décalage de la
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fonction avance retard.

2.2.2 Filtrage fréquentiel conservant la phase

Principe

Lorsque le �ltre fréquentiel élimine les composantes du signal d'interférence autour de la

fréquence L1, les pertes de corrélation sont importantes. Sur la �gure (II-2.8) on peut me-

surer cette dégradation en présence d'un brouilleur modulé linéairement. Lorsque le nombre

d'échantillons par chip est égal à 10, on mesure une perte de 6dB pour une pente k! égale à

5:10�4. Nous évaluons ici une méthode qui n'a�ecte pas la phase du signal. Elle consiste à

appliquer, dans les régions fréquentielles de l'interférence, le traitement suivant [26]:

�f (k) = Rc

�k

j�kj
(2.17)

Performances en présence de bruit blanc gaussien

Il s'agit de mesurer, en présence de bruit gaussien, le gain de corrélation G�. La démarche

est identique à celle adoptée pour le �ltre précédent, le rapport signal sur bruit étant évalué

en l'absence et en présence de traitement (voir �gure (II-2.6)). Toutefois nous substituons ici

à l'expression de l'intercorrélation dé�nie dans le domaine temporel celle de l'interspectre.

Le traitement non linéaire appliqué ne permet pas de dé�nir simplement, après �ltrage, les

composantes signal et bruit dans le domaine temporel.

� Expression du test dans le domaine temporel

8>>><>>>:
EfCg = RZP (0) = E fZnPng = E fPn (Zs(n) + Zg(n))g

Zs(n) = AcPnexp fi�eg

On considère que la phase �e du signal est constante sur la durée de prédétection. On a

alors :

kEfCgk = kRZP (0)k =
E �Z�

s

Ac

(n) (Zs(n) + Zg(n))

�
Et les performances dépendent du rapport � dé�ni par la relation (I-1.9). On obtient d'après

les relations (I-1.10):

� =
kE fCgk2

E fCC�g � kE fCgk2
=
kRZP (0)k2

E

n
ZgZ

�
g

o
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� Expression du test dans le domaine fréquentiel

La TFD étant appliquée à des paquets de N échantillons on a :

RZP (0)
TFD�! 1

NAc

N�1X
k=0

E f(�s(k) + �g(k)) �
�
s
(k)g

E

n
ZgZ

�
g

o
TFD�! 1

N

N�1X
k=0

E f�g(k)�g(k)�g

D'où le rapport puissance d'intercorrélation sur bruit � :

� =
1

NA2
c

PN�1
k=0 E f(�s(k) + �g(k)) �

�
s
(k)g

2P
N�1
k=0 E f�g(k)�g(k)�g

� Gain de corrélation

On exprime d'abord le rapport signal sur bruit en l'absence de traitement. La transformée

�g du bruit gaussien zg est un bruit gaussien. On a :8<: Sg(k) = E f�g(k)�g(k)�g = 2�2
g

Sgs(k) = E f�g(k)��s (k)g = 0

D'où :

Srs(k) = E f�(k)��
s
(k)g = E f�s(k)��s (k)g = Ss(k)

Et, d'après la relation (A4-67) de l'annexe 4 :

Ss(k) = E f�s(k)��s (k)g = A
2
c

 
1 + 2

NcX
l=1

 
1� l

Nc

!
cos

2�

N
kl

!

Où Nc représente le nombre d'échantillons par chip. Le rapport �, en l'absence de traitement,

a donc pour expression :

�sans traitement = A
2
c

1
N2

���PN�1
k=0 Ss(k)

���2
2�2

g

=
A
2
c

2�2
g

Lorsque le traitement dé�ni par la relation (II-2.17) est appliqué aux composantes fréquen-

tielles (composantes qui seraient a�ectées par le signal d'interférence, en présence de celui

ci) le rapport signal sur bruit est modi�é. On note DI le domaine fréquentiel sur lequel le

�ltre est appliqué, et DG le domaine sur lequel le signal n'est pas modi�é. On a :

�avec traitement =
1

NA2
c

���Pk2DG
Ss(k) +

P
k2DI

Ss(k)
���2P

k2DG
Sg(k) +

P
k2DI

Sg(k)
(2.18)
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Sur le domaine DG l'expression de Sg est :

Sg(k) = E f�g(k)�g(k)�g = 2�2
g

(2.19)

Et l'expression de l'interspectre Srs signal reçu-référence est :

Srs(k) = Ss(k) = E f�s(k)��s (k)g = A
2
c

 
1 + 2

NcX
l=1

 
1� l

Nc

!
cos

2�

N
kl

!
(2.20)

Sur le domaine DI on a :

�gf (k)
G>>S� �f (k) = Rc

�k

j�kj
(2.21)

On en déduit la densité spectrale de bruit :

Sg(k) � E f�f (k)�f (k)�g = R
2
c

(2.22)

Et l'expression de l'interspectre signal reçu-référence est :

Srs(k) = E

(
�k

j�kj
�
�
s
(k)

)
= RcE

(
�s(k) + �g(k)

j�s(k) + �g(k)j
�
�
s
(k)

)

En considérant que la phase signal brouilleur est uniformément répartie sur [0; 2�], on ob-

tient d'après (A4-70), pour des valeurs du rapport signal sur bruit petites devant l'unité :

Srs(k) = RcE

(
j�sj2 (k)
2 j�g(k)j

)
=

Rc

2�g

r
�

2
Ss(k) =

RcA
2
c

2�g

r
�

2

 
1 + 2

NcX
l=1

 
1 � l

Nc

!
cos

2�

N
kl

!
(2.23)

On note LI la dimension du domaineDI, LG la dimension du domaine DG. On peut exprimer,

d'après les relations (II-2.19), (II-2.20), (II-2.23), le rapport signal sur bruit (II-2.18). On

obtient :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�avec traitement =
1

NA2
c

���Pk2DG
Ss(k) +

Rc

2�g

q
�

2

P
k2DI

Ss(k)
���2

2�2
g
LG +R2

c
LI

Ss(k) = A
2
c

 
1 + 2

NcX
l=1

 
1� l

Nc

!
cos

2�

N
kl

! (2.24)

Et le gain de corrélation est :

G� =
�avec traitement

�sans traitement
=

2�2
g

NA4
c

���Pk2DG
Ss(k) +

Rc

2�g

q
�

2

P
k2DI

Ss(k)
���2

2�2
g
LG +R2

c
LI

(2.25)
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� Valeur de Rc qui maximise le gain de corrélation

Le gain de corrélation est optimum pour la valeur de Rc qui maximise le rapport signal sur

bruit (II-2.24). On utilise la notation suivante :8>>><>>>:
PG =

X
k2DG

Ss(k)

PI =
X
k2DI

Ss(k)

Le rapport (II-2.24) est optimum pour (voir relation (A4-71)) :

Rc = Ropt =

r
�

2

PILG

PGLI
�g (2.26)

Lorsque cette valeur est utilisée, on note d'abord une modi�cation de la représentation

spectrale du signal et une forte coloration du bruit.8>>>>><>>>>>:
Srs(k) = Ss(k) sur LG

Srs(k) =
Rc

2�g

r
�

2
Ss(k) sur LI d

0apr�es (II� 2:23)

Il en résulte une dégradation de la fonction d'intercorrélation signal reçu-code local qui in-

duit une déformation de la fonction du discriminateur avance-retard.

Par ailleurs le gain optimal obtenu en injectant dans (II-2.25) la valeur Rc = Ropt ne traduit

pas directement les performances du test. Nous avons admis jusqu'ici que ces performances

pouvaient se déduire, d'après la relation (I-1.11), du rapport signal sur bruit �. Cette re-

lation n'est valable qu'en présence de bruit blanc, la puissance du bruit en sortie du �ltre

de prédétection étant alors inversement proportionnelle au nombre d'échantillons M traités

par ce �ltre. Or le traitement appliqué ici n'est pas linéaire : le bruit est coloré. On mesure

ainsi une dégradation de la puissance du test alors que le gain de corrélation est supérieur à

l'unité. Cette dégradation peut atteindre 5dB.

� Valeur de Rc qui privilégie la statistique du bruit gaussien

Lorsque ce traitement est appliqué en présence d'un bruit blanc et gaussien, la valeur

Rc = Ropt permet de maximiser le rapport signal sur bruit en entrée du corrélateur. Il en ré-

sulte toutefois une corrélation sur le bruit et une distorsion de la fonction d'intercorrélation.

Dans [26] on propose de choisir Rc en fonction du pourcentage de composantes fréquentielles
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traitées.

Rc = Rcg tel que P [R > Rcg] =
LI

N

On obtient donc : Z +1

Rcg

R

�2
g

exp

(
� R

2

2�2
g

)
=

LI

N

Rcg = �g

s
2 � Ln

�
N

LI

� (2.27)

Le gain de corrélation est alors représenté sur la �gure (II-2.10). Le traitement est appliqué

autour de la fréquence L1 sur une bande de fréquence normalisée variant de 0 à 1. Cette re-

présentation est obtenue à partir d'une simulation de Monte Carlo. Cette simulation permet

d'établir le statistique du signal LkM (voir �gure (I-1.3)). De cette statistique on déduit sa

moyenne et sa variance qui dé�nissent le rapport T. Cette procédure permet de prendre en

compte les performances du �ltre de prédétection.
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Fig. 2.10: Gain de corrélation G� en fonction de la largeur de la bande traitée (Rc = Rcg)

Les performances mesurées ici sont supérieures à celles obtenues pour Rc = Ropt

� Valeur de Rc qui privilégie la représentation spectrale du signal

Nous dé�nissons ici la valeur de Rc qui conserve la représentation spectrale du signal. D'après

(II-2.23) on a :

Srs(k) = Ss(k) si
Rc

2�g

r
�

2
= 1 =) Rc = Rcs = 2�g

s
2

�
(2.28)
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Dans ce cas la forme de la fonction d'intercorrélation n'est pas a�ectée. Le gain de corrélation

est représenté sur la �gure (II-2.11) pour Rc = Rcs.
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Fig. 2.11: Gain de corrélation G� en fonction de la largeur de la bande traitée (Rc = Rcs)

Pour cette valeur de Rc les pertes de corrélation restent également très faibles (Gain de cor-

rélation supérieur à -1dB pour Nc = 10). Ce choix de Rc présente par ailleurs 2 avantages.

D'une part il n'entraîne pas de distorsion de la fonction d'autocorrélation. D'autre part, ne

dépendant pas de la largeur de bande excisée, il se déduit directement de la puissance du

bruit gaussien.

Performances en présence d'un signal d'interférence

L'étude qui précède montre que, en présence d'un bruit gaussien, le traitement qui

conserve la phase du signal est plus performant que la technique d'excision qui

annule signal et bruit dans la bande traitée. Nous évaluons ce traitement en présence

d'un signal d'interférence à partir d'une simulation de Monte Carlo. Le module est �xé à

Rc = Rcs sur la plage des fréquences de l'interférence. Cette valeur ne modi�e pas la re-

présentation spectrale du signal et o�re, d'après l'étude qui précède, des performances qui

sont comparables à celles mesurées Rc = Rcg. Le signal d'interférence est un signal sinusoïdal

balayée linéairement autour de la fréquence L1. La largeur de la bande traitée dépend du

coe�cient k! de la modulation. De la statistique du signal LkM (voir �gure 1.3) on déduit

le rapport signal sur bruit dé�ni par (I-1.8) qui permet de mesurer le gain de corrélation.

Ce gain est estimé pour 3 valeurs du nombre d'échantillons par chip Nc et représenté �gure
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(II-2.12). Il est comparé à celui obtenu par le traitement précédent qui annule l'énergie dans

la bande du signal d'interférence (Méthode 1).
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Fig. 2.12: Gain de corrélation G� mesuré en fonction de la pente de la modulation

Ces graphes montrent que les fortes améliorations constatées en présence de

bruit gaussien sont peu signi�catives en présence du signal d'inteférence.

2.3 Comparaison des 2 techniques de �ltrage

La méthode 1, qui réalise l'excision des fréquences altérées par le signal d'interférence, est

simple de mise en ÷uvre. En présence d'un signal d'interférence, lorsque la largeur de la

bande excisée reste faible, elle o�re un gain de corrélation comparable à celui obtenu avec

la méthode 2. Lorsque le lobe principal du signal GPS est entièrement a�ecté par le signal

d'interférence la méthode 2, qui préserve la phase du signal, o�re de meilleures performances.

Elle permet alors un gain de l'ordre de 2dB. Ses performances dépendent cependant de la

valeur de Rc qui est imposée par le traitement. La valeur de Rc = Rcs, dé�nie par la relation

(II-2.28), a été retenue parce qu' elle préserve la représentation spectrale du signal. Elle

se déduit de la puissance du bruit gaussien. Sa mise en ÷uvre nécessite donc une bonne

estimation de ce paramètre.
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2.4 Estimation de la puissance du bruit gaussien

Objectif

Le problème est d'estimer la puissance du bruit gaussien. De cette puissance on déduit

d'une part les composantes a�ectées par le traitement, d'autre part le niveau du module

de la représentation fréquentielle dans le traitement qui conserve la phase du signal. Les

techniques utilisées dans [26] et [29] utilisent la moyenne et la variance du module pour cette

estimation. Ces méthodes sont peu précises. Elles sont paramétrées en fonction de la nature

de l'interférence. Nous proposons ici une technique d'estimation qui utilise l'histogramme

cumulé du module.

Principe

En l'absence d'interférence, et pour des rapports signal sur bruit gaussien petits devant

l'unité, le module obtenu dans la représentation de Fourier suit une loi de Rayleigh (voir

équation (II-2.1). En présence d'une interférence la loi de probabilté est modi�ée. On admet

que la fenêtre de pondération appliquée dans le domaine temporel permet de concentrer

l'énergie de l'interférence dans le lobe principal. On peut donc considérer que le module de

la représentation en fréquence n'est pas a�ectée aux faibles amplitudes qui caractérisent le

bruit gausssien. La �gure (II-2.13) représente l'histogramme et l'histogramme cumulé du

module obtenu en présence d'une interférence.
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Fig. 2.13: Histogramme et histogramme cumulé du module de la représentation de Fourier

Dans la région proche de zéro nous pouvons considérer que la loi de probabilité suit une loi

de Rayleigh et exprimer la variance du bruit gaussien à partir de la fonction de répartition
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du module.

fRg
(R) =

R

�2
g

exp

(
� R

2

2�2
g

)
1R�0

FRg
(R) =

Z
R

�1
fRg

(u)du = 1� exp

(
� R

2

2�2
g

)
1R�0 et �

2
g =

R
�
1 � FRg (R)

�
dFRg (R) =dR

En linéarisant la fonction de répartition sur un intervalle �R de l'histogramme cumulée on

obtient l'expression de �2
g
sur cet intervalle:

�
2
g
=

R�R
�
1� FRg

(R)
�

�FRg

(2.29)

En pratique il est préférable de travailler sur des tranches équiproblables. On note Nec le

nombre d'échantillons par tranche. L'histogramme cumulée présentent donc des "marches"

de hauteur Nec. Une représentation en est donnée �gure (II-2.14).
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Fig. 2.14: Histogramme cumulé établi sur des tranches équiprobables

L'expresssion (II-2.29) devient alors :

�
2
g
=

(R (lNec) +R ((l + 1)Nec)) (R ((l + 1)Nec)�R (lNec)) (N � lNec � 1=2Nec)

2Nec

�
2
g
=

(R2 ((l + 1)Nec)�R
2 (lNec)) (2N � (2l + 1)Nec)

4Nec

(2.30)

La variance �2g peut alors être estimée en moyennant les résultats obtenus sur les tranches

considérées. Les tranches supérieures a�ectées par le signal d'interférence sont éliminées. On
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représente sur la �gure (II-2.15) la distribution de l'erreur d'estimation sur l'écart type �g.

Cette erreur est prise en valeur relative lorsque le signal d'interférence est constitué de Nj

brouilleurs. L'histogramme est obtenue à partir de 10000 représentations fréquentielles. Pour

chacune d'elles le nombre de brouilleurs, la fréquence et l'amplitude de ces brouilleurs sont

générés de manière aléatoire. Le nombre de brouilleurs peut ainsi varier de 0 à 20. Le bruit

gaussien est de fréquence unitaire et la puissance des brouilleurs est comprise entre 0 et

60dB. Une de ces représentations est donnée sur la partie gauche de la �gure.
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Fig. 2.15: Histogramme de l'erreur d'estimation relative
�g estim�ee � �g

�g

Cette technique d'estimation donne de bons résultats. La précision obtenue sur l'estimation

de l'écart type est satisfaisante, inférieure à 20%, de 10% en moyenne. Elle nécessite toutefois

le classement en ordre croissant des échantillons du module de la représentation de Fourier.

Méthode simpli�ée

Pour éviter le tri des échantillons nous proposons une évolution de la méthode présentée.

L'estimation est alors réalisée sur une seule tranche obtenue après élimination des échan-

tillons de plus forte amplitude. L'algorithme nécessite alors les 3 étapes suivantes :

- Elimination des échantillons de plus forte amplitude,

- Recherche du minimum,

- Recherche du maximum.

On représente sur le �gure (II-2.16) la nouvelle distribution de l'erreur relative mesurée éta-

blie à partir de 10000 réalisations fréquentielles.
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Le bruit d'estimation est supérieur à celui obtenu avec la méthode précédente puisque le

traitement ne permet pas ici de moyenner sur plusieurs tranches. Une amélioration peut

alors être obtenue, en supposant que la puissance du bruit blanc varie lentement dans le

temps, par un �ltrage de la solution obtenue (�g(n) = k�g estim�e+ (1� k)�g(n� 1)).

2.5 Conclusions

Le �ltrage fréquentiel permet de rejeter e�cacement les signaux d'interférence. Appliqué à

chaque bloc il permet de s'adapter rapidement à ces signaux. La dégradation apportée sur

le signal dépend de la largeur de la bande excisée. La méthode proposée ici pour le calcul du

seuil d'excision permet de restreindre cette bande aux composantes modi�ées par l'interfé-

rence. Les pertes de corrélation mesurées dépendent alors de la taille des blocs à l'entrée de

la TFD, du nombre d'échantillons par chip, de la nature et de la fréquence des brouilleurs.

En présence d'un seul brouilleur à fréquence �xe ces pertes restent faibles. Lorsque les blocs

sont de taille 512 ces pertes sont du même ordre que celles obtenues en présence du �ltre tem-

porel à encoche utilisant un coe�cient �0 = 0; 95 (0,2dB pour Nc = 2, 0,6dB pour Nc = 5,

1.2dB pour Nc = 10). Lorsque le brouilleur est modulé linéairement en fréquence la plage

des fréquences a�ectées est plus importante. Sa largeur croit avec k! qui représente la pente

de la modulation. La technique qui conserve la phase permet alors, par rapport à la méthode

qui annule l'énergie du signal, de réduire les pertes lorsque la bande de fréquence a�ectée par

le brouilleur est importante. On mesure ainsi sur la �gure (II-2.12) une légère amélioration,
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de l'ordre de 2dB, lorsque cette bande est égale à la moitié de la bande occupée par le lobe

principal du signal GPS.

Nos conclusions sont donc les suivantes :

� La technique de �ltrage fréquentiel présente l'avantage de s'adapter immédiatement au

signal d'interférence.

� Le seul paramètre de réglage concerne la taille des blocs.

� Les pertes de corrélation dépendent de la taille de ces blocs.

� Le traitement doit être réalisé sur des blocs entrelacés après application d'une fenêtre

de pondération.

� Les pertes de corrélation devant rester faibles la première technique qui annule le signal

et l'interférencepeut être appliquée pour sa simplicitéde mise en ÷uvre (le gain apporté

par la deuxième technique n'est sensible (de l'ordre de 2dB) que pour de fortes pertes

de corrélation).

� La technique de �ltrage fréquentiel ne peut être utilisée en présence d'un brouilleur

pulsé de forte puissance qui di�use son énergie dans tout le spectre.

� En présence de brouilleurs modulés linéairement en fréquence la largeur de la bande

excisée croît avec la pente k!. Les pertes de corrélation dépendent alors de la valeur

de cette pente.
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Chapitre 1

Détection d'un signal dans un bruit non

gaussien

Dans la deuxième partie de ce document nous avons proposé une évolution du récepteur dé�ni

en présence de bruit blanc gaussien pour améliorer ses performances en présence d'interfé-

rence bande étroite. Cette évolution est basée sur un �ltre de blanchiment placé à l'entrée

du corrélateur. Des �ltres rejecteurs adaptatifs sont utilisés pour annuler dans le domaine

temporel ou dans le domaine fréquentiel les composantes spectrales modi�ées par l'interfé-

rence. L'étude réalisée a montré les limites de ces techniques. Appliquées dans le domaine

temporel ces méthodes ne permettent pas la poursuite de brouilleurs variants rapidement

dans le temps. De même, dans le domaine fréquentiel, le �ltrage opéré peut conduire, en

présence d'interférence de bande semi étroite, à la dégradation du signal GPS.

Nous proposons de redé�nir ici le récepteur optimum en présence de bruit non gaussien. Le

signal GPS étant noyé dans le bruit (rapport signal sur bruit faible), nous appliquons la

théorie de la détection classique pour dériver le récepteur optimum. Nous posons ici le pro-

blème dans un cas simple en supposant les paramètres �; !d; �0 correctement estimés. Nous

obtenons alors à l'entrée du détecteur optimum un signal unidimensionnel qui représente le

signal en bande de base.

Ce chapitre nous permet de dégager, pour ce modèle simpli�é, les principes du

détecteur optimum et de présenter les performances obtenues pour di�érentes

représentations du bruit. Nous admettons ici que cette technique préserve le

signal GPS. Pour caractériser les performances de cette méthode nous utilise-

rons donc le gain de traitement qui permet de mesurer la réjection sur le signal

d'interférence. Ces performances sont, dans un premier temps, évaluées de manière ana-

lytique pour certains modèles de bruit. Cette étude est complétée par une simulation de

Monte-Carlo, e�ectuée pour des modèles de bruit plus complexes.
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1.1 Dé�nition du détecteur optimum

1.1.1 Principe

Il s'agit de dé�nir ici la structure du détecteur optimum. Ce détecteur est appliqué au signal

d'entrée du corrélateur Zn dé�ni par la relation (I-1.4). Pour simpli�er cette étude nous

considérons ici le signal unidimensionnel qui serait obtenu pour un récepteur cohérent. Nous

ne prenons donc pas en considération la phase du signal d'entrée. Le signal Zn est alors un

signal réel de la forme :

Zn = Ac:Pn +Wn = Sn +Wn

où Sn représente le signal GPS en Bande de base et Wn représente le bruit.

S(n) 2 (�Ac;+Ac)

Le bruit est représenté par les échantillonsWn qui modélisent le bruit gaussien et les signaux

d'interférence. N'ayant pas de connaissance sur la structure de corrélation des brouilleurs,

nous considérons dans ce chapitre des bruits indépendants et stationnaires. Par ailleurs nous

supposerons connue la loi de densité de probabilité fw qui décrit la statistique de ce bruit et

nous supposerons que :

fw(x) existe; paire et d�erivable (1.1)

f
0

w
(x) =

dfw(x)

dx
existe et

Z +1

�1
jf 0
w
(x)jdx <1;

Z +1

�1
f
0

w
(x)dx = 0 (1.2)

f
0

w
(x) fonction impaire (1.3)Z +1

�1
f
"
w
(x)dx =

h
f
0

w
(x)

i+1
�1

= 0 (1.4)

Le signal à détecter est donc le signal GPS dont les échantillons sont notés Sn. S'agissant

d'un signal de faible puissance (rapport signal sur bruit faible), il convient d'employer, pour

extraire ce signal, le détecteur localement optimal ([30] , pp 5-8, pp34-38), dé�ni autour de

l'hypothèse H0 correspondant à l'absence de signal. Pour dériver ce récepteur optimum on

traite le problème de détection correspondant aux 2 hypothèses ci-dessous :

H1 : Zn = Sn +Wn signal petit devant le bruit

H0 : Zn = Wn pas de signal

On note Z
	
le vecteur d'observation ,

Z
	
= (Z1; Z2; ::::; ZN)
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et f0Z
	

(z1; z2; ::::; zN) la loi de probabilité de Z
	
sous H0, f

1

Z
	

(z1; z2; ::::; zN) la loi de probabilité

de Z
	
sous H1. L'approche de Neyman-Pearson pour ce problème consiste à déterminer la

région de décision R1, région d'acceptation de l'hypothèse H1, de manière à maximiser la

probabilité de détection pour un niveau de fausse alarme donné Pfa.

On montre que la stratégie optimale revient à comparer à un seuil déterminé par la contrainte

Pfa, le rapport de vraisemblance �(Z
	
) [29] :

�(Z
	
) =

f
1

Z
	

(Z1; Z2; ::::; ZN)

f
0

Z
	

(Z1; Z2; ::::; ZN)
=

f
1

Z
	

(Z
	
)

f
0

Z
	

(Z
	
)
>< seuil (1.5)

Pour développer l'expression �(Z
	
), nous exprimons les lois, sous les 2 hypothèses H0 et H1 :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

f
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Z
	

(Z
	
) =

NY
n=1

fw(Zn) = Fw(Z
	
)

f
1

Z
	

(Z
	
) =

NY
n=1

fw(Zn � Sn) = Fw(Z
	
� S
	
)

Pour des signaux de faible rapport signal à bruit, sous l'hypothèse composite H1, le signal

prend des valeurs proches de celles correspondants à l'hypothèse simple H0. Ceci rend les

décisions di�ciles. On considère alors que la loi de densité de probabilité est linéaire dans

cette région. Sous cette hypothèse on décompose f1Z
	

en série de Taylor autour de Z
	
. On

obtient au premier ordre :

f
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) = Fw(Z

	
)�

NX
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@Fw(Z
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Sn +O(S2) (1.6)
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Le rapport de vraisemblance de l'équation (III-1.5) devient :

�(Z
	
) = 1�

NX
n=1

Sn
f
0

w

fw
(Zn) (1.8)

Dans ces conditions la probabilité de détection PD s'écrit :

PD =

Z
D1

f
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On note PFA la probabilité de fausse alarme et on obtient :

PD = PFA �
Z
D1

Fw (Z)
NX
n=1

Sn
f
0

w

fw
(Zn) dZ1dZ2:::dZN (1.9)

Si on choisit une règle de décision qui impose PFA on obtient la formulation du détecteur

localement optimum �lo(Z
	
) qui maximise la probabilité de détection.

�lo(Z
	
) = � 1

N

NX
n=1

Sn:

 
f
0

w

fw

(Zn)

!
=

1

N

NX
n=1

Sn:Gw(Zn) (1.10)

Où Gw(Zn) est, sauf pour des modèles de bruit particuliers, une fonction non linéaire.

Gw(Zn) = Glo = �
f
0

w

fw
(Zn) (1.11)

Le rapport �lo dépend de la loi de densité de probabilité du bruit ce qui signi�e que l'exis-

tence et la puissance du test seront fonction du modèle de bruit.

Remarque :

Sur la �gure (III-1.1) on retrouve l'expression de l'opérateur lorsque la décision est appliquée

à un échantillon Zn du signal.

Fig. 1.1: Principe du détecteur localement optimal
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En linéarisant la loi de probabilité autour de H0 on obtient :

f
1
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=
fw(Zn)� Snf

0
w
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fw(Zn)
= 1 � Sn

f
0
w
(Zn)
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(1.12)
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1.1.2 Architecture du récepteur optimum

De l'expression de �lo donnée en (III-1.10) on déduit l'architecture du récepteur optimum

présentée �gure (III-1.2) :
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Fig. 1.2: Architecture du récepteur optimum

Cette architecture di�ère, de par la présence de l'opérateur non linéaire Gw, du récepteur

adapté dé�ni en présence de bruit gaussien.

1.1.3 Propriété de l'opérateur

Pour étudier les propriétés du détecteur nous aurons besoin dans les développements qui

suivent des caractéristiques statistiques de l'opérateur Gw et de sa dérivée. Ces caractéris-

tiques sont déduites des propriétés de la loi de densité de probabilité du bruit données en

(III-1.1)-(III-1.4).

Expression de l'opérateur :

Gw(x) = �
f
0

w

fw
(x) fonction impaire (1.13)

Espérance de l'opérateur :
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Espérance de la dérivée de l'opérateur :
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L'espérance deGw étant nulle, I(fw) représente la variance de l'opérateurGw. Nous étudierons

I(fw) appelée information de Fisher ([30], pp42-47) pour des modèles d' interférence classiques

(bruit gaussien, bruit sinusoïdal,...). Nous admettrons dans les développements qui suivent

que l'information de Fisher I(fw) associée à fw est �nie :

I(fw) =

Z +1

�1
G
2
w
(x)fw(x)dx <1 (1.16)

1.1.4 Convergence du test

Pour l'étude de la convergence nous supposons que le processus est stationnaire et ergodique.

� Sous l'hypothèse H0 le rapport �lo converge asymptotiquement vers 0:

�lo(Z
	
)jZn=Wn

=
1

N

NX
n=1

Sn:Gw(Wn)

et lim
N!1

1

N

NX
n=1

Sn:Gw(Wn) = EfSng:E fGwg = 0 (1.17)

� Sous l'hypothèse H1, le rapport converge �lo asymptotiquement vers Ps:I(fw) :

�lo(Z
	
)jZn=Wn+Sn =

1

N

 
NX
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Sn:Gw(Wn) +
NX
n=1

S
2
n
G
0

w
(Wn)

!

et lim
N!1

�lo(Z
	
)jZn=Wn+Sn = EfS2

n
g:E

n
G

0

w
(Wn)

o
= Ps:I(fw)

(1.18)

Le test converge sous les 2 hypothèses.

� Sous H0,
p
N�̂lo

Loi! N (0;PsI(f)) : �lo converge presque sûrement vers 0

avec une variance qui vaut 1
N
Ps:I(fw).

� Sous H1, �lo converge vers PsI(fw)

La capacité de détection dépend de la puissance du signal et de I(fw), c'est à dire du modèle

de bruit.

1.1.5 Fonction à maximiser en présence des termes d'ordre 2

Dans le récepteur adapté présenté chapitre précédent nous utilisons un détecteur quadra-

tique. Nous mesurons ici l'in�uence des termes quadratiques. Nous utiliserons ces résultats
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dans le chapitre qui suit. Le développement à l'ordre 2 de l'équation (III-1.6) donne :

f
1

Z
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) = Fw(Z

	
) �

NX
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@Fw(Z
	
)
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1

2

NX
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2
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)

@Zn@Zm
SnSm + o(S2) (1.19)

Avec d'après (III-1.7):
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(1.20)

De (III-1.19) et (III-1.20) on déduit � (Z) :

�(Z
	
) = 1�
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+o(S2) (1.21)

Dans la formulation de la fonction à optimiser (III-1.21) on retrouve le terme du premier ordre

qui conduit à la dé�nition de l'indicateur �lo. Cet indicateur dé�nit le récepteur optimum

dont découle l'architecture présentée �gure (III-1.2).

En ce qui concerne la convergence des termes fonction de S2n nous avons d'après (III-1.15) :

lim
N!1

1

N

NX
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S
2
n

0@ f"w
fw

(Zn)

!
�
 
f
0

w
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!21A = �PsI(fw); p:s: sous H0 et H1 (1.22)
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Et d'après (III-1.17) et (III-1.18) :

lim
N!1

1

N

 
NX
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f
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w
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!2
Loi
= (N (0; PsI(f)))

2
sous H0 (1.23)
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= (N (0; PsI(f)))

2
sous H1 (1.24)

Nous obtenons pour cet indicateur une variable aléatoire qui converge en loi vers une loi du

�
2. Par contre on a :

lim
N!1

1
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f
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!2
= 0 sous H0 (1.25)

lim
N!1
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!2
= P

2
s
:I
2(fw)sous H1 (1.26)

En conclusion ne présentent un intérêt que les termes du 2eme degré qui dépendent de l'hy-

pothèse sur le paramètre. Le premier terme qui converge vers �PsI(fw) quelque soit l'état

de l'entrée est écarté de l'expression du test. On ne conservera que le deuxième terme qui

représente le carré de �ol dans l'expression du détecteur quadratique.

�q =
1

N2

 
NX
n=1

Sn
f
0

w

fw
(Zn)

!2
(1.27)

Nous utiliserons ce résultat dans le chapitre suivant qui dé�nit le détecteur quadratique

optimum.

1.2 Performances du détecteur optimum

Les performances du récepteur GPS dépendent du rapport signal sur bruit à l'entrée des

boucles de corrélation. Pour les techniques présentées au chapitre 2 nous avons

utilisé comme critère la mesure du gain de corrélation � dé�ni par la relation

(I-1.13). En admettant que le �ltre éliminait totalement le signal d'interférence

(gain de traitement � jg) cela revenait à la mesure de la puissance d'intercor-

rélation Rpfp en zéro. Nous considérons ici que le �ltre préserve le signal GPS.

Le gain de corrélation est alors unitaire. Les performances dépendent de l'atté-

nuation apportée sur le signal d'interférence. Nous mesurons donc ici le gain de

traitement, c'est à dire la di�érence en dB entre les rapports signal sur bruit

(gaussien+interférence) mesurés avant et après traitement.
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Pour estimer le rapport signal sur bruit, en l'absence et en présence de l'opérateur non

linéaire Gw nous utilisons le modèle du corrélateur dé�ni ci dessous pour un signal unidi-

mensionnel.

-Zn
Gw(Zn) = � f

0

w

fw
(Zn)

En présence de l'opérateur

-

�n

En l'absence de l'opérateur ��
��
��@@

-
Cn

6

Sn

1
N

PN
n=1 (:)

-Seuil

Fig. 1.3: Architecture du corrélateur

1.2.1 Rapport signal sur bruit en l'absence de l'opérateur

A l'entrée du récepteur numérique le signal s'écrit :

Zn = Ac:Pn +Wn = Sn +Wn Signal + Bruit

Sn 2 (�Ac;+Ac)

On peut exprimer, en sortie du corrélateur, les puissances de chaque composante et en déduire

le rapport signal sur bruit (voir (I-1.10)) :

Cn = S
2
n
+ SnWn
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4
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E

n
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Puissance du bruit

(1.28)

�sans op�erateur =
A
2
c

EfW 2
n
g (1.29)

1.2.2 Rapport signal sur bruit en présence de l'opérateur

Pour exprimer le rapport signal sur bruit nous développons autour du bruit, comme nous

l'avons fait pour le rapport de vraisemblance (voir équation (III-1.18)), l'expression du signal

(noté �) en sortie de l'opérateur Gw :

�n = Gw(Zn)jZn=Wn+Sn = Gw (Wn + Sn)

= Gw(Zn)jZn=Wn+Sn = Gw(Wn) +G
0

wn
:Sn

= Gw(Zn)jZn=Wn+Sn = Gw(Wn) +

0@ f 0w
fw

(Wn)�
f
00

w

fw
(Wn)

!21A :Sn

(1.30)
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En sortie de l'opérateur le bruit est a�ecté de la non linéarité. Le gain sur la composante

signal dépend de la pente de la non linéarité.

Puissance du signal en sortie du corrélateur

Cn = S
2
n
G
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+ SnGw (Wn)
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n
G
0
wn

o�2
Puissance du signal

On obtient d'après (III-1.15) :
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4
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G
0

wn
représente le gain appliqué localement (autour de Wn) au signal. La puissance du signal

en sortie du corrélateur se déduit de l'espérance de G
0

wn qui représente I(fw).

Puissance du bruit en sortie du corrélateur

Pw = E

n
C
2
n

o
� (E fCng)2

Pw = A
2
c
E

n
(Gw (Wn))

2
o

Pw = A
2
c
I(fw) D0apr�es (III� 1:15)

Le bruit est centré et de puissance proportionnelle à I(fw).

Rapport signal sur bruit en sortie de l'opérateur

Le rapport signal sur bruit a donc pour valeur :

�avec op�erateur =
A
4
c
:I
2(fw)

A2
c
:I(fw)

= A
2
c
:I(fw) (1.32)

1.2.3 Gain de traitement

On en déduit le gain de traitement :

�sans op�erateur =
A
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EfW 2
n
g
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Gt =
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(1.33)
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Le gain dépend de la forme et de la puissance du bruit. Nous véri�ons que le gain de

traitement est supérieur à 1, c'est à dire que l'opérateur non linéaire améliore le rapport

signal à bruit.

Gt = EfW 2
n
g:I(fw) = EfW 2

n
g:E

n
G
2
w

o
(1.34)

Nous utilisons l'inégalité de Schwartz :

(E fWn:Gwg)2 � E

n
W

2
n

o
:E

n
G
2
w

o
(1.35)

L'égalité est obtenue si et seulement si Gw(Wn) = �Wn, c'est à dire si Wn est un bruit

gaussien. Dans le cas contraire, en supposant que :Z +1

�1
jxf 0

w
(x)jdx <1 et lim

jxj!1
xfw(x) = 0:

on obtient :

E fWn:Gwg =
Z +1

�1
�xf 0

w
(x)dx = [�xfw(x)]+1�1 +

Z +1

�1
fw(x)dx = 1 (1.36)

Le gain de traitement est donc supérieur ou égal à 1 : l'opérateur améliore le

rapport signal à bruit dès lors que le bruit est non gaussien.

1.3 Application à des bruits particuliers

1.3.1 Bruits gaussiens

L'opérateur non linéaire est déduit de la loi de densité de probabilité du bruit :

Gw(x) = �
f
0

w
(x)

fw(x)
(1.37)

On a donc dans le cas gaussien :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
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(1.38)

L'opérateur est linéaire et le gain de traitement est égal à 1 :

I(fw) = E

n
Gw

2(x)
o
=
Z +1

�1
G
2
w
(x)fg(x)dx =

1

�2
g

(1.39)
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La puissance du bruit est :

EfW 2
n
g = �

2
g

(1.40)

Ei le gain de traitement est égal à 1.

Gt = 1 (1.41)

1.3.2 Bruits sinusoïdaux

On considère ici que le bruit est un signal sinusoïdal de valeur e�cace �j. Sa loi de densité

de probabilité est :

fw(x) = fj(x) =
1

�j�
p
2

1r
1 � x2

2�2
j

avec : jxj < �j

p
2 (1.42)

Et :

Gw(x) = Gj(x) = �
f
0

j
(x)

fj(x)
= � x

2�2
j

�
1� x2

2�2
j

� (1.43)
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Fig. 1.4: Lois pour �j = 1

Pour ce type de bruit la propriété (III-1.2) n'est pas véri�ée. L'opérateur Gw est in�ni aux

valeurs extrèmes du bruit et le gain de traitement est théoriquement in�ni.

Il faut toutefois remarquer que, en pratique, l'opérateur ne pourra prendre des valeurs à l'ex-

térieur de la plage de quanti�cation [�AM;AM] et l'expression de l'opérateur est la suivante :

GQ(x) =

8>>><>>>:
�AM si Gw(x) � �AM

G(x) si jGw(x)j � AM

AM si Gw(x) � AM
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1.3.3 Bruits composites : bruit sinusoïdal + bruit gaussien

On s'intéresse ici à un bruit constitué d'un signal sinusoïdal et d'un bruit gaussien. Les lois

de densité de probabilité respectives sont :

fj(x) =
1

�j�
p
2

1r
1� x2

2�2
j

avec : jxj < �j

p
2 (1.44)

fg(x) =
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2�2
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(1.45)

La loi de W = J +G est :

fw(x) =
Z +�j

p
2

��j
p
2
fj(y):fg(x� y)dy (1.46)

On calcule numériquement cette intégrale, en posant, pour supprimer les singularités aux

bornes :

y = �j

p
2 cos (�)dy = ��j

p
2 sin (�) (1.47)

On obtient :

fw(x) =
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��g

p
2�

Z
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0
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0B@�
�
x� �j

p
2 cos (�)

�2
2�2

g

1CA d� (1.48)

Les représentations des lois fw et des lois Gw obtenues numériquement sont représentées

�gure (III-1.5), pour di�érentes valeurs du rapport J=G (J, puissance du bruit sinusoïdal et

G, puissance du bruit gaussien).
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Fig. 1.5: Lois pour des rapports J/G variant de 0dB à 40dB
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Le gain de traitement est également calculé de manière numérique, à partir de ces représen-

tations. Les résultats sont présentés dans le tableau (III-1.3.3).

Rapport J/G 0dB 3dB 10dB 20dB 30dB 40dB

Gain de Traitement 0,1dB 0,8dB 4,7dB 11,9dB 19,6dB 27,6dB

Tableau 1.3.3 : Gain de Traitement

1.4 Simulation du récepteur optimum

1.4.1 Conditions de simulation

Il s'agit d'évaluer le gain de traitement à partir d'une simulation réalisée sur 20 millions

d'échantillons. Le modèle de simulation est donné �gure (III-1.6). La puissance du signal est

maintenue 20dB en dessous de la puissance du bruit gaussien.
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Estimations des lois fw et Gw

Estimation du Gain Théorique
?

6?

Fig. 1.6: Modèle de simulation

1.4.2 Représentations du bruit

Nous étudions dans ce cas le comportement du détecteur pour di�érentes représentations du

bruit :

� Bruit blanc gaussien
L'opérateur optimal ne présente dans ce cas aucun intérêt. Nous validons dans cette con�-

guration les conditions expérimentales (quanti�cation, estimation, etc). Nous véri�ons que

le gain de traitement est égal à l'unité.

� Bruit blanc gaussien+1CWI, J=G 2 [10dB; 20dB; 30dB; 40dB]



128 Détection d'un signal dans un bruit non gaussien

Nous mesurons les performances du traitement qui, conformément à l'étude théorique, sont

d'autant meilleures que J=G est grand. Nous ne prenons que des valeurs de J=G supérieures

ou égales à 10dB puisque nous avons montré que le gain de traitement est faible en deça de

cette valeur. La simulation est également appliquée à des brouilleurs modulés en fréquence

et à des brouilleurs pulsés.

� Bruit blanc gaussien + 2 CWIs, J1=G = J2=G = 30dB

� Bruit blanc gaussien +3 CWIs, J1=G = J2=G = J3=G = 30dB

� Bruit blanc gaussien + CWI pulsée à 50%; J=G = 30dB

� Bruit blanc gaussien + CWI balayée sur �f = 0; 1 à 10�5Hz, J=G = 30dB

1.4.3 Estimation des lois fw et Gw

Estimation de la loi de densité de probabilité

En prenant pour hypothèse que la densité de probabilité du bruit est égale à la densité de

probabilité du signal appliqué à l'entrée de l'opérateur (rapport bruit sur signal > 20dB :

Wn ' Zn), il est possible d'estimer fw à partir des échantillons Zn.

Cette opération est réalisée à partir d'échantillons quanti�és sur Nn = 256 niveaux. Le facteur

de crête à l'entrée du quanti�eur est �xée à kc = 1.7 (appliqué en présence d'interférence pour

des brouilleurs pulsés). Cette valeur du facteur de crête entraîne, pour des bruits gaussiens,

des bruits de quanti�cation et d'écrêtage de puissances respectives :

Nq =
1

3

 
kc

Nn

!2
erfc(

kcp
2
):�2 = 1; 3:10�5�2 (1.49)

Ne =

0@�1 + k
2
c

�
erfc

 
kp
2

!
�
s
2

�
kce

� k
2

2

1A :�
2 = 0; 027�2 (1.50)

Nous obtenons ainsi une représentation discrète de la loi de fw en réalisant, sur des pa-

quets de 2048 échantillons, des histogrammes sur 256 tranches réparties uniformément sur

[�kc
p
Pw : +kc

p
Pw] où Pw est la puissance du bruit.

Dans cette partie nous ne traitons que des signaux stationnaires. Nous pouvons donc ap-

pliquer un �ltrage temporel de manière à ramener la variance d'estimation à une valeur

négligeable. Pour des bruits gaussiens nous appliquons sur l'histogramme obtenu un �ltrage

spatial réalisé sur 5 tranches adjacentes.

Sur la �gure (III-1.7) nous montrons les lois de densité de probabilité obtenues pour di�é-

rentes représentations du bruit.
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Fig. 1.7: Lois de densité de probabilité estimées

Estimation de la loi non linéaire

La loi Gw est déduite de la loi de densité de probabilité estimée, la dérivée de fw étant obtenue

par di�érence de 2 tranches successives de l'histogramme.

La �gure (III-1.8) représente les lois non linéaires obtenues à partir des lois de probabilités

estimées ci-dessus.
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1.4.4 Estimation du gain de traitement théorique

Le gain de traitement théorique est directement déduit des équations (III-1.33) qui utilisent

l'information de Fisher I(fw) :

Gt =
�avec op�erateur

�sans op�erateur
= EfW 2

n
g:I(fw) (1.51)

I(fw) qui représente la variance du bruit �ltré par l'opérateur non linéaire est calculée nu-

mériquement à partir des estimations Gw représentées �gure (III-1.8). Le tableau (III-1.4.4)

donne les gains théoriques ainsi obtenus. Ces résultats sont cohérents, dans le cas de bruits

"gaussien+1CWI", avec ceux du tableau (III-1.3.3) établi dans l'approche théorique.

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien gaussien

+ 1 CWI + 1 CWI +1 CWI + 1 CWI

Rapport J/G 10dB 20dB 30dB 40dB

Gain estimé -1dB 2,7dB 12dB 19,4dB 26,7dB

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien

+2 CWIs +3 CWIs +1 CWI pulsée +1 CWI balayée

Rapport J/G 30dB 30dB 30dB 30dB

Gain estimé 12,6dB 10,2dB 23,6dB 19,3dB

Tableau 1.4.4 : Gains théoriques estimés en simulation

1.4.5 Estimation des densités spectrales de puissance

Les densités spectrales sont obtenues par la méthode du périodogramme cumulé appliquée

à des paquets de 2048 échantillons.

Nous représentons �gures (III-1.9) et (III-1.10) les densités spectrales avant et après l'opé-

rateur pour les signaux étudiés. Le traitement réalisé permet un adoucissement du spectre

en sortie particulièrement marqué pour des niveaux de J=S élevés.
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Fig. 1.9: Bruits gaussien, gaussien+cwi : Densités spectrales de puissance
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Fig. 1.10: Interférences multiples, pulsée, balayée : Densités spectrales de puissance

1.4.6 Estimation du gain de traitement par corrélation

Le gain de traitement est obtenu par corrélation conformément aux relations (III-1.28). La

puissance du signal est déduite de la moyenne du signal, noté Cn sur la �gure (III-1.6) qui

présente le simulateur, et la puissance totale de la moyenne quadratique de ce signal Cn.
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L'estimation de ces 2 grandeurs permet d'obtenir le gain de traitement :8>>>>>><>>>>>>:

�avec op�erateur =
(EfCng)2

EfC2
n
g � (EfCng)2

Gt =
�avec op�erateur

�sans op�erateur

(1.52)

Ce gain est donc déduit des estimations réalisées en simulation à partir de 20 millions d'échan-

tillons du signal d'entrée. Le tableau (III-1.4.6) présente les résultats obtenus et rappelle les

gains théoriques estimés à partir de I(fw) donnés tableau (III-1.4.4). On peut constater que

les 2 méthodes d'estimation du gain donnent des résultats similaires. Par ailleurs, conformé-

ment à l'étude théorique, les performances obtenues pour des rapports J=S élevés justi�ent

cette évolution du récepteur adapté pour la réjection des signaux d'interférence.

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien gaussien

+ 1 CWI + 1 CWI +1 CWI + 1 CWI

Rapport J/G 10dB 20dB 30dB 40dB

Gain estimé -1dB 2,7dB 12dB 19,4dB 26,7dB

à partir de I(fw)

Gain estimé -0,4dB 4dB 11,4dB 19,2dB 25,2dB

par corrélation

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien

+2 CWIs +3 CWIs +1 CWI pulsée +1 CWI balayée

Rapport J/G 30dB 30dB 30dB 30dB

Gain estimé 12,6dB 10,2dB 25,6dB 19,3dB

à partir de I(fw)

Gain estimé 10,7dB 11,9dB 24,4dB 18,9dB

par corrélation

Tableau 1.4.6 : Gains théoriques et Gains par corrélation obtenus en simulation

1.5 Conclusions

Dans le cadre de nos travaux visant la réjection des signaux de brouillage. Il est donc intéres-

sant d'utiliser le détecteur optimum appliqué au signal monodimensionnel avant les boucles

de corrélation. Cette étude amène plusieurs remarques :
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� Le gain de traitement dépend de la variance de Gw. De part la construction de Gw, le

gain sera d'autant meilleur que le support de fw est étroit (concentration du signal en am-

plitude).

� En présence d'un bruit sinusoïdal le gain de traitement théorique est in�ni. La technique

ne dégradant pas le signal GPS, nous obtenons alors pour le rapport � dé�ni par la relation

(I-1.9) la valeur idéale obtenue en l'absence d'interférence.

� Le gain de traitement se dégrade lorsque le nombre de CWIs augmente, la statistique

du bruit prenant l'allure d'une gaussienne (Cf �gure (III-1.11)). Le gain de traitement ob-

tenu est alors très faible (3.6dB pour 10 CWIs),
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fw        
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Fig. 1.11: Loi de probabilité pour 10 CWIs

� La mise en ÷uvre passe par une estimation de la loi de densité de probabilité. Dans les

phases transitoires (apparition ou disparition d'un signal d'interférence) l'estimation de la loi

de densité de probabilité, qui ici est réalisée par �ltrage temporel des histogrammes obtenus

sur des paquets de 2048 échantillons du signal, n'est pas correcte et le détecteur n'est pas

e�cace, voire génant.

� Cette architecture ne peut s'appliquer au récepteur non cohérent. En raison de l'erreur

de phase, que l'on considère uniformément répartie sur [0� 2�], le signal doit être projeté

sur 2 voies en quadrature, les 2 projections représentant l'enveloppe complexe du signal.

Les termes d'ordre 1 de la décomposition en série de Taylor sont alors nuls en moyenne : le

détecteur quadratique doit être utilisé.
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Chapitre 2

Le récepteur GPS en présence de bruits

non gaussiens

Dans le chapitre qui précède nous avons dé�ni le récepteur optimum, en présence de bruits

non gaussiens, dans le cas d'un signal unidimensionnel. Cette méthode repose sur l'applica-

tion d'un opérateur non linéaire déduit de la statistique du bruit. Nous avons par ailleurs

montré que les performances obtenues étaient étroitement liées aux caractéristiques de loi

de densité de probabilité du bruit. A l'extrème, pour une représentation gaussienne de cette

loi le gain obtenu est égal à 1.

Nous élargissons ici cette étude au détecteur quadratique présenté dans la première par-

tie de ce document. La théorie de la détection est appliquée au couple de signaux X,Y

généré à l'entrée du récepteur numérique, après projection du signal d'entrée sur deux voies

en quadrature. Nous montrons que, dans ce cas, il est intéressant de représenter ce couple

X,Y par son amplitude et sa phase. Cette étude conduit à dé�nir la forme de la non linéarité

a�ectée à l'amplitude du signal. La méthode est ainsi connue sous le nom de ADP "Am-

plitude Domain Processing". Le récepteur obtenu di�ère du récepteur classique, dé�ni dans

la première partie, de par la présence d'une non linéarité qui a�ecte l'amplitude du signal

complexe.

Nous appliquons cette technique au signal GPS. Comme dans le chapitre précédent nous

nous trouvons en présence d'un signal noyé dans un bruit. Le bruit considéré ici est le bruit

blanc additif gaussien généré dans le canal de transmission et le bruit lié à la présence de

signaux d'interférence (CWI, CWIs multiples, CWI pulsée, CWI modulée en fréquence).

Nous donnons pour ces signaux d'interférence l'expression de la loi de probabilité du bruit,

de la non linéarité et du gain de traitement. Ces expressions sont obtenues par des méthodes

analytiques. Une simulation de Monte Carlo permet de valider ces résultats théoriques.
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2.1 Dé�nition du problème

Nous appliquons donc la théorie de la décision comme nous l'avons fait au chapitre précé-

dent. Nous considérons ici le signal complexe généré à l'entrée des boucles du corrélateur.

Ce signal est obtenu en multipliant le signal d'entrée du récepteur numérique par 2 signaux

sinusoïdaux en quadrature.

Zn = Ac:Pnexpfi�sng+Wn = Sn +Wn

Le signal Sn représente le signal GPS en Bande de base. La phase de ce signal �s modélise

l'erreur d'estimation dans un récepteur non cohérent.Nous admettons que cette erreur

de phase est uniformément répartie sur [0; 2�], qu'elle varie très peu sur la durée

du �ltre de prédétection. Le bruit incluant la composante gaussienne et le signal d'inter-

férence est modélisé par Wn.

La notation complexe permet de manipuler conjointement les variables aléatoires X et Y.

Elle peut utiliser les coordonnées polaires amplitude, phase ou les coordonnées rectangulaires

partie réelle, partie imaginaire :

8>>><>>>:
Zn = Rnexp (i�n)

Zn = Xn + jYn

Avec :

8>>><>>>:
Xn = Rsn : cos�sn +Rwn : cos�wn = Sxn +Wxn

Yn = Rsn : sin�sn +Rwn : sin�wn = Syn +Wyn

2.2 Récepteur optimum

2.2.1 Principe

Le bruit est ici représenté par deux composantes indépendantes en quadrature. Comme

dans le chapitre qui précède les bruits sont supposés indépendants et stationnaires et nous
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supposons connue la loi de densité de probabilité conjointe que nous notons fww(x; y) :

fww(z) = fww(x; y) = fwx(x):fwy(y) (2.1)

Nous posons, pour dériver le récepteur optimum, le problème de détection correspondant

aux 2 hypothèses ci dessous [31] [33] :

H1 :

8>>><>>>:
Xn = Sxn +Wxn

Yn = Syn +Wyn

Et :

H0 :

8>>><>>>:
Xn = Wxn

Yn =Wyn

Le vecteur d'observation étant noté Z = (Z1;Z2; ::::;ZN), nous dé�nissons les lois de proba-

bilité conditionnelles de Z qui permettent d'établir le rapport de vraisemblance.

Nous obtenons sous l'hypothèse H0 :

f
0
Z
(Z) =

NY
n=1

fww(Xn; Yn) = Fww (X;Y ) = Fww (Z) (2.2)

et, sous l'hypothèse H1 :

f
1
Z
(Z) =

NY
n=1

fww (Xn � Sxn; Yn � Syn) (2.3)

Le rapport de vraisemblance étant :

�(Z) =
f
1
Z
(Z)

f
0
Z
(Z)

(2.4)
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2.2.2 Rapport de vraisemblance

Nous explicitons le rapport de vraisemblance pour dé�nir l'architecture du récepteur opti-

mum.

�(Z) =
f
1
Z
(Z)

f
0
Z
(Z)

=

NY
n=1

fww(Xn � Sxn; Yn � Syn)

NY
n=1

fww(Xn; Yn)

(2.5)

�(Z) =
f
1
Z
(Z)

f
0
Z
(Z)

=
Fww(X � Sx; Y � Sy)

Fww(Z)
(2.6)

Ce rapport est obtenu en décomposant, sous l'hypothèse de faible rapport signal à bruit,

la fonction f1Z en série de Taylor autour de sa valeur Fww(Z) prise sous l'hypothèse H0. Les

développements sont donnés en annexe 5.

Pour un récepteur non cohérent la phase du signal peut être considérée, sur un intervalle

d'intégration su�samment long, comme étant uniformément répartie sur [0; 2�]. Nous rap-

pelons que cette hypothèse justi�e l'utilisation du détecteur quadratique dans le récepteur

conventionnel. On obtient alors en moyenne :

E�s
f�(Z)g � 1 = +

1

4

NX
n=1

R
2
sn

0@4fww

fww
(Zn)�

5fww

fww
(Zn)


2
1A

+
1

4

0@ NX
n=1

Rsn

@fww

@X

fww
(Zn)

!2
+

 
NX
n=1

Rsn

@fww

@Y

fww
(Zn)

!21A
(2.7)

Dans cette expression, l'amplitude du signal GPS complexe Rsn est a�ectée d'un gain qui

dépend de la dérivée de la loi conjointe fww exprimée autour du bruit.

2.2.3 Expression de la fonction test

Pour dé�nir la fonction test nous étudions la convergence de l'expression (III-2.7) qui dé�nit

le rapport de vraisemblance. Pour le premier terme de cette expression nous obtenons, comme

pour le signal unidimensionnel traité dans le chapitre qui précéde (voir ((III-1.22)), une

convergence indépendante de l'hypothèse.

lim
N!1

1

N

NX
n=1

R
2
sn

0@4fww

fww
(Zn)�

5fww

fww
(Zn)


2
1A = 2:Ps:I(fww) sous H0 et H1 (2.8)
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L'expression de la fonction test se limite donc au deuxième terme du rapport de vraisem-

blance (III-2.7). La fonction test notée �q est :

�q =
1

N2

0@ NX
n=1

Rsn

@fww

@X

fww
(Zn)

!2
+

 
NX
n=1

Rsn

@fww

@Y

fww
(Zn)

!21A (2.9)

Cet indicateur converge asymptotiquement d'après (III-1.25) et (III-1.26).

lim
N!1

1

N2

0@ NX
n=1

Rsn

@fww

@X

fww
(Zn)

!2
+

 
NX
n=1

Rsn

@fww

@Y

fww
(Zn)

!21A = 0 sous H0

lim
N!1

1

N2

0@ NX
n=1

Rsn

@fww

@X

fww
(Zn)

!2
+

 
NX
n=1

Rsn

@fww

@Y

fww
(Zn)

!21A = 2P 2
s
:I
2(fww) sous H1

L'opération de détection revient donc à tester le rapport �q donné en (III-2.9).

La puissance du test dépend de la puissance du signal et de la forme du bruit

qui détermine le gain appliqué au signal GPS.

2.2.4 Architecture du récepteur localement optimum

L'architecture du récepteur optimum (III-2.1) procède de l'expression (III-2.9).

Elle di�ère du récepteur dé�ni pour un bruit gaussien de par la présence d'une

non linéarité appliquée aux 2 composantes X et Y du signal complexe. Pour de

faibles rapports signal sur bruit cette non linéarité est déduite de la statistique du bruit (loi

conjointe fww(x; y)).
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Fig. 2.1: Architecture du récepteur optimum
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2.3 Construction d'un signal unidimensionnel

2.3.1 Intérêt

L'architecture du récepteur optimum présenté �gure (III-2.1) montre le principe de la détec-

tion appliquée aux signaux en phase et en quadrature que nous avons notés X et Y. Comme

dans le cas du récepteur unidimensionnel, ce schéma di�ère du schéma du détecteur quadra-

tique classique de par la présence d'un élément non linéaire dans la chaîne. Ici, la di�culté

réside dans le fait que l'opérateur est déduit de la loi conjointe fww(x; y), loi qu'il

n'est pas facile d'estimer.

Il est donc préférable, pour se ramener à une variable unidimensionnelle, d'ap-

pliquer le traitement au signal complexe représenté en coordonnées polaires [31]

[32] :8>>><>>>:
Zn = Xn + jYn Enveloppe complexe du signal en coordonn�ees rectangulaires

Zn = Rne
i�n Enveloppe complexe du signal en coordonn�ees polaires

Si le bruit est à symétrie circulaire ce qui est vrai pour le bruit gaussien et que nous sup-

poserons vrai pour les bruits sinusoïdaux, nous pouvons passer, les courbes d'équidensité

étant représentées par des cercles, de la variable aléatoire Z à deux dimensions à la variable

aléatoire R qui représente l'amplitude du signal. Le récepteur optimum est ainsi conçu selon

le modèle (III-2.2). Le traitement non linéaire est déduit de la statistique de l'amplitude R.

-Z=X+iY

(X;Y)! (R;�)

R =
p
X2 +Y2

� = atan2
�
Y
X

�
-

-

R

�

?
fwr(r)

Gwr(R)
-�

(�;�)! (XG;YG)

X = � cos �

X = � sin �

-� = XG + iYG

Fig. 2.2: Modèle de traitement des amplitudes

2.3.2 Expression de l'opérateur non linéaire

Il s'agit de déterminer l'expression de l'opérateur non linéaireGwr à partir de la loi de densité

de probabilité de R notée fwr.
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Sous l'hypothèse de faible rapport signal à bruit on admet que :

@fww

@X

fww
(Zn) �

@fww

@X

fww
(Wn) et

@fww

@Y

fww
(Zn) �

@fww

@Y

fww
(Wn) ind�ependants de Rsn

Nous utilisons alors la propriété (III-2.10) donnée pour des symboles indépendants et équi-

probales.

E

8<:
NX
n=1

NX
k=1;k 6=n

Rsn
Rsk

 
@fww

@X

fww
(Zn)

@fww

@X

fww
(Zk) +

@fww

@Y

fww
(Zn)

@fww

@Y

fww
(Zk)

!9=; = 0 (2.10)

Cette propriété permet de substituer la somme des carrés au carré de la somme dans (III-

2.9). On obtient alors pour expression du rapport �q:

�q =
1

N2

0@ NX
n=1

Rsn

@fww

@X

fww
(Zn)

!2
+

 
NX
n=1

Rsn

@fww

@Y

fww
(Zn)

!21A
=

1

N2

NX
n=1

R
2
sn

0@ @fww

@X

fww

(Zn)

!2
+

 
@fww

@Y

fww

(Zn)

!21A

Nous posons fr(R;�) = fr(R) = fww(X;Y)jR=pX2+Y2 et nous utilisons les relations suivantes :

@fww

@X

fww

(Zn) =
@fr

@R

fr

(Rn)
@R

@X
(Zn)

�����
Rn=

p
X2
n
+Y 2

n

;

@fww

@Y

fww

(Zn) =
@fr

@R

fr

(Rn)
@R

@Y
(Zn)

�����
Rn=

p
X2
n
+Y 2

n

avec
@R

@X
(Zn) =

Xn

Rn

;
@R

@Y
(Zn) =

Yn

Rn

Le rapport �q peut alors s'exprimer en fonction de R
	
= (R0;R1; ::::Rn):

�q (R) =
1

N

NX
n=1

R
2
sn

 
@fr

@R

fr

(Rn)

!2  
X

2
n
+ Y

2
n

R2
n

!������
X2
n
+Y 2

n
=R2

n

=
NX
n=1

R
2
sn

 
@fr

@R

fr

(Rn)

!2

L'opérateur non linéaire du détecteur optimum peut ainsi se déduire des propriétés statis-

tiques de R. Nous pouvons exprimer la loi fr en fonction de la loi de densité de probabilité
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des amplitudes fwr. Pour un bruit à symétrie de révolution on a :

fwr (r):dr = Prob (r < R < r + dr) =

�Z 2�

0
fr(r):rd�

�
:dr = 2�rfr(r)dr

fwr (r) = 2�rfr(r)

D'où on déduit l'expression de �q :

�q (R) =
1

N2

NX
n=1

R
2
sn

0@ @

@R

�
fwr

R

�
fwr

R

(Rn)

1A2

=

 1N
NX
n=1

Rsn

0@ @

@R

�
fwr

R

�
fwr

R

(Rn)

1A

2

d0apr�es (III� 2:10)

(2.11)

On note Gwr l'opérateur non linéaire déduit de la loi de probabilité de l'amplitude du bruit :

�q (R) =

 1N
NX
n=1

RsnGwr (Rn)


2

(2.12)

Gwr (r) = �
@

@R

�
fwr

R

�
fwr

R

(r) (2.13)

On obtient donc le modèle de récepteur (III-2.3) :

-Zn

� - � -Traitement de l'amplitude Récepteur conventionnel

(X;Y)

!
(R;�)

-

-

Rn

�n

?
fwr(r)

Gwr(R)
-�n (�;�)

!
(XG;YG)

-�n

��
��
��@@

6Sn

-
��� 1
N

PN
n=1 (:)

���2 -Seuil

Fig. 2.3: Récepteur incluant le module de traitement de l'amplitude

L'architecture du récepteur optimum di�ère du récepteur dé�ni en présence du

bruit gaussien de par la présence d'une non linéarité appliquée au signal com-

plexe généré à l'entrée du récepteur. En représentant le signal complexe par ses

coordonnées polaires nous nous ramenons à un problème unidimensionnel, la

non linéarité a�ectant l'amplitude du signal complexe R.

En conclusion, si le bruit est invariant par rotation, nous obtenons la représen-

tation donnée pour un signal unidimensionnel. Le traitement non linéaire a�ecte
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l'amplitude de l'enveloppe complexe de l'entrée du récepteur numérique, qui est

obtenue en projetant la composante signal utile dans la direction du bruit. La

non linéarité dépend de la statistique de l'amplitude du bruit fwr . Cette loi est

divisée par R puisque dans ce plan la probabilité d'obtenir R est proportionnelle

à l'aire Rdrd�. La phase restituée au signal est la phase d'origine qui pour de

faibles rapports signal à bruit correspond à la phase du bruit.

��
��

��
��

��*

��
��
��
��
��
��
���

R

-<

=
6

�!
Zs-��

��
�*
�!
zs

�!
Zw

��
��

��
��

��
��

��
��1

LL
LL

LL
LL

Fig. 2.4: Construction d'un signal unidimensionnel

2.4 Performances

2.4.1 Contexte de l'évaluation

Nous nous intéressons d'abord, comme au chapitre précédent, à la mesure du gain de trai-

tement. Nous rappelons que ce gain permet de mesurer l'atténuation sur le brouilleur, en

présence de l'opérateur non linéaire appliqué à l'amplitude du signal. Nous mesurons ensuite

les pertes de corrélation induites par ce traitement. Nous abordons cette étude pour des

rapports signal à bruit faibles. Le modèle de calcul est représenté �gure (III-2.5).

Fig. 2.5: Modèle de calcul du gain de traitement

Zn

Rn

�n

Gwr(R)
�n

�n

Rsn

Cn

= =

< <�w� �wo

�o

�so

�s ��w

Rs

rs�!
Zw

�!
Zs

�

�w

�s
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Le contexte est donc le suivant.

� Z et � représentent les expressions de l'enveloppe complexe, respectivement avant et après

traitement de l'amplitude.

Z = R exp(i�) = Rsexp(i�s) +Rwexp(i�w) = Zs + Zw (2.14)

� = � exp(i�) = �sexp(i�so
) + �wexp(i�wo

) = �s +�w (2.15)

� La décision étant di�cile près de l'hypothèse H0 on dé�ni le test le plus puissant dans

cette région. Sous l'hypothèse H1, la variation du signal autour du bruit est notée rs :

rs = Rs cos (�s ��w). �w et �s représentent respectivement les phases instantannées du

bruit et du signal.

� Le traitement réalisé conserve la phase du signal d'entrée (voir �gure (III-2.3)). Cette

phase peut être assimilée à �w pour des rapports signal à bruit faibles (� � �w).

� En�n nous supposons que, en présence de forts signaux d'interférence, nous ob-

tenons une distribution des échantillons Rn autour de l'amplitude du signal d'interférence

nous faisons les hypothèses suivantes :

fwr (r) = f(r) � �(r �RAj
) RAj

� Rw (2.16)

f(r) paire (2.17)

f
0

(r) existe et

Z +1

�1

���f 0(r)dr��� <1;

Z +1

�1
f
0

(r)dr = 0 (2.18)

Z +1

0
r:f

"
r
(r):dr = 0 (2.19)

� Par ailleurs pour des rapports jg = J
G
élevés nous pouvons poser que, sur le support de la

fonction fwr , on a :

fr(r) =
fwr (r)

r
� fwr (r)

RAj

et
f
0

r

fr
(r) � f

0

wr

fwr

(r) (2.20)

2.4.2 Rapport signal sur bruit en l'absence de l'opérateur

Nous construisons, pour estimer le rapport signal à bruit, le corrélateur appliqué au signal

en coordonnées polaires (voir �gure (III-2.5)). Nous déduisons le rapport signal à bruit des
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relations suivantes :

Cn = ZnRsn En l0absence de l0op�erateur

Cn = R
2
sn
exp(i�sn) +Rsn

Rwn
exp(i�wn)

Ps = EfCng (E fCng)� Puissance du signal

PT = EfCnC
�
n
g Puissance totale

Pw = PT � Ps Puissance du bruit

A l'entrée de la boucle de code non cohérente la phase résiduelle du signal doit être quasi

constante sur la durée d'intégration du �ltre de prédétection (��s << 2�). Dans cette ap-

proche nous pouvons donc considérer, sur la durée d'observation, de très petites variations

de la phase résiduelle du signal. On pose :

Efexp(i�s)g � exp(i�s) (2.21)

En utilisant l'indépendance bruit signal et sachant que E(Rsn) = 0 nous obtenons :

EfCng = R
2
sn
exp(i�sn)) Ps = R

4
s

EfCnC
�
n
g = R

4
s
+R

2
s
EfR2

w
g

D'où le rapport signal à bruit :

�sans op�erateur =
R
2
s

EfR2
w
g (2.22)

2.4.3 Rapport signal sur bruit en présence de l'opérateur

Dans ce cas le signal à l'entrée du corrélateur est �n, d'amplitude �n. Cette amplitude

est déduite de Gwr qui dépend de la loi de densité de probabilité de Rw. Ne considérant

que l'amplitude nous retrouvons pour �n une expression de la même forme que (III-1.30),

obtenue pour un signal unidimensionnel.

�n = Gwr (Rn) = jRn=Rwn+rsn = Gwr (Rwn + rsn) (2.23)

Où, pour de faibles rapports signal sur bruit, rsn est obtenu à partir d'un développement au

premier ordre :8>>><>>>:
�n = Gwr (Rn) = Gwr (Rwn +Rsncos (�s ��w)) = Gwr (Rwn + rsn)

rsn = Rsncos (�s ��w)

(2.24)
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Nous pouvons développer (voir (III-1.30)) cette expression autour du bruit en présence de

faibles rapports signal à bruit :

�n � Gwr
(Rwn

) +G
0
wr
(Rwn

)rsn (2.25)

Dans ce schéma l'amplitude � résulte de la somme vectorielle des 2 composantes bruit et

signal.

Fig. 2.6: Phase de la composante signal après traitement

=

<

Avant traitement Après traitement

Projection du signal : rs

�!
Zs�!

Zw

�w

�

�s

�!
Zso

Gwr(Rw) �o = �

�so

=

<

G0
wrrs

��!
Zwo

Pour des signaux de faible rapport signal à bruit, on peut considérer que les vecteurs qui

représentent le bruit à l'entrée et à la sortie de l'opérateur sont colinéaires. L'amplitude du

bruit est Gwr(Rw) après traitement.

�!
� =

��!
Zwo +

�!
Zso = Gwr (Rw)

�!
Zw

Rw

+
�!
Zso

Au contraire la composante signal subit une rotation qui dépend de Rw �Gwr(Rw) et du

gain G0
wr (voir �gure (III-2.6)).

�!
Zso = G

0
wr
Rs

cos(�s ��w)

cos(�so ��w)

�!
� ���!Zwo

k �!� ���!Zwo k

Et nous obtenons pour la représentation complexe de �

� = Gwr (Rw)exp(i�w) +KwG
0
wr
(Rw)Rs exp(i�so) avec K

w
=

cos(�s ��w )

cos(�so
��w )

D'où l'expression de C à la sortie du corrélateur :

C = Gwr (Rw)Rsexp(i�w) +KwG
0
wr
(Rw)R

2
s
exp(i�so)
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On déduit de C la puissance du signal :

Ps = EfCg(EfCg)� =
�
E

n
G
0
wr

o�2
R
4
s
k E fKw exp(i�so)g k2= KPs

�
E

n
G
0
wr

o�2
R
4
s

Avec KPs =k E fKw exp(i�so)g k2

Pour la puissance totale on obtient:

PT = EfCC�g = E

n
G
2
wr

o
R
2
s
+ E

n
K

2
w
G
0
wr

2
o
R
4
s

On en déduit le rapport signal sur bruit en présence de l'opérateur :

�avec op�erateur =

�
E

n
G
0
wr

o�2
R
2
s
KPs

E

n
G2
wr

o
+R2

s

�
E

n
K2
w
G0
wr

2
o
�
�
E

n
G0
wr

o�2
KPs

� (2.26)

Nous expliciterons ultérieurement cette expression pour certaines représentations du bruit

tels que des bruits gaussiens et des bruits sinusoïdaux. Nous pouvons formuler ici l'expression

du gain G0
wr

en présence de forte interférence.

G
0
wr
(Rwn) =

 
f
0

r

fr
(Rwn)

!2
� f

00

r

fr
(Rwn) (2.27)

Avec fr(r) = fwr=2�r et d'après (III-2.16), (III-2.20) :

E

 
f
"
r

fr

!
=

Z +1

0

f
"
r

fr
(r)fwr (r)dr = 0 et

f
0

r

fr
(Rwn) =

f
0

wr

fwr

(Rwn)

Et l'expression de l'espérance de G0
wr est :

EfG0
wr
g = E

8<:
 
f
0

wr

fwr

!29=; � EfG2
wr
g (2.28)

2.4.4 Gain de traitement

Le gain de traitement est déduit de (III- 2.22) et (III-2.26).

8>><>>:
Gt =

(EfG0wrg)2EfR2
wgKPs

EfG2
wrg+R2

s

�
EfK2

wG
0

wr

2g�(EfG0wrg)2KPs

�
KPs =k E fKw exp(i�so)g k2

(2.29)

Le gain de traitement dépend puissance du bruit, de la représentation de la non

linéarité mais également de la phase du signal après traitement.
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2.5 Performances en présence de bruits particuliers

2.5.1 Bruit gaussien

Nous pouvons exprimer fwr et en déduire G0
wr

et Gwr :

fww(x; y) =
1

2��2
g

exp

 
�x

2 + y
2

2�2
g

!

fwr (r) =
r

�2
g

exp

 
� r

2

2�2
g

!
1r�0

Gwr (r) = �
@

@r

fwr

r

fwr

r

(r) =
r

�2
g

1r�0 ) E

n
G
2
wr

o
=

2

�2
g

G
0
wr
(r) =

1

�2
g

) E

n
G
0
wr

o
=

1

�2
g

(2.30)

L'opérateur obtenu ici est linéaire (Voir représentation (III-2.7)). La transformation est une

homothétie de rapport 1=�2g. La phase du signal n'est pas modi�ée (�so = �s).
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Fig. 2.7: Bruit gaussien : Lois pour �g = 1

fwr(r) Gwr(r)

r r

On en déduit donc l'expression du gain de traitement (III-2.29).

Kw = 1 car �s0 = �s

EfKwexp(i�so)g = Efexp(i�s)g

D'où d'après (III-2.21):

Efexp(i�s)g � exp(i�s))k EfKwexp(i�so)g k2= 1
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Et le gain de traitement (III-2.29) devient :

Gt =

1
�4
g

EfR2
w
g

2
�2
g

=

1
�4
g

2�2
g

2
�2
g

(2.31)

L'opérateur est linéaire et le gain de traitement est égal à 1.

Gt = 1 (2.32)

2.5.2 Bruit sinusoïdal

Le signal Zn a pour expression :

Zn = Rsnexp(i�s) +Ajexp(i�j) avec Rsn = �As

Et l'amplitude du brouilleur est constante :8>>>>>><>>>>>>:

fwr = �(r �Aj)

fr =
1

Aj

�(r �Aj)

Gwr (r) = �
@

@r
fr

fr
(r) = �

@

@r
fwr

fwr

(r)

(2.33)

Pour exprimer l'opérateur Gwr nous dé�nissons f"(r) qui converge vers �(r) au sens des

distributions. 8>><>>:
f"(r) =

1p
2�"

exp

 
�r2
2"

!
f" densit�e de probabilit�e � 0

"!1

On obtient alors : 8><>: (Gwr )" (r) =
r �Aj

"

Gwr

"!0�!1 autour de Aj et G
0
wr

"!0�!1

En pratique l'opérateur prend des valeurs dans la plage de quanti�cation [�AM;AM] mais

le gain de traitement demeure in�ni puisque le traitement supprime le bruit sinusoïdal (voir

�gure (III-2.8)).

GQ(r) =

8>>><>>>:
�AM si Gwr(r) � �AM

Gwr (r) si jGwr(r)j � AM

AM si Gwr(r) � AM
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Fig. 2.8: Traitement d'un bruit sinusoïdal

Avant l'opérateur Après l'opérateur

Rw = Aj

Rs = +As

Rs = AM

=

<

=

Gwr(Rw) = 0 <�w �so = �w

Dans l'approche ci-dessus le caractère bidimensionnel n'est pas pris en compte. En réalité il

faut considérer la phase des di�érentes composantes qui conditionneKw et �so dans la relation

(III-2.29). Dans cette con�guration la phase a�ectée au signal, à la sortie de l'opérateur non

linéaire, peut être approximée par �w puisque Gwr(Rw) = 0 (voir �gure (III-2.8)). On obtient

alors :

Kw =
cos(�s ��w)

1
EfKwexp(i�so)g = Efcos(�s ��w)exp(i�w)g
EfKwexp(i�so)g =

1

2
E f(exp(i�s) + exp(�i(�s � 2�w)))g

(2.34)

On considère tout d'abord que, sur la durée d'observation, la phase du bruit est uniformément

répartie sur [0; 2�]. La phase du signal �s étant quasi constante on obtient alors :

EfKwexp(i�so)g =
1

2
exp(i�s)) KPs =k EfKwexp(i�so)g k2=

1

4
(2.35)

Ce facteur n'a pas d'incidence ici le gain étant in�ni. Au contraire si la phase du brouilleur

varie très lentement on obtient :

KPs =k EfKwexp(i�so)g k2=
1

4
k Efexp(i�s) + exp(�i(�s � 2�w))g k2

0 < KPs < 1
(2.36)

Le facteur KPs dépend du déphasage �s ��w. En particulier pour un déphasage constant

�s ��w = �=2 le signal est orthogonal au bruit, la projection rs est nulle (voir �gure (III-

2.5)) et KPs = 0. Au contraire, si signal et interférence sont colinéaires, on obtient un signal

de puissance maximum (KPs = 1). Le cas le plus défavorable consisterait donc en une interfé-

rence calée sur la fréquence centrale du signal GPS, en quadrature avec le signal GPS. Dans

la représentation en bande de base on obtient alors une interférence de fréquence nulle, de

phase constante �s � �=2. Cette con�guration est improbable. On peut en pratique consi-
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dérer un écart de fréquence signal brouilleur qui entraîne une variation de la phase �s ��w

sur la durée d'observation : la puissance moyenne du signal n'est pas nulle. La phase �s ��w

variant de �=2��� à �=2 + �� sur cette durée, on obtient pour un écart de fréquence

constant :

KPs
=k 1

4��

Z �s+
�

2
+��

�s+
�

2
���

exp(i�s + exp(�i�s + 2i�w))d�w k2

KPs
=

1

4
k 1� sinc(2��) k2

(2.37)

Pour exemple on peut mentionner qu'un écart de fréquence signal interference de 25Hz

génère sur une durée d'observation de 20mS une rotation de �. Cette rotation entraînant

une déviation �� = ��=2 on obtient KPs � :25. Cette valeur est égale à celle obtenue pour

une interférence dont la phase est uniformémnt répartie sur [0; 2�]. La �gure (III-2.9) montre

l'évolution de KPs en fonction de ��.

Fig. 2.9: Atténuation de la puissance du signal en fonction de la variation ��

-

6
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2.5.3 Bruits composites : bruit sinusoïdal + bruit gaussien

Dans ces conditions les 2 composantes de bruit sont :

8<: Wx = Aj:cos�j +Wgx

Wy = Aj:sin�j +Wgy

(2.38)

Les composantes Wgx et Wgy représentant le bruit gaussien nous obtenons les expressions

des lois de densité de probabilité suivantes :8>>>><>>>>:
fwx(x) =

1

�g

p
2�

exp

 
�(x�Ajcos�j)

2

2�2
g

!

fwy(y) =
1

�g

p
2�

exp

 
�(y �Ajsin�j)

2

2�2
g

!
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On considère que les 2 composantes sont indépendantes. La loi conjointe s'écrit :

fww(x; y) =
1

2��2
g

exp

 
�
x
2 + y

2 +A
2
j
� 2Aj (x:cos�j + y:sin�j)

2�2
g

!

D'où on déduit la loi fwr(r; �) :

fwr (r; �) =
r

2��2
g

exp

 
�
r
2 +A

2
j
� 2Ajr:cos (� ��j)

2�2
g

!
1r�0

Si on suppose que le bruit est à symétrie circulaire on peut faire le changement de variable

� = � ��j. Alors, en intégrant sur [0; 2�] pour balayer autour de l'interférence l'angle décrit

aléatoirement par le bruit gaussien, on obtient la loi marginale fwr(r) :

fwr (r) =

 
r

2��2
g

exp

 
�
r
2 +A

2
j

2�2
g

!Z 2�

0
exp

 
Ajr:cos (�)

�2
g

!
d�

!
1r�0

fwr (r) =
r

�2
g

exp

 
�
r
2 +A

2
j

2�2
g

!
I0

 
Ajr

�2
g

!
1r�0 I0 fonction de Bessel modi��ee d

0ordre 0

On fait apparaitre le rapport jg =
J
G
, puissance du signal sinusoïdal sur puissance du bruit

gaussien.

fwr (r) =
r

�2
g

exp

  
� r

2

2�2
g

� jg

!
I0

 
r
p
2jg

�g

!!
1r�0

Etude pour des rapports jg élevés

Pour des valeurs de jg très grandes devant 1 nous pouvons utiliser, dans la zone d'intérêt

centrée sur Aj, une approximation de la fonction I0 :

I0(x) �
e
x

p
2�x

si x >> 1

Et on obtient pour la loi fwr :

fwr (r) =

p
r

�g

q
2�Aj

exp

 
�(r �Aj)

2

2�2
g

!
1r�0 (2.39)

Pour des rapports jg >> 1 nous nous intéressons à la représentation de la loi autour de Aj.
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Cette loi approche la loi gaussienne de moyenne Aj et de variance �
2
g.

fwr (r) �
1

�g

p
2�

exp

 
�(r �Aj)

2

2�2
g

!
1fAj�2�g�r�Aj+2�gg (2.40)

La loi de probabilité fwr véri�e les propriétés (III-2.16)-(III- 2.20) :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

fwr (r) �
1

�g

p
2�

exp

 
�(r �Aj)

2

2�2
g

!
= f(r) � �(r �Aj) au voisinage de Aj

f(r) =
1

�g

p
2�

exp

 
� r

2

2�2
g

!
paire

fwr (r) � fr(r)Z +1

0
r:f

"
r
(r):dr �

Z +1

�1
f
"(r):dr = 0

On déduit de la loi de probabilité l'expression de l'opérateur :

Gwr (r) = �
@

@r

fwr

r

fwr

r

(r) =
1

2r
+
r �Aj

�2
g

Dans la région d'intérêt, jg étant très grand devant 1, cet opérateur devient :

Gwr (r) �
1

2Aj

+
r �Aj

�2
g

� r �Aj

�2
g

(2.41)

La �gure (III-2.10) compare l'expression de ces lois à des estimations obtenues à partir

d'histogrammes réalisées sur 2048 échantillons.
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Fig. 2.10: Lois de densité de probabilité et lois non linéaires pour jg >> 1
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Le traitement appliqué à l'amplitude est déduit de l'expression (III-2.41). La composante liée

à l'interférence est éliminée (voir �gure (III-2.11)). On note S, J, G les puissances du signal,

du bruit sinusoïdal et du bruit gaussien. La puissance du bruit diminue après l'opérateur de

J+G à G et le rapport signal à bruit varie, en première approximation, de S
J+G

�a S
G
. Le gain

de traitement est de l'ordre de jg.
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Fig. 2.11: Traitement d'un brouilleur sinusoïdal en présence de bruit gaussien : jg >> 1

Avant l'opérateur Après l'opérateur

Interférence
�!

Zj

Bruit gaussien
�!

ZG

=

<

=

<

Sur la �gure (III-2.11),
�!
Zj et

�!
ZG représentent respectivement le bruit sinusoïdal et le bruit

gaussien.
�!
Zj

dans C�! Zj = Ajexp(i�j)
�!
ZG

dans C�! ZG = RGexp(i�G)

Pour exprimer plus précisément le gain de traitement on utilise la relation (III-2.29), la phase

du bruit étant a�ectée au signal. On traite le cas général d'une interférence telle que l'écart

de phase �s ��w est uniformément réparti sur [0; 2�].

Gt =

�
E

n
G
0
wr

o�2
EfR2

w
g KPs

E

n
G2
wr

o
+R2

s

�
E

n
K2
w
G0
wr

2
o
�
�
E

n
G0
wr

o�2
k E fKw exp(i�so)g k2

�

Avec :

p
EfG0

wr
g � 1

�2
g

p
EfR2

w
g = Ef(Zj + ZG)(Zj + ZG)

�g = A
2
j
+ EfR2

G
g = A

2
j
+ 2�2

g

p
�so � �w car Gwr(Rw) � 0 pour de forts rapports jg

et Kw = cos(�s ��w)) KPs =k EfKwexp(i�so)g k2=
1

4
d0apr�es les relations (III� 2:35)



2.5 Performances en présence de bruits particuliers 155

Et :
p

Gwr
(Rw) � (Rw �Aj)=�

2
g

avec Rw =k �!Zg +
�!
Zj k

Rw =
q
A
2
j
+R

2
G
+ 2AjRGcos(�G ��j)

J>>G�! Rw � Aj +RGcos(�G ��j)

Gwr
(Rw) �

RG

�2
g

cos(�G ��j)) EfGwr
(Rw)

2g = EfR2
G
g

2�4
g

=
1

�2
g

p
K

2
w
= (cos(�s ��w))

2 ) EfK2
w
G
0
wr

2g = 1

2�4
g

D'où le gain de traitement :

Gt =
A
2
j
+ 2�2

g

4�2
g
+R2

s

J=G>>1 et G=S>>1�! Gt �
A
2
j

4�2
g

=
J

2G
=

jg

2
(2.42)

Le gain de traitement est donné dans le tableau (III-2.5.3), pour di�érentes valeurs de jg :

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien

+ 1 CWI + 1 CWI +1 CWI + 1 CWI

Rapport J/G 10dB 20dB 30dB 40dB

Gain théorique 7dB 17dB 27dB 37dB

Tableau 2.5.3 : Gains théoriques pour des rapports jg >> 1

Remarque 1 :

Cette étude montre que l'opérateur ainsi appliqué annule l'énergie du brouilleur.

Ce brouilleur éliminé, le gain de traitement est inférieur à jg. Ceci résulte de la

dégradation du signal GPS. On mesure ainsi une perte de corrélation due à la

rotation de phase appliquée au signal. Le gain de corrélation G� n'est donc pas

unitaire.

�avec op�erateur =
1

2

Ps

Pw
=

A
2
c

4�2
g

) G� =
�

�ideal
=
1

2
(2.43)

Remarque 2 :

Ce gain représente le gain moyen obtenu lorsque la phase de l'interférence est uniformément

répartie sur [0; 2�]. Si la phase de l'interférence varie peu sur la durée de l'observation la

valeur de KPs est dé�nie par la relation (III-2.36). L'expression générale du gain, en présence
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de faibles rapports S/G, est donc :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

Gt = KPs

A
2
j
+ 2�2

g

�2
g

avec : KPs =
1

4
k Efexp(i�s) + exp(�i(�s � 2�w))g k2

KPs
= 1 si �s ��w = 0

KPs =
1

4
k 1� sinc(2��) k2 si �w varie de ��� autour de �s +

�

2

(2.44)

Le graphe (III-2.9) donne la valeur de KPs lorsque la phase de l'interférence varie uniformé-

ment de ��� autour de �s + �=2.

Cette con�guration (brouilleur en quadrature avec le signal GPS, de fréquence

très proche de L1) est toutefois peu problable. Les résultats présentés ultérieu-

rement, obtenus à partir de simulations de Monte CArlo, seront donnés lorsque

l'écart de phase �s ��w est uniformément réparti sur [0; 2�].

Etude pour des rapports jg quelconques

Dans le cas général la fonction utilisée pour l'approximation de la fonction de Bessel n'est

plus valable. Nous exprimons alors Gwr en fonction de I0 et I1, fonctions de Bessel modi�ées

d'ordre 0 et 1.
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r
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2
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r
p
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�g

!
(2.45)

Les représentations des lois de probabilité et des non linéarités obtenues sont représentées

�gure (III-2.12) pour di�érentes valeurs du rapport interférence sur bruit gaussien. Ces repré-

sentations mettent bien en évidence que pour de faibles valeurs de ce rapport (jg = �10dB)
la loi de densité de probabilité fwr tend vers une loi de Rayleigh. Au contraire pour des



2.5 Performances en présence de bruits particuliers 157

valeurs élevées de ce rapport (jg = +20dB) la loi fwr tend vers une loi gaussienne centrée

sur l'amplitude du signal d'interférence.
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Fig. 2.12: Lois de probabilité pour di�érentes valeurs du rapport jg

fwr(r)

Gwr(r)

2.5.4 Interférence balayée en fréquence + bruit gaussien

L'amplitude de l'interférence n'étant pas a�ectée, l'étude réalisée précédemment est direc-

tement applicable à un brouilleur balayé en fréquence. On peut alors considérer la phase

répartie sur [0; 2�]. On obtient, pour de forts rapports signal sur bruit, les gains de traite-

ment portés dans le tableau (III-2.5.3).

2.5.5 Interférence pulsée + bruit gaussien

Sur la durée d'observation, le bruit présente alternativement les caractéristiques d'un bruit

gaussien et celles d'un bruit composé d'une sinusoïde et d'un bruit gaussien additif. On note

P0 et P1 les proportions du temps occupé par ces 2 bruits.

La statistique obtenue sur la durée d'observation participe de ces 2 bruits. De (III-2.30) et

(III-2.40) on déduit la statistique obtenue pour une interférence pulsée en présence de forts
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rapports bruit sinusoïdal sur bruit gaussien :

fr(r) � P0(
r

�2
g

exp(� r
2

2�2
g

))1r2[0;4�g] + P1

p
r

�g

q
2�Aj

exp(�(r �Aj)
2

2�2
g

)1r2[�3�g;3�g]

G(r) = (
r

�2
g

)1r2[0;4�g] + (
1

2Aj

+
r �Aj

�2
g

)1r2[�3�g;3�g]

(2.46)

Les représentations des lois de probabilité et des non linéarités obtenues sont présentées

�gure (III-2.13).
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Fig. 2.13: Lois de probabilité et non linéarité pour un brouilleur pulsé
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Duty Cycle = 0:1) P0 = :9 et P1 = :1

Le gain de traitement est donné pour les 2 con�gurations du bruit par les relations (III-2.32)

et (III-2.42). On peut en déduire le rapport signal sur bruit � (dé�ni par la relation (I-1.9)).

Lorsque le bruit est gaussien on obtient le rapport idéal. Lorsque le signal d'interférence

apparaît, le traitement introduit une perte de corrélation de 3dB (voir relation (III-2.43)).

Le rapport signal sur bruit � obtenu en moyenne dépend donc des proportions P0 et P1.

8>>>>>><>>>>>>:

� = �ideal

�
P0 +

P1

2

�
=

A
2
c

2�2
g

�
P0 +

P1

2

�

G� =
�

�ideal
=

�
P0 +

P1

2

� (2.47)
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2.6 Simulation du récepteur optimum

2.6.1 Conditions de simulation

Pour valider cette étude, nous proposons une simulation réalisée sur 10 millions d'échan-

tillons. L'architecture du simulateur est représentée �g (III-2.14). Le c÷ur du simulateur est

constitué par le nouveau récepteur. Ce récepteur inclut l'élément non linéaire dont la forme

est déduite d'histogrammes établis à partir des échantillons du signal.
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Fig. 2.14: Modèle de simulation

Le récepteur est évalué, comme le récepteur unidimensionnel, pour les représentations du

bruit suivantes :

� Bruit blanc gaussien
� Bruit blanc gaussien+1CWI, J=G 2 [10dB; 20dB; 30dB; 40dB]

� Bruit blanc gaussien + 2 CWIs, J1=G = J2=G = 30dB

� Bruit blanc gaussien + 3 CWIs, J1=G = J2=G = J3=G = 30dB

� Bruit blanc gaussien + CWI pulsée à 50%; J=G = 30dB

� Bruit blanc gaussien + CWI balayée sur �f = 0:1 �a 10�5Hz; J=G = 30dB

La puissance du signal est maintenue 20 dB en dessous du bruit gaussien.

2.6.2 Estimation des lois fwr
et Gwr

Ces estimations sont réalisées à partir de l'histogramme lissé de l'amplitude R quanti�é sur

256 niveaux. Le lissage est réalisé par �ltrage temporel d'histogrammes successifs et par

�ltrage spatial e�ectué sur 5 tranches adjacentes. La plage de quantication est évaluée en
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présence de bruits gaussiens. La loi de probabilité fwr est alors une loi de Rayleigh et la

puissance du bruit d'écrêtage est :

Ne = 2 � �2
g
e
�R

2
max

2�2 �Rmax

p
2�:�g:erfc

 
Rmaxp
2�

!
(2.48)

On choisit Rmax = 3�g et la puissance du bruit d'écrêtage est alors de 2:10�3�2g. Les repré-

sentations obtenues pour les lois fwr et Gwr sont données �gure (III-2.15) et (III-2.16).
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Fig. 2.15: Lois de densité de probabilité estimées
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2.6.3 Estimation du gain de traitement théorique

L'expression du gain de traitement théorique est donnée par l'équation (III-2.29). Nous

réalisons l'estimation de ce gain en présence d'interférences sinusoïdales. La puissance de ces
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interférences est telle que J=G >> 1. La fréquence de ces interférences permet d'obtenir une

distribution uniforme de la phase sur [0; 2�]. Pour des rapports G=S >> 1 on a :

Gt � KPs

(E(G0
wr
))2E(Rw)

2

E(G2
wr
)

Avec K
Ps

=
1

4

D'où d'après (III-2.28) :

Gt = KPs
E(G0

wr
)E(Rw)

2 =
1

4
E(G0

wr
)E(Rw)

2

Ce gain dépend de la puissance du bruit (� puissance du signal à l'entrée de l'opérateur) et

de l'information de Fisher E(G0
wr
) = E(G2

wr
). L'estimation du gain de traitement théorique

est réalisée numériquement à partir de l'estimée de la non linéarité Gwr . On trouve sur le

tableau (III-2.6.3) les valeurs des gains de traitement estimées. De la valeur du gain de

traitement, on déduit le gain de corrélation G�. Ce gain est comparé au gain théorique

(G� = 1 pour un bruit gaussien, G� donné par les relations (III-2.43) et (III-2.47) pour un

brouilleur sinusoïdal �xe et pulsé).

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien gaussien

+ 1 CWI + 1 CWI +1 CWI + 1 CWI

Rapport J/G 10dB 20dB 30dB 40dB

Gain estimé Gt -.7dB 7.3dB 17dB 26.7dB 36.8dB

G� estimé -.7dB -2.7dB -3dB -3.3dB -3.2dB

G� théorique 0dB -3dB -3dB -3dB -3dB

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien

+2 CWIs +3 CWIs +1 CWI pulsée +1 CWI balayée

Gain estimé Gt 20.8dB 18.8dB 28.4dB 26.4dB

G� estimé -1.6dB -3.6dB

G� théorique -1.25dB -3dB

Tableau 2.6.3 : Gains théoriques estimés en simulation

On remarque que les performances sont supérieures aux performances obtenues

en unidimensionnel et que, pour des représentations simples des signaux d'inter-

férence (1 CWI), le gain de corrélation G� estimé par cette méthode est voisin

du gain théorique.

2.6.4 Estimation des densités spectrales de puissance

Les représentations des densités spectrales de puissance obtenues par la méthode du pério-

dogramme cumulé, sont données �gures (III-2.17) et (III-2.18). Elles montrent que les raies
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spectrales après traitement sont de puissances négligeables et que le spectre du signal n'est

pas altéré.
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Fig. 2.17: Bruits gaussien, gaussien+cwi : Densités spectrales de puissance
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2.6.5 Estimation du gain de traitement par corrélation

Le gain de traitement est déduit de l'estimation de la puissance et de la moyenne de C (voir

�gure (III-2.14)). Cette estimation est réalisée sur 10 millions d'échantillons.8>>>>>><>>>>>>:

�avec op�erateur =
(E(Cn))

2

E(C2
n
)� (E(Cn))2

Gt =
�avec op�erateur

�sans op�erateur

(2.49)

Le tableau (III-2.6.5) compare les gains théoriques aux gains ainsi estimés.

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien gaussien

+ 1 CWI + 1 CWI +1 CWI + 1 CWI

Rapport J/G 10dB 20dB 30dB 40dB

Gain par corrélation -0.2dB 7.3dB 16.9dB 26.9dB 36.8dB

G� estimé -.2dB -2.7dB -3.1dB -3.1dB -3.2dB

G� théorique 0dB -3dB -3dB -3dB -3dB

Bruit gaussien gaussien gaussien gaussien

+2 CWIs +3 CWIs +1 CWI pulsée +1 CWI balayée

Rapport J/G 30dB 30dB 30dB 30dB

Gain par corrélation 18.2dB 16.4dB 28.6dB 26.8dB

G� estimé -1.4dB -3.2dB

G� théorique -1.25dB -3dB

Tableau 2.6.5 : Gains théoriques et Gains par corrélation obtenus en simulation

Le gain estimé par cette méthode est très proche du gain estimé à partir de l'estimation de

la non linéarité (voir tableau (III-2.6.3)) et du gain théorique.

2.7 Conclusions

Le traitement appliqué sur l'enveloppe complexe du signal permet d'obtenir des gains de

traitement élevés pour les con�gurations de bruit présentées tableau (III-2.6.5).

Ce traitement passe par une évolution du récepteur classique. La nouvelle architecture fait

apparaître un élément non linéaire dont la loi est déduite de la forme de la loi de densité de

probabilité du bruit.

La di�culté de mise en ÷uvre réside dans l'estimation de cette loi. Le récepteur testé dans

ce chapitre utilise un module qui réalise cette estimation permettant un traitement adaptatif
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du signal d'entrée.

Cette technique est donc très e�cace en présence d'une CW. Le traitement élimine le

brouilleur. Il en résulte toutefois une perte de corrélation de 3dB sur le signal. Cette perte

résulte de la rotation de phase apportée par le traitement.

La méthode s'avère particulièrement intéressante en présence d'un brouilleur modulé en fré-

quence ou en présence d'un brouilleur pulsé, voire d'un brouilleur modulé en amplitude qu'il

est parfois di�cile de traiter avec les techniques de �ltrage linéaire présentées précédemment

(problème de poursuite lorsque le traitement est réalisé dans le domaine temporel, élargis-

sement de la bande occupée lorsqu'il est appliqué dans le domaine fréquentiel).

Ramené à un traitement unidimensionnel ne traitant que l'amplitude, cette technique n'est

pas sensible aux variations de fréquence du brouilleur. Par ailleurs les techniques d'estima-

tion appliquées permettent, en vertu de la propriété d'ergodicité des signaux d'interférence,

de décrire correctement la loi de probabilité de l'interférence lorsque les intervalles de sta-

tionnarité sont correctement �xés pour la réalisation des estimations. En particulier, dans le

cadre de nos simulations, la non linéarité obtenue associe les 2 domaines d'un brouilleur pulsé.

Toutefois on note une nette dégradation en présence de CWIs multiples. La loi statistique

de l'amplitude du bruit approche alors une loi de Rayleigh et les performances obtenues sont

dégradées. Pour exemple, on donne �gure (III-2.19) la loi de probabilité et la non linéarité

obtenues en présence de 10 CWs. Le spectre du signal de sortie est alors représenté �gure

(III-2.20). On mesure dans ce cas un gain de traitement inférieur à l'unité (-2dB).
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Fig. 2.19: Bruit gaussien+10CWIs : loi de densité de probabilité et loi non linéaire
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Chapitre 3

Traitement en fréquence de l'amplitude

La théorie de la détection appliquée à l'amplitude de l'enveloppe complexe du signal reçu

donne de bons résultats en présence d'un brouilleur unique. Le traitement permet la réjec-

tion d'un signal d'interférence tel que CWI, CWI balayée en fréquence, CWI pulsée. La seule

dégradation, due à la perte de cohérence sur le signal, induit une perte de corrélation de 3dB

pour un brouilleur à amplitude constante. Cette perte est plus faible pour un brouilleur pulsé.

Toutefois, nous avons mis en évidence l'ine�cacité du traitement lorsque le nombre de si-

gnaux d'interférence devient important. Dans ce chapitre nous envisageons d'utiliser une

représentation du couple R;� permettant le traitement de CWIs multiples. La séparation

de ces bruits est obtenue par le biais d'une projection orthogonale appliquée à l'enveloppe

complexe du signal [32]. Ces bruits étant sinusoïdaux, la transformée de Fourier est utilisée.

Cette transformée est appliquée au couple X, Y qui représente les signaux en phase et en

quadrature à l'entrée du récepteur numérique. Nous obtenons alors, à chaque fréquence dé-

crite par la transformée de Fourier discrète, une représentation similaire à la représentation

obtenue dans le domaine temporel. Le module de la transformée du bruit suit une loi de

Rayleigh aux fréquences exemptes de brouilleur. �A ces fréquences, l'opérateur est linéaire.

Aux fréquences modi�ées par le brouilleur, le module du bruit suit une loi gaussienne centrée

sur l'enveloppe du bruit. L'opérateur est linéaire autour de cette enveloppe.

Ce chapitre dé�nit cette technique, c'est à dire le traitement non linéaire appliqué dans

le domaine des fréquences. Les performances sont mesurées en présence d'un brouilleur �xe

et d'un brouilleur modulé linéairement. En�n une architecture permettant le traitement de

brouilleurs multiples est proposée.
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3.1 Position du problème

Nous retrouvons ici les conditions du chapitre précédent. Le signal complexe généré à l'entrée

des boucles du corrélateur est de la forme :

Zn = Ac:Pnexpfi�sn
g+Wn = Sn +Wn

Le bruit incluant la composante gaussienne et le signal d'interférence est modélisé par Wn.

La construction du détecteur optimum conduit à dé�nir l'opérateur non linéaire qui doit

être appliqué à ce signal complexe. Cet opérateur est déduit de la statistique du module du

signal complexe Z = X+ iY ou plus exactement de la composante "bruit" de ce signal. Or

la loi de densité de probabilité du bruit du couple fX, Yg, en présence de CWs multiples,

devient gaussienne. Le module suit alors une loi de Rayleigh et le traitement est ine�cace.

A�n de pallier ce problème, nous appliquons une transformée de Fourier au signal complexe

Z. Les signaux d'interférence sinusoïdaux sont alors représentés sur une base orthogonale et

traités séparement.

L'architecture du récepteur numérique représentée �gure (III-2.2) est modi�ée. Le traite-

ment de l'amplitude du signal d'entrée est précédé d'une transformée de Fourier appliquée

sous sa forme discrète.

Z=X+iY

@@

-Zn

6
Te = 1

Fe

Mémoire -Zn
TFD -�

n Traitement -�f n TFD
�1 -Zfn

Fig. 3.1: Traitement fréquentiel de l'amplitude

Nous retrouverons ici la notation introduite dans le chapitre 2 de la deuxième partie.

Zn = Z(n) Echantillon pr�elev�e �a l0instant nTe

Z(n) = [ZnZn+1 : : :Zn+N�1]
T

Bloc des N �echantillons; pr�elev�es �a partir de l0instant nTe

M = [Mkn]0�k;n�N�1 Matrice associ�ee �a la TFD

�(n) =M:Z(n) TFD obtenue �a partir du bloc Z(n)

R(n) =
q
�(n):��(n) Module de la TFD �(n)

Rk(n) =
q
�k(n):�k(n)� Module aux fr�equences f = k

Fe

N

Le problème est donc de dé�nir le traitement non linéaire qui doit être appliqué au signal
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complexe obtenu après la TFD. Ce traitement sera appliqué au module du signal dé�ni dans

le domaine fréquentiel. Il nécessite donc une connaissance de la statistique du bruit en sortie

de la TFD.

3.2 Caractéristique fréquentielle du bruit

Pour traiter le problème de la détection nous dé�nissons la statistique du bruit dans le

domaine des fréquences. En utilisant la linéarité de la transformée de Fourier, on distingue

dans le plan des fréquences les 2 composantes signal et bruit.

� = �s + �w

Dans le plan de Fourier, la statistique du bruit dépend de la fréquence. Nous nous intéres-

sons à la caractérisation de ce bruit aux fréquences dé�nies par la TFD, c'est à dire aux

composantes �wk obtenues aux fréquences kFe=N.

Bruit blanc gaussien

Nous avons étudié la statistique du bruit gaussien obtenue après la TFD au chapitre 2 (2�eme

partie). Le module de ce bruit Rw = Rg suit une loi de Rayleigh (II-2.1).

fRg
(R) =

R

�2
g

exp

(
� R

2

2�2
g

)
1r�0

On postule que le processus Rgk(n), qui décrit l'évolution du module du bruit aux fréquences

exemptes de brouilleurs, est ergodique. Ce processus suit une loi de Rayleigh. La loi appliquée

au module du signal composite Rk = j�kj est :

GRk
(R) =

R

�2
g

8k (3.1)

Dans ce cas l'opérateur est linéaire : le traitement est inutile.

Bruit sinusoïdal

La transformée de Fourier discrète permet d'obtenir pour le module du bruit sinusoïdal, une

représentation déterministe, donnée chapitre 2 (2�eme partie) par la relation (II-2.2), qui fait
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intervenir la fenêtre de pondération appliquée sur les blocs avant la TFD.8>>>>><>>>>>:
Rwk

(n) = Rjk
(n) = Aj

p
N

�����F ( kN � fj

Fe
)

�����
F(ef) : Transform�ee de Fourier de la fenêtre �echantillonn�ee

(3.2)

La loi de probabilité unidimensionnelle du processus Rjk(n) a pour expression :

fRj
k

(R) = �(R�Rjk
) (3.3)

A une fréquence donnée, nous retrouvons une expression identique à celle obte-

nue dans le domaine temporel pour un bruit sinuoïdal (voir (III-2.33)). Le gain

de traitement, vis à vis de cette CWI de fréquence fj, est théoriquement in�ni.

Bruit blanc gaussien + 1 CWI

D'après (II-2.3) et (II-2.2), l'expression du bruit dans le domaine des fréquences est de la

forme :

�wk (n) = Aj

p
NF (

k

N
� fj

Fe
)exp (i�j(n)) + �gk(n)

�wk (n) = Rjk
exp (i�j(n)) + �gk(n)

(3.4)

Cette expression est équivalente à l'expression (III-2.38). De l'étude conduite au chapitre qui

précède, on déduit l'expression de la loi de densité de probabilité du processus Rwk(n) = j�wk(n)j
et de l'opérateur non linéaire.

fRwk(R) =
R

�2g
exp

�
�R

2+R2
j
k

2�2g

�
I0

�
Rj

k
R

�2g

�

GRk
(R) = R

�2
g

� Rj
k

�2
g

:
I1

I0

�
Rj

k
R

�2
g

� (3.5)

Dans ce cas, la représentation du brouilleur étant stationnaire (Rjk indépendant de lindice

sur les blocs n), il est aisé d'estimer, à partir de moyennes réalisées sur les spectres success-

sifs, les 2 paramètres Rjk et �g qui permettent de construire l'opérateur non linéaire.
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Bruit blanc gaussien et CWIs multiples

L'expression de ce bruit dans le domaine fréquentiel est établie d'après les équations (II-2.4)

et (II-2.5). Lorsque, pour une distribution donnée des fréquences, la fenêtre ne permet pas

de séparer les brouilleurs en présence, le module de l'interférence Rjk dépend de n, indice sur

les blocs.

�wk (n) = Rjk
(n)exp (i�j(n)) + �gk (n)

Rjk
(n) = k

X
l

Al

p
N

�����F ( kN � fl

Fe
)

����� exp
 
i

 
�l � �

 
k �N

fl

Fe

!
N � 1

N
Te

!!
exp

 
i2�

fl

Fe
n

!
k

(3.6)

On retrouve, pour la loi de densité de probabilité et pour la loi non linéaire des expressions

de la forme (III-3.5).

fRk
(R;n) =

R

�2
g

exp

 
�R

2 +Rjk
(n)2

2�2
g

!
I0

 
Rjk(n)R

�2
g

!
(3.7)

GRk
(R;n) =

R

�2
g

� Rjk
(n)

�2
g

:
I1

I0

 
Rjk

(n)R

�2
g

!
(3.8)

Par contre, si nous comparons les résultats obtenus sur deux paquets d'échan-

tillons, nous observons des variations de l'enveloppe Rjk lorsque la fenêtre d'ana-

lyse ne permet pas de séparer les brouilleurs en présence. Les lois dépendent

alors de n.

3.3 Traitement de l'amplitude dans le plan fréquentiel

3.3.1 Principe

Nous nous intéressons au traitement à réaliser en présence de brouilleurs sinusoïdaux. L'ex-

pression de la loi est alors donnée par la relation (III-3.8). Cette loi est identique à la loi

dé�nie pour le traitement, dans le domaine temporel, de l'amplitude d'un brouilleur sinusoï-

dal unique, en présence de bruit blanc gaussien additif (III-2.45).

Traitement en temps Traitement en fréquence

Aj (III� 2:45) �! Rjk(n) (III� 3:8)
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La représentation de la non linéarité appliquée à la fréquence kFe=N repose donc sur l'es-

timation de la puissance de la composante gaussienne du bruit (�2g), et de l'amplitude de

l'interférence à cette fréquence (Rjk). Dans le cas général la di�culté réside dans le fait que

cette amplitude est une fonction de n, indice sur les paquets d'échantillons (voir relation

(III-3.6)). Le processus Rk = j�kj n'est pas stationnaire. Sa loi de probabilité (donnée par

(III-3.7)), qui dépend de Rjk, varie avec le temps (voir �gure (III-3.2)). Les estimateurs "clas-

siques" basés sur la propriété d'ergodicité des processus ne peuvent pas être utilisés dans ce

contexte.

jRk(n)j

n

Jk(n) = 0 Loi de Rayleigh

Jk(n) >> � Loi gaussienne

-

6 -

6

-Jk augmente avec n

Fig. 3.2: Exemple de trajectoire de Rk(n) et évolution de loi de densité de ce processus

En conséquence, les non linéarités fGRk
g doivent être établies pour chaque bloc

généré par la transformée de Fourier discrète et appliquées à chaque composante

du module de la représentation spectrale.

3.3.2 Dé�nition du traitement

La non linéarité à une fréquence donnée dépend du module du brouilleur à cette

fréquence. Nous avons représenté au chapitre précédent la forme des non linéarités pour

di�érentes valeurs du rapport J/G (voir �gure (III-2.12)). Une étude plus précise montre

que pour des rapports J sur G inférieurs à -10dB l'opérateur est linéaire et ne modi�e pas

l'amplitude du signal, et que lorsque le rapport J sur G atteint le seuil de 10dB l'opérateur

est linéaire autour de l'amplitude du brouilleur.

Dans ce contexte (traitement en fréquence), il faut substituer au rapport J/G le rapport
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KJG(k) qui, à une fréquence donnée f = kFe=N, se dé�nit à partir de l'amplitude de l'inter-

férence à cette fréquence et de la puissance du bruit gaussien.

Traitement en temps Traitement en fréquence

J
G

�! KJG(k) =
R2
jk

G

La puissance du bruit gaussien dépend de la fenêtre de pondération utilisée. Elle se déduit

à partir des relations (II-2.9) de la puissance du bruit gaussien à l'entrée.

G = 2�2
gF

= 2�F � �2g
O�u �F repr�esente l

0att�enuation en puissance apport�ee par la fenêtre:
(3.9)

On en déduit l'expression du rapport KJG(k) :

KJG(k) =
R
2
jk

2�2
gF

(3.10)

Lorsque le traitement est appliqué en fréquence il dépend, à la fréquence f = kFe=N,

du rapport KJG(k) dé�ni par la relation (III-3.10).

Nous donnons, pour des blocs de taille N=512, une représentation du spectre en présence de

brouilleurs mutiples �gure 3.3-a et 3.3-b.
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Fig. 3.3: Représentation spectrale en présence de brouilleurs
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La partition réalisée sur ces �gures dé�nit 3 régions. L'étude conduite au chapitre précédent

dans le domaine temporel permet de dé�nir dans chacune de ces régions l'opérateur non

linéaire. Au dessous du seuil 2 on peut admettre que le bruit est gaussien et le traitement

est dé�ni par la relation (III-2.30). Au dessus du seuil 1 le signal d'interférence est tel que le

rapport KJG et très grand devant 1 et le traitement est dé�ni par la relation (III-2.41). Entre

les 2 seuils le signal d'interférence ne respecte pas la condition (KJG >> 1 et le traitement

est dé�ni par la relation générale (III-2.45).8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Rk > Seuil 1 � 4�gF
apr�es traitement�! Rkf

� Rk �Rjk

�2
gF

(KJG > 10dB)

Rk < Seuil 2 � 0:5�gF
apr�es traitement�! Rkf

� Rk

�2
gF

(KJG < �10dB)

Seuil 2 < Rk < Seuil 1
apr�es traitement�! Rkf

=
Rk

�2
gF

� RkRjk

�2
gF

I1

I0

 
RkRjk

�2
gF

!

(3.11)

Par ailleurs on représente sur la �gure 3.3-c, pour une interférence, l'atténuation appor-

tée sur cette interférence par le traitement appliqué uniquement aux composantes

d'amplitude supérieure au seuil 1. Cette atténuation de la puissance de l'interférence

est tracée en fonction du rapport interférence sur bruit gaussien jg = J=G. Elle est telle que

l'on peut négliger, après ce traitement, la puissance résiduelle du signal d'interférence.Ceci

signi�e que l'énergie du brouilleur est concentrée dans le lobe principal et qu'il

n'est pas utile de traiter les composantes de ce brouilleur qui ne dépassent pas

le seuil 1.

En corollaire de ceci le traitement de brouilleurs dans le domaine des fréquences passe par

les étapes suivantes :

1. Détection des brouilleurs dans le plan des fréquences par comparaison du module dé�ni

dans le domaine fréquentiel, à un seuil de 4�gF,

2. Estimation de l'enveloppe de ces brouilleurs,

3. Traitement, ce traitement consistant à soustraire du module obtenu, dans la région au

dessus du seuil 1, l'enveloppe estimée des brouilleurs.

Les étapes de ce traitement sont représentées �gure 3.4.
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Fig. 3.4: Traitement dans le plan fréquentiel

L'application de ce traitement, dans le domaine des fréquences, aboutit à une

structure très simple. La détection du seuil 1 résulte de l'estimation de la puis-

sance du bruit gaussien. Cette estimaton utilise la technique présentée dans le

chapitre 3 de la 2�eme partie. La seule di�culté réside donc dans l'estimation

de l'enveloppe du signal d'interférence lorsque la représentation spectrale du

brouilleur évolue avec l'indice sur les blocs n.

3.3.3 Performances

La distorsion de phase étant localisée en fréquence on véri�e que les pertes de corrélations

introduites sont plus faibles que celles mesurées lorsque le traitement est réalisé dans le

domaine temporel. Les performances sont évaluées en simulation. Celle-ci est réalisée dans

les mêmes conditions que celle conduite pour l'étude des 2 techniques de �ltrage fréquentiel

exposées dans la 2�eme partie (voir �gure (II-2.12)). On rappelle que la première méthode

consiste à annuler les composantes fréquentielles dans la région de l'interférence, que la

deuxième méthode �xe ces composantes à une valeur constante qui dépend de la puissance

du bruit gaussien.

Le signal d'interférence, à l'entrée du �ltre, est un signal sinusoïdal centré sur la fréquence

L1. Ce signal est modulé linéairement en fréquence. La largeur de la bande traitée dépend

de la pente de la modulation kw. On déduit de cette simulation, à partir de la statisque du

test T (voir �gure(I-1.3)), le gain de corrélation G� en présence du �ltre.

Les résultats sont reportés sur la �gure (III-3.5). Ces 3 graphes, présentés pour Nc = 2,

Nc = 5, Nc = 10, permettent ainsi de comparer les performances obtenues ici à celles mesu-

rées pour les méthodes présentées chapitre 2. L'atténuation sur la fonction d'intercorrélation

reste ici, lorsque tout le lobe principal est éliminé, inférieure à 4 dB. Pour un brouilleur �xe

centré sur L1, cette atténuation est négligeable (inférieure à 0.5 dB pour Nc = 10).

Cette technique est donc plus performante. Elle permet de réduire les pertes
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de corrélation lorsque le traitement fréquentiel est appliqué dans le lobe princi-

pal du signal GPS, à une interférence large bande ou à des brouilleurs multiples.

Le problème réside dans l'estimation de l'enveloppe de cette interférence.
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Fig. 3.5: Gain de corrélation G� en fonction de la pente de la modulation

3.3.4 Estimation de l'amplitude de l'interférence

On ne peut pas ici estimer la statistique du bruit à chaque fréquence à partir de moyennes

réalisées sur des blocs successifs. La mise en oeuvre d'un tel estimateur exigerait de traiter un

nombre important d'échantillons. De plus, en présence de brouilleurs multiples, la statistique

de l'amplitude Rwk dépend de n.

Par ailleurs nous venons de mettre en évidence que le traitement à appliquer sur un

bloc de la TFD consistait à soustraire, à chacune des fréquences de l'interférence,

l'amplitude du brouilleur à cette fréquence. Nous proposons donc d'estimer cette

amplitude Rjk pour chaque bloc de la TFD.

L'estimation de l'amplitude Rjk proposée est applicable à des brouilleurs �xes. Lorsque la

taille des blocs de la TFD permet de séparer les composantes fréquentielles de ces brouilleurs,
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cette amplitude peut se déduire de la représentation de la fenêtre Fk qui est connue.8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Rjk
=

NjX
l=1

Al F (
k

N
� fl

Fe

)

Nj : Nombre de brouilleurs

Al : Amplitude du brouilleur d
0indice l

fl : fr�equence du brouilleur d0indice l

(3.12)

Il su�t donc de rechercher dans la représentation du module Rk obtenue après la TFD des

motifs qui ressemblent à la représentation fréquentielle de la fenêtre Fk. Nous déduisons

ainsi la fréquence et l'amplitude des brouilleurs de la position et du niveau des maxima de

la fonction d'intercorrélation entre Rk et Fk = F(k=N). Pour améliorer cette estimation un

zoom est réalisé dans la région fréquentielle du signal d'interférence. Les étapes de cette

méthode sont enumérées ci dessous :

1. Application de la TFD à des blocs de taille 512 pour obtenir �
k
,

2. Calcul du module de la TFD Rk,

3. Mesure de la puissance du bruit gaussien (voir technique exposée chapitre 2),

4. Recherche des composantes fréquentielles de l'interférence par comparaison de Rk à un

seuil déduit de la puissance du bruit gaussien,

5. Interpolation en fréquence dans cette région,

6. Calcul du module dans cette région,

7. Mesure de la fonction d'intercorrélation entre ce module et la fenêtre,

8. Recherche des fréquences et amplitudes des maxima de la fonction d'intercorrélation,

9. Génération d'un signal composé d'impulsions de Dirac calées sur les fréquences estimées

à l'étape qui précède,

10. Convolution de ce signal par la fenêtre,

11. Décimation en fréquence,

12. Traitement des composantes fréquentielles isolées à l'étape 4.

Ce traitement est appliqué ci après, à l'élimination de 4 brouilleurs situés dans le lobe



178 Traitement en fréquence de l'amplitude

principal du signal GPS. La TFD est implantée sur des blocs de taille 512. L'interpolation

en fréquence dans la région de l'interférence est réalisée sur des blocs de taille 16. Le premier

lobe de la fenêtre étant dé�ni sur 7 échantillons fréquentiels, cette taille permet d'isoler 2

brouilleurs. L'opération d'interpolation est implantée de la manière suivante :

1. Extraction d'un bloc de taille 16,

2. TFD inverse sur ce bloc,

3. Zéro padding,

4. TFD sur 512 points après zéro padding.

Nous représentons ainsi sur la �gure (III-3.6) les 6 premières étapes de ce traitement. Le 1er

graphe représente le spectre obtenu après la TFD. Les composantes supérieures à 4�gF sont

isolées et représentées sur le 2�eme graphe. Une interpolation est réalisée dans cette région. On

obtient alors les représentations 3 et 4 sur lesquelles les points représentent les composantes

d'origine (avant interpolation).
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Fig. 3.6: Module obtenu pour les 6 premières étapes du traitement

Les �gures (III-3.7-1) et (III-3.7-2) montrent les fonctions d'intercorrélation entre la fenêtre

et les modules représentés �gures (III-3.6-3) et (III-3.6-4). Des positions et des amplitudes

des maximas relevés sur ces �gures, on déduit les signaux (III-3.7-3) et (III-3.7-4) constitués
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d'impulsions de Dirac calées sur les fréquences de l'interférence.
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Fig. 3.7: Signaux obtenus pour les étapes 7-9 du traitement

Les signaux (III-3.7-3) et (III-3.7-4) sont convolués par la représentation de la fenêtre Fk.

On obtient alors les représentations (III-3.8-3) et (III-3.8-4).
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Fig. 3.8: Signaux obtenus pour les étapes 10 et 11 du traitement
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Après décimation on obtient les valeurs du module de l'interférence aux fréquences à corri-

ger. Ces valeurs sont représentées par des points sur les �gures (III-3.8-3) et (III-3.8-4).

On montre en�n sur la partie �gure (III-3.9) l'erreur d'estimation (Rjk � Rjkestim�e) et le

spectre obtenu après traitement.
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Fig. 3.9: Erreur d'estimation sur l'enveloppe Rj et spectres

L'erreur d'estimation résulte de l'échantillonnage fréquentiel réalisée sur la fenêtre. Une aug-

mentation du nombre de points après interpolation permettrait de diminuer la puissance de

cette erreur.

Dans notre exemple la puissance du signal d'interférence est de 43.1dB supérieure à la puis-

sance du bruit gaussien. Après traitement cette puissance est atténuée de 40.1dB. La puis-

sance résiduelle sur le signal d'interférence est donc faible. Cette puissance étant étalée en

fréquence par le code, elle peut être négliger en sortie du �ltre de posdétection (voir �gure

(I-2.2)).

3.4 Conclusions

Le traitement en fréquence de l'amplitude du signal permet l'élimination des signaux d'in-

terférence en limitant la dégradation sur le signal. Ainsi le �ltrage de tout le lobe principal

entraîne une perte de corrélation de 4dB alors que cette perte est de l'ordre de 18dB lorsque
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le �ltrage fréquentiel est appliqué selon les méthodes présentées chapitre 2.

Cette méthode nécessite toutefois l'estimation du module du signal d'interférence qui in-

duit une charge de calcul importante.

En�n cette méthode reste inapplicable en présence d'un brouilleur pulsé qui di�use son

énergie dans tout le spectre en l'absence de pondération e�cace.



182 Traitement en fréquence de l'amplitude



183

Quatrième partie

Synthèse





Synthèse et Perspectives 185

Chapitre 1

Synthèse et Perspectives

1.1 Synthèse

Les méthodes présentées ici permettent d'éliminer ou d'atténuer des signaux d'interférence

bande étroite et ainsi d'améliorer la robustesse du système GPS.

� La puissance de ces méthodes dépend de leur capacité à rejeter les signaux d'interfé-

rence. Toutefois cette opération ne doit pas engendrer de dégradation sur le signal GPS.

Nous avons donc, pour caractériser ces méthodes, utilisé 2 critères :

� Le gain de traitement Gt qui mesure l'atténuation sur le signal d'interférence,

� Le rapport G� qui mesure la dégradation sur le signal GPS.

� De façon très générale, les techniques exposées au chapitre 2 satisfont le premier de ces

critères. On peut considérer que l'énergie du signal d'interférence, en sortie, est très petite

devant celle du bruit gaussien. Elles a�ectent toutefois le signal GPS. La dégradation est

maximale lorsque le �ltre est calé sur la fréquence centrale de ce signal.

Pour le �ltre appliqué dans le domaine temporel, elle dépend de la largeur de l'encoche de la

cellule de �ltrage. La largeur de cette encoche sera dimensionnée pour permettre l'élimina-

tion de brouilleur modulée en fréquence. Ainsi une augmentation de la vitesse de poursuite

passe, pour une valeur du gain de traitement imposé, par un élargissement de l'encoche de

la cellule de �ltrage qui entraîne une dégradation du gain de corrélation G� (voir �gure

(II-1.28)).

Pour le �ltre en fréquence qui traite le signal sur le domaine fréquentiel du signal d'in-

terférence, le rapport G� ne dépend, en présence d'un brouilleur modulé, que de la pente k!
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(voir �gure (II-2.12)).

� Au contraire, les méthodes présentées au chapitre 3 satisfont normalement le deuxième

de ces critères. Par contre, le gain de traitement obtenu n'est pas toujours satisfaisant.

Lorsque le traitement, dans le domaine temporel, est appliqué sur l'amplitude, on note

toutefois une dégradation du rapport signal sur bruit �. Le gain de corrélation G� est de

-3dB, le passage à un signal unidimensionnel ne permettant pas de conserver la phase du

signal. Cette dégradation est moindre en présence de brouilleurs pulsés.

Par ailleurs le gain de traitement qui est, en présence d'un signal de brouillage sinusoïdal

unique, de l'ordre de jg, se dégrade lorsque le nombre de brouilleurs augmente.

La méthode appliquée en fréquence permet de pallier ces problèmes. Le traitement de l'ampli-

tude est localisé en fréquence. Les pertes de corrélation restent faibles et le gain de traitement

tend vers jg lorsque l'estimation de l'enveloppe du signal d'interférence est correctement réa-

lisée.

� Une autre approche du problème consiste à comparer les techniques appliquées dans

le domaine temporel à celles implantées dans le domaine des fréquences. On remarquera

d'abord que les méthodes fréquentielles, qui traitent chaque bloc après la TFD, s'adaptent

rapidement au signal d'interférence.Elles sont par contre inadaptées en présence d'un

brouilleur pulsé de forte puissance qui di�use son énergie dans toute la bande

de fréquence.

Les méthodes en temps convergent plus lentement. Cette convergence est liée à celle de l'al-

gorithme du LMS pour le �ltre linéaire. Elle dépend de l'estimation de l'opérateur pour le

�ltre non linéaire.

D'autres critères conditionnent le choix entre le traitement temporel et le traitement fré-

quentiel. Pour les méthodes exposées au chapitre 2, ces critères sont énoncés ci après.

� La résolution en fréquence : elle dépend du coe�cient �0 du bloc estimation pour le

�ltre temporel, du nombre de points de la TFD pour le �ltre fréquentiel,

� La vitesse de pousuite : le choix dépendra alors du gain de traitement souhaité.

� La complexité et le temps de calcul : les méthodes temporelles sont alors préférées aux
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méthodes fréquentielles.

� Pour terminer cette étude nous proposons 2 architectures :

� Pour éliminer plusieurs brouilleurs �xes ou modulés en fréquence, et un petit nombre

de brouilleurs pulsés, le traitement doit être implanté dans le domaine temporel. On

utilisera une cascade de �ltres à encoche et un �ltre non linéaire "ADP". Les �ltres

à encoche permettent de réduire le nombre de brouilleurs à l'entrée du �ltre "ADP".

L'analyse des signaux en sortie des blocs AR des �ltres à encoche permet d'ajuster le

nombre de cellules au nombre de brouilleurs, non compris les brouilleurs pulsés. Les

brouilleurs pulsés sont alors traités par l'opérateur non linéaire appliqué à l'amplitude

du signal complexe.

� Pour éliminer plusieurs brouilleurs �xes ou variant lentement en fréquence, le trai-

tement peut être implanté dans le domaine fréquentiel. Le traitement non linéaire de

l'amplitude est alors souhaitable. Il o�re un gain de corrélation supérieur à celui mesuré

après le �ltre à encoche fréquentiel (voir �gure(III-3.5)).

1.2 Perspectives

Ce travail permet de dimensionner et de caractériser une architecture pour l'adoucissement

de spectre dans un systèmes GPS. La mise en cascade de cellules d'estimation telles que celles

utilisées pour le �tre à encoche temporel permettra de déterminer le nombre de brouilleurs

et leurs caractéristiques. Des puissances des signaux de sortie des blocs AR, on déduira les

puissances des brouilleurs et la nature de ces brouilleurs (à amplitude constante ou pulsé).

Des paramètres des blocs adaptatifs, on déduira les fréquences instantannées des brouilleurs

et les pentes de la modulation k! pour des brouilleurs modulés linéairement en fréquence.

Ces informations permettront de dimensionner le �ltre à appliquer en entrée des boucles de

corrélation.

Lorsque le �ltre est appliqué en temps ces informations sont :

� Le nombre de �ltres à encoche temporel,

� Les coe�cients k�f de chaque �ltre (déduits des pentes k! et des puissances mesurées),

� La présence de brouilleurs pulsés exigeant un traitement non linéaire de l'amplitude.
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Lorsque le �ltre est appliqué en fréquence, en l'absence de brouilleurs pulsés, on pourra

adapter la fenêtre de pondération à la puissance des brouilleurs en présence.

Le traitement en temps est toutefois beaucoup moins exigeant en terme de charge de calcul.

En présence d'un nombre important de brouilleurs pulsés un découpage en sous bande peut

être envisagé.

Pour la cellule de traitement non linéaire appliquée en temps, une amélioration de l'es-

timation de l'opérateur peut être obtenue lorsque l'estimateur est dé�ni sur des tranches

équiprobables du bruit. Le nombre de classes peut être réduit au nombre de niveaux de

quanti�cation souhaités après �ltrage. Lorsque le traitement annule le signal d'interférence,

le nombre de ces niveaux peut être réduit (voir l'étude sur la quanti�cation réalisée en annexe

2).
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Annexe 1: Caractéristiques du signal

GPS

Notre travail consiste en la dé�nition de l'architecture d'un récepteur GPS fonctionnant en

présence de signaux d'interférence.Les améliorations apportées sont basées sur des techniques

numériques appliquées au signal passe bas équivalent, à l'entrée des boucles de corrélation.

Nous nous proposons donc ici de caractériser le signal GPS, de l'émission jusqu'à l'entrée du

système de traitement numérique. Ce chapitre inclut une présentation du module de forma-

tion du signal GPS au niveau du satellite, un bilan de liaison et une analyse du récepteur,

de l'antenne jusqu'au module numérique. En ce qui concerne le canal, ne sont pas prises

en considération les perturbations liées à la présence d'interférences et de multi-trajets. Les

dégradations qui résultent de signaux d'interférence dans le spectre du GPS sont étudiées

dans un autre chapitre.

De même ne sont pas étudiés d'autres phénomènes (bruits d'horloge, retard ionosphérique,

etc) qui a�ectent directement les mesures GPS.
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0.3 Caractéristiques du signal émis par un satellite

0.3.1 Formation du signal GPS

Le signal GPS est constitué de 2 porteuses [3] : la porteuse primaire L1 centrée à la fréquence

f1 et la porteuse secondaire L2 centrée à la fréquence f2. Ces fréquences sont des multiples

de l'horloge de référence de fréquence f0 = 10:23MHz :

� f1 = 1575; 42MHz = 154f0

� f2 = 1227; 60MHz = 120f0

Tous les satellites GPS émettent sur ces 2 fréquences. La séparation des signaux des dif-

férents satellites utilise des techniques CDMA, chaque porteuse étant modulée par une sé-

quence pseudo-aléatoire d'étalement dépendant du satellite.

Porteuse L1
1575,42 MHz

-

-

Code C/A
1,023 MHz

-
6

?

Données
50 Hz

6

?
Code P

10,23 MHz
-

6

Porteuse L2
1227,6 MHz

-

�� = 90o -

�
��
@@��

�
��
@@��

-

6
Modulation

MP2
- � -Signal L1

Commutateur

?

Modulation
MP2

- -3dB

?

Modulation
MP2

- -6dB -Signal L2

Fig. 1: Formation du signal GPS

Le code d'étalement de précision est noté P et le code d'acquisition rapide est noté C/A

(Coarse Acquisition). Le code P est matérialisé par un signal NRZ émis à la fréquence de

10,23 Mchips/sec. Sa période est d'environ 38 semaines. Il est réinitialisé chaque semaine.

Le code C/A est un code de Gold unique de période 1 msec émis à une fréquence de 1,023

Mchips/sec. Il permet par rapport au code P une localisation plus rapide mais moins précise.

Les propriétés d'autocorrélation et d'intercorrélation de ces codes permettent d'une part

l'accès multiple par codage, d'autre part de dater sans ambiguïté les messages reçus. Les

données de navigation sont transmises au rythme de 50 bits/sec.
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0.3.2 Expression du signal généré

Pour un satellite donné i, l'expression temporelle du signal généré est donc la suivante :

Si(t) =

s
C1

3
Pi(t)Di(t) cos (2�fL1t+ �11) +

s
2
C1

3
Gi(t)Di(t) cos (2�fL1t+ �12)

+
q
C2Pi(t)Di(t) cos (2�fL2t+ �2)

(1)

Avec:

Pi (t) : séquence P du satellite i = séquence pseudo-aléatoire de +1 et -1.

Gi (t) : séquence C/A du satellite i = séquence pseudo-aléatoire de +1 et -1.

Di (t) : données i = séquence de +1 et -1 dépendante du message de navigation.

fL1 et fL2 : fréquences des porteuses L1 et L2.

�11; �12 et �2 : bruits de phase et dérives des oscillateurs.

C1 et C2 : puissance des porteuses L1 et L2.

0.3.3 Fonctions d'autocorrélation des codes d'étalement

Le multiplexage des signaux des di�érents satellites utilise la technique "CDMA". On s'in-

téresse donc à la fonction d'autocorrélation des codes utilisés dont les caractéristiques sont

exploitées dans le système de démodulation, pour la recherche et la poursuite du code du

satellite sélectionné.

Les satellites GPS utilisent 2 codes d'étalement : le code d'étalement de précision noté P

et le code d'acquisition rapide noté C/A. Ces codes sont obtenus à partir de séquences de

longueur maximale.

� Séquence de longueur maximale: code PN

Ces séquences sont obtenues à partir de polynômes primitifs. Si le polynôme est de degré L,

la séquence SPN, prenant les valeurs �1, est de période p=2L-1 et sa fonction de corrélation

a pour expression :

RPN (k) = lim
N!+1

1

N

NX
n=1

SPN (n)SPN (n+ k) =
1

p� 1

24�1 + p

+1X
l=�1

� (k � lp)

35 (2)

La �gure (A1-2) représente une séquence SPN matérialisée par un signal NRZ. Cette séquence

est notée pn(t).

pn(t) =
+1X

n=�1
SPN (n) uTc (t� nTc) (3)
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Où Tc représente la durée d'un chip du signal NRZ ainsi généré et :

uTc(t) = 1 pour jtj < Tc

2
; = 0 ailleurs:

-�Tc

- t

+A

-A

Fig. 2: Séquence PN matérialisée par un signal NRZ

La fonction d'autocorrélation du signal ainsi obtenu a pour expression [4]:

RPN (� ) = +
A
2

p
(�1 + (p + 1)^Tc( � ))


+1X
n=�1

� (� � n (pTc)) (4)

Où

^Tc (� ) = 1 � j� j
Tc

pour jtj < Tc; = 0 ailleurs:

�
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Fig. 3: Fonction d'autocorrélation d'une séquence PN matérialisée par un signal NRZ

Et la densité spectrale de puissance, déduite de la fonction d'autocorrélation, est représentée

par des raies espacées de 1
pTc

:

SPN (f) = +
A
2

p

 
�� (f) + p + 1

p
sinc

2 (fTc)

!
+1X

k=�1
�

 
f � k

pTc

!
(5)

SPN (f) = +
A
2

p2

0@� (f) + +1X
k=�1; k 6=0

(p+ 1) sinc2
 
k

p

!
�

 
f � k

pTc

!1A (6)
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La représentation de la densité spectrale SPN(f) est donnée �gure (A1-4).

Fig. 4: Densité spectrale de puissance

-f

6SPN(f)

1
Tc

A2 p+2
p

A2

p2

�-1/pTc

0

� Code C/A : code GOLD

Les séquences de longueur maximale présentent de très bonnes propriétés d'autocorrélation

mais ne peuvent être utilisées dans des systèmes utilisant des techniques de CDMA. Le

nombre de séquences de longueur maximale, pour un degré du polynôme donné, est faible

(en général 30 séquences pour un polynômes de degré 10 par exemple). Par ailleurs, les

propriétés d'intercorrélation de ces codes ne sont pas toujours satisfaisantes [2]. Pour pallier

ces 2 inconvénients des codes composites, obtenus par combinaison linéaire de séquences

de longueur maximale, sont utilisés. Dans le système GPS, les codes utilisés en mode C/A

sont des codes de Gold ([4], pp. 91-97) construits à partir de 2 séquences maximales de

longeur p=1023. Ces 2 séquences sont donc générées par 2 polynômes primitifs distincts de

degré L=10 produisant 2L codes. Pour obtenir des codes quasi orthogonaux, les 2 séquences

doivent former une paire 'privilégiée', les 2 séquences devant présenter une intercorrélation

minimale.

jRPN1PN2 (k)j << jRPN1 (0)j 8k

Les séquences générant le code C/A sont ainsi obtenues à partir des polynômes suivant :

g1(x) = 1 + x
3 + x

10

g2(x) = 1 + x
2 + x

3 + x
6 + x

8 + x
9 + x

10

La théorie de Gold établit qu'il existe 4 niveaux d'autocorrélation et 3 niveaux d'intercorré-

lation pour ces codes. Ces niveaux apparaissent sur la �gure (A1-5).
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Autocorr�elation : RGl
(0) � 1 et RGl

(k) 2 fV1; V2; V3g 8k 6= 0

Intercorr�elation : RGlGm
(k) 2 fV1; V2; V3g 8k

Avec : V1 = �
1

p
V2 = �

2
L+2
2 + 1

p
et V3 =

2
L+2
2 � 1

p

On montre �gure (A1-5) , pour une séquence de Gold, une représentation de la fonction

d'autocorrélation et, pour 2 séquences de Gold, une représentation de la fonction d'intercor-

rélation.

Fig. 5: Fonctions d'autocorrélation et d'intercorrélation

-t
-
t

Fonction d'autocorrélation

Fonction d'intercorrélation-�2Tc

En ce qui concerne la densité spectrale de puissance, on obtient, comme pour une séquence

PN, des raies spectrales espacées de 1=pTc mais la répartition énergétique ne présente pas

la même uniformité : les raies ne décrivent pas parfaitement l'enveloppe en sinc2(x). La

puissance sur chaque raie dépend du code utilisé.

SG(f) = +
A
2

p2

0@� (f) + +1X
k=�1

M (k) (p + 1) sinc2
 
k

p

!
�

 
f � k

pTc

!1A (7)

avec M(k) � 14:3 8k et quelque soit le code

M(k) traduit le défaut d'uniformité. Les raies spectrales obtenues pour le code C/A ne pré-

sentent donc pas toutes la même atténuation. L'atténuation idéale (de l'ordre de �30dB) que
produirait une séquence maximale peut atteindre des valeurs beaucoup plus faibles (�18:3dB
dans le pire des cas) ([5], pp. 97-107). La �gure (A1-6) donne les premières raies du spectre

normalisé en puissance, obtenu avec le code C/A alloué au satellite SV1 (Spatial Vehicle

number 1). Le niveau -30dB correspond au niveau obtenu pour un code utilisant une sé-

quence maximale.

-

�-
1
Tc

= 1000Hz

6

Sg(f)

A2

-20dB

-40dB
-30dB

f

Fig. 6: Code de Gold : répartition fréquentielle de l'énergie
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� Code P
Le code P n'est pas un code à séquence maximale mais sa longueur est telle que sa fonction

d'autocorrélation est quasi idéale.

RP (� ) =
A
2

p
(�1 + (p + 1) ^ (� ))


+1X
n=�1

�(� � n (pTc)) (8)

Avec :

p = 6:1871 1012; Tc =
1

10:23 106
et

1

pTc

=
1

6:1871 1012 10:23 106
� 1:6 10�20

0.3.4 Spectre du signal GPS

Le signal GPS consiste donc en deux porteuses (voir �gure (A1-1)). La porteuse L2 est

modulée par les données mélangées au code P de débit 10:23MHz=s. La porteuse L1 est

représentée par 2 composantes en quadrature, l'une modulée par les données mélangées

au code C/A de débit 1:023MHz=s, l'autre modulée par les données mélangées au code P.

L'occupation spectrale est dé�nie sur la �gure (A1-7).

Fig. 7: Occupation spectrale du signal GPS

-f

-�20.46MHz

1227.6MHz 1575.42MHz

-�2.046MHz

@@R

code P

��	

code C/A

��	

code P

Plus précisément, la représentation spectrale est obtenue par convolution dans le domaine

temporel du spectre des codes C/A ou P par le spectre des données matérialisées par le signal

NRZ D(t) de débit 50Hz. Les spectres ainsi obtenus sont translatés autour des fréquences

L1 ou L2.

Le spectre produit ainsi à partir du code P est blanc puisque la distance entre 2 raies du

code, qui est de 1:6:10�20, est très petite devant le rythme des donnéees (50bits/sec). Ceci

n'est pas vrai pour le signal produit par le code C/A qui présente des "raies" dont la largeur
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spectrale dépend du rythme des données :

SL1�C=A(f) =
2C1

3

0@SD (f) + +1X
k=�1; k 6=0

M (k)
p + 1

p2
sinc

2

 
k

p

!
SD

 
f � k

pTc

!1A
� (� (f � fL1) + � (f � fL1))

Où SD(f) = TDsinc
2(fTD) représente le spectre du signal des données D(t).

Fig. 8: Densité spectrale du signal C/A
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TD : Rythme Données

Tc : Rythme Chips

p : Longueur du code

0.4 Caractéristiques du signal à l'entrée du récepteur

0.4.1 Puissance du signal au niveau du récepteur

Les satellites émettent en polarisation circulaire droite (RHCP). La puissance du signal reçu

notée C, est spéci�ée ([4], pp. 97-99), ([5],pp. 82-90) en dBW pour une antenne polarisée

linéairement, de gain 3dB. Le diagramme de rayonnement du réseau d'antenne est tel que

cette puissance est minimale lorsque le satellite est à 5° d'élevation et lorsqu'il passe au zénith.

Fig. 9: Niveau de puissance minimum des signaux reçus

Antenne de gain 3dB

polarisée linéairement

5° 20° 40° 60° 80°

P� L2 ou C=A� L2

P� L1

C=A� L1

-166dBW

-163dBW

-160dBW

Puissance reçue

Angle d'élevation du satellite
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Le tableau (A1-0.4.1) donne les niveaux de puissance minimum obtenus alors que le satellite

est à une élévation de 5° ou au zénith.

Porteuse L1-code C/A Porteuse L1-code P Porteuse L2-code P ou C/A

-159.6dBW -162.6dBW -165.2dBW CWI

Tableau 0.4.1 : Niveaux de puissance minimum au niveau du récepteur

0.4.2 Densité spectrale du bruit thermique

La densité spectrale de bruit N0 est déduite de la température équivalente de bruit Te.

N0 = 10 log (kTe)

avec k(constante de Boltzmann) = 1:38 10�23W=
o
K=Hz = �228:6dBW=

o
K=Hz

Cette température équivalente s'exprime, au port d'entrée du récepteur, à partir de la tem-

pérature de bruit de l'antenne TA et de la température de bruit du récepteur TR. L'antenne

et son ampli�cateur peuvent être modélisés par une ligne de transmission d'a�aiblissement

L et un ampli�cateur faible bruit, de facteur de bruit F. On note T0 la température de

référence (T0 = 293oK) et on obtient pour Te :

Te =
TA

L
+
L� 1

L
T0 + TR =

TA

L
+
L� 1

L
T0 + (F � 1)T0

On retient comme valeurs typiques :

� TA = 130oK

� L=1.1

� F=1.5) TR = 145°K

Ce qui donne :

Te = 289oK

N0 = �204dBW=Hz

Dans la bande du code C/A notée B, la puissance du bruit thermique notée N, est donc :

N = N0:B = 2:046 106 N0

N = �141dBW
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0.4.3 Rapport puissance du signal sur densité spectrale de bruit

La puissance minimale reçue, pour un récepteur muni d'une antenne RHCP, est donc en ce

qui concerne le signal C/A sur L1 de -159.6 dBW (voir tableau (A1-0.4.1)). On estime les

pertes d'implémentation et de conversion à 2 dBW. Le rapport entre la puissance du signal

reçu C et la densité spectrale de puissance N0 exprimée en dBW-Hz est donc alors :

C

N0

= �159:6 � 2� (�204) = 42:4dB �Hz

Et peut atteindre la valeur de 51.5 dB-Hz.

Pour les canaux L1-P et L2-P, ce rapport C/No est respectivement de 3 dB et de 5.6 dB

inférieur à celui du canal L1-C/A. Quel que soit le signal, le rapport signal sur bruit est

donc faible, de l'ordre de -20dB pour le signal C/A considéré dans une bande de 2.046Mz.

C'est une des caractéristiques des transmissions à spectre étalé. Ceci justi�e donc le fait

que les bruits liés à la présence des signaux émis par les autres satellites ne sont pas pris

en considération dans cette étude. Ces signaux utilisent des codes orthogonaux au code du

signal démodulé et peuvent être considérés comme des bruits blancs de puissance négligeable

vis à vis du bruit thermique.

0.4.4 Expression du signal à l'entrée du récepteur

Le signal à l'entrée des étages radio fréquences correspond donc à la somme des signaux

émis par les satellites, décrits par l'équation (A1-1), atténués, retardés et noyés dans un

bruit blanc centré gaussien.

Sant(t) =
X
i

�q
2P11iPi(t� �i(t))Di(t� �i(t)) cos (2�fL1(t� �i(t)) + �11)

�
+
X
i

�q
2P12iGi((t� �i(t)))Di(t� �i(t)) cos (2�fL1(t� �i(t)) + �12)

�
+
X
i

�q
2P2iPi(t� �i(t))Di(t� �i(t)) cos (2�fL2(t� �i(t)) + �2)

�
+W (t)

Avec :

P11i;P12i et P2i : puissances respectives reçues,

W(t) : bruit blanc gaussien.

On note vdi(t) la vitesse radiale du récepteur par rapport au satellite i et di(0) la distance,

à l'instant d'origine, du récepteur au satellite i. On obtient, en considérant la propagation
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idéale en espace libre, l'expression du retard �i(t) :

�i(t) =
di(0)

Clum

+
Z
t

0

vdi

Clum

dt = �0i +
Z
t

0

vdi

Clum

dt

0.4.5 Expression du signal à l'entrée des boucles de corrélation

L'étage RF consiste en des mélangeurs suivis par des �ltres intermédiaires. Ces étages per-

mettent de décaler le spectre vers les basses fréquences. Le choix de la fréquence centrale,

après transposition, dépend de la largeur spectrale des signaux GPS et de la fréquence

d'échantillonnage du système numérique. Les �ltres intermédiaires utilisés (�ltre à onde de

surface, �ltres LC) sont supposés à phase linéaire.

Par ailleurs nous postulons ici que le corrélateur est adapté au code C/A d'un satellite

donné, c'est à dire que le signal délivré au corrélateur est mélangé par le code C/A de ce

satellite. En admettant les propriétés d'orthogonalité des codes et que les signaux GPS sont

noyés dans le bruit on peut supposer que le signal d'entrée du corrélateur est le signal cor-

respondant au code C/A considéré, les autres signaux apparaissant comme un bruit blanc

de densité spectrale négligeable devant la densité spectrale du bruit thermique.

L'expression du signal considéré ici est donné par (A1-9). Il s'agit du signal traité par le

récepteur, c'est à dire du signal corrélé au code généré localement.

Sr(t) = +AcP (t� � (t)� �f ) cos

�
2�

�
fct+ fL1

Z
t

0

vd

Clum

dt

�
+ �12 + �f

�
+W (t) (9)

Dans cette équation P(t) représente les données modulées par le code de Gold, �f et �f

modélisent les retards amenés par l'étage RF, et fc est la fréquence obtenue après transpo-

sition. Par ailleurs nous supposerons dans cette étude que le signal P(t) est matérialisé par

un signal NRZ d'amplitude �1, le coe�cient Ac �xant la puissance de ce signal. On obtient,

si la vitesse radiale vd relative au satellite considéré est constante :

Sr(t) = +AcP (t(1 + kd) + � ) cos (2�fct+�e(t)) +W (t) (10)
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Où :

fc Fr�equence porteuse �a l0entr�ee du r�ecepteur num�erique

P() S�equence C=A modul�ee par les donn�ees

� D�ecalage entre le code signal et la r�ef�erence GPS

�e(t) = �0 +

Z t

0
!ddt !d = 2�fd D�erive Doppler

kd =
fd

fL1
Mod�elise le Doppler sur le code

fL1 Fr�equence porteuse

W(t) Bruit blanc gaussien g�en�er�e dans le canal

Nous obtenons ainsi l'expression du signal à l'entrée des boucles numériques de précorrélation

en l'absence de multi trajets et d'interférence. Nous dé�nissons dans le chapître qui suit le

récepteur adapté à ce signal.
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Annexe 2: Le récepteur conventionnel

Le récepteur conventionnel est dé�ni en présence de bruit blanc gaussien. Dans cette annexe,

on trouvera les développements utilisés pour la construction de ce récepteur ainsi qu'une

description de son architecture.
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0.5 Le Récepteur adapté

Le récepteur adapté est ici dé�ni en présence de bruit blanc, centré, gaussien. La fréquence

Doppler étant constante sur la durée d'observation, le signal d'entrée du récepteur numérique

a pour expression :

Srn = Ac:P (nTe (1 + kd) + � ) cos (2�fcnTe + �en) +Wn = Sn +Wn

Srn = Ac:P (nTe (1 + kd) + � ) cos (2� (fc + fd)nTe + �0) +Wn = Sn +Wn

Le problème, dans un récepteur GPS, consiste à estimer les grandeurs �; !d que porte le

signal reçu. De ces grandeurs sont déduites les informations de pseudo distance et pseudo

vitesse qui sont utilisées dans les équations de navigation. Les autres paramètres du signal

sont Ac qui dépend de la puissance de ce signal et �0 la phase à l'origine. On recherche donc

une estimation du vecteur � :

� = [Ac; �; !d; �0]
T
; � 2 IR+xIRxIRx[0; 2�] � IR4

Nous utilisons la méthode du maximumde vraisemblance qui postule que la meilleure estimée

du vecteur des paramètres est celle qui maximise la probabilité de l'évènement observé [6],

[7]. On note Sr le vecteur d'observation obtenu par échantillonnage du signal Sr :

Sr = (Sr1; Sr2; ::::; SrN)

Ce vecteur d'observation est gaussien, de moyenne [S1;S2; :::;SN] et de matrice de covariance

�
2
g:I. La fonction de vraisemblance f1Sr(z1; z2; ::::; zN; �) s'exprime en fonction de fw loi de

densité de probabilité du bruit :

f
1
Sr
(Sr; �) =

NY
n=1

fw(Srn � Sn) =
1r�

2��2
g

�
N

exp

(
�

NX
n=1

(Srn � Sn)
2

2�2
g

)
(11)

f
1
Sr
(Sr; �) =

NY
n=1

fw(Srn � Sn) =
1r�

2��2
g

�
N

exp

(
�

NX
n=1

S
2
rn
+ S

2
n
� 2SnSrn

2�2
g

)
(12)

Il s'agit de rechercher les valeurs des paramètres qui maximisent la fonction (A2-12) ou la

fonction log-vraisemblance (A2-13). Dans cette dernière expression ne sont conservés que les

termes qui, dépendant de Sn, contiennent de manière explicite les paramètres qui composent

le vecteur �.

L(Sr; �) = �
NX
n=1

�
S
2
n
� 2SnSrn

�
(13)
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En remplaçant Sn par son expression on obtient :

L(Sr; �) = �
NX
n=1

A
2
c
cos

2 (2� (fc + fd) nTe + �0)

+
NX
n=1

2AcSrnP (nTe (1 + kd) + � ) cos (2� (fc + fd)nTe + �0)

En admettant que la durée d'observation est telle que N(fc + fd)Te � 1, on obtient :

L(Sr; �) � �N
A
2
c

2
+

NX
n=1

2AcSrnP (nTe (1 + kd) + � ) cos (2� (fc + fd)nTe + �0) (14)

L(Sr; �) � �N
A
2
c

2
+ 2Ac<

(
exp(i�0)

NX
n=1

SrnP (nTe (1 + kd) + � ) exp((2i� (fc + fd) nTe))

)
(15)

Recherchons d'abord �̂0 qui maximise la fonction (A2-15).

L(Sr; �0) max pour �̂0 = �Arg
(

NX
n=1

SrnP (nTe (1 + kd) + � ) exp((2i� (fc + fd) nTe))

)

Et on obtient pour expression de la fonction de log-vraisemblance :

L(Sr; [Ac; �; !d]) � �N
A
2
c

2
+ 2Ac


NX
n=1

SrnP (nTe (1 + kd) + � ) exp((2i� (fc + fd)nTe))


De même on obtient Âc en dérivant par rapport à Ac la fonction L :

Âc =
2

N


NX
n=1

SrnP (nTe (1 + kd) + � ) exp((2i� (fc + fd) nTe))

 (16)

La fonction à maximiser, pour obtenir les estimations du maximum de vraisemblance de !d

et � , devient :

L(Sr; [�; !d]) �
2

N


NX
n=1

SrnP (nTe (1 + kd) + � ) exp((2i� (fc + fd)nTe))


2

(17)

0.6 Architecture du récepteur

0.6.1 Principe

La fonction (A2-17) permet de dériver le récepteur optimum en présence de bruit gaussien.

L'architecture de ce récepteur est représentée, dans la première partie, par la �gure (I-1.2).
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Le problème réside donc dans l'estimation du décalage �̂ et de la fréquence Doppler !̂d qui

assure la cohérence entre le code local et le signal reçu. Dans un récepteur GPS une re-

cherche sur les 2 dimensions � , !d est réalisée. Nous admettons ici que la correction de la

dérive Doppler est réalisée et que la rotation de phase est petite devant 2� sur la durée

d'observation. Nous nous intéressons alors à la boucle de code d'un récepteur non cohérent.

Cette boucle utilise le décalage code reçu-code local comme grandeur d'asservissement. Au

niveau du récepteur, les étapes pour la synchronisation de cette boucle sont les suivantes :

� recherche dans le plan �; !d, par comparaison à un seuil de la fonction (I-1.2), des estimées

de ces paramètres,

� maintien, au moyen d'une boucle à vérouillage de retard (DLL), de la synchronisation code

local-code reçu.

0.6.2 Boucle de code

Cette boucle constitue le coeur d'un récepteur GPS. Le coût d'acquisition du code (recherche

dans le plan �; !d) étant non négligeable, la robustesse de cette boucle, c'est à dire sa capacité

à poursuivre le code du signal reçu en présence de perturbations telles que des interférences

en particulier, constitue une de ses principales caractériques. Les boucles utilisées sont gé-

néralement non cohérentes c'est à dire que l'estimation de la fréquence Doppler est obtenue

indépendamment du fonctionnement de la boucle de phase. Le décrochage de cette dernière,

plus fragile, n'a donc pas de conséquence sur la boucle de code.

Les principales caractéristiques de la boucle de code sont les suivantes :

� la variance de l'erreur � � �̂ qui conditionne la précision sur la mesure de position,

� le comportement dynamique qui détermine, pour une trajectoire du véhicule (accélération,

jerk), la capacité du récepteur à poursuivre le signal reçu.

Les éléments constitutifs de cette boucle sont :

� le discriminateur de retard qui mesure la grandeur d'asservissement,

� l'oscillateur asservi en fréquence qui contrôle le générateur de code local,

� le �ltre qui détermine la bande de bruit de la boucle et son comportement dynamique.

Le discriminateur de retard

Ce discriminateur est basé sur la mesure de la corrélation entre le signal reçu et 2 réalisations

du code local, l'une en avance sur le code local de référence, l'autre en retard. La valeur de

l'avance et du retard correspond à une fraction de chip : avance = retard = kcTc; kc < 1.
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Fig. 10: Corrélateur avance-retard

L'expression de la sortie des voies en avance et en retard, en l'absence de bruit, est déduite

de (I-1.3). Sur la durée d'intégration NTe, on doit considérer que l'estimation de la fréquence

Doppler est telle que N(fd � f̂d)Te << 1 pour extraire les termes en cosinus et sinus du signe

somme. Ces termes disparaissent du carré du module.

R
2
�(� � �̂ ; fd; f̂d) =

A
2
c

N

 
NX
n=1

P

 
nTe

 
1 +

fd

fL1

!
+ �

!
:P

 
nTe

 
1 +

f̂d

fL1

!
+ �̂ � kcTc

!!2
(18)

On note, sur la durée d'intégration [nTe; (n + N� 1)Te], ��d(n) l'ecart moyen code local-

code reçu dû à l'e�et Doppler. On obtient cette durée d'observation :8>>>><>>>>:
R
2
�(� � �̂ ;��d(n)) =

A
2
c

N
R
2
PP

(��d(n) + � � �̂ � kcTc) o�u RPP (�) =
NX
n=1

P (n)P (n + �)

��d(n) �
fd � f̂d

fL1

(
2n+N � 1

2
)

(19)

Et l'expression de la sortie du corrélateur, sur cette durée, devient :

Sdiscri =
A
2
c

N
(R2

PP
(��d(n) + � � �̂ + kcTc)�R

2
PP

(��d(n) + � � �̂ � kcTc)) (20)

On donne �gure (A2-11), pour di�érentes valeurs de kc, la représentation continue des cor-

rélations avance et retard (en fonction du temps t), et de la sortie du discriminateur (en

fonction du retard entre le code reçu et le code local �). Le temps t et le retard � sont ex-

primés en nombre de chips. Ces représentations dépendent de Ac c'est à dire de la puissance

du signal reçu. Elles sont données ici pour Ac = 1.
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Fig. 11: Corrélation avance, corrélation retard, et sortie du discriminateur
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Remarque : Il existe des versions normalisées du discriminateur, pour lesquelles la sortie

du discriminateur ne dépend plus de la puissance du signal ([4], pp. 143-146).

Le �ltre

Le propos n'est pas ici d'analyser les caractéristiques de la boucle de code. Nous retiendrons

que le choix du �ltre conditionne à la fois le comportement dynamique du �ltre (ordre de

la boucle) et la bande équivalente de bruit de cette boucle, c'est à dire la variance de la

grandeur �d � �̂d ([4], pp. 151-156). Pour la boucle de code, des �ltres d'ordre 0 et d'ordre 1

sont généralement utilisés de manière à réduire la bande équivalente de bruit. L'amélioration

du comportement dynamique de ces boucles nécessite une commande additionnelle (aide)

provenant de la boucle de phase ou d'un système inertiel.

0.7 Le récepteur numérique

Les corrélateurs qui constituent le dicriminateur de retard donné �gure (A2-10) sont intégrés

dans un circuit numérique. A l'entrée de ce composant, on retrouve les fonctions classiques

d'échantillonnage et de quanti�cation qui permettent une représentation discrète du signal

sur les 2 axes temps et amplitude. Nous nous proposons de mesurer les e�ets de ces 2

opérations.
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0.7.1 Echantillonnage

Le choix de la fréquence d'échantillonnage impose la fréquence maximale du signal GPS

numérisé. On montre sur la �gure (A2-12), pour une séquence PN "idéale", la représentation

des densités spectrales, en l'absence de repliement sur le spectre du signal échantillonné, pour

di�érentes valeurs de la fréquence d'échantillonnage Fe = 1=Te (Fe =
2
Tc
, Fe =

4
Tc
, Fe =

6
Tc
,

Fe =
8
Tc
, où Tc représente la période chip).
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Fig. 12: Densités spectrales de puissance

Fe = 2
Tc

Fe = 4
Tc

Fe = 6
Tc

Fe = 8
Tc

La restriction du spectre au support (0;Fe=2] entraîne une déformation des signaux de sortie

des corrélateurs avance et retard, et en conséquence du signal de sortie du discriminateur de

retard. Nous mettons ceci en évidence sur les �gures (A2-13), (A2-14), (A2-15) représentées

pour di�érentes valeurs du coe�cient kc, qui �xe l'écart avance retard. Elles montrent l'in-

�uence de la fréquence d'échantillonnage (�gures obtenues pour Fe = 8
Tc
, Fe = 4

Tc
, Fe = 2

Tc
).
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Fig. 13: Corrélation avance, corrélation retard, et sortie du discriminateur (Fe = 8=Tc)
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Fig. 14: Corrélation avance, corrélation retard, et sortie du discriminateur (Fe = 4=Tc)
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Fig. 15: Corrélation avance, corrélation retard, et sortie du discriminateur (Fe = 2=Tc)
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Le choix de la fréquence d'échantillonnage est directement lié à la forme du discriminateur

avance-retard. Une réduction du paramètre kc qui �xe l'écart avance-retard conduit à un

corrélateur étroit et nécessite un élargissement de la bande du signal qui impose une aug-

mentation de la fréquence d'échantillonnage.

0.7.2 Quanti�cation

La quanti�cation introduit un bruit et entraîne en conséquence une dégradation du rapport

signal sur bruit en sortie du corrélateur. Nous proposons de mesurer cette dégradation, c'est

à dire d'évaluer le rapport puissance d'intercorrélation sur bruit de�ni par la relation (I-1.9).

Pour estimer ce rapport � nous utilisons le modèle ci-dessous. Ce modèle se déduit des rela-

tions (I-1.10).

-Zn Q -Zqn
��
��
��@@ -Cn

Pn

E(C)E�(C)

E(CC�)� E(C)E�(C)

A2
c kRprp(0)k2

Pw

-

-

-

-
6

Fig. 16: Mesure du rapport signal sur bruit en présence du quanti�eur
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Le rapport puissance d'intercorrélation sur bruit � qui caractérise le signal se déduit donc des

relations (I-1.10). Nous considérons, en l'absence de quanti�cation, la représentation idéale

du signal d'entrée (Prn = Pn). Le rapport �, noté en l'absence du quanti�eur, �O, est alors

égal au rapport signal sur bruit en entrée.

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�O =
E(C(t))E(C�(t))

E(C(t)C�(t))� E(C(t))E(C�(t))
=

Ps

Pw

Ps = A
2
c

Pw = EfW W
�g = 2�2

g

(21)

Etude du quanti�eur 1 bit

Pour simpli�er cette étude, nous considérons que la phase du signal Zn dé�ni par la rela-

tion (I-1.4) est nulle (�n = �0 = 0 8 n). En conséquence nous ne traitons le problème de la

quanti�cation que sur la voie en phase. Sur cette voie, le bruit est gaussien et noté WG.

Xn = <fZng = AcPn +Wn (22)

La caractéristique du quanti�eur est donnée �gure (A2-17). Le signal quanti�é Xq = <fZqg
et le signal C ne peuvent prendre que les 2 valeurs +1 et -1, les probabilités étant :

P(C = +1) = P(P = 1)P(Xq = +1j1�emis) + P(P = �1)P(Xq = �1j � 1�emis)

P(C = �1) = P(P = 1)P(Xq = �1j1�emis) + P(P = �1)P(Xq = +1j � 1�emis)

-

6

e

s

-1

+1

Fig. 17: quanti�eur 1 bit

Le bruit étant gaussien, les lois de probabilité conditionnelles, P(Xj1�emis) et P(Xj � 1�emis),

suivent des lois normales de moyennes respectives +Ac et �Ac et d'écart type fonction du

rapport signal à bruit avant quanti�cation i. De ces lois, on déduit l'expression de l'espérance

de C, de la puissance totale et du rapport Gamma, en présence du quanti�eur. Ce rapport
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est noté �Q.

E(C)2 =

�
erf

�
�
r
i

2

��2
E(C2) = 1

�Q =

�
erf

�
�
q

i

2

��2
1�

�
erf

�
�
q

i

2

��2 d0apr�es (I� 1:10)

La �gure (A2-18) montre la dégradation du rapport signal sur bruit lorsque ce rapport évolue

à l'entrée de -30dB à 0dB.

−30 −25 −20 −15 −10 −5 0
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

Fig. 18: Dégradation du rapport signal sur bruit

i en dB

�Q � O en dB
� th�eorique
o osimul�ee sur 106 �echantillons

quanti�eur 1 bit

Pour le système GPS, c'est à dire pour des faibles valeurs du rapport i, la dégradation est

quasi constante et inférieure à 2 dB. La valeur de cette dégradation est obtenue en utilisant

un développement à l'ordre 3 de la fonction erf.

Si i << 1 �Q �
2

�
i

Et : �Q � �O = �10log 2
�
� �1:96dB

� Quanti�cation 2 bits

La caractéristique du quanti�eur est donnée �gure (A2-19).

-
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�AM +AM

Fig. 19: quanti�eur 2 bits
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Le signal C peut désormais prendre les 4 valeurs -1.5, -.5, +.5 et +1.5. Les niveaux de

transition dépendent du facteur de crête du signal à l'entrée du quanti�eur.

P(C = +1:5) = P(P = 1)P(Xq = 1:5j1�emis) + P(P = �1)P(q = �1:5j � 1�emis)

P(C = +0:5) = P(P = 1)P(Xq = 0:5j1�emis) + P(P = �1)P(q = �0:5j � 1�emis)

P(C = �0:5) = P(P = 1)P(Xq = �0:5j1�emis) + P(P = �1)P(q = +0:5j � 1�emis)

P(C = �1:5) = P(P = 1)P(Xq = �1:5j1�emis) + P(P = �1)P(q = +1:5j � 1�emis)

Et le rapport signal sur bruit en sortie peut s'exprimer comme précédemment mais fait

intervenir le facteur crête que l'on notera �.

On pose :

� =
AM

�g
�
2
g
variance du bruit gaussien

On obtient pour i << 1 :

E(C) = 0:25

�
erfc

�
�
r
i

2

�
� erfc

�
+

r
i

2

��
+0:5

 
erfc

 
�

2
p
2
�
r
i

2

!
� erfc

 
�

2
p
2
+

r
i

2

!!

E(C2) = 0:25 + erfc

 
�

2
p
2
�
r
i

2

!
+ erfc

 
�

2
p
2
+

r
i

2

!

D'où on déduit d'après (I-1.10) le rapport �Q. La �gure (A2-20) montre la dégradation

du rapport signal sur bruit �Q � �O en fonction du rapport signal sur bruit à l'entrée du

quanti�eur, pour di�érentes valeurs du facteur de crête.
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Fig. 20: Dégradation du rapport signal sur bruit en fonction de �
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quanti�eur 2 bits
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Pour de faibles valeurs de i (i << 0dB) la dégradation est minimum pour � = 2, égale à

0.54 dB (voir �gure (A2-21)).
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Fig. 21: Dégradation du rapport signal sur bruit pour � = 2
i en dB

o � i en dB

� th�eorique

o o simul�ee sur 106 �echantillons

� = 2

quanti�eur 2 bits

� Quanti�cation 3 bits

En l'absence d'interférence la dégradation sur le rapport signal sur bruit devient négligeable.

Elle n'est que de 0.161dB pour un quanti�eur optimal ([5], pp. 726).

On peut donc considérer que la dégradation apportée par la quanti�cation en

présence de bruit gaussien reste faible. De 1.96 dB dans la con�guration la plus simple,

qui ne conserve que le bit de signe du signal d'entrée, elle n'est plus que de 0.161dB lorsque

le signal est quanti�é sur 3 bits.
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Annexe 3: Filtre à encoche temporel
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0.8 Caractéristique du �ltre à encoche

Nous donnons ici les caractéristiques du �ltre à encoche complexe. Ce �ltre est composé d'un

zéro de module �0 et d'un pôle de module �0 alignés sur la fréquence de l'encoche.8<: z0 = �0 exp fi2�f0g
p0 = �0 exp fi2�f0g

(23)

0.8.1 Réponse en fréquence

H( ~f) =
1 + �0

1 + �0

exp

n
i2� ~f

o
� z0

exp

n
i2� ~f

o
� p0

=
1 + �0

1 + �0

exp

n
i2� ~f

o
� �0exp fi2�f0g

exp

n
i2� ~f

o
� �0exp fi2�f0g

���H( ~f
���2 = (1 + �0)

2

(1 + �0)2

1 + �
2
0 � 2�0cos

�
2�
�
~f � f0

��
1 + �

2
0 � 2�0cos

�
2�( ~f � f0)

� = K��0

1 + �
2
0 � 2�0cos

�
2�
�
~f � f0

��
1 + �

2
0 � 2�0cos

�
2�( ~f � f0)

�

���H( ~f
���2 �0=1

=
(1 + �0)

2

4

2 � 2cos
�
2�
�
~f � f0

��
1 + �

2
0 � 2�0cos

�
2�( ~f � f0)

�
(24)

0.8.2 Bande excisée

Ce résultat est donné pour un zéro de module unitaire (�0 = 1). On note B la largeur de

l'encoche pour un niveau d'atténuation Alin. On a :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

A
�1
lin

=
(1 + �0)

2

4

2� 2cos�

1 + �
2
0 � 2�0cos�

Alin = 10�AdB=10 AdB Att�enuation en puissance exprim�ee en dB

� = �B

(25)

On obtient :

cos� =
(1� 2A�1

lin
)(1 + �

2
0) + 2�0

1 + �
2
0 + 2�0(1� 2A�1

lin
)

sin
2�

2
=

A
�1
lin
(1 � �0)

2

1 + �
2
0 + 2�0(1� 2A�1

lin
)

(26)
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Pour des largeurs de la bande très faibles B << 1 on a :

�
2

4
=

A
�1
lin
(1 � �0)

2

1 � �20 + 2�0(1� 2A�1
lin
)

BHz �
2

�
(1 � �0)

vuut A
�1
lin

1 + �
2
0 + 2�0(1� 2A�1

lin
)

(27)

0.8.3 Caractéristiques fréquentielles du bloc AR

Le bloc MA présente un pôle noté p0 = �0exp fi2�f0g. On a:

HAR( ~f) =
1

B( ~f)
=

1

1 � �0exp

n
i2�

�
f0 � ~f

�o
���HAR( ~f)

���2 = 1

1 + �
2
0 � 2�0cos

�
2�
�
f0 � ~f

��

jHAR(f0)j2 =
1

(1� �0)2

Z 1

0

���HAR( ~f )
���2 d ~f =

Z 1

0

1

1 + �
2
0 � 2�0cos(2�( ~f � f0))

d ~f =
1

1 � �
2
0

(28)

Si on applique à l'entrée de ce �ltre un signal composite constitué d'une interférence de

puissance J, de fréquence ~f et d'un bruit blanc gaussien de puissance G, le rapport de

puissance interférence sur bruit blanc est modi�é. On note JI et GI les puissances de ces 2

composantes en sortie de la partie AR. On obtient :

JI( ~f) = J

���HAR( ~f)
���2 = J

1 + �
2
0 � 2�0cos

�
2�
�
f0 � ~f

��

GI( ~f) = G

Z 1

0

���HAR( ~f)
���2 d ~f =

G

1 � �
2
0

G
AR


( ~f ) =

jg_I

jg
( ~f ) =

1 � �
2
0

1 + �
2
0 � 2�0cos

�
2�
�
~f � f0

��
(29)
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Il est intéressant d'exprimer la sensibilité du gain GAR


aux paramètres �0 et � = 2�
�
~f � f0

�
.

On a: 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

G
AR


(�; �) =

1 � �
2

1 + �2 � 2�cos (� � �0)

� = �0 +��

� = 2�f0 +�� = �0 +��

G
AR


(�0; �0) =

1 � �
2
0

(1� �0)2

(30)

On obtient pour les expressions des dérivés partielles exprimées par rapport à � et � :

@G
AR


(�; �)

@�

�����
�=�0

=
2

(1� �)2

@G
AR


(�; �)

@�

�����
�=�0

= � 2�0(1� �
2
0)sin(� � �0)

(1 + �
2
0 � 2�0cos(� � �0))2

���0<<2�� �GAR


(�0; �0)

2�0

(1� �0)2
(� � �0)

(31)

On considère de faibles variations ��;�� autour de �0; �0 . On a :

G
AR


(�0 +��; �0 +��) = G

AR


(�0; �0)

 
1 +

2

1� �
2
0

��� �0

(1 � �0)2
��2

!
(32)

La sensibilité est donc très forte lorsque le pôle est proche du cercle unitaire.

0.8.4 Caractéristiques fréquentielles du bloc MA

Le bloc MA présente un zéro noté z0 = �0exp fi2�f0g. On a:

HMA( ~f) = A(~(f)) = 1� �0exp

n
i2�

�
f0 � ~f

�o
���HMA( ~f )

���2 = 1 + �
2
0 � 2�0cos

�
2�
�
f0 � ~f

��

jHMA(f0)j2 = (1 � �0)
2

Z 1

0

���HMA( ~f)
���2 d ~f = 1 + �

2
0

(33)
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Si on applique à l'entrée de ce �ltre un signal composite constitué d'une interférence de

puissance JI, de fréquence ~f et d'un bruit blanc gaussien de puissance GI, le rapport de

puissance interférence sur bruit blanc est modi�é. On note JF et GF les puissances de ces 2

composantes en sortie de la partie MA. On obtient :

JF ( ~f ) = JI

���HMA( ~f)
���2 = JI

�
1 + �

2
0 � 2�0cos

�
2�
�
f0 � ~f

���

GF ( ~f) = GI

Z 1

0

���HMA( ~f )
���2 d ~f = GI(1 + �

2
0)

G
MA


( ~f ) =

jg_F

jg_I

( ~f) =
1 + �

2
0 � 2�0cos

�
2�
�
~f � f0

��
1 + �

2
0

(34)

On peut exprimer la sensibilité du gain GMA


aux paramètres � et � = 2�
�
~f � f0

�
. On a:8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

G
MA


(�; �) =

1 + �
2 � 2�cos (� � �0)

1 + �2

� = �0 +��

� = 2�f0 +�� = �0 +��

G
MA


(�0; �0) =

(1� �0)
2

1 + �
2
0

(35)

On obtient pour les expressions des dérivés partielles exprimées par rapport à � et � :

@G
MA


(�; �)

@�

�����
�=�0

= �2 1 � �
2

(1 + �2)2

@G
MA


(�; �)
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�����
�=�0

= +
2�0sin(� � �0)

1 + �
2
0

���0<<2�� +2GMA


(�0; �0)

�0

(1 � �0)2
(� � �0)

(36)

On considère de faibles variations ��;�� autour de �0; �0 . On a :

G
MA


(�0 +��; �0+��) = G

MA


(�0; �0)

 
1� 2

1 + �0

(1 � �0)(1 + �
2
0)
�� +

�0

(1� �0)2
��2

!

(37)



222 Annexe 3: Filtre à encoche temporel

0.9 Intercorrélation code PN �ltré-code PN

On considère une séquence PN �ltrée par le �ltre à encoche. On mesure la fonction d'inter-

corrélation entre cette séquence et la séquence d'origine non �ltrée. Elle s'écrit, d'après les

relations de Wiener Lee :

Rpfp(k) = h(k) �Rpp(k)

Avec : 8>>>><>>>>:
Rpp(k) = 1� jkj

Nc

jkj � Nc

Rpp(k) = 0 k > Nc

8>>>>><>>>>>:
h(n) =

1 + �0

2
p
n

0 (1� �
�1
0 ) n > 0

h(n) =
1 + �0

2
n = 0

En conséquence la fonction d'inter-corrélation s'écrit :

Rpfp
(k) =

+NcX
m=�Nc

 
1� jmj

Nc

!
h(k �m)

On obtient :

Pour k < �Nc :

Rpfp
(k) = 0 (38)

Pour �Nc � k � 0 :

Rpfp
(k) = 1 +

k

Nc

h(0) +
k�1X

m=�Nc

�
1 +

m

Nc

�
h(k �m)

=
1 + �0

2

0@1 + k

Nc

+ p
k

0

�
1 � �

�
0 1
� k�1X
m=�Nc

�
1 +

m

Nc

�
p
�m
0

1A
=
1 + �0

2

 
1 +

k

Nc

+
z0 � p0

Nc

 
p0 � p

k+Nc

0

(1� p0)
2 � Nc + k � 1

1 � p0

!! (39)
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Pour 0 < k � Nc :

Rpfp
(k) = 1 � k

Nc

h(0) +
0X

m=�Nc

�
1 +

m

Nc

�
h(k �m) +

k�1X
m=1

�
1� m

Nc

�
h(k �m)

=
1 + �0

2

0@1� k

Nc

+ p
k

0

�
1� �

�
0 1
�0@ k�1X

m=�Nc

p
�m
0 +

0X
m=�Nc

mp
�m
0 �

k�1X
m=1

mp
�m
0

1A1A
=

1 + �0

2

0@1� k

Nc

+
z0 � p0

Nc

0@pk0 � p
k+Nc

0 +
�
Nc � 1�Ncp

�1
0

� �
p0 � p

k

0

�
(1� p0)

2

�Ncp
k�1
0 + 1� k

1� p0

!!
(40)

Pour k > Nc :

Rpfp
(k) =

NcX
m=�Nc

 
1 +

jmj
Nc

!
h(k �m)

=
1 + �0

2
p
k

0

�
1 � �

�
0 1
�0@ NcX

m=�Nc

p
�m
0 +

0X
m=�Nc

mp
�m
0 �

NcX
m=1

mp
�m
0

1A
=
1 + �0

2
p
k

0

z0 � p0

Nc

0@1 � p
Nc

0 +
�
p
�Nc

0 � 1
� �

Nc � 1�Ncp
�1
0

�
(1 � p0)

2

�Nc

p
�1
0 � p

�(Nc+1)
0

1� p0

1A
(41)

0.10 Autocorrélation code PN �ltré

On considère maintenant la fonction d'autocorrélation de la séquence PN �ltrée par le �ltre

à encoche.

8<: Rpfp(k) = Rpp(k) � hh(k)
hh(k) = h(k) � h�(�k)

On exprime hh(k) :

8>><>>:
hh(n) =

+1X
m=n

h(m)h�(m� n)

hh(�n) = h
�
h
(n)
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On obtient :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

hh(0) =
+1X
m=0

jh(m)j2 = jh(0)j2 +
�
1 + �0

2

�2 �
1 � �

�1
0

�2 +1X
m=1

�
2m
0

=

�
1 + �0

2

�2  
1 +

�
1 � �

�1
0

�2 +1X
m=1

�
2m
0

!
=

1 + �0

2
= h(0)

hh(n)n>0 = h(n)h�(0) +
�
1 + �0

2

�2 +1X
m=n+1

z
m

0 �
2m
0

�
1 � �

�1
0

� �
�
�n
0 � �

�(n+1)
0

�
z
n�m
0

=

�
1 + �0

2

�20@pn0 (1 � �
�1
0 ) + z

n

0

�
�
�n
0 � 2�

�(n+1)
0 + �

�(n+2)
0

� +1X
m=n+1

�
2m
0

1A
=

�
1 + �0

2

�2
p
n

0

1� �
�1
0

1 + �0
=

h(n)

2

hh(n)n<0 =
h
�(�n)
2

On en déduit la fonction d'autocorrélation de la séquence �ltrée :

Pour k = 0 :

Rpfpf
(0) = h(0) +

�1X
m=�Nc

�
1 +

m

Nc

�
h(�m)

2
+

NcX
m=1

�
1 � m

Nc

�
h
�(m)

2

= h(0) +
NcX
m=1

�
1 � m

Nc

�
h(m) + h

�(m)

2

=
1 + �0

2

 
1 +

1 � �
�1
0

2

NcX
m=1

�
1� m

Nc

��
p
m

0 �
�
�0

z0

�m�!

=
1 + �0

2

 
1 +

z0 � p0

2

 
1

1� p0

 
1� p

Nc

0

Nc (1 � p0)
� 1

!!!

+
1 + �0

2

z0 � p0

2 (z0 � �0)

0B@ 1�
�
�0

z0

�Nc

Nc (z0 � �0)
� 1

z0

1CA

(42)
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Pour 0 < k � Nc :

Rpfpf
(k) =

 
1� k

Nc

!
h(0) +

0X
m=�Nc

�
1 +

m

Nc

�
h(k �m)

2
+

k�1X
m=1

�
1� m

Nc

�
h(k �m)

2

+
NcX

m=k+1

�
1 � m

Nc

�
h
�(m� k)

2

=
1 + �0

2

 
1 � k

Nc

!

+
1 + �0

2

1 � �
�1
0

2
p
k

0

0@ k�1X
m=�Nc

p
�m
0 +

1

Nc

�1X
m=�Nc

mp
�m
0 � 1

Nc

k�1X
m=1

mp
�m
0

1A
+
1 + �0

2

1 � �
�1
0

2

�
z0

�0

�
k NcX
m=k+1

�
1 � m

Nc

��
z0

�0

��m

Rpfpf
(k) =

1 + �0

2

 
1 � k

Nc

!

+
1 + �0

4Nc

(z0 � p0)

 
p
k

0 + k �Nc � 1

1� p0
� p0 + p

k+Nc

0 � p
k

0 � p
k+1
0

(1� p0)
2

!

+
1 + �0

4Nc

z0 � p0

z0

0B@ k �Nc

z0 � �0
+ z0

1 �
�
z0

�0

�k�Nc

(z0 � �0)
2

1CA
(43)

Pour k > Nc :

Rpfpf
(k) =

NcX
m=�Nc

 
1� jmj

Nc

!
h(k �m)

2

=
1 + �0

2

1� �
�1
0

2
p
k

0

0@ NcX
m=�Nc

p
�m
0 +

1

Nc

�1X
m=�Nc

mp
�m
0 � 1

Nc

NcX
m=1

mp
�m
0

1A

=
1 + �0

2

1� �
�1
0

2
p
k

0

0@ NcX
m=�Nc

p
�m
0 � 1

Nc

NcX
m=1

m

�
p
�m
0 + p

m

0

�1A

=
1 + �0

4Nc

(z0 � p0) p
k

0

2 � p
Nc

0 � p
�Nc

0

(1� p0)
2

(44)
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0.11 Processus interférence+bruit gaussien

Nous évaluons ici les moments d'un processus aléatoire issu d'une interference et d'un bruit

blanc gaussien additif.

0.11.1 Interférence non modulée

On utilise ici la notation suivante :

jn = Ajexp fi2�fjn+ �g Interférence

gn = gc(n) + igs(n) Bruit blanc centré gaussien complexe

zn = jn + gn

J = A
2
j

Puissance de l'interférence

G = 2�2
g

Puissance du bruit blanc gaussien

Pjg = J +G

On admet par ailleurs que :

E fgng�ng = G

E fgngng = 0

E

n
g
4
cn

o
= E

n
g
4
sn

o
= 3�4

g

On obtient :

E fznz�ng = J +G = Pjg

E

n
znz

�
n�1

o
= E

n
(jn + gn)(j

�
n�1 + g

�
n�1)

o
= Jexp fi2�fjg

E

n
znz

�
n
zn�1z

�
n�1

o
= E

n
(jn + gn)(j

�
n
+ g

�
n
)(jn�1 + gn�1)(j

�
n�1 + g

�
n�1)

o
= E f(J + gng

�
n
+ gnj

�
n
+ g

�
n
jn)

(J + gn�1g
�
n�1 + gn�1j

�
n�1 + g

�
n�1jn�1)

o
= J

2 + 2JG+G
2 = P

2
jg

E fznz�nznz�ng = E f(jn + gn)(j
�
n
+ g

�
n
)(jn + gn)(j

�
n
+ g

�
n
)g

= E

n
(J + gng

�
n
+ gnj

�
n
+ g

�
n
jn)

2
o

= E

n
J
2 + 4JG+ gng

�
n
gng

�
n

o
= J

2 + 4JG+ E

n
(gc(n)

2 + gs(n)
2)2
o

= J
2 + 4JG+ 8�4

g
= J

2 + 4JG+ 2G2

(45)
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E

n
znz

�
n�1zn�1z

�
n�1

o
= E

n
(jn + gn)(j

�
n�1 + g

�
n�1)(jn�1 + gn�1)(j

�
n�1 + g

�
n�1)

o
= E

n
jn(j

�
n�1 + g

�
n�1)(J + gn�1g

�
n�1 + gn�1j

�
n�1 + g

�
n�1jn�1)

o
= E

n
(Jexp fi2�fjg+ jng

�
n�1)

(J + gn�1g
�
n�1 + gn�1j

�
n�1 + g

�
n�1jn�1)

o
= (J2 + 2JG)exp fi2�fjg

(46)

0.11.2 Interférence modulée linéairement en fréquence

On utilise ici la notation suivante :

jn = Ajexp

(
i

 
2�fjn+

k!

2
n
2 + �

!)
Interférence

gn = gc(n) + igs(n) Bruit blanc centré gaussien complexe

zn = jn + gn

J = A
2
j

Puissance de l'interférence

G = 2�2
g

Puissance du bruit blanc gaussien

Pjg = J +G

On a par ailleurs :

jn�l = jnexp

(
�i
 
2�fjl �

k!

2
l
2

!)
exp f�ik!nlg

jn�1 = jnexp

(
�i
 
2�fj �

k!

2

!)
exp f�ik!ng

On obtient :

E

n
znz

�
n�1

o
= E

n
(jn + gn)(j

�
n�1 + g

�
n�1)

o
= E

(
(jn + gn)(jnexp

(
i

 
2�fj �

k!

2

!)
exp fik!ng+ g

�
n�1)

)

= Jexp

(
i

 
2�fj �

k!

2

!)
exp fik!ng +G

(47)
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0.12 Puissance résiduelle en sortie du �ltre adaptatif

Cette étude est menée en présence d'un brouilleur à fréquence �xe. L'algorithme du gra-

dient appliqué au bloc MA est utilisé pour ajuster le zéro de ce �ltre sur la fréquence de ce

brouilleur. Il converge vers la solution de Wiener donnée par (II-1.13) et (II-1.26). Le zéro

obtenu à la convergence ne présente pas un module unitaire et la puissance du signal d'inter-

férence n'est pas nulle en sortie. Par ailleurs le bruit sur l'estimation de ce zéro dégrade les

performances du �ltre. Nous nous proposons ici d'évaluer la puissance du signal de sortie.

� Valeur quadratique minimum

La puissance est minimum pour la solution optimum du �ltre z0 = z0opt. On obtient en uti-

lisant les relations (A3-45), (A3-46) :

Cmin = E

n
jYnj2

o���
z0=z0opt

= E

8<:
0@W (n)� JI

Pjg_I

exp fi2�fjgWn�1

1A0@W (n)� � JI

Pjg_I

exp f�i2�fjgW �
n�1

1A9=;

= GI

1 + 2jg_I

1 + jg_I

jg_I
>>1

� 2GI

(48)

Le signal de sortie résulte des 2 composantes, interférence et bruit gaussien. Une analyse fré-

quentielle permet de mesurer la contribution de ces composantes. On obtient en considérant

que le bruit gaussien est blanc.8>>>><>>>>:
Cmin = JF +GF

JF = JI � jA(fj)j2

GF = GI �
Z 1

0

���A( ~f)���2 d ~f
(49)

On utilise les relations (A3-33) qui donnent les caractéristiques fréquentielles du bloc MA.

Lorsque z0 = z0opt on a :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

z0 = z0opt =
1

1 + jg_I

exp fi2�fjg

jAf (fj)j2 =
1�

1 + jg_I

�2 jg_I
>>1

� 1


2
jg_I

Z 1

0

���A( ~f)���2 d ~f = 1 +

2
jg_I�

1 + jg_I

�2 jg_I
>>1

� 2

(50)
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On obtient alors :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

Cmin = JF +GF

JF = JI � jAf(fj)j2 =
1

(1 + jg_I
)2
� JI


2
jg_I

GF = GI �
Z 1

0

���A( ~f)���2 d ~f � 2GI

(51)

On véri�e que Cmin = JF +GF, que la puissance de l'interférence s'annule lorsque le rapport

jg_I
tend vers l'in�ni. Par ailleurs on obtient, après �ltrage, une dégradation du rapport de

puissance interférence sur bruit gaussien.

jg_F

jg_I
>>1

� 1

2jg_I

pour z0 = z0opt (52)

On admettra que le rapport interférence sur bruit gaussien en entrée de ce bloc

est grand devant 1 et que en conséquence, après �ltrage, la puissance de l'inter-

férence est négligeable devant la puissance du bruit gaussien.

� Valeur quadratique totale
On observe sur la �gure (II-1.9) les variations du coe�cient estimé autour de la solution de

Wiener pour 2 valeurs du pas d'adaptation �. La puissance de l'erreur est donc supérieure à

Cmin.

8>>><>>>:
C = E

n
jYnj2

o
Yn = Wn � z0(n)Wn�1 = Wn � zoptWn�1 + �nWn�1

�n = zopt � z0(n)

La grandeur �n représente l'erreur d'estimation. Si on admet que cette erreur est nulle en

moyenne (E f�ng = 0) et que �n est indépendant de Wn�1 et de Ynopt, on obtient :

C = E

n
jWn � zoptWn�1j2

o
+ Pjg_I

E

n
j�nj2

o
= Cmin + Pjg_I

E

n
j�nj2

o
(53)

Pour calculer la puissance de l'erreur d'estimation, on établit l'équation de récurrence sur
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cette erreur à partir de (II-1.20) :

�n+1 = �n �
�

Pjg_I

YnW
�
n�1

= �n �
�

Pjg_I

WnW
�
n�1 +

�

Pjg_I

z0(n)Wn�1W
�
n�1

= �n

0@1 � �

Pjg_I

Wn�1W
�
n�1

1A� �

Pjg_I

WnW
�
n�1 +

�

Pjg_I

zoptWn�1W
�
n�1

On peut exprimer la récurrence sur la puissance de cette erreur en utilisant les relations

(A3-45), (A3-46) et on obtient :

E

n
j�n+1j2

o
= E

n
j�nj2

o0@1 � 2� +
�
2

P
2
jg_I

�
J
2
I
+ 4JIGI + 2G2

I

�1A

+
�
2

P
2
jg_I

Pjg2_I

+
�
2

P
2
jg_I

jzoptj2
�
J
2
I
+ 4JIGI + 2G2

I

�

� �
2

P
2
jg_I

z
�
opt

�
J
2
I
+ 2JIGI

�
exp fi2�fjg

� �
2

P
2
jg_I

zopt

�
J
2
I
+ 2JIGI

�
exp f�i2�fjg

La valeur du coe�cient zopt = est donnée par (II-1.13). On obtient :

E

n
j�n+1j2

o
= E

n
j�nj2

o0@1� 2� +
�
2

P
2
jg_I

�
J
2
I
+ 4JIGI + 2G2

I

�1A

+�2

0@1� 2JI

P
3
jg_I

�
J
2
I
+ 2JIGI

�
+

J
2
I

P
4
jg_I

�
J
2
I
+ 4JIGI +GI

�1A
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Pour estimer la puissance de l'erreur on postule que, lorsque n tend vers l'in�ni, la variance

est indépendante de n.

E

n
j�nj2

o���
n!+1

= �

1 +
J
2
I

P
4
jg_I

(J2
I
+ 4JIGI + 2G2

I
)� 2JI

Pjg_I

(J2
I
+ 2JIGI )

2� �

Pjg_I

(J2
I
+ 4JIGI + 2G2

I
)

=
�

Pjg_I

2J3
I
GI + 4J2

I
G
2
I
+ 4JIG

3
I
+G

4
I

J
3
I
(2� �) + J

2
I
GI(6 � 5�) + 6JIG

2
I
(1 � �) + 2G3

I
(1� �)

En injectant cette expression dans (A3-53) on a :

C = Cmin + �
2J3

I
GI + 4J2

I
G
2
I
+ 4JIG

3
I
+G

4
I

(2 � �)J3
I
+ (6 � 5�)J2

I
GI + 6(1 � �)JIG

2
I
+ 2(1 � �)G3

I

= Cmin + �GI

1 + 4jg_I
+ 42

jg_I
+ 23

jg_I

2(1 � �) + 6(1 � �)jg_I
+ (6 � 5�)2jg_I

+ 2(1 � �)3jg_I

(54)

On montre sur la �gure (A3-22), pour GI = 1, l'évolution de la puissance de l'erreur en sortie

en fonction du rapport jg_I
et du pas d'adaptation �, dé�nie par l'équation (A3-54).
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Fig. 22: Erreur quadratique en sortie du bloc MA adapatatif (GI = 1)
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Une coupe est réalisée pour di�érentes valeurs du rapport jg_I
. L'erreur quadratique aug-

mente logiquement avec �. Elle varie très peu avec jg_I
puisque le bruit d'estimation diminue

lorsque la puissance de l'interférence augmente. Lorsque ce rapport dépasse 20dB il n'a�ecte

plus l'erreur quadratique.

Nous avons véri�é ces résultats en appliquant l'algorithme du LMS sur 2000 échantillons.

La puissance de l'erreur est mesurée après convergence de l'algorithme, à partir des 1000

derniers échantillons. Le rapport jg_I
est maintenu entre 0dB et 50dB. On retrouve les

résultats donnés par l'expression (A3-54) avec une erreur inférieure à 1dB lorsque le pas �

varie entre 0.01 et .5, inférieure à 1.5dB pour un pas compris entre .5 et 1.

Cas particulier : jg_I
>> 1

Nous pouvons postuler, dans le cadre de notre application, que le rapport jg_I
est très grand

devant 1 en raison de la présence du bloc AR. On a alors :

C = GI

�
2 + �

2

2� �

�
=

2

2 � �
Cmin (55)

La puissance résiduelle est supérieure à la puissance minimum Cmin obtenue pour z0 = zopt.

Cet accroissement est du au bruit qui entache l'estimation du coe�cient z0. La bande de

bruit du �ltre étant peu sensible à ce paramètre, on admet que le supplément de puissance

en sortie résulte d'une augmentation du signal d'interférence en sortie. Pour mettre ceci en

évidence nous mesurons, lorsque le zéro du �ltre évolue autour de sa position optimale, les

variations du rapport GMA


qui représente le gain sur le rapport interférence sur bruit blanc

amené par le bloc MA. Nous estimons alors ce gain en moyenne pour mesurer l'e�cacité

du �ltre, qui est d'autant meilleure que ce rapport est faible. Nous considérons ainsi que

la puissance de l'interférence en sortie est proportionnelle à la valeur moyenne du carré

du module de la fonction de transfert, exprimée à la fréquence de l'interférence, et que la

puissance du bruit est proportionnelle à la valeur moyenne de la bande équivalente de bruit

du �ltre.

JF

JI
= E

n
jHAR(fj)j2

o

GF

GI

= E

�Z 1

0

���HAR( ~f )
���2 d ~f�

9>>>>>>=>>>>>>;
) jgI

jgF

= E

n
G
MA



o

La valeur minimale de ce rapport est obtenue pour la solution de Wiener. Le zéro du �ltre

a alors pour expression z0 = �0exp fi2�f0g (f0 = fj). Lorsque le coe�cient z0 évolue autour

de la solution optimale son module et son argument subissent des variations �� et ��.

Les relations (A3-35) et (A3-37) permettent de mesurer la sensibilité du rapport GMA


à ces
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variations. On a :8>>>>><>>>>>:
G
MA


(�0; �0) =

0@jg_F

jg_I

1A
opt

=
(1 � �0)

2

1 + �
2
0

avec �0 =
jg_I

1 + jg_I

G
MA


(�0 +��; �0+��) = G

MA


(�0; �0)

 
1� 2

1 + �0

(1 � �0)(1 + �
2
0)
�� +

�0

(1� �0)2
��2

!

Pour des valeurs de �0 proches de 1, caractéristiques de rapports jg_I
élevés, le gain est

minimum, de l'ordre de 1=22jg_I
. Par ailleurs, d'aprés les statistiques de z0 � z0opt données

par (II-1.39), les variations du module de z0 (��) sont nulles en moyenne. On obtient donc :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

G
MA


(�0; �0) =

(1� �0)
2

1 + �
2
0

� 1

22
jg_I

E

n
G
MA


(�0 +��; �0+��)

o
= G

MA


(�0; �0)

 
1 +

�0E f��2g
(1� �0)2

!
� 1

22jg_I

+
E f��2g
2jg_I

Ce gain, en moyenne, est supérieur au gain minimum obtenu pour la solution de Wiener.

On observe une dégradation des performances du �ltre d'autant plus importante que ��2

est grand. Pour estimer cette dégradation nous postulons que, en moyenne, z0 évolue sur

un cercle centré sur z0opt de rayon égal à E fRzg où Rz = jz� z0j. Nous avons d'après les
relations (II-1.39) :

E fRzg =
Z +1

0

r
2

�2
z0

exp

(
� r

2

2�2
z0

)

�z0 = �

vuut 2

jg_I

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
) E fRzg = �

s
�

jd_I

Nous admettons que �z0 est très petit devant 1. Nous obtenons alors (voir �gure (A3-23 )) :

E

n
��2

o
=

1

2�

Z 2�

0
�
2 �

jd_I

sin
2
�d� =

��
2

2jd_I
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��
��
��

��
��
��

<fz0g

�zopt

��

=fz0g

Cercle de rayon �
r

�

jg_Iz0 z0opt

�

Fig. 23: Modèle de calcul de E f��2g

Nous en déduisons les valeurs moyennes des rapports GMA


et jg_F
:

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

E

n
G
MA



o jg_I
>>1

� 1

22jg_I

+
��

2

4jg_I

= G
MAmin


+

��
2

4jg_I

E

n
jg_F

o jg_I
>>1

� 1

2jg_I

+
��

2

4
= jg_F

min +
��

2

4

JF = JFmin
+GF

��
2

4
� JFmin

+G
��

2

4

(56)

La puissance résiduelle obtenue en sortie résulte de 2 composantes. La compo-

sante JF = JFmin obtenue pour la solution de Wiener résulte du fait que le zéro

obtenu, en moyenne à la convergence, n'est pas de module unitaire. La compo-

sante JF = G��2=4 résulte du bruit sur l'estimation de z0.

Nous véri�ons ce résultat en mesurant, après convergence de l'algorithme, le gain moyen en

puissance à la fréquence de l'interférence et la bande de bruit moyenne.Z 1

0

���HMA( ~f)
���2 d ~f = 1 + �

2
0 �

X
n

1 + jz0(n)j2

jHMA(fj)j2 = 1 + �
2
0 � 2�0cos

�
2�
�
~f � fj

��
�
X
n

������1� z0(n)z
�1
0opt���z0opt���

������
2

Les résultats de la simulation sont reportés dans le tableau (A3-0.12). Une comparaison des
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valeurs du rapport jg_F
obtenues en simulation aux valeurs estimées à partir de la relation

(A3-56) permet de valider l'approche théorique.

jg_I
10dB 20dB 30dB 40dB 50dB

�

1 jg_F
th�eorique 0.83 0.79 0.79 0.79 0.79

jg_F
simulation 1.4 1 1 1 1

0:1 jg_F
th�eorique 5:8 10�2 1:3 10�2 8:4 10�3 7:9 10�3 7:9 10�3

jg_F
simulation 5:4 10�2 1:1 10�2 5:8 10�3 5:6 10�3 5:2 10�3

0:01 jg_F
th�eorique 5 10�2 5:1 10�3 5:8 10�4 1:3 10�4 8:3 10�5

jg_F
simulation 5:4 10�2 4:8 10�3 5:3 10�4 1:1 10�4 5:3 10�5

Tableau 0.12 : Rapport interférence sur bruit blanc en sortie du bloc MA

0.13 Réglage du coe�cient �0 du bloc AR

Nous proposons des critères permettant de régler le coe�cient �0 du bloc AR. Ce bloc placé

en amont du bloc MA conditionne les performances de l'algorithme du gradient. Il permet

en particulier de régler la largeur du gradient de puissance et le rapport (rapport jg_I
).

Le rôle du bloc AR est donc important. Il améliore le rapport interférence sur bruit blanc

(GAR


> 1) autour de la fréquence centrale du �ltre. Cette amélioration est donnée par la

relation (II-1.9). Elle dépend du paramètre �0 et de la précision sur la fréquence de l'encoche

(voir graphe (II-1.7)). Or ces paramètres sont transmis par le bloc MA :8>>><>>>:
p0 = k�z0 contrainte de stabilit�e

jp0j = �0 = k��0

Arg(p0) = Arg(z0)

Nous nous proposons ici de mesurer l'in�uence du module �0 sur le temps de réponse du

�ltre et d'ajuster le pas d'adaptation de l'algorithme du gradient appliqué au bloc MA en

fonction de ce module.

0.13.1 In�uence du module �0 sur le temps de réponse

Nous déduisons la réponse indicielle u(n) du bloc AR de la fonction de tranfert en z :

H(z) =
1

1 � p0z
�1 ) u(n) =

1� p
n�1
0

1 � p0
=

nX
k=0

p
k

0
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Le temps de réponse est :

Temps de réponse à 50 % : t50% =
log(:5)

log(�0)

Temps de réponse à 90 % : t90% =
log(:1)

log(�0)

La �gure (A3-24) permet de mesurer le temps de réponse à 50% et 90% lorsque le module

�0 varie entre 0.8 et 0.99. Pour �0 = :9, le temps de réponse est égal à 7 fois la période

d'échantillonnage lorsqu'il est dé�ni à dé�ni à 50%, à 22 fois la période d'échantillonnage

lorsqu'il est dé�ni à 90%. Ce temps de réponse est 10 fois supérieur lorsque le pôle présente

un module �0 égal à .99.

0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
10

0

10
1

10
2

10
3

temps de réponse à 50%
temps de réponse à 90%

�0

Fig. 24: Temps de réponse du bloc AR en fonction de �0

0.13.2 Relation entre le pas d'adaptation de l'algorithme � et le

module �0 du bloc AR

Le réglage du coe�cient coe�cient k� qui dé�nit le rapport entre les modules du pôle et du

zéro s'e�ectuera en fonction de plusieurs critères :

� Précision sur la position de l'encoche,

� Temps de réponse du �ltre,

� Gain sur le rapport de puissance jgI à la fréquence de l'interférence fj,
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� Largeur de la bande du bloc AR centrée sur fj, où l'amélioration du rapport jgI est sensible.

Il conditionne les performances de l'algorithme d'adaptation qui dépendent du rapport jgI.

Le coe�cient k� étant �xé, on choisira le pas d'adaptation de manière à ce que le bruit sur

l'estimée du zéro du �ltre n'entraîne pas des déviations trop importantes rendant la partie

AR inactive. Ainsi des valeurs de k� proches de l'unité engendrent des fonctions de transfert

HAR(~f) très étroites : une augmentation de k� nécessitera donc une diminution de �. Pour

s'a�ranchir du bouclage réalisé (p0 ! jg_I
! z0 ! p0), on choisira le pas d'adaptation �

de manière à ce que le bruit sur l'estimation du coe�cient z0 n'entraîne pas de variations

sensibles de jg_I
(�jg_I

=jg_I
<< 1 ).

Nous utilisons les relations (A3-30) et (A3-32).8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

G
AR


(�0 +��; �0 +��) = G

AR


(�0; �0)

 
1 +

2

1� �
2
0

��� �0

(1� �0)2
��2

!

G
AR


(�0 +��; �0 +��) =

jg_F

jg_I

(�0 +��; �0 +��)

G
AR


(�0; �0) =

1� �
2
0

(1 � �0)2
�0�1� 2

1� �0

Nous imposons donc : 8>>>>>><>>>>>>:

2 j��j
1� �

2
0

�0�1� j��j
1� �0

<< 1

�0��
2

(1� �0)2
�0�1� ��2

(1� �0)2
<< 1

(57)

En se référant à la �gure (A3-23) et d'après les statistiques (II-1.39) nous posons :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

P

8<:j��j > 2�

vuut 2

jg_I

9=; << 1 car k� � 1 et �� � ��

P

8<:j��j > 2�

vuut 2

jg_I

9=; << 1 car �� << 1 et �� � ��

(58)

Les contraintes (A3-57) sur les variations de � et � permettent de dé�nir une relation entre le

pas d'adaptation � et la distance du pôle au cercle unitaire (1 � �0) : la vitesse de convergence
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dépend de la largeur du �ltre à encoche. Cette relation est déduite de (A3-57) et (A3-58) :

2�

vuut 2

jg_I

< 1� �0 (59)

Puisque nous imposons de faibles variations du rapport jg_I
nous pouvons considérer que

le gain du bloc AR est optimum. Pour des rapports interférence sur bruit blanc à l'entrée de

la struture AR-MA supérieurs à l'unité nous obtenons :

G
AR


(�0; �0) =

2

1� �0

jg > 1

9>=>;) jg_I
>

2

1� �0

Ceci permet de déduire de l'inégalité (A3-59) la contrainte sur le coe�cient �0 du bloc AR :

�
2
<

1� �0

4
(60)

Une réduction de la largeur de l'encoche, qui permet une amélioration de la pré-

cision de l'estimation, impose une diminution du bruit d'estimation du coe�cient

z0 et donc du pas d'adaptation.

0.14 Performance du bloc AR en présence d'une interfé-

rence modulé

En présence d'un brouilleur modulé, la fréquence de l'encoche estimée par l'algorithme du

gradient est décalée par rapport à la fréquence du brouilleur. Cette étude permet de mesurer

alors les performances du bloc AR. Ce bloc doit permettre de garantir des rapports jgI élevés

devant l'unité. Pour �0 égal à 0.99, le gain GAR théorique est de 23 dB. On véri�e donc

que, malgré le biais sur l'estimation de fréquence, le gain obtenu approche ce gain théorique.

Pour caractériser ce gain on exprime la sortie du bloc AR lorsque le signal d'entrée est une

interférence modulée linéairement en fréquence et lorsque le pôle du bloc AR est le pôle

estimé p0c(n) = k�z0c(n). On a :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Zn = jn

Wn = jI(n) = Zn + p0c(n)Wn�1 = jn + p0c(n)Wn�1

p0c(n) = k�z0c(n) = �
JI

PjgI

k�
exp fi (2�fj � k!=2 + k!n)g

exp fik!g � 1 + �
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On admet que le rapport jgI est très grand devant l'unité. On établit ainsi, d'après (II-1.42),

la relation suivante :

p0c(n)jn�1 = �
JI

PjgI

k�jn
1

exp fik!g � 1 + �
� jn

�k�

exp fik!g � 1 + �
= jn	(k�; �; k!)

On peut alors exprimer la suite des échantillons du signal W :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

W0 = 0

W1 = j1 + p0c(1)W (0) = j(1)

W2 = j2 + p0c(2)j(1) = j(2) (1 + 	(k�; �; k!))

W3 = j3 + p0c(3)j(2) (1 + 	(k�; �; k!)) = j(3)
�
1 + 	(k�; �; k!) + 	(k�; �; k!)

2
�

Wn = jn

�
1 + 	(k�; �; k!) + 	(k�; �; k!)

2 + :::::::+	(k�; �; k!)
n�1

�

Le coe�cient d'adaptation du LMS � étant inférieur à l'unité on obtient pour l'échantillon

Wn exprimé en régime permanent (n!1):

W (n) = jn
1 �	(k�; �; k!)

n

1 �	(k�; �; k!)
� jn

1

1 �	(k�; �; k!)
= jn

exp fik!g � 1 + �

exp fik!g � 1 + � (1� k�)

La puissance du signal de sortie du �ltre AR, exprimée en régime permanent lorsque le signal

d'entrée est une interférence sinusoïdale modulée linéairement en fréquence, est :

JI = E (W (n)W (n)�) = J

����� exp fik!g � 1 + �

exp fik!g � 1 + � (1 � k�)

�����
2

JI = J
1 + (1� �)

2 � 2 (1� �) cosk!

1 + (1� � (1� k�))
2 � 2 (1� � (1� k�)) cosk!

En développant la fonction cosinus à l'ordre 2 on obtient :

JI = E (W (n)W (n)�) = J

����� exp fik!g � 1 + �

exp fik!g � 1 + � (1 � k�)

�����
2

JI = J
�
2 + (1 � �) k2

!

�2 (1� k�)
2
+ (1� � (1� k�)) k2!

�<<1;(1�k�)<<1;k2!<<�2� J
�
2

�2(1� k�)2 + k2
!

(61)

Le gain idéal obtenu pour une interférence calée sur la fréquence centrale du �ltre est atteint

pour des valeurs du coe�cient k! très petites devant �(1� k�).

Si k! << �(1� k�) alors
JI

J
� 1

(1� k�)
2 (62)
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Annexe 4: Filtre fréquentiel
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0.15 Réponse impulsionnelle du �ltre centré sur la fré-

quence nulle

On considère un �ltre éliminant les composantes autour de la fréquence nulle.8>><>>:
H(

k

N
) = 0 8k 2 [0; L� 1] [ [N � L+ 1; N � 1]

H(k) =
1p
N

sinon

Pour N impair on obtient, une réponse impulsionnelle réelle et paire dé�nie sur N échan-

tillons :

h(n) =
1

N

N�LX
k=L

exp

 
i
2�nk

N

!

=
1

N

exp

n
i
2�nL
N

o
� exp

n
i
2�n(N�L+1)

N

o
1 � exp

n
i
2�n
N

o

=
1

N

exp

n
i
�n(2L�1))

N

o
� exp

n
�i�n(2L�1)

N

o
exp

n
�i�n

N

o
� exp

n
i
�n

N

o

Soit : 8>>>>>><>>>>>>:
h(n) = � 1

N

sin
�n(2L�1)

N

sin
�n

N

8n 2
�
�N � 1

2
;�1

�
[
�
1;
N � 1

2

�

h(0) =
N � 2L + 1

N

(63)

0.16 Densité spectrale du signal échantillonné

L'expression de la densité spectrale du signal Z(n) = AcPnexpfi�eg est notée Ss. Elle est

obtenue à partir de �s, transformée de Fourier discrète de Zs :8>>>>>><>>>>>>:
Ss(k) = E f�s(k)��s (k)g =

1

N

N�1X
n=0

N�1X
m=0

E fZnZ�
m
gW k(n�m)

N

WN = exp

�
�i2�

N

� (64)
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On note Nc le nombre d'échantillons par chip. On a :

E fZnZ�
m
g = A

2
c
E fPnP �

m
g = A

2
c
RPP (n�m) = A

2
c

 
1 � jn�mj

Nc

!+
(65)

On obtient pour 64 :

Ss(k) =
A
2
c

N

N�1X
n=0

N�1X
m=0

RPP (n �m)cos
2�

N
k (n �m)

=
A
2
c

N

N�1X
n=0

N�1�nX
l=�n

RPP (l)cos
2�

N
kl

=
A
2
c

N

N�1X
l=�N�1

N�1�lX
n=�l

RPP (l)cos
2�

N
kl

= A
2
c

N�1X
l=�N�1

RPP (l)cos
2�

N
kl

= A
2
c

NcX
l=�Nc

 
1� jlj

Nc

!
cos

2�

N
kl

(66)

D'où :

Ss(k) = A
2
c

 
1 + 2

NcX
l=1

 
1 � l

Nc

!
cos

2�

N
kl

!
(67)

0.17 Interspectre signal reçu-séquence de référence

L'expression de l'interspectre est :

Srs(k) = E

(
�k

j�kj
�
�
s
(k)

)

= RcE

(
�s(k) + �g(k)

j�s(k) + �g(k)j
�
�
s
(k)

) (68)

Avec :

�s(k) + �g(k)

j�s(k) + �g(k)j
�
�
s
(k) = j�s(k) + �g(k)j �

j�s(k)j2

j�s(k) + �g(k)j
�

�s(k)�
�
g
(k)

j�s(k) + �g(k)j
(69)
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Et : 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

j�s(k) + �g(k)j =
q
j�s(k)j2 + j�g(k)j2 + 2 j�s(k)j j�g(k)j cos�k

= j�s(k)j

vuut1 +
j�s(k)j2

j�g(k)j2
+ 2

j�s(k)j
j�g(k)j

cos�k

�k = Arg f�s(k)g �Arg f�g(k)g

On obtient, pour des rapports signal sur bruit petits devant l'unité :

j�s(k) + �g(k)j �
j�s(k)j2

j�s(k) + �g(k)j
= j�g(k)j

"
2 cos�k

j�s(k)j
j�g(k)j

+
�
1� 2 cos2 �k

� j�s(k)j2
j�g(k)j2

+
�
�2 cos�k + 3 cos3 �k

� j�s(k)j3
j�g(k)j3

+

�
�1
2
+
9

2
cos2 �k � 5 cos4 �k

� j�s(k)j4
j�g(k)j4

+o

 
j�s(k)j5

j�g(k)j5
! #

Et, pour � uniformément réparti sur [0; 2�] :

E�

(
j�s(k) + �g(k)j �

j�s(k)j2

j�s(k) + �g(k)j

)
� �1

8

j�s(k)j4

j�g(k)j3

De même :

�s(k)�
�
g
(k)

j�s(k) + �g(k)j
=
j�s(k)j j�g(k)j
j�s(k) + �g(k)j

expfi�kg

= j�s(k)j
"
1 � j�s(k)jj�g(k)j
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Et :

E�

(
�s(k)�

�
g
(k)

j�s(k) + �g(k)j

)
� � j�s(k)j

2

2 j�g(k)j
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On obtient donc, à l'ordre 2, pour l'expression 69 :

�s(k) + �g(k)

j�s(k) + �g(k)j
�
�
s
(k) � j�s(k)j2

2 j�g(k)j

Et l'interspectre dé�ni par 68 devient :

Srs(k) = RcE

(
�s(k) + �g(k)

j�s(k) + �g(k)j
�
�
s
(k)

)
� RcE

(
j�s(k)j2

2 j�g(k)j

)
(70)

0.18 Traitement conservant la phase : Gain de traitement

optimum

Il s'agit de rechercher la valeur du module notée Rc qui maximise le rapport signal sur bruit

en sortie du corrélateur.

sg �
1

A2
c

���Pk2DG
Ss(k) +

Rc

2�g

q
�

2

P
k2DI

Ss(k)
���2

2�2
g

LG

N
+R2

c

LI

N

Soit : 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

sg =
N

A2
c

PG +K�PIRc

2�2
g
LG + R2

c
LI
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X
k2DG

Ss(k)

PI =
X
k2DI

Ss(k)

K� =

r
�

2

1

2�g

D'où :

dsg

dRc

=
2N

A2
c

�
2�2

g
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c
LI

� �
2K��

2
g
PGPILG +

�
2K2

�
�
2
g
P
2
I
LG � P

2
G
LI

�
Rc �K�LIPGPIR

2
c

�

On en déduit la valeur de Rc positive, qui maximise le rapport sg :

Rc =

r
�

2

PILG

PGLI
�g (71)
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Et le rapport signal sur bruit optimum est :

sg =
N

A2
c

2P 3
G
LI +K�

p
2�PGP

2
I
LG�g

4P 2
G
�2
g
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G
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2
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Annexe 5 : Récepteur optimum en

présence de bruits non gaussien
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Nous dé�nissons ici , en présence d'un bruit blanc non gaussien, le récepteur optimum adapté

pour le signal d'entrée complexe.

0.19 Rapport de vraisemblance

Le rapport de vraisemblance appliqué au signal complexe a pour expression :

�(Z) =
f
1
Z
(Z)

f
0
Z
(Z)

=

NY
n=1

fww(Xn � Sxn; Yn � Syn)

NY
n=1

fww(Xn; Yn)

(72)

�(Z) =
f
1
Z
(Z)

f
0
Z
(Z)

=
Fww(X � Sx; Y � Sy)

Fww(Z)
(73)

Sous l'hypothèse de faible rapport signal à bruit nous décomposons f1Z en série de Taylor

autour de Z = (X;Y) obtenu sous l'hypothèse H0. Le développement est réalisé à l'ordre 2

(pour le récepteur non cohérent les termes d'ordre 1 sont nuls en moyenne).
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Avec d'après (III-1.7) :
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Et d'après (III-1.20) :
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En�n :
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D'où on déduit le développement de �(Z) :
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Avec :

Sxn = Rsn : cos�sn

Syn = Rsn : sin�sn

Dans des conditions de rapport signal à bruit faible, on peut considérer que Z �W et dans ces

conditions utiliser l'indépendance Z, �s pour évaluer l'espérance de �(Z) par rapport à �s.

Par ailleurs on admet que sur la durée d'estimation la phase du signal �s est uniformément

répartie sur [0; 2�]. Ceci est vrai pour un récepteur non cohérent et justi�e l'emploi du

détecteur quadratique.
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On obtient alors :
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