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Introduction G�en�erale

Depuis le d�ebut de la conquête de l'espace, diverses disciplines int�eressent les scienti-

�ques du domaine spatial. Deux th�ematiques sont toutefois pr�epond�erantes : celle de la

d�ecouverte de l'espace lointain et celle li�ee �a la Terre et aux exigences qu'impose l'avan-

c�ee technologique. En e�et, les nouveaux besoins engendr�es par l'essor des domaines des

t�el�ecommunications et du multim�edia ont conduit au d�eveloppement et �a l'utilisation de

constellations de satellites. Ces derni�eres permettent de fournir divers services et missions

dans di��erents secteurs : m�et�eorologie (METEOSAT), localisation (GPS, EIGNOS), ob-

servation (SPOT, LANDSAT), T�el�ecommunication (Skybridge, Globalstar)...[CNES 95].

Ces constellations sont constitu�ees de plusieurs dizaines de satellites, d�ecrivant des orbites

circulaires ou elliptiques. Le choix de la forme de l'orbite d�epend de la nature de la mission

ainsi que de l'altitude de la constellation. G�en�eralement, les orbites quasi-circulaires sont

utilis�ees �a basses altitudes (de 200 �a 2000 km) ou pour des constellations �a hautes altitudes

(au del�a de 10000 km), et ceci a�n d'�eviter les ceintures de radiations qui d�et�eriorent les

�equipements. Ce type d'orbite est notamment utilis�e dans le cas de constellations pour

l'observation de la Terre (SPOT, LANDSAT, RADARSAT...).

L'�etude qui fait l'objet de cette th�ese s'int�eresse �a la premi�ere cat�egorie d'orbites circu-

laires, �a savoir les orbites �a basses altitudes. Les int�erêts majeurs de ces orbites sont d'être

atteignables en lancement direct et de diminuer consid�erablement le temps de transmis-

sion des signaux. Elles peuvent �egalement o�rir des redondances de couverture de la Terre,

ce qui peut être tr�es utile en cas de panne d'un satellite.

Jusqu'�a pr�esent, c'est la propulsion chimique classique qui �etait g�en�eralement utili-

s�ee pour �equiper les satellites, ce qui permet de construire la constellation en un temps

de transfert relativement court [Battin 87, Enjalbert 89, Dufour 93]. Cependant, une

autre tendance technologique du secteur spatial commence �a se d�evelopper : l'utilisation

de moteurs �electro-ioniques qui pr�esentent l'avantage d'e�ectuer un gain en masse assez

cons�equent. Pour ce type de propulsion, les moteurs d�elivrent des pouss�ees de faibles

amplitudes, ce qui a pour cons�equence de n�ecessiter des temps de transfert importants,

comportant un grand nombre de r�evolutions autour de la Terre [Cadiou 96, Ge�roy 97].

Il existe donc un compromis dur�ee de transfert/gain en masse, le choix du crit�ere d�epen-

dant essentiellement du cahier des charges de la mission.

Cette �etude s'inscrit dans le cadre d'une longue collaboration entre la division ma-

th�ematique spatiale du Centre National des Etudes Spatiales (CNES) et le groupe M�e-

thodes et Algorithmes en Commande du Laboratoire d'Analyse et d'Architecture des



16 INTRODUCTION

Syst�emes (LAAS) du CNRS. Cette collaboration a permis par le pass�e de traiter divers

probl�emes qui portent essentiellement sur l'optimisation de mise et de maintien �a poste

de constellations de satellites. Ces �etudes ult�erieures, bas�ees sur l'utilisation de pouss�ees

chimiques, ont port�e sur l'optimisation de constellations g�eostationnaires [Desroches 88,

Enjalbert 89], de probl�emes de phasage orbital [Dufour 93], ou de construction de constel-

lations �a basses altitudes [Lasserre 98]. Plus r�ecemment, quelques travaux ont permis

d'�etudier des syst�emes �a propulsions �electriques [Bertrand 01, Tebbani 01b].

Ce travail qui se situe dans la continuit�e du travail r�ealis�e dans [Lasserre 98], s'int�eresse

�a l'optimisation de transferts quasi-circulaires en se basant sur une strat�egie de mise �a

poste dite passive : utilisation de la d�erive naturelle induite par l'aplatissement terrestre

aux pôles pour apporter quelques corrections. Une telle strat�egie suppose une dur�ee de

transfert su�sante, ce qui limite son utilisation �a des transferts de petites amplitudes (de

l'ordre de 500 km d'altitude).

La strat�egie de transfert d�evelopp�ee dans [Tebbani 98] avec hypoth�eses chimiques est

�etendue dans un deuxi�eme temps au probl�eme avec utilisation de propulseurs �electriques.

Lors de la r�esolution de ce deuxi�eme type de probl�eme, une di�ciult�e consiste �a trouver

une bonne initialisation. Une alternative consiste �a rechercher ce point de d�epart par une

recherche al�eatoire, ce qui augmente consid�erablement le temps de calcul [Bertrand 01].

Outre la particularit�e d'utiliser la strat�egie passive pour le transfert orbital, cette

�etude se distingue en proposant une strat�egie d'�etalement des pouss�ees, ce qui permet

d'initialiser le probl�eme �a pouss�ees continues par le probl�eme �a pouss�ees impulsionnelles

[Tebbani 01a]. Ainsi, il est possible de calculer de fa�con simple et rapide une solution

au probl�eme trait�e, qui pourrait servir d'initialisation �a un processus de r�esolution par

approche indirecte.

Ce m�emoire d�ebute avec quelques rappels de m�ecanique spatiale qui permettront la

mise en �equation de la dynamique du syst�eme. Le mouvement du satellite sera mod�elis�e par

un mouvement k�epl�erien perturb�e. Seuls l'aplatissement terrestre aux pôles et l'e�et des

propulseurs seront pris en compte. Les deux cas de �gure de pouss�ees chimiques et pouss�ees

�electriques seront trait�es. Dans le dernier cas, quelques d�eveloppements analytiques seront

e�ectu�es a�n de simpli�er le mod�ele d'�evolution du satellite.

Dans le deuxi�eme chapitre, la strat�egie de mise �a poste sera d�etaill�ee. Elle consiste �a

e�ectuer la mise �a poste du satellite en trois phases de pouss�ees. Le satellite est transf�er�e

vers deux orbites interm�ediaires de d�erive dans l'optique d'utiliser les e�ets b�en�e�ques de

l'aplatissement terrestre pour apporter des corrections au syst�eme et notamment pour ef-

fectuer le changement de plan. Cette strat�egie de transfert dite passive pr�esente l'avantage

de diminuer consid�erablement le coût relatif au transfert mais au d�etriment de la dur�ee

de mise �a poste. L'e�cacit�e de l'utilisation de l'e�et du J2 suppose que la dur�ee de mise

�a poste soit su�sante pour apporter les corrections n�ecessaires sur l'ascension droite du

noeud ascendant (l'anomalie peut être corrig�ee via des strat�egies de phasage classique).

Le probl�eme d'optimisation �a r�esoudre d�epend de la nature de la propulsion utilis�ee (chi-
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mique ou �electrique) et donc du mod�ele dynamique du syst�eme (discret ou continu). La

strat�egie de r�esolution de ce probl�eme, qui est de type approche directe, est ensuite pr�e-

sent�ee. Elle consiste �a diviser le probl�eme global en sous-probl�emes plus simples, et de

les r�esoudre successivement. Cette strat�egie �a multi-niveaux et �a complexit�e croissante

permet non seulement d'augmenter la robustesse de la r�esolution mais apporte �egalement

une 
exibilit�e vis �a vis du cahier des charges et des cas d'�etudes trait�es.

Le cas d'utilisation de pouss�ees impulsionnelles instantan�ees fait l'objet du troisi�eme

chapitre. La strat�egie de r�esolution �a multi-niveaux et la sp�eci�cation des di��erents sous-

probl�emes seront d�etaill�ees. La complexi�cation du probl�eme se fait sur le mod�ele et sur

la nature du rendez-vous �nal impos�e. En e�et, au d�epart un mod�ele analytique simpli��e

sera utilis�e, ce qui permettra de rechercher une solution via des m�ethodes analytiques.

Ensuite, un mod�ele num�erique plus pr�ecis sera pris en compte, ce qui permettra d'a�ner la

recherche de la solution. Le probl�eme de base impose un rendez-vous sur trois param�etres :

l'altitude, l'ascension droite du noeud ascendant et l'anomalie. Ensuite, l'excentricit�e et

sa variation seront prises en compte, en appliquant soit des transferts de Hohmann pour

ne pas a�ecter ce param�etre, soit en appliquant des transferts de type Hohmann pour

e�ectuer un rendez-vous. En�n, le rendez-vous en inclinaison sera impos�e et sa correction

combin�ee avec celle de l'ascension droite du noeud ascendant. La solution de chaque �etape

permettra d'initialiser le probl�eme lui succ�edant.

Au quatri�eme chapitre, le probl�eme �a pouss�ees �electriques est abord�e. Pour ce faire, une

solution initiale devra être calcul�ee en partant de la solution du probl�eme impulsionnel.

Le calcul de cette solution initiale se fait en trois �etapes : fractionnement des pouss�ees,

�etalement des di��erentes pouss�ees puis raccordement des multiples pouss�ees continues.

Ainsi, chaque pouss�ee sera fractionn�ee en un train d'impulsions espac�ees d'une demi-

p�eriode et dont le nombre est un param�etre �a d�eterminer. La solution relative �a ce type de

transfert sera recherch�ee. Ensuite, chaque pouss�ee sera �etal�ee autour de son point d'ap-

plication et les di��erentes pouss�ees continues sont raccord�ees pour obtenir une solution

�a trois pouss�ees continues. La deuxi�eme partie du quatri�eme chapitre s'int�eresse �a l'op-

timisation du transfert �a trois pouss�ees continues. Pour ce faire, deux m�ethodes ont �et�e

principalement test�ees. La premi�ere consiste �a discr�etiser les phases de pouss�ees en un

nombre donn�e d'intervalles et optimiser les modules des d�eclinaisons de pouss�ees ainsi

que les instants de d�ebut et de �n de pouss�ees. La deuxi�eme m�ethode consiste �a pr�ed�e�nir

une loi de pouss�ee, en l'occurrence une loi sinuso��dale, et optimiser la direction de pouss�ee

et les instants de commutation. La r�esolution de ces deux probl�emes utilise une m�ethode

de programmation non lin�eaire qui fournira les multiplicateurs de Lagrange associ�es aux

contraintes impos�ees. Ces multiplicateurs serviront �a �evaluer les �etats adjoints �a l'�etat

�nal. A partir du syst�eme issu de l'application du principe du maximum, l'optimalit�e de

la solution sera test�ee en comparant la commande issue de l'approche directe �a celle issue

de l'approche indirecte.

Un cas d'�etude permettra de v�eri�er l'e�cacit�e de cette strat�egie de r�esolution et les

gains en terme de consommation en ergols qu'elle permet d'e�ectuer.
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Apr�es une conclusion du travail e�ectu�e, nous donnerons quelques pistes et prospectives

qui s'inscrivent dans la continuit�e de cette �etude.



Chapitre I

Les orbites basses terrestres

I.1 Introduction

Ce travail s'int�eresse �a la mise �a poste de constellations 1 de satellites. Les orbites d'une

constellation peuvent être de trois types :

{ Orbites �a basse altitude ou LEO (Low Earth Orbits) : leur altitude est inf�erieure �a

1500 km.

{ Orbites moyennes ou MEO (Medium Earth Orbits) : leur altitude est comprise entre

1500 et 21000 km.

{ Orbites �a haute altitude, ou HEO (High Earth Orbits) : leur altitude est sup�erieure

�a 21000 km. Cette cat�egorie contient les orbites g�eostationnaires ou GEO (Geosta-

tionnary Earth Orbits) dont l'altitude est de 36000 km.

Les orbites peuvent être excentriques ou circulaires et la g�eom�etrie de la constellation

homog�ene ou h�et�erog�ene. Ce travail s'int�eresse essentiellement aux constellations homo-

g�enes, �a orbites circulaires �a basse altitude. Cependant, il peut se g�en�eraliser �a toute

autre constellation h�et�erog�ene puisqu'il traite essentiellement le probl�eme de mise �a poste

comme un probl�eme de transfert orbital.

I.2 Rappels de m�ecanique spatiale

L'objectif de cette partie est de rapeller quelques notions de m�ecanique spatiale, qui

sont utilis�ees par la suite comme base pour �etablir le mod�ele du syst�eme �etudi�e.

1. groupe de satellites sur orbites terrestres

19
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I.2.1 Le mouvement k�epl�erien

Le mouvement des plan�etes a �et�e d�ecrit par K�epler au d�ebut du XV II�eme si�ecle. Il

utilisa les observations de Tycho-Brah�e pour �etablir les trois lois de K�epler :

{ Les plan�etes d�ecrivent des ellipses planes dont l'un des foyers est occup�e par le soleil.

{ Ces ellipses ob�eissent �a la loi des aires : par unit�e de temps, l'aire balay�ee par le

rayon vecteur est constante.

{ Le rapport du carr�e de la p�eriode orbitale sur le cube du demi-grand axe de l'orbite

est identique pour toutes les plan�etes.

Newton mod�elisa le mouvement des plan�etes et l'expliqua �a l'aide de la loi de la gra-

vitation universelle.

Deux corps ponctuels de masses m1 et m2 s'attirent avec une force F proportionnelle

�a leurs masses, mais inversement proportionnelle au carr�e de la distance qui les s�epare :

F =
Gm1m2

r2

o�u G est la constante de gravitation universelle

et r est la distance liant m1 �a m2

L'application de la loi fondamentale de la dynamique (~F = m~
) avec la loi de New-

ton sous sa forme vectorielle permet d'�etablir les �equations de mouvement d'un syst�eme

constitu�e de N corps (ici notre syst�eme global est constitu�e du satellite, de la Terre,

du soleil et de toutes les plan�etes du syst�eme solaire). Cependant, dans le cadre de cette

�etude, l'�evolution du syst�eme peut se r�eduire �a un probl�eme �a deux corps. En e�et,

�etant donn�e les distances entre les di��erents corps c�elestes et le satellite, ainsi que leurs

proportions en masse, il s'av�ere judicieux et l�egitime de r�eduire le syst�eme en un sys-

t�eme �a deux corps, constitu�e du satellite et de la Terre. L'in
uence des autres corps peut

�eventuellement être mod�elis�ee �a l'aide de la th�eorie des perturbations.

Le mouvement k�epl�erien peut donc être d�e�ni comme �etant le mouvement non

perturb�e d'une masse ponctuelle (i.e le satellite) dans le champ gravitationnel

cr�e�e par une autre masse immobile et ponctuelle (ou de sym�etrie sph�erique)(i.e

la Terre).

I.2.2 Les trajectoires k�epl�eriennes

Le mouvement k�epl�erien

Dans ce paragraphe, seuls quelques rappels relatifs aux trajectoires k�epl�eriennes sont

fournis. Le d�etail de ces notions est donn�e dans [Zarrouati 87], [CNES 95], [Chobotov 96].

Le mouvement k�epl�erien d'un satellite gravitant autour de la Terre est donn�e via l'int�e-

gration de l'�equation de dynamique, �a savoir :

�~r = �� ~r
r3

(I.1)
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o�u

� est la constante d'acc�el�eration terrestre (� = GmTerre = 398600:64km3=s2),

~r est le vecteur position du satellite par rapport au centre de gravit�e de la

Terre,

�~r est l'acc�el�eration du satellite.

Le moment cin�etique du satellite par rapport au centre d'attraction est constant et est

donn�e par :

~C = ~r � _~r (I.2)

o�u :

_~r : vitesse du satellite

~C : moment cin�etique du satellite

D'apr�es l'�equation I.2, le mouvement du satellite sera donc toujours situ�e dans le plan

perpendiculaire au vecteur du moment cin�etique (dit le plan orbital).

A�n de mod�eliser le mouvement du satellite, les param�etres sont exprim�es dans ce plan

dit orbital. Pour ce faire, un rep�ere inertiel g�eocentrique (~x; ~y) dont l'origine co��ncide avec

le centre de la Terre est utilis�e (�gure I.1).

r

~x

~


~i

~j

~V

�

~y

Fig. I.1 { Int�egration de la trajectoire

Le positionnement du satellite est donn�e soit par son vecteur vitesse (_~r), soit par ses

coordonn�ees polaires (r, �). L'int�egration des �equations de mouvement permet d'exprimer

la variation temporelle de la position du satellite :

r(t) =
p

1 + e cos (�(t)� �0)
(I.3)

avec :

p : param�etre de la conique, p =
C2

�
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e : excentricit�e de la conique

L'�energie totale de l'orbite est donn�ee par :

E =
V 2

2
� �

r
(I.4)

L'excentricit�e e de la conique permet de connâ�tre la classe de la trajectoire du satellite :

{ e < 1 , V <

r
2�

r
, la trajectoire est une ellipse

{ e = 1 , V =

r
2�

r
, la trajectoire est une parabole

{ e > 1 , V >

r
2�

r
, la trajectoire est une hyperbole

V d�esigne la vitesse du satellite. Cette �etude s'int�eresse exclusivement aux trajectoires

elliptiques et plus particuli�erement aux orbites quasi-circulaires ( e � 0).

Cas des orbites elliptiques

Dans le cas des orbites elliptiques, le mouvement du satellite est p�eriodique. La p�eriode

orbitale peut être d�etermin�ee �a l'aide des caract�eristiques de la conique. Deux param�etres

sont n�ecessaires : l'excentricit�e de la conique et son demi-grand axe. Le demi-grand axe

d'une ellipse est la moiti�e de la distance entre le point le plus proche et le plus �eloign�e de

son foyer (respectivement p�erig�ee et apog�ee pour les trajectoires spatiales li�ees �a la Terre).

La p�eriode orbitale est donn�ee par :

T = 2�

s
a3

�
(I.5)

o�u a est le demi-grand axe.

La distance de l'apog�ee (resp. p�erig�ee) du centre de la Terre est d�e�nie par :

ra = a(1 + e)

rp = a(1� e)

En ces deux points de l'orbite, la vitesse du satellite est normale au rayon vecteur.

I.2.3 Les param�etres orbitaux

A�n de d�e�nir l'�etat du syst�eme dans l'espace, il est n�ecessaire de connâ�tre six pa-

ram�etres (trois coordonn�ees de position et trois coordonn�ees de vitesse). Cependant, par

la suite, seules des trajectoires circum-terrestres sont �etudi�ees. Dans ce cas, le jeu de pa-

ram�etres cart�esiens est mal adapt�e au cas d'�etudes dans lequel se situe ce travail (tous
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les param�etres �evoluent rapidement dans le temps, ce qui complexi�e le probl�eme �a r�e-

soudre). D'autre part, �etant donn�e que la nature de la trajectoire est connue, il est plus

int�eressant de positionner le satellite sur son orbite elliptique. C'est pourquoi, il est pr�e-

f�erable d'introduire un nouveau jeu de six param�etres, dit param�etres orbitaux. Ces

param�etres permettent de d�e�nir la position et la vitesse du satellite et ceci �a partir de

la connaissance de :

{ la position du plan de l'orbite,

{ la position de l'orbite dans son plan,

{ les dimensions et la forme de la conique,

{ la position du satellite sur l'orbite.

Comme mentionn�e pr�ec�edemment, l'excentricit�e et le demi-grand axe su�sent �a d�e�nir la

forme de l'orbite. Il reste donc �a introduire d'autres param�etres permettant de positionner

le plan de l'orbite dans l'espace et le satellite sur son orbite.

La position de l'orbite

A�n de rep�erer l'orbite du satellite dans l'espace, il su�t de d�eterminer trois angles

(angles d'Euler) qui sont d�e�nis dans un rep�ere galil�een dont l'origine est le centre de la

Terre (T). L'axe z est l'axe des pôles orient�e positivement vers le Nord. Le plan principal

(T x y) est le plan �equatorial o�u la direction x est l'axe vernal (intersection du plan

�equatorial terrestre et du plan de l'�ecliptique : le plan orbital de la terre autour du soleil).

La direction y sera, quant �a elle, d�e�nie pour compl�eter le tri�edre. La ligne des noeuds

est la droite d'intersection entre le plan �equatorial et le plan orbital. Les trois angles

d�e�nissant le plan orbital sont :

{ l'ascension droite du noeud ascendant, not�ee 
 : cet angle rep�ere la ligne des

noeuds (orient�e positivement vers le point o�u le mobile passe du sud au nord).

{ l'inclinaison, not�ee i : l'angle entre le plan �equatorial et le plan orbital

{ l'argument du p�erig�ee, not�e ! : il correspond �a l'angle entre le noeud ascendant

et le p�erig�ee de l'orbite.

Le sch�ema I.2 permet de visualiser ces trois param�etres.

Le positionnement du mobile sur l'orbite

L'orbite du satellite �etant d�e�nie par les param�etres pr�ec�edemment pr�esent�es, il reste �a

rep�erer le satellite sur son orbite. Pour ce faire, il su�t de donner une origine sur l'orbite

et un angle depuis cette origine. Le p�erig�ee est habituellement choisi comme �etant cette

origine. En ce qui concerne l'angle pour rep�erer le satellite, plusieurs possibilit�es existent :

{ l'anomalie vraie, not�ee � : elle correspond �a l'angle entre le p�erig�ee et l'engin,
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plan équatorial
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ν

Fig. I.2 { Positionnement de l'orbite dans le rep�ere galil�een

{ l'anomalie excentrique, not�ee E : obtenue en projetant l'engin sur le cercle prin-

cipal de l'ellipse (cf �gure I.3).

{ l'anomalie moyenne, not�ee M : d�e�nie par l'�equation de K�eplerM = E � e sinE.
Ce param�etre d�epend lin�eairement du temps, en e�et : M = n(t � t0). O�u n, le

moyen mouvement, est donn�e par :

n =
2�

T
=

r
�

a3

périgéeapogée

satellite

E

T

a.e

S’

C

cercle tangent

νa

Fig. I.3 { Param�etres orbitaux dans le plan orbital
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En r�esum�e, la position du satellite est parfaitement d�e�nie �a l'aide de ses param�etres

k�epl�eriens :

{ a : le demi-grand axe,

{ e : l'excentricit�e,

{ ! : l'argument du p�erig�ee,

{ i : l'inclinaison,

{ 
 : l'ascension droite du noeud ascendant,

{ v : l'anomalie vraie (ou bien M l'anomalie moyenne, ou bien E l'anomalie excen-

trique).

Cas des orbites circulaires

Dans le cas d'orbites quasi-circulaires, l'excentricit�e est quasi nulle, et de ce fait, l'ar-

gument du p�erig�ee ! est mal d�e�ni. Il est donc pr�ef�erable dans ce cas de �gure d'utiliser

un autre jeu de param�etres, mieux adapt�e. Les param�etres orbitaux adapt�es aux orbites

quasi-circulaires sont :

[a; ex; ey; i;
; �] (I.6)

o�u :

{ ex; ey repr�esentent les composantes du vecteur excentricit�e ~e = (e cos!; e sin!),

{ � est l'anomalie du satellite (� = ! +M). Elle correspond �a l'angle compris entre

le satellite et le noeud ascendant.

Dans le cas d'orbites �a faible excentricit�e, il est int�eressant de les consid�erer comme �etant

circulaires et ceci en posant les hypoth�eses:

e = 0

r

a
= 1

V = a � n = cste

�v = � , o�u �v = ! + v est l'anomalie vraie du satellite.

Cas des orbites �a faible inclinaison

Le plan �equatorial et le plan orbital peuvent être identiques. Dans ce cas, l'ascen-

sion droite du noeud ascendant n'est plus d�e�nie. Cefola et Broucke ont introduit dans

[Broucke 72] les param�etres �equinoxiaux. Ces �el�ements pr�esentent l'avantage d'être tou-

jours valides, quelque soit la nature de l'orbite consid�er�ee (circulaire ou �equatoriale). Ces

�el�ements sont d�e�nis �a partir des �el�ements orbitaux classiques par :
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8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

a = a

ex = e cos (! + 
)

ey = e sin (! + 
)

hx = tan
i

2
cos 


hy = tan
i

2
sin


L = v + ! + 


(I.7)

o�u L repr�esente l'argument de longitude vraie du satellite et (ex; ey) repr�esente le

vecteur excentricit�e.

I.3 Le mouvement perturb�e

Les �el�ements pr�esent�es pr�ec�edemment s'appliquent au satellite dans le cas d'un mou-

vement k�epl�erien non perturb�e (cas id�eal o�u seule l'acc�el�eration issue de la gravitation

de la Terre, suppos�ee sph�erique et homog�ene, est consid�er�ee). Or, dans la r�ealit�e, un cer-

tain nombre de forces perturbatrices agissent sur le satellite. Ces acc�el�erations peuvent

être d'origine gravitationnelle ou non. Pour un satellite �a orbite basse, ces perturbations

peuvent être caus�ees par la dissym�etrie du potentiel terrestre, le frottement atmosph�e-

rique, la pouss�ee des propulseurs, l'attraction de la lune... Ces di��erents types de pertur-

bations agissent sur le mouvement du satellite �a di��erentes �echelles temporelles et �a des

niveaux d'importance di��erents. Dans ce qui suit, les �equations d'�evolution du syst�eme

sont pr�esent�es, avec prise en compte de certaines perturbations.

I.3.1 Param�etres orbitaux osculateurs

Les acc�el�erations perturbatrices 
p s'ajoutent �a l'acc�el�eration newtonienne et l'�equation

du mouvement I.1 devient :
�~r = �� ~r

r3
+ ~
p( _~r; ~r; t) (I.8)

La solution est du même type que celle du probl�eme non perturb�e, �a ceci pr�es que les

param�etres orbitaux sont variables dans le temps.

[a(t); ex(t); ey(t); i(t);
(t); �(t)] (I.9)

Ces nouveaux param�etres sont appel�es les param�etres osculateurs.

I.3.2 Le rep�ere orbital local

Un rep�ere rattach�e au satellite est utilis�e pour exprimer les acc�el�erations perturbatrices.

Ce rep�ere d�epend de la position du satellite contrairement au rep�ere inertiel utilis�e dans

le cas cart�esien. Il existe deux types de rep�eres :

{ le rep�ere (~r;~s; ~w) o�u ~r est le vecteur unitaire de la direction centre Terre-satellite,

~w est la direction du moment cin�etique de l'orbite osculatrice (et de ce fait perpen-

diculaire au plan orbital) et ~s compl�ete le tri�edre.
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{ le rep�ere (~t; ~n; ~w) o�u ~t est le vecteur unitaire de la vitesse, ~w est la direction du

moment cin�etique de l'orbite osculatrice et ~n compl�ete le tri�edre.

Le choix du rep�ere est li�e �a la nature de la force perturbatrice. On choisit le rep�ere o�u

l'expression de cette acc�el�eration est la plus simple. Dans ce cadre d'�etudes, il est plus

judicieux d'utiliser le rep�ere tangentiel/normal (~t; ~n; ~w).

r

s

w

t
w

n

Fig. I.4 { Rep�eres locaux

I.3.3 Les �equations de Gauss

Les �equations de Gauss permettent de d�ecrire le mouvement du satellite suite �a des

forces perturbatrices ( le cas de forces non conservatives peut être r�esolu via les �equations

dites de Legendre). Dans le cas g�en�eral, il convient d'exprimer directement les composantes

des acc�el�erations perturbatrices et, par application de la m�ethode de la variation de la

constante, d'exprimer la variation des param�etres osculateurs suite �a cette perturbation

(cf [Zarrouati 87, CNES 95]).

La formulation de ces �equations de Gauss d�epend du choix de param�etres adopt�e.

Dans le cas d'une orbite quasi-circulaire, elles sont donn�ees par :

da

dt
= 2a


t
V

(I.10)

dex
dt

=
2
t
V

cos�� 
n
V

sin� (I.11)

dey
dt

=
2
t
V

sin�+

n
V

cos� (I.12)

di

dt
= cos�


w
V

(I.13)

d


dt
=

sin�

sin i


w
V

(I.14)

d�v
dt

= n� sin�

tan i


w
V

+ 2

n
V

(I.15)

o�u n le moyen mouvement est donn�e par : n =

r
�

a3
et (
t; 
n; 
w) sont les composantes

de l'acc�el�eration perturbatrice, dans le rep�ere (t; n; w).
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I.4 Les perturbations orbitales

Comme �enonc�e pr�ec�edemment, il existe plusieurs perturbations qui agissent sur le

satellite. Elles peuvent être class�ees en deux cat�egories :

Les perturbations gravitationnelles : elles sont ind�ependantes de la masse et de la

g�eom�etrie de l'engin. Elle d�erivent d'un potentiel U et sont donc conservatives.

Elles sont engendr�ees par exemple par la dissym�etrie du potentiel terrestre, les

mar�ees, l'attraction de la lune, du soleil et des autres plan�etes.

Les perturbations non gravitationnelles : elle d�ependent des caract�eristiques de l'en-

gin. Elles expriment par exemple l'e�et des radiations solaires, du frottement

atmosph�erique et �egalement celui de la pouss�ee des propulseurs.

Dans ce cadre d'�etudes, seules trois forces perturbatrices sont consid�er�ees :

{ l'e�et de l'irr�egularit�e de potentiel terrestre (avec prise en compte uniquement du

terme du J2, cf. paragraphe suivant),

{ l'e�et du frottement atmosph�erique,

{ l'e�et des pouss�ees des propulseurs. Les deux cas de pouss�ees chimiques et �electriques

seront trait�es.

Ces trois perturbations repr�esentent les acc�el�erations perturbatrices les plus pr�epond�e-

rantes qui agissent sur le satellite. Le tableau I.1 donne l'ordre de grandeur des perturba-

tions que subit un satellite de type SPOT (�a 830 km d'altitude), utilis�e pour des missions

d'observation de la Terre.

perturbations ordre de grandeur (m=s2)

attraction terrestre 10

terme J2 10�2

potentiel luni-solaire 10�6

pression solaire 10�6

frottement atmosph�erique 10�7 (10�3 si h=150 km)

Tab. I.1 { les ordres de grandeur des perturbations

Le frottement atmosph�erique devient plus important aux basses altitudes. Donc, selon

les cas de �gure, il peut être int�eressant ou non de le prendre en consid�eration.

I.5 Perturbation due �a l'e�et du J2

Lors de l'�etablissement du mouvement k�epl�erien des plan�etes, la Terre a �et�e suppos�ee

sph�erique et homog�ene. Cependant, la r�ealit�e est toute autre : elle pr�esente notamment
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un aplatissement aux pôles de l'ordre de 22 km par rapport �a l'�equateur. Cet aplatisse-

ment se traduit par l'existence d'un terme J2 dans le potentiel terrestre. La perturbation

induite par l'aplatissement terrestre aux pôles est pr�epond�erante par rapport aux autres

perturbations gravitationnelles. Il est donc fr�equent de simpli�er le potentiel perturbateur

�a sa seule composante issue de l'harmonique zonal d'ordre 2, le J2 :

UJ2 = ��a
2
e

r3
J2
2

�
3 sin2 �� 1

�
(I.16)

o�u :

� : latitude du satellite

J2 = 0:0010826626836

ae est le rayon terrestre.

Il existe diverses m�ethodes pour calculer les perturbations orbitales dues au J2 et en

particulier les d�eveloppements de Kozai [CNES 95]. Les e�ets perturbateurs se d�ecom-

posent en termes s�eculaires et en termes p�eriodiques. Cependant, �etant donn�e que le

syst�eme consid�er�e est simpli��e, seuls les e�ets s�eculaires dûs au J2 sont pris en consid�e-

ration. Ces d�erives naturelles des param�etres orbitaux induites par le J2 d�ependent de

l'horizon temporel consid�er�e. Elles s'ajoutent au second membre des �equations de Gauss,

ce qui permet d'obtenir les variations s�eculaires des param�etres orbitaux :

�a

�t
=

�e

�t
=

�i

�t
= 0 (I.17)

�


�t
= �3

2
(
ae
a
)2

J2n

(1� e2)2
cos i (I.18)

�!

�t
= �3

4
(
ae
a
)2

J2n

(1� e2)2
(1 � 5 cos2 i) (I.19)

�M

�t
= n� 3

4
(
ae
a
)2

J2n

(1 � e2)3=2
(1� 3 cos2 i) (I.20)

o�u ae est le rayon terrestre (ae = 6378:140km).

Il est �a remarquer que les param�etres (a; e; i) ne subissent pas, �a long terme, de va-

riations dues �a l'aplatissement terrestre aux pôles. Par ailleurs, les trois angles (
; !;M)

varient lin�eairement avec le temps. Ces d�erives naturelles d�ependent de l'inclinaison de

l'orbite et de son altitude. Par exemple, sur un jour, pour une orbite circulaire �a 500 km

d'altitude et d'inclinaison de 30 degr�es, l'e�et du J2 induit :

{ une rotation du plan orbital autour de l'axe polaire de l'ordre de - 6.62 degr�es, ce

qui correspond �a une variation de l'ascension droite du noeud ascendant.

{ une rotation de l'orbite dans son plan de 10.52 degr�es, ce qui correspond �a la varia-

tion de l'argument du p�erig�ee.
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{ et une variation de l'anomaliemoyenne du satellite de -4.78 degr�es, ce qui correspond

�a un variation de 5.73 degr�es sur l'anomalie �.

Par la suite, non seulement cet e�et s�eculaire du J2 sera pris en compte, mais il sera

�egalement pris comme un moyen de commande sur le syst�eme. Cet aspect sera explicit�e

plus en d�etail au chapitre II.

I.6 Perturbation due au frottement atmosph�erique

Le frottement atmosph�erique est une perturbation de type non gravitationnel. Elle

est la plus notable pour les orbites �a basse altitude (altitude comprise entre 100 et 1000

km). A�n de mod�eliser la trâ�n�ee atmosph�erique, un mod�ele de Jacchia [Zarrouati 87]

qui tient compte de l'activit�e solaire a �et�e utilis�e. La trâ�n�ee atmosph�erique d�epend des

caract�eristiques du satellite :

~
f = �1

2
�
SCD

m
~V �j~V �j (I.21)

avec :

� : la densit�e atmosph�erique

SCD

m
: le coe�cient balistique

~V � d�esigne la vitesse du satellite dans l'atmosph�ere (la di��erence entre la vi-

tesse propre du satellite et la vitesse des vents en hautes altitudes).

La vitesse du satellite dans l'atmosph�ere est d�etermin�ee en tenant compte de la super-

rotation de la Terre et ceci selon la relation :

~V � = ~V � ~!� � ~r (I.22)

o�u :

!� = � !

! est la vitesse de rotation de la Terre autour de son axe (! = 7:9210�5rad=s).

� est le taux de super-rotation de la Terre (compris entre 1 et 1.5).

Cette perturbation est assez complexe �a traiter analytiquement. Cependant, dans le cas

d'orbites quasi-circulaires �a basses altitudes, quelques simpli�cations peuvent être e�ec-

tu�ees. En e�et, la vitesse relative du satellite peut être approxim�ee par son d�eveloppement

au premier ordre en
!�

n
:

V � = an

�
1� !�

n

�
(I.23)

Ainsi, les e�ets du frottement atmosph�erique sont plus simples �a traiter. L'acc�el�eration

perturbatrice s'�ecrit dans le rep�ere (t,n,w) :
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ft = �1

2
�0
SCD

m
a2n2

�
1 � 2

!�

n
cos i

�
(I.24)


fn = 0 (I.25)


fw = �1

2
�0
SCD

m
a2n!� sin i cos i (I.26)

Donc, au regard des �equations de Gauss (I.10-I.15), il vient que le frottement atmo-

sph�erique a�ecte surtout le demi-grand axe et l'excentricit�e de l'orbite. Sur un horizon

de temps donn�e, une int�egration des �equations de Gauss permet de connâ�tre les varia-

tions s�eculaires des �el�ements dues au frottement atmosph�erique. Dans le cas d'orbites

quasi-circulaires, la variation la plus notable est celle du demi-grand axe :

�a

�t
= ��0SCD

m

�p
�a� 2a2!� cos i

�
(I.27)

L'e�et du frottement d�epend bien �evidemment de l'altitude de l'orbite : plus l'orbite est

basse, plus l'e�et de cette perturbation est important. La variation du demi-grand axe

est de l'ordre de la centaine de m�etres par an. Par ailleurs, il peut exister un couplage

entre l'e�et du J2 et celui du frottement atmosph�erique. Mais �etant donn�es les ordres de

grandeur de pr�ecisions impos�ees dans ce travail, ce couplage ne sera pas pris en consid�e-

ration. Il est par ailleurs possible d'e�ectuer un post-traitement de la solution optimale,

en introduisant cette perturbation suppl�ementaire a�n d'�evaluer les erreurs commises du

fait de la n�egligence de cet e�et.

I.7 E�et des propulseurs

Une autre perturbation pouvant a�ecter le mouvement de l'engin spatial : les ma-

noeuvres appliqu�ees pour le contrôler. Leurs e�ets sur les di��erents param�etres font l'objet

de ce paragraphe.

I.7.1 Mod�elisation des pouss�ees

Dans ce travail, des propulseurs �a �ejection constante sont consid�er�es. Leur principe de

fonctionnement est celui de l'action-r�eaction. La vitesse d'�ejection des gaz �a la sortie des

propulseurs, commun�ement not�ee c, est d�e�nie comme �etant le rapport entre la pouss�ee

et le d�ebit massique :

c = V�ejection =
F

_m
= g0Isp (I.28)

o�u :

{ F : pouss�ee des propulseurs (en N)

{ _m : d�ebit massique (en kg=s)
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{ g0 : acc�el�eration au niveau de la mer (9:81m=s2)

{ Isp : impulsion sp�eci�que.

L'int�egration de l'acc�el�eration sur l'intervalle de temps d'allumage des moteurs, permet

de d�eterminer la variation de la vitesse appliqu�ee au satellite :

�V =

Z tf

t0


 dt =

Z mf

m0

g0 � Isp
m

dm (I.29)

et donc :

�V = g0Isp ln

�
m0

mf

�
(I.30)

Inversement, a�n d'obtenir une variation �V sur la vitesse du satellite, il est pos-

sible de d�eterminer la consommation du satellite en terme de masse, ainsi que la dur�ee

d'application de la manoeuvre :

�t =
g0 � Isp �m0

F

�
1� exp(� �V

g0 � Isp )
�

(I.31)

�m = m0

�
1� exp(� �V

g0 � Isp )
�

(I.32)

Il existe deux types de propulsions :

la propulsion chimique : les moteurs �a propulsion chimique �equipent la majorit�e des

engins spatiaux. Leur principe de fonctionnement consiste �a �ejecter des gaz

chauds dans l'espace. Ils d�elivrent des pouss�ees de grande amplitude et de

courte dur�ee devant la p�eriode orbitale. Ce type de pouss�ees est assimil�e �a des

impulsions de Dirac. En e�et, il est d'usage de les assimiler �a des pouss�ees

impulsionnelles qui op�erent des modi�cations instantan�ees sur les param�etres

orbitaux.

la propulsion �electrique : De nouvelles technologies de propulsion semblent être int�e-

ressantes, notamment les propulsions �electro-ioniques qui permettent d'op�erer

un gain en masse du fait du poids des composants n�ecessaires. La propulsion

�electrique, qui consiste �a �ejecter des ions �a grande vitesse int�eresse grandement

la communaut�e spatiale. Ce type de moteur d�elivre des pouss�ees de faible am-

plitude n�ecessitant un temps d'application plus important que dans le cas de

la propulsion chimique. Dans ce cas, les pouss�ees �etant de faible amplitude,

elles sont quasiment continues et induisent des variations faibles et continues

sur les param�etres du satellite.

I.7.2 E�et des pouss�ees sur les param�etres orbitaux

Comme �enonc�e pr�ec�edemment, selon que les moteurs soient �equip�es de propulseurs

chimiques ou �electriques, les e�ets des pouss�ees di��erent. Deux mod�eles d'�evolution ont
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donc �et�e consid�er�es. Seuls le cas d'orbites quasi-circulaires a �et�e �etudi�e. Dans le cas g�en�eral,

une int�egration num�erique (�a l'aide de m�ethodes telle que Runge Kutta) semble être la

plus appropri�ee du fait de la complexit�e des �equations d'�evolution.

E�ets de pouss�ees impulsionnelles

L'int�egration des �equations de Gauss I.15 permet de d�eterminer la variation des �etats

du satellite suite �a une pouss�ee impulsionnelle :

�a = 2a
�Vt
V

(I.33)

�ex =
2�Vt
V

cos�� �Vn
V

sin� (I.34)

�ey =
2�Vt
V

sin� +
�Vn
V

cos� (I.35)

�i = cos�
�Vw
V

(I.36)

��v = 2
�Vn
V

� sin�

tan i

�Vw
V

(I.37)

�
 =
sin�

sin i

�Vw
V

(I.38)

Il est �a noter que l'incr�ement en vitesse apparâ�t en
�V

V
. Ainsi l'e�cacit�e de la pouss�ee

d�epend de l'altitude de l'orbite : plus l'orbite est basse plus les manoeuvres sont coûteuses

en terme de consommation en ergols. D'apr�es les �equations ci-dessus, il apparâ�t que

l'e�cacit�e de la pouss�ee d�epend �egalement de l'instant (et donc de l'endroit sur l'orbite) o�u

elle est appliqu�ee. Il faudra donc jouer sur ce degr�e de libert�e a�n de maximiser au mieux

l'e�cacit�e des pouss�ees �a appliquer. De plus, il est pr�ef�erable de combiner les corrections

en ascension droite du noeud ascendant et en inclinaison et de combiner celles qui ont pour

but de corriger le demi-grand axe et l'excentricit�e. En�n, l'excentricit�e peut être corrig�ee

de deux mani�eres : soit avec des pouss�ees normales, soit avec des pouss�ees tangentielles.

Ceci dit, les pouss�ees tangentielles sont deux fois plus e�caces que les pouss�ees normales

(comme le montrent les �equations (I.34) et (I.35)). L'utilisation exclusive de pouss�ees

tangentielles pour corriger ce param�etre est donc �a privil�egier puisqu'elles sont moins

coûteuses et peuvent �egalement servir �a corriger l'altitude du satellite.

E�ets des pouss�ees continues

Dans le cas o�u des pouss�ees de faible amplitude sont appliqu�ees, le mod�ele est plus

complexe que dans le cas de pouss�ees impulsionnelles. En e�et, la variation des di��erents

param�etres est continue et d�epend de l'acc�el�eration de l'engin. Dans ce cas, la masse du

satellite doit être rajout�ee comme un �etat suppl�ementaire du satellite. Les �equations de

variation des param�etres orbitaux du fait de l'application d'une pouss�ee s'�ecrivent dans

le rep�ere (t,n,w) sous la forme :
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o�u (ut; un; uw) repr�esentent les composantes de la direction de pouss�ee dans le rep�ere

(t,n,w).

I.8 Les mod�eles d'�evolution dynamique utilis�es

Ce travail s'int�eresse essentiellement aux transferts orbitaux �a basses altitudes (orbites

de types LEO). Les altitudes sont donc comprises entre 500 et 1500 km. D'autre part,

les dur�ees des phases de transfert sont assez longues (de quelques mois �a une ann�ee). Au

vu de ces hypoth�eses de travail, les perturbations in
uant sur la dynamique du satellite

peuvent se restreindre �a l'e�et du J2, �eventuellement celui du frottement, et en�n celui

des pouss�ees qui lui sont appliqu�ees. La prise en compte restrictive de ces e�ets est tout �a

fait su�sante �etant donn�ees les pr�ecisions vis�ees lors de l'acquisition de la position �nale.

Dans le cas o�u une meilleure pr�ecision est impos�ee, il est tout �a fait possible d'e�ec-

tuer un post-traitement de la solution du probl�eme �etudi�e, avec prise en compte d'une

dynamique d'�evolution du syst�eme plus rigoureuse et plus pr�ecise et ce pour a�ner au

\second ordre" la solution �nale. Selon que l'engin est �equip�e de propulseurs chimiques

ou �electriques, le mod�ele d'�evolution varie.

I.8.1 Mod�ele dynamique dans le cas de pouss�ees impulsionnelles

Tout d'abord, le mod�ele dynamique dans le cas de pouss�ees impulsionnelles est pris en

compte. Dans ce cas, le mouvement k�epl�erien d�e�nit l'�evolution des param�etres (explicit�e
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en I.2.2), tout en rajoutant les e�ets s�eculaires perturbateurs du J2 (cf. I.5) et les e�ets

instantan�es dûs �a l'application de manoeuvres (cf. I.7.2). L'extrapolation du mod�ele s'ef-

fectue en prenant en compte une succession de deux phases : une phase de pouss�ee et une

phase balistique o�u seules les d�erives naturelles agissent sur le satellite. Donc, si l'�etat du

syst�eme �a l'instant tk est connu et que la dur�ee de la phase balistique est d�e�nie (not�ee

�tk), alors son �etat �nal (�a l'instant tk +�tk) est donn�e par :

ak+1 = ak + 2ak
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(I.40)

O�u :

C
J2(i) = �3
2 :a

2
e:
p
�:J2:cos(i). Ce coe�cient traduit l'e�et du J2 sur la longitude

du noeud ascendant.

C�J2(i) = 3
2 :a

2
e:
p
�:J2:(4cos(i)

2�1). Ce coe�cient traduit l'e�et du J2 sur l'ano-

malie.

I.8.2 Mod�ele dynamique dans le cas de pouss�ees continues

Les pouss�ees �etant suppos�ees continues, l'�evolution des di��erents param�etres est conti-

nue dans le temps. Dans ce cas, il s'av�ere tr�es complexe, voire impossible de d�eterminer

la variation du vecteur �etat de fa�con analytique. Il existe deux mani�eres de traiter ce pro-

bl�eme : soit par une int�egration num�erique des �equations, soit analytiquement, moyennant

quelques hypoth�eses simpli�catrices. Nous avons d�evelopp�e un mod�ele analytique simpli��e

qui permet de mod�eliser le syst�eme et son �evolution temporelle, suite �a l'application d'une

pouss�ee continue. Ainsi, �a partir de la connaissance de la variation du demi-grand axe,

l'�evolution des autres param�etres est d�etermin�ee analytiquement, ce qui pr�esente l'�enorme

avantage de r�eduire le temps de calcul. Le d�etail des calculs est donn�e en annexe A. Seules

les composantes tangentielles et hors-plan de la pouss�ee sont consid�er�ees.

Une di�cult�e rencontr�ee est celle de la d�etermination de l'e�et du J2 lors d'une phase

de pouss�ee. En e�et, puisque le demi-grand axe varie continuement durant la pouss�ee,
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l'e�et du J2 varie �egalement continuement (puisque l'e�et du J2 d�epend de l'altitude de

l'orbite). La variation du demi-grand axe est donn�ee par :

a(t) = a(t0)
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(I.41)

o�u � est la direction de pouss�ee (tan � =
uw
ut
).

L'int�egration de l'�evolution des param�etres du fait de la variation due au J2 durant les

phases de pouss�ees donne :
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O�u

P et G sont deux polynômes d�e�nis par :

P (x) = x3 � 3x2 + 6x� 6

G(x) = x7 � 7x6 + 42x5 � 210x4 + 840x3 � 2520x2 + 5040x � 5040

� est une variable d�e�nie par : �(t) =

p
�

cos � � cpa(t)
.

l'inclinaison est suppos�ee constante (une correction de l'inclinaison complexi�e

�enorm�ement les �equations comme ce sera explicit�e par la suite).

A partir des �equations I.39 de l'�evolution des param�etres (�,
), l'�evolution des di��e-

rents param�etres suite �a l'application d'une pouss�ee (de dur�ee tkoff � tkon ), suivie d'une

phase balistique de dur�ee �tk est donn�ee par le syst�eme d'�equation I.42. La d�e�nition des

instants d'allumage et d'extinction des moteurs est r�esum�ee par la �gure I.5.

Phase de pouss�ee

tkon tkoff

Phase de d�erive de dur�ee �tk

Fig. I.5 { D�e�nition des instants pour le cas de pouss�ees continues
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Les int�egrales (qui expriment l'e�et de la composante hors-plan de la pouss�ee) sont

calcul�ees soit num�eriquement, soit via une moyennation de la variation de cet e�et sur

une orbite. Ce calcul fera l'objet d'un paragraphe par la suite et est explicit�e en annexe A.

La variation de l'anomalie et de l'ascension droite du noeud ascendant suite �a l'application

d'une pouss�ee est approxim�ee par :
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(I.43)

o�u �k est donn�e par : �k = �(tkon) =

p
�

cos � � cpak .

Bien entendu, ces �equations sont valables dans le cas sans correction de l'inclinaison.

Dans le cas contraire, il est possible de supposer que sur de petits intervalles de temps,

la variation de l'inclinaison est assez faible, et donc les formules ci-dessus restent appli-

cables. Il su�t de diviser la dur�ee totale de l'application de la pouss�ee en plusieurs petits

intervalles �el�ementaires, sur lesquels les variations de l'anomalie et de l'ascension droite

du noeud ascendant sont approxim�ees par les �equations I.43.

I.9 Conclusion

Dans ce chapitre ont �et�e rappel�ees quelques notions de bases de la m�ecanique spatiale.

Ceci a permis de d�e�nir le syst�eme �etudi�e et d'�etablir sa dynamique de mouvement qui
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consiste en un mouvement k�epl�erien perturb�e. Seuls les e�ets perturbateurs de l'aplatisse-

ment terrestre, du frottement atmosph�erique et de l'application des pouss�ees ont �et�e pris

en compte. Les deux cas de propulsion chimique et �electrique ont �et�e �etudi�es et un mod�ele

analytique d'�evolution a �et�e fourni pour les deux types de propulsion (impulsionnelle-

chimique, continue-�electrique). A partir de ces r�esultats de base, il est �a pr�esent possible

d'aborder le probl�eme de mise �a poste propos�e. Pour ce faire, une strat�egie de mise �a

poste et une m�ethode d'optimisation ont �et�e d�evelopp�ees.



Chapitre II

Pr�esentation de la probl�ematique

II.1 Introduction

La construction d'une constellation est r�ealis�ee selon plusieurs �etapes (le lancement, la

mise et le maintien �a poste...). A chaque �etape sont optimis�ees les manoeuvres �a r�ealiser et

la g�eom�etrie de la constellation a�n de garantir la qualit�e du service nominale de chaque

satellite composant la constellation, tout en r�eduisant les coûts. Ce travail s'int�eresse �a

la phase de mise �a poste qui est la plus coûteuse et la plus contraignante des phases de

construction. En e�et, il est n�ecessaire de d�eplacer chaque satellite de sa position initiale

en �n de lancement vers sa position �nale, en minimisant sa consommation ou le temps

de transfert (selon le cahier des charges impos�e). Les transferts �a e�ectuer pendant cette

phase sont les plus importants et, de ce fait, les plus p�enalisants car ils vont d�eterminer

la dur�ee de vie des satellites. En e�et, moins le satellite consomme d'ergols pour la phase

de mise �a poste, plus la phase de maintien �a poste peut être prolong�ee dans le temps.

Cette �etude s'int�eresse �a l'optimisation de la mise �a poste de satellite en terme de

minimisation de la consommation. Elle traite du probl�eme de rendez-vous orbital (et non

de transfert simple dans lequel aucune contrainte sur la position angulaire �nale n'est

impos�ee).

Ce chapitre permet de pr�esenter et d'expliciter la strat�egie de transfert mise au point

pour r�ealiser le rendez-vous orbital. Une fois d�e�ni, le probl�eme de commande optimale

est r�esolu �a l'aide d'une approche de multi-niveaux d'approximations successives �a

complexit�e croissante. Divers mod�eles dynamiques et cas d'�etudes sont envisag�es.

39
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II.2 Pr�esentation du probl�eme

Il faut d�eterminer les di��erentes manoeuvres �a appliquer �a chaque satellite (dates et

directions). Il existe diverses strat�egies de transferts orbitaux, selon les caract�eristiques

du transfert �a e�ectuer. Elles peuvent se classer en deux cat�egories:

{ le probl�eme plan (dit 2D) : dans ce cas, le rendez-vous orbital (ou le transfert dans

le cas g�en�eral) se d�eroule dans le même plan orbital. Les orbites initiale et �nale

sont contenues dans le même plan. Les seuls param�etres �a corriger �eventuellement

sont l'altitude, l'excentricit�e, l'argument du p�erig�ee et l'anomalie. Donc, seules les

pouss�ees tangentielles et/ou normales sont utilis�ees.

{ le probl�eme �a trois dimensions (dit 3D) : des manoeuvres pour modi�er le plan

orbital sont n�ecessaires dans ce cas. Ceci consiste �a apporter des corrections sur

l'inclinaison et/ou l'ascension droite du noeud ascendant, en addition �a un transfert

orbital dans le plan et peut impliquer la n�ecessit�e de composantes hors-plan pour

la pouss�ee.

Cette �etude s'int�eresse au probl�eme �a trois dimensions, sachant que le probl�eme �a deux

dimensions peut être consid�er�e comme un cas particulier.

II.2.1 La commande du syst�eme

Au regard de la dynamique d'�evolution du syst�eme (cf. chapitre I), il est possible de

conclure sur la nature des manoeuvres �a appliquer.

Correction des param�etres orbitaux par l'application des manoeuvres

Comme pr�esent�e au xI.7, les corrections �a e�ectuer sur les param�etres orbitaux sont

r�ealis�ees, dans le cas g�en�eral, via l'application de manoeuvres. Il est �a noter que :

{ Le demi-grand axe ne peut être modi��e que via l'application d'une pouss�ee tangen-

tielle.

{ l'inclinaison ne peut être modi��ee que via l'application d'une pouss�ee hors-plan

(normale au plan orbital). Cette manoeuvre est la plus e�cace si elle est appliqu�ee

aux noeuds de l'orbite (i.e. � = 0 mod(�)).

{ l'ascension droite du noeud ascendant est modi��ee via l'application d'une pouss�ee

hors plan. Elle est la plus e�cace si elle est appliqu�ee aux anti-noeuds de l'orbite

(i.e. � = �
2 mod(�)).

{ Cependant, lorsque des corrections sur les deux param�etres (i;
) sont simultan�e-

ment n�ecessaires, il est pr�ef�erable de combiner les deux pouss�ees hors-plan a�n de

diminuer la consommation globale. Le module de cette pouss�ee et l'anomalie o�u elle

doit être appliqu�ee sont donn�es par le syst�eme d'�equations :

�Vw = �V
p
�i2 + (�
sin i)2 (II.1)
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� = arctan
�i

�
sin i
(II.2)

o�u :

V : vitesse circulaire du satellite,

(�
;�i) sont les corrections �a e�ectuer.

En fait, il existe deux anomalies solutions de ce syst�eme (l'arctangente est d�e�nie

�a � pr�es). Ces deux anomalies d�e�nissent la ligne des noeuds d'intersection qui

repr�esente l'axe d'intersection des deux plans orbitaux.

{ l'anomalie est corrig�ee via la modi�cation de son moyen mouvement n et donc par

la modi�cation du demi-grand axe de l'orbite. En e�et, selon l'altitude de l'orbite,

le satellite d�ecrira son orbite plus ou moins vite.

{ les orbites sont suppos�ees quasi-circulaires. Il faut donc respecter cette hypoth�ese,

chose qui est faite uniquement �a l'aide de pouss�ees tangentielles, par l'application de

strat�egies de pouss�ees de type de Hohmann. Cette strat�egie et ses caract�eristiques

seront d�etaill�ees plus tard.

En r�esum�e, seules des pouss�ees tangentielles et hors-plan sont utilis�ees. Leurs nombres,

modules et instants d'application d�ependent des corrections �a e�ectuer. Elles sont combi-

n�ees a�n de diminuer le module total correspondant.

Correction de la longitude du noeud ascendant par des e�ets naturels

Il a �et�e �etabli, au vu des �equations de Gauss, que l'ascension droite du noeud ascen-

dant peut être corrig�ee �a l'aide de pouss�ees hors-plan. Ces pouss�ees sont cependant assez

coûteuses. D'autre part, il a �et�e �etabli que ce param�etre varie du fait d'un e�et naturel : la

d�erive naturelle due �a l'aplatissement terrestre ( xI.5). En e�et, cette perturbation induit

une modi�cation naturelle (et donc gratuite) du param�etre 
. Cet e�et d�epend de l'alti-

tude et de l'inclinaison de l'orbite (cf. �equation I.20). La �gure II.1 permet de visualiser

la variation de la longitude du noeud ascendant induite par le J2.

Il est �a noter que plus l'orbite est basse, plus la d�erive de ce param�etre est importante.

Elle reste n�eanmoins limit�ee sur l'horizon temporel d'une journ�ee. Donc, si les corrections

globales �a apporter en ascension droite du noeud ascendant sont assez �elev�ees, utiliser cette

d�erive naturelle requiert une dur�ee globale de l'ordre de la centaine de jours. L'existence

d'une solution ne faisant pas intervenir de composante hors-plan pour la pouss�ee fait

l'objet d'un paragraphe dans le chapitre suivant. De plus, la dur�ee globale de mise �a poste

peut être born�ee, ce qui exige l'introduction de pouss�ees hors-plan.

Il est possible de diminuer le temps de d�erive en programmant des pouss�ees hors-plan

en plus de l'e�et du J2. Ces manoeuvres sont plus petites que celles n�ecessaires si ces

d�erives ne sont pas utilis�ees. D'autre part, il est possible de modi�er les e�ets naturels en

changeant l'altitude des orbites. Ces remarques repr�esentent la base du sc�enario mis au

point et test�e.
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Fig. II.1 { D�erive naturelle de l'ascension droite du noeud ascendant pour diverses incli-

naisons et altitudes

II.3 Strat�egie de commande

II.3.1 Quelques strat�egies \optimales" de phasage

Avant de pr�esenter la strat�egie de commande d�evelopp�ee dans [Lasserre 98, Tebbani 98]

et utilis�ee dans ce travail, il est int�eressant de pr�esenter quelques strat�egies de transferts et

rendez-vous orbitaux commun�ement utilis�es. Les pouss�ees sont suppos�ees impulsionnelles

et instantan�ees. Le cas de pouss�ees continues sera trait�e plus en d�etail dans le chapitre

IV.

Un rendez-vous sur la position et la vitesse, entre le satellite et la cible, est impos�e.

Il faut donc d�eterminer les manoeuvres et leurs instants d'application. Le probl�eme de

phasage dans le cas g�en�eral d'orbites elliptiques a �et�e abord�e dans [Dufour 93]. Dans ce

qui suit, seront rappel�ees deux m�ethodes optimales de phasage bas�ees sur le transfert de

Hohmann. En e�et, �etant donn�e que cette �etude s'int�eresse essentiellement aux orbites

circulaires, la strat�egie du transfert de Hohmann est la mieux adapt�ee.

Phasage dans le plan : transfert de Hohmann

Dans un premier temps, le probl�eme de rendez-vous coplanaire est �etudi�e. Dans ce

cas, aucune pouss�ee hors plan n'est appliqu�ee, ce qui revient �a lib�erer la contrainte sur

l'ascension droite du noeud ascendant et sur l'inclinaison. L'�etude de ce transfert est

approfondie dans [Marec 83]. Initialement, le satellite d�ecrit une orbite de demi-grand

axe ai. La cible quant �a elle d�ecrit une orbite de demi-grand axe af , d�ecal�ee de la position

initiale d'un angle �H comme le montre la �gure II.2.

Le satellite est transf�er�e vers sa position cible en appliquant un transfert de Hohmann

(qui est le plus �economique dans le cas d'un transfert coplanaire). Ce transfert permet
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Position du satellite au moment du tir

V2

Orbite initiale

V1
Position initiale de la cible

Orbite de transfert

�H

Orbite �nale

Position initiale du satellite

��

Fig. II.2 { Phasage coplanaire

au satellite de passer d'une orbite circulaire vers une autre orbite circulaire, en passant

par une orbite elliptique bitangente aux deux orbites extr�emales. La premi�ere impulsion

est fournie tangentiellement, puis une deuxi�eme permet de circulariser l'orbite. Les deux

anomalies d'application des pouss�ees sont espac�ees de �. Le demi-grand axe de l'orbite

interm�ediaire est donn�e par :

atr =
ai + af

2
(II.3)

Les modules des deux pouss�ees sont donn�es par la loi de conservation de l'�energie (d�e�nie

par I.4):

�V1 =

s
2� � af

ai(ai + af)
�
r
�

ai
(II.4)

�V2 =

r
�

af
�
s

2� � ai
af(ai + af)

(II.5)

Si un rendez-vous est impos�e, alors l'instant de rencontre (qui est au niveau de la

deuxi�eme manoeuvre) est caract�eris�e par :

Ttr
2

=
� ��H

2�
Tf (II.6)

o�u :

{ Ttr : p�eriode de l'orbite de transfert.

{ Tf : p�eriode de l'orbite �nale.

Cette relation permet de d�eduire la valeur de �H :

�H = �

"
1 �

�
1 + ri=rf

2

�3=2
#

(II.7)
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Donc, si l'�ecart angulaire initial entre la cible et le satellite est �egal �a �H , la premi�ere

pouss�ee est appliqu�ee imm�ediatement. Sinon, si cet �ecart est de �H + ��, alors il faut

d�ecaler la premi�ere pouss�ee de ��. La dur�ee d'attente tw, relative �a ce d�ecalage est donn�ee

par :

tw =
��

ni � nf
(II.8)

o�u ni (respectivement nf ) repr�esente le moyen mouvement de l'orbite initiale (respective-

ment l'orbite �nale).

Au maximum, l'angle de d�ecalage �� est de 2�, ce qui permet de calculer le maximum

de temps d'attente.

Il existe par ailleurs d'autres strat�egies de transfert qui permettent de diminuer le

temps d'attente, mais qui, en contre partie, augmentent la consommation du satellite

(telle que la strat�egie bi-elliptique ou la strat�egie semi-tangentielle qui sont explicit�ees

dans [Chobotov 96]).

Phasage en 3D

Dans le cas le plus g�en�eral, des corrections sur le plan orbital sont n�ecessaires. Il faut

donc inclure des pouss�ees hors-plan en addition aux pouss�ees tangentielles. Une strat�egie

possible, d�etaill�ee en [Chobotov 96, Baker 66], est celle du transfert de Hohmann modi��e

(Modi�ed Hohmann-transfer strategy). Ce transfert utilise la d�emarche de la strat�egie de

phasage coplanaire �a laquelle s'ajoute l'application de pouss�ees hors-plan. En e�et, dans

un premier temps, un transfert de Hohmann avec phasage est r�ealis�e, puis une pouss�ee hors

plan est appliqu�ee sur la ligne des noeuds (cf. �equation II.2) a�n de corriger simultan�ement

l'inclinaison et l'ascension droite du noeud ascendant.

Vt2 Vw

Vt1

Orbite �nale

Orbite initiale

Ligne des noeuds

Orbite interm�ediaire coplanaire

Orbite de transfert

de Hohmann

�

Fig. II.3 { Phasage en 3D

Donc, le satellite est d'abord transf�er�e vers une orbite coplanaire de rayon �egal �a celui

de l'orbite cible, et ceci en appliquant deux manoeuvres tangentielles (comme expliqu�e

ci-dessus). Ensuite, le satellite d�ecrit l'orbite jusqu'au point de rendez-vous avec la cible

(qui correspond �a la ligne des noeuds d'intersection). A ce niveau, une pouss�ee hors-plan

est appliqu�ee ce qui permet de rejoindre la position cible vis�ee.
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La dur�ee globale de ce transfert est la somme de :

{ la dur�ee d'attente avant d'appliquer la premi�ere pouss�ee tangentielle.

{ la dur�ee de la phase de transfert (i.e. la demi p�eriode de l'orbite de transfert de

Hohmann).

{ et en�n, la dur�ee n�ecessaire au satellite pour rejoindre la ligne des noeuds.

La solution ainsi calcul�ee v�eri�e certes les contraintes de rendez-vous, mais s'av�ere être

sous-optimale. En e�et, il est moins coûteux de combiner les pouss�ees tangentielles et

hors-plan que de les appliquer s�epar�ement.

II.3.2 Strat�egie de mise �a poste d�evelopp�ee

Comme sugg�er�e pr�ec�edemment, il est int�eressant d'utiliser les d�erives naturelles dues

au J2 pour apporter quelques corrections sur les param�etres et notamment sur l'ascension

droite du noeud ascendant. Cette strat�egie d'acquisition du plan orbital est utilis�ee dans

le pratique, et notamment pour peupler par un même lancement plusieurs plans orbitaux,

dans le cas de mise �a poste de constellations de satellites [CNES 98, Zaoui 95]. Chaque

satellite est transf�er�e vers une orbite de d�erive qui permet d'apporter les corrections sur

le plan orbital et ceci via les e�ets b�en�e�ques du J2. Cependant, g�en�eralement, un rendez-

vous orbital est �egalement impos�e au temps �nal. Il faut donc e�ectuer le phasage du

satellite et ceci en appliquant par exemple une strat�egie de phasage de type Hohmann

(pr�esent�ee ci-dessus). Il est donc n�ecessaire d'appliquer, au minimum, quatre phases de

pouss�ees pour transf�erer le satellite vers sa position cible. Ceci dit, dans la pratique, les

manoeuvres d'arrêt de d�erive du plan et celle du phasage sont coupl�ees a�n de diminuer

le coût relatif au transfert, ce qui revient �a e�ectuer trois phases de manoeuvres.

La strat�egie d�evelopp�ee et appliqu�ee s'inspire de cette strat�egie d�ej�a mise au point

[Lasserre 98, Tebbani 98]. Elle consiste �a transf�erer le satellite �a des altitudes interm�e-

diaires avant qu'il ne rejoigne sa position cible. En e�et, la mise �a poste est e�ectu�ee en

trois phases de pouss�ees :

{ Mise en d�erive du satellite : Le satellite est tout d'abord transf�er�e vers une

orbite interm�ediaire de d�erive, qui va lui permettre d'e�ectuer essentiellement les

corrections en ascension droite du noeud ascendant. Cette correction est faite grâce

�a la d�erive di��erentielle sur ce param�etre entre la cible et le satellite. Il faut donc

optimiser le demi-grand axe, l'inclinaison de cette orbite, ainsi que la dur�ee de cette

phase. L'orbite est par ailleurs suppos�ee circulaire. L'anomalie reste libre pendant

cette phase.

{ Phasage dans le plan : Dans un deuxi�eme temps, le satellite rejoint une deuxi�eme

orbite de d�erive qui permet de corriger l'anomalie du satellite. Cette orbite est g�e-

n�eralement proche de l'orbite cible et de ce fait, la d�erive di��erentielle en ascension
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droite du noeud ascendant est frein�ee. Comme pour la premi�ere phase, il faut d�e-

terminer l'altitude et l'inclinaison de l'orbite de d�erive ainsi que la dur�ee de cette

phase.

{ Gel de la position du satellite : En�n, le satellite rejoint sa position cible et donc

la d�erive di��erentielle s'annule. L'instant de cette derni�ere manoeuvre est contraint

d'être inf�erieur �a la dur�ee de la mise �a poste qui est impos�ee par le cahier des charges.

A chaque phase de manoeuvre, il faut �egalement appliquer des manoeuvres hors-plan

visant �a corriger l'inclinaison et �a a�ner le rendez-vous en ascension droite du noeud

ascendant.

Ainsi, la di��erence de cette strat�egie par rapport �a celle utilis�ee dans [CNES 98] est

qu'une deuxi�eme phase de d�erive est introduite. Ainsi, les e�ets naturels du J2 sur l'ano-

malie sont utilis�es a�n d'apporter quelques corrections. Une strat�egie �a trois phases de

pouss�ees peut être sous-optimale. En e�et, comme il sera �etabli par la suite (en annexe

B), le fractionnement de pouss�ees permet de diminuer la consommation mais en augmen-

tant le temps de mise �a poste. Dans l'absolu, il faudrait optimiser le nombre de pouss�ees

�a appliquer au satellite. Ceci dit, dans notre �etude, nous nous sommes �x�e un sc�enario

pr�ed�e�ni constitu�e de trois phases de pouss�ees et qui correspond au nombre minimal de

pouss�ees �a appliquer. Une fois ce probl�eme r�esolu, il peut servir de point de d�epart pour

une recherche de solution �a sc�enario avec un nombre sup�erieur de pouss�ees.

Temps

Demi−grand axe

a2

a1

a0

Tfinalt2t1

ac

∆∆

Fig. II.4 { Strat�egie de mise �a poste dans le cas impulsionnel

En r�esum�e, il faut optimiser les caract�eristiques des deux orbites de d�erive, leurs in-

clinaisons et leur dur�ees, ainsi que les composantes hors-plan des pouss�ees. Le mod�ele

d'extrapolation, le crit�ere �a minimiser et les contraintes �a respecter d�ependent du cahier

des charges impos�e. Dans le cas de pouss�ees �electriques, les dur�ees des phases de d�erive

peuvent être remplac�ees par les dur�ees des phases d'allumage des moteurs (ces dur�ees sont

nulles dans le cas de pouss�ees impulsionnelles).

II.4 Mod�elisation du probl�eme

A partir de la strat�egie de mise �a poste adopt�ee, la mod�elisation du probl�eme de contrôle

optimal peut être �etablie. Les deux cas de moteurs chimiques et �electriques sont distingu�es.
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En e�et, la formulation du probl�eme di��ere entre les deux cas puisque l'�evolution de l'�etat

est discr�ete dans le premier cas et continue dans le deuxi�eme.

II.4.1 Mod�elisation du probl�eme dans le cas de pouss�ees impul-

sionnelles

Dans le cas de pouss�ees impulsionnelles, l'�evolution de l'�etat (d�e�ni au xI.7.2) est

discr�ete. Les variables de commande sont les modules des pouss�ees et leurs instants d'ap-

plication. Par la suite, deux cas de �gure sont distingu�es :

{ L'excentricit�e est n�eglig�ee : seuls les sauts d'�energie sont pris en compte. Dans ce

cas, un seule pouss�ee est appliqu�ee �a chaque phase de manoeuvre. Au global, il faut

optimiser les modules des trois pouss�ees, leur direction et leur instant d'application.

{ Une contrainte sur l'excentricit�e est impos�ee : �a chaque phase de manoeuvre, un

transfert \pseudo-Hohmann" est appliqu�e, ce qui revient �a appliquer deux pouss�ees.

Au global, il faut optimiser les modules des six pouss�ees, leur direction et leur instant

d'application.

Le premier cas est un cas particulier du deuxi�eme. Il est donc possible de g�en�eraliser

le probl�eme discret et de le mod�eliser sous la forme suivante :

Variables de commande: les variables �a optimiser sont donc :

V t1::6; V w1::6; t1::6 (II.9)

D'autres jeux de variables sont �egalement possibles, par exemple le jeu :

ak; ik;�tk;�
j=1::6 pour k=1,2 (II.10)

o�u

{ �
j est la correction en ascension droite du noeud ascendant �a apporter,

via des pouss�ees, �a chaque phase de manoeuvre,

{ ak; ik sont le demi-grand axe et l'inclinaison de la k�eme orbite de d�erive,

{ �tk est la dur�ee de la k�eme orbite de d�erive.

Comme mentionn�e pr�ec�edemment, les pouss�ees normales ne sont pas utilis�ees

dans le cadre de ce travail.

Crit�ere : Le crit�ere �a minimiser est la consommation du satellite. Puisque cette consom-

mation est directement li�ee au module des pouss�ees, il est plus simple de r�e-

soudre :

min
k=6X
k=1

p
V tk

2 + V wk
2 (II.11)
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Dynamique d'�evolution : L'�etat du syst�eme est d�e�ni par les param�etres k�epl�eriens :

x = (a; i; ex; ey;
; �) (II.12)

Les �equations de Gauss (cf. �equation I.40) donnent l'�evolution de l'�etat :

xk+1 = xk + fk(xk; V tk; V wk; tk) pour k = 0 ... 6 (II.13)

Contraintes : Les �etats initial et �nal sont �x�es puisqu'il faut, dans le cas g�en�eral, r�e-

soudre un probl�eme de rendez-vous :

 0(x0; t0) = 0 (II.14)

o�u t0 repr�esente l'instant initial et  0 repr�esente la contrainte sur la position

initiale du satellite.

 f (x7; tf) = 0 (II.15)

o�u tf est l'instant �nal de mise �a poste et  f donne les contraintes sur l'�etat

�nal.

La contrainte initiale est un vecteur d'ordre six puisque tous les param�etres

initiaux du satellite sont �x�es. Par contre, la dimension de  f d�epend de la

nature du probl�eme de rendez-vous �a r�esoudre. Au plus, elle est de dimension

six, et au moins de dimension trois (au minimum, un rendez-vous en (a; �;
)

est r�esolu dans cette �etude).

Le d�etail des contraintes et des variables de commande sera explicit�e dans les chapitres

suivants, selon le cas d'�etude trait�e.

II.4.2 Mod�elisation du probl�eme dans le cas de pouss�ees conti-

nues

Sous hypoth�ese de pouss�ees continues, le probl�eme �a r�esoudre change de nature puisqu'il

devient un probl�eme continu. Ceci induit une nouvelle formulation et donc, sa r�esolution

n�ecessite un algorithme di��erent. La mod�elisation de ce probl�eme est d�e�nie via :

Variables de commande : Les variables de commande du syst�eme sont les directions

des pouss�ees, leur instant d'application ainsi que leur dur�ee. Le nombre de

pouss�ees est pr�edi�ni dans un premier temps (�a partir de la solution initiale)

mais peut �egalement être optimis�e de telle sorte que l'optimum soit rejoint. Si

l'on note � la direction de pouss�ee, pour chaque �etape de pouss�ee d'indice k,

il faut d�eterminer la commande optimale :

�(t); tonk; t
off

k (II.16)

o�u tonk; toffk sont les instants d'allumage et d'extinction du moteur.
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Crit�ere : Il faut minimiser la consommation du satellite, ce qui revient �a maximiser la

masse �nale de l'engin.

min (�m(tf)) (II.17)

Cette �ecriture permet par la suite de mettre le probl�eme sous forme de Mayer

[Cesari 83] (puisque le crit�ere ne d�epend que des �etats �a l'instant �nal). Il est

toutefois possible de le mettre sous forme int�egrale (a�n de le mod�eliser sous

la forme de Bolza [Cesari 83]). Dans ce cas, le crit�ere �a minimiser s'�ecrit :

min

Z tf

t0

� dt (II.18)

o�u � d�e�ni l'�etat du moteur, �a savoir :�
� = 0 si moteur �eteint

� = 1 si moteur allum�e
(II.19)

Dynamique d'�evolution : Le syst�eme d'�equations I.42 donne l'�evolution temporelle du

syst�eme. Aux param�etres k�epl�eriens s'ajoute l'�etat suppl�ementaire qu'est la

masse. L'�evolution du syst�eme s'�ecrit donc sous la forme :

_x = f(x; �; �; t) (II.20)

o�u x = (m;a; ex; ey; i;
; �).

Contraintes : Comme pour le cas discret, le probl�eme �etudi�e pr�esente des contraintes

aux deux extr�emit�es temporelles :

 0(x(t0); t0) = 0 (II.21)

 f (x(tf); tf) = 0 (II.22)

o�u  0 est de dimension six et la dimension de  f d�epend de la nature du

probl�eme �a r�esoudre.

II.5 Strat�egie de r�esolution

Le probl�eme �a r�esoudre consiste �a rechercher la trajectoire optimale pour chaque satel-

lite constituant la constellation, dans un horizon de temps �x�e et sous des contraintes aux

deux bouts. Les deux types de pouss�ees chimiques et continues sont trait�es. Cette �etude

permet de rechercher une solution au probl�eme avec hypoth�ese de pouss�ee impulsionnelle

dans un premier temps. Dans le cas o�u le cahier des charges impose l'utilisation de pouss�ees

continues, la solution impulsionnelle permettra d'initialiser le probl�eme �a faible pouss�ee

qui est r�esolu dans un deuxi�eme temps. Par ailleurs, tout au long du travail accompli, le

probl�eme a �et�e abord�e �a plusieurs niveaux. Non seulement ce s�equencement permet de

diminuer la complexit�e du probl�eme �a r�esoudre, mais permet �egalement de r�epondre aux

divers cas d'�etudes trait�es.
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II.5.1 Approches de r�esolution des probl�emes d'optimisation

L'optimisation de trajectoires spatiales a fait l'objet d'une multitude d'�etudes et de

travaux. Diverses approches de r�esolution ont �et�e d�evelopp�ees. Elles sont d�etaill�ees dans

[Betts 98]. Ces approches peuvent globalement être class�ees en trois cat�egories :

Approche directe

Elle consiste �a param�etrer la commande et �a rechercher la solution optimale �a l'aide

de m�ethodes de programmation non lin�eaire. Diverses �etudes utilisent cette approche

pour optimiser des trajectoires spatiales et notamment dans le cas de pouss�ees impul-

sionnelles. Dans ce cas, l'�evolution du syst�eme est discr�ete et l'utilisation de l'approche

directe est assez simple. Elle consiste �a optimiser les caract�eristiques des manoeuvres

et leurs dates d'application et ceci a�n de minimiser un crit�ere donn�e. Dans le cas

de pouss�ees continues, la di�cult�e du probl�eme d'optimisation �a r�esoudre augmente

et notamment pour des transferts circum-terrestres �a multiples r�evolutions. Dans ce

cas, l'�evolution du syst�eme est continue et des probl�emes d'int�egration num�erique ap-

paraissent. Pour contourner les di�cult�es lors de l'int�egration num�erique, plusieurs m�e-

thodes ont �et�e test�ees : la collocation directe [Hargraves 87, Herman 96, Scheel 94],

la direct transcription [Enright 92, Betts 94] et la m�ethode de di�erential inclusion

[Coverstone-Caroll 94, Seywald 94]. Le d�etail de ces di��erentes m�ethodes est r�esum�e

dans [Betts 98]. Les probl�emes de PNL induits par ce type de m�ethodes peuvent être

de dimension tr�es �elev�ee et notamment dans le cas o�u la dynamique du syst�eme est mal

conditionn�ee.

Approche indirecte

Elle consiste �a formuler le probl�eme optimal sous la forme d'un probl�eme aux deux

bouts (Two Point Boundary Value Problem), issu de l'application du principe du maxi-

mum de Pontryagin [Colasurdo 00, Ge�roy 97]. Cette approche est la plus r�epandue

pour la r�esolution de probl�eme �a faibles pouss�ees et diverses m�ethodes ont �et�e utilis�ees

pour r�esoudre le TPBVP (tir simple, tirs multiples � � �). A�n de restreindre les di�cult�es

d'int�egration num�erique, diverses techniques ont �et�e utilis�ees : par moyennation sur la va-

riable rapide [Ge�roy 97] (cette technique est �egalement utilis�ee dans l'approche directe

[Kluever 00a]), la collocation directe appliqu�ee au probl�eme indirect [Enright 91a], par

application d'une m�ethode d'optimisation it�erative [Aumasson 86] � � � Les probl�emes �a

consommation minimum s'av�erent plus di�ciles �a r�esoudre que les probl�emes �a temps

minimum, du fait de la di�cult�e de d�etermination des instants de commutation. Pour

contourner cette di�cult�e, une alternative est d'appliquer la m�ethode de lissage [Bertrand 01].

L'inconv�enient de cette approche r�eside dans la di�cult�e d'estimation des param�etres ad-

joints initiaux et �a la grande sensibilit�e du probl�eme optimal �a leurs valeurs. Quelques m�e-

thodes d'estimation de ces variables adjointes ont �et�e d�evelopp�ees [Yan 99, Fahroo 01].
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Approche hybride

elle est combinaison des deux approches pr�ec�edentes et consiste �a lib�erer une contrainte

impos�ee par l'approche indirecte et �a la remplacer par l'optimisation d'une contrainte

�equivalente sur les param�etres non contraints. Ces m�ethodes sont notamment utilis�ees

dans le cas de probl�emes de transfert �a multiples pouss�ees continues. Elles r�esolvent le

probl�eme de contrôle optimal en se basant sur des m�ethodes directes : les param�etres

adjoints initiaux peuvent être optimis�es a�n de r�esoudre le probl�eme de contrôle optimal

trait�e (via les conditions de transversalit�e) [Bertrand 01]; les instants de commutation

peuvent être optimis�es directement [Zondervan 84]; les arcs de pouss�ees peuvent être

optimis�es s�epar�ement selon une approche directe ou indirecte et en couche sup�erieure, une

approche directe permet d'optimiser la totalit�e du probl�eme [Goodson 99], le vecteur de

pointage est optimis�ee directement [Ilgen 94] .

II.5.2 Pr�esentation de la strat�egie de r�esolution utilis�ee

Le probl�eme global �a r�esoudre est assez complexe du fait de la dynamique fortement

non lin�eaire du syst�eme. En e�et, la prise en compte de l'e�et perturbateur du J2 non

seulement augmente la non lin�earit�e des dynamiques, mais introduit �egalement un assez

fort couplage entre l'anomalie et l'ascension droite du noeud ascendant (cf. xI.5).
C'est ce qui justi�e le choix de la strat�egie de r�esolution mise au point dans ce travail.

Cette strat�egie consiste �a diviser le probl�eme d'optimisation global en sous-probl�emes

plus simples. La solution de chaque sous-probl�eme permet d'initialiser le sous-probl�eme

l'englobant. Ainsi, par complexi�cation progressive, la solution optimale du probl�eme

global est approch�ee. Cette m�ethodologie pr�esente le m�erite suppl�ementaire de s'adapter

aux di��erents cas de �gure de probl�emes de rendez-vous �a r�esoudre, et permet donc de

calculer assez rapidement une solution �a des probl�emes de rendez-vous simples (seule une

partie des param�etres doit être corrig�ee).

Le s�equencement du probl�eme global intervient �a plusieurs niveaux :

Sur la nature des contraintes : Le probl�eme g�en�eral consiste �a e�ectuer un rendez-

vous sur les six param�etres k�epl�eriens du satellite. Cependant, �etant donn�e la

complexit�e des �equations, il s'av�ere int�eressant de proc�eder par �etape et cela

en r�esolvant successivement les probl�emes avec :

1. rendez-vous en (a; �;
) o�u les corrections du plan sont uniquement r�ea-

lis�ees grâce �a l'e�et du J2.

2. rendez-vous en (a; �;
) avec utilisation de pouss�ees hors plan pour a�ner

le rendez-vous en ascension droite du noeud ascendant.

3. rendez-vous en (a; �;
; e). Deux cas de �gures �a ce niveau : soit avec

rendez-vous en excentricit�e, soit avec prise en compte de la contrainte de

ne pas trop d�egrader l'excentricit�e de l'orbite.

4. rendez-vous en (a; �;
; i).
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5. rendez-vous en (a; �;
; i; e), ce qui revient �a r�esoudre le probl�eme global

de mise �a poste.

La solution de chaque �etape permet d'initialiser l'�etape lui succ�edant. L'enchai-

nement des �etapes d�epend des caract�eristiques du probl�eme trait�e. Syst�emati-

quement, le cas de �gure de base (�a savoir le cas (2)) est r�esolu. Ceci permet

de calculer assez rapidement une initialisation au probl�eme de rendez-vous. Si

l'inclinaison doit être corrig�ee, il est recommand�e d'initialiser le cas (4) par

la solution du cas (2).Si un rendez-vous suppl�ementaire sur l'excentricit�e est

impos�e (comme pour les cas (3) et le cas (5)), la recherche de l'optimum est

initialis�ee avec la solution du probl�eme amont (respectivement les cas (2) et

(4)). L'utilisation de la solution de chaque sous-probl�eme comme initialisation

du sous-probl�eme aval s'av�ere e�cace dans le cadre de cette �etude du fait de

la nature des probl�emes trait�es. En e�et, les orbites sont consid�er�ees quasi-

circulaires et les corrections en inclinaison sont suppos�ees de faible amplitude.

De ce fait, la solution de chaque sous-probl�eme reste assez proche de la solu-

tion des autres probl�emes. Ce s�equencement permet de simpli�er la r�esolution

du probl�eme global et donne la possibilit�e de traiter plusieurs cas de �gure de

rendez-vous sans avoir �a r�esoudre le probl�eme global.

Sur le type de la pouss�ee : Comme �evoqu�e pr�ec�edemment, les deux cas de pouss�ees

impulsionnelles et continues sont consid�er�es. La r�esolution du probl�eme dit

continu est e�ectu�ee par �etapes :

{ Probl�eme avec pouss�ees impulsionnelles : l'e�et des pouss�ees est suppos�e

imm�ediat et la capacit�e des moteurs in�nie [Tebbani 99b, Tebbani 99a,

Tebbani 00].

{ Fractionnement des pouss�ees : une contrainte suppl�ementaire sur le mo-

dule maximal de la pouss�ee est rajout�ee. Chaque pouss�ee du probl�eme im-

pulsionnel est fractionn�ee en un train d'impulsions �el�ementaires [Tebbani 01a].

{ �Etalement des pouss�ees : prise en compte des r�eelles capacit�es des moteurs.

Chaque pouss�ee du probl�eme fractionn�e est �etal�ee, puis raccord�ee aux

autres pouss�ees [Tebbani 01c].

{ Probl�eme avec des pouss�ees �electriques et utilisation d'un mod�ele d'�evo-

lution continu [Tebbani 01c, Tebbani 01b].

Sur le mod�ele d'�evolution : Bien �evidemment, le type de moteur utilis�e d�etermine la

nature du mod�ele d'�evolution �a prendre en compte (i.e. mod�ele continu ou

discret). Cependant, dans chaque cas de �gure, il s'av�ere utile d'utiliser deux

niveaux de complexit�e pour le mod�ele d'�evolution. Dans un premier temps,

un mod�ele analytique simpli��e permet de calculer une solution approch�ee au

probl�eme trait�e. Puis, cette solution est a�n�ee par la prise en compte d'un

mod�ele plus rigoureux mais n�ecessitant des m�ethodes num�eriques de r�esolution

et d'int�egration.
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Ainsi, le probl�eme global est divis�e selon divers niveaux, ce qui permet en outre de

r�epondre �a divers cas d'�etudes. Ces niveaux de s�equencement de nature di��erente inter-

f�erent et chaque probl�eme correspondant �a plusieurs hypoth�eses de travail est r�esolu. Le

d�etail des modules du logiciel d�evelopp�e en vue d'impl�ementer cette strat�egie et de la

v�eri�er est donn�e en annexe B.

II.6 M�ethodes de r�esolution

Dans la section pr�ec�edente, la structure g�en�erale de la r�esolution du probl�eme trait�e a

�et�e pr�esent�e. A�n de r�esoudre les di��erents sous-probl�emes, di��erentes m�ethodes num�e-

riques ont �et�e utilis�ees. Le choix de la m�ethode de r�esolution �a utiliser est induit par les

propri�et�es du sous-probl�eme �a r�esoudre : facilit�e ou non d'une d�erivation, probl�eme d'op-

timisation bien ou mal conditionn�e, connaissance ou non d'une initialisation. Un aper�cu

rapide sur les principales m�ethodes d'optimisation utilis�ees est donn�e en annexe C. Dans

cette section, les justi�cations du choix de quelques m�ethodes utilis�ees sont donn�ees.

II.6.1 M�ethode de r�esolution d'un syst�eme d'�equation

Avant de rechercher la solution optimale minimisant le coût, il est parfois n�ecessaire de

calculer une solution initiale respectant les contraintes impos�ees. Dans ce cas, le probl�eme

de rendez-vous se traduit par un syst�eme d'�equations non lin�eaires(dans le cas de n �equa-

tions �a n inconnues). Pour le r�esoudre, des m�ethodes de type gradient sont �a privil�egier.

Nous utiliserons une m�ethode de Newton, ou dans le cas de probl�emes mal condition-

n�es, la m�ethode Hybrid-Powell qui combine une m�ethode quasi-Newton et une m�ethode

Newton. Elle pr�esente des vitesses de convergences et une robustesse meilleure que les

m�ethodes plus classiques. Dans le cas g�en�eral o�u le nombre d'�equations ne correspond pas

aux nombres de variables, des m�ethodes g�eom�etriques (explicit�ees dans le paragraphe sui-

vant) sont utilis�ees, Les contraintes sont combin�ees en une fonction objectif, avec rajout

�eventuel de pond�eration.

II.6.2 M�ethode d'optimisation

M�ethodes analytiques

Ces m�ethodes recherchent les directions les plus favorables en se basant sur le calcul

des d�eriv�ees premi�eres. Elles pr�esentent l'avantage de converger rapidement. Cependant,

leur utilisation est restreinte aux fonctions di��erentiables. D'autre part, elles n�ecessitent

la connaissance d'une initialisation qui conditionne la convergence vers un optimum in-

t�eressant. Ces m�ethodes sont utilis�ees dans ce travail dans le cas d'utilisation de mod�ele

analytique simpli��e (notamment dans le cas impulsionnel o�u les d�eriv�ees sont calcul�ees

analytiquement). Plusieurs m�ethodes de ce type peuvent être utilis�ees. Dans un premier

temps, la m�ethode du Gradient R�eduit G�en�eralis�e est utilis�ee, pour laquelle le pas de d�e-

placement est optimis�e a�n d'acc�el�erer la vitesse de convergence (au chapitre III). Par la
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suite, le mod�ele analytique s'est complexi��e, ce qui augmente la di�cult�e de calculer sim-

plement les d�eriv�ees. La m�ethode de Sequential Quadratic Programming est �a privil�egier

puisqu'elle approxime les calculs des d�eriv�ees et permet de converger assez rapidement. De

plus, elle fournit une estimation des multiplicateurs de Lagrange associ�es aux contraintes

qui nous permettront de tester l'optimalit�e de la solution (au chapitre IV).

M�ethodes g�eom�etriques ou heuristiques

Il existe des cas o�u les m�ethodes analytiques ne peuvent être utilis�ees (pour les cas

utilisant un mod�ele num�erique par exemple). Des m�ethodes ne n�ecessitant pas le calcul

de d�eriv�ees sont utilis�ees et notamment des m�ethodes g�eom�etriques : le simplexe de Nel-

der & Mead et la m�ethode de Hooke & Jeeves. Ce sont des m�ethodes de minimisation

sans contraintes, et il faudra donc inclure les �eventuelles contraintes �a respecter dans la

fonction objectif (sous formes de fonctions de p�enalit�e ou de fonctions barri�eres). Le sim-

plexe est g�en�eralement utilis�e dans notre �etude puisqu'une recherche al�eatoire est int�egr�ee

(utilisation d'un multi-start). Ceci pr�esente l'avantage d'augmenter le bassin de recherche

et d'estimer une solution même en l'absence de bonnes initialisation. Cependant, cette

m�ethode n�ecessite un temps de calcul important (et notamment pour plus de trois va-

riables). Dans les cas o�u une initialisation est disponible et o�u le nombre de variables est

sup�erieure �a trois, la m�ethodes de Hooke & Jeeves est privil�egi�ee. Elle s'av�ere être assez

rapide, sous condition de partir d'un point initial proche de la solution recherch�ee.

II.7 Conclusion

Cette �etude s'int�eresse au probl�eme d'optimisation de trajectoires quasi-circulaires

circum-terrestres avec rendez-vous �a trois dimensions. Une nouvelle strat�egie de mise

�a poste a �et�e mise au point. Elle consiste �a e�ectuer le transfert en trois phases de pous-

s�ees, et ceci en transf�erant le satellite vers deux orbites interm�ediaires de d�erive avant

qu'il ne rejoigne sa position cible. Cette strat�egie permet d'utiliser les e�ets b�en�e�ques

de l'aplatissement terrestre a�n d'apporter quelques corrections sur l'anomalie et surtout

sur l'ascension droite du noeud ascendant. En e�et, puisque les pouss�ees hors-plan sont

assez coûteuses en terme de consommation en ergols, une telle strat�egie permet de r�eduire

consid�erablement les modules de ce type de pouss�ees. La strat�egie de mise �a poste �etant

d�e�nie, le probl�eme d'optimisation est mod�elis�e avec diverses hypoth�eses de travail. Sa

r�esolution utilise plusieurs approches et est e�ectu�ee selon plusieurs �etapes. En e�et, une

strat�egie de r�esolution de complexit�e croissante et �a multi-niveaux permet de r�esoudre le

probl�eme trait�e.



Chapitre III

R�esolution du probl�eme impulsionnel

Ce chapitre traite du probl�eme de mise �a poste de satellite �a basses altitudes, sous

hypoth�ese de pouss�ees impulsionnelles instantan�ees. La recherche de la solution optimale

est e�ectu�ee par �etapes, en complexi�ant au fur et �a mesure le probl�eme �etudi�e. Dans

un premier temps, la strat�egie de mise �a poste en trois pouss�ees est mise en �equation

et une solution initiale admissible au probl�eme de rendez-vous est calcul�ee. Ensuite, la

solution permettant de minimiser la consommation est recherch�ee dans le voisinage de la

solution initiale, et ceci �a l'aide de m�ethodes d'optimisation non lin�eaires sous contraintes

d'�egalit�es. En�n, la m�ethode propos�ee est illustr�ee par la pr�esentation d'un cas d'�etude.

L'analyse des r�esultats obtenus permet de montrer l'apport de la strat�egie d�evelopp�ee et

son e�cacit�e.

III.1 Introduction

En pr�eambule, il parâ�t important de situer ce travail dans son cadre d'�etudes, a�n

de faciliter sa compr�ehension (notamment les \partis pris" utilis�es tout au long de ce

travail). Cette �etude s'inscrit dans la continuit�e du travail r�ealis�e dans [Lasserre 98],

qui s'int�eressait �a l'optimisation de la mise �a poste de constellations de satellites. La

strat�egie de mise �a poste �etait constitu�ee de trois phases de pouss�ees, et utilisait les e�ets

di��erentiels du J2 pour apporter quelques corrections au syst�eme, notamment, pour celles

qui �etaient connues pour être les plus consommatrices.

Ce travail s'int�eressait essentiellement �a la construction de constellations de g�eom�etrie

dite de Walker 1. La position cible de chaque satellite (et donc l'a�ectation des di��erents

satellites) devait être optimis�ee. Donc, le probl�eme abord�e consistait �a d�eterminer la com-

mande optimale pour la mise �a poste d'une constellation o�u la dur�ee de mise �a poste,

1. des constellations de g�eom�etrie sym�etrique et homog�ene.

55
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les positions initiales et la g�eom�etrie de la constellation cible �etaient �x�ees. Lors de cette

�etude pr�eliminaire, les dur�ees des phases de d�erive �etaient optimis�ees et �etaient �x�ees

pour l'ensemble des satellites. En e�et, les dur�ees des deux phases balistiques �etaient

d�etermin�ees selon un crit�ere de minimisation de la consommation sur l'ensemble de la

constellation. Ceci a permis d'estimer l'ordre de grandeur de ces deux inconnues.

L'�etude qui fait l'objet de ce m�emoire se situe en aval et constitue un a�nement de

la solution calcul�ee en [Lasserre 98]. En e�et, le transfert de chaque satellite est trait�e

s�epar�ement, ind�ependamment de la consommation globale de la constellation. Cela revient

�a r�esoudre des sous-probl�emes de rendez-vous orbitaux o�u les positions initiales et �nales

sont suppos�ees �x�ees par la r�esolution du probl�eme d'a�ectation amont. Le lien entre ces

deux travaux est explicit�e en [Tebbani 98]. Dans ce chapitre, nous nous int�eressons donc

successivement �a d�eterminer une solution initiale au probl�eme puis des solutions optimales

aux di��erents probl�emes d�ecrits dans le chapitre II (section II.5.2).

III.2 Recherche d'une initialisation au probl�eme

Dans un premier temps, il est int�eressant, voire indispensable pour une approche directe

d'optimisation, de pouvoir trouver une solution initiale qui respecte les contraintes impo-

s�ees au syst�eme. La strat�egie de mise �a poste en trois phases de pouss�ees �etant retenue, le

probl�eme associ�e (le plus simple) de rendez-vous est r�esolu �a l'aide d'hypoth�eses simpli�-

catrices. Pour ce faire, quelques hypoth�eses utilis�ees dans [Lasserre 98] sont r�eutilis�ees et

notamment celle qui consiste �a d�ecoupler les dynamiques d'�evolution de l'anomalie et de

l'ascension droite du noeud ascendant. Cela se justi�e par la grande disparit�e de ces deux

dynamiques : rapide pour l'anomalie en comparaison de celle du noeud ascendant. Cela

permet de simpli�er consid�erablement le probl�eme �a r�esoudre et d'approcher la solution.

Dans ce paragraphe, les hypoth�eses de travail et la d�emarche de r�esolution sont pr�esent�ees.

III.2.1 Hypoth�eses de travail

Le probl�eme �a r�esoudre consiste �a r�ealiser le transfert orbital d�e�ni sous les hypoth�eses

suivantes:

{ Une position initiale donn�ee par (a0; i0;
0; �0) (l'orbite est suppos�ee circulaire : ex =

0, ey = 0).

{ Une position cible �nale d�e�nie par (ac; ic;
c; �c) (l'orbite cible est �egalement sup-

pos�ee circulaire et l'inclinaison reste libre).

{ les dur�ees des deux phases balistiques (not�ees respectivement �t1 et �t2) sont �x�ees

(par un module en amont qui fera l'objet d'un paragraphe ult�erieur, xIII.2.5). La
premi�ere dur�ee est la plus importante. C'est durant cette phase qu'est fait utilisation

de la d�erive di��erentielle entre la cible et le satellite pour tenter de diminuer les

corrections actives de plan (en i et en 
) qui sont les plus coûteuses. Comme nous

le verrons par la suite, ceci permet de supposer que lors de la deuxi�eme phase, le
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satellite rejoint son altitude cible et de ce fait, de d�ecoupler les dynamiques des deux

param�etres (�;
) durant la mise �a poste.

La di�cult�e du probl�eme trait�e est due au couplage entre les dynamiques en anomalie

et en ascension droite du noeud ascendant (cf xI.40). N�eanmoins, pour contourner cette

di�cult�e, l'hypoth�ese de d�ecouplage entre les deux dynamiques est dans un premier temps

utilis�ee. Ensuite, un post-traitement de la solution ainsi calcul�ee permet de corriger les

erreurs induites par cette simpli�cation. Il est proc�ed�e par �etapes pour d�eterminer la

solution du probl�eme.

III.2.2 D�etermination de la premi�ere orbite de d�erive

Comme expliqu�e au xII.3.2, la premi�ere phase de d�erive permet essentiellement de

corriger l'ascension droite du noeud ascendant. La premi�ere orbite de d�erive est donc

d�etermin�ee en fonction des corrections �a r�ealiser sur ce param�etre. Pour ce faire, il faut

connâ�tre la valeur de cette correction �a l'instant initial. Elle est donn�ee directement via

l'e�et s�eculaire du J2 et ceci par l'�equation :


0
c = 
c ��
c = 
c � C
J2(ic)

a3:5c
� (�t1 +�t2) (III.1)

�
c est la variation naturelle en 
 que va subir le satellite virtuel cible durant l'horizon de

rendez-vous (�t1+�t2). La correction �a r�ealiser sur l'ascension droite du noeud ascendant

(si possible via l'e�et du J2) vaut donc :

�
 = 
0
c � 
0 (III.2)

La di��erence de d�erive entre la cible et le satellite doit donc compenser cette erreur

initiale, ce qui s'�ecrit sous la forme :

�
 = �t1

�C
J2(i0)
a3:51

� C
J2(ic)
a3:5c

�
(III.3)

Soit, pour a1 demi-grand axe de la premi�ere orbite de d�erive,

a1 =

� C
J2(i0) ��t1
C
J2(ic) ��t1 � a�3:5c +�


�2=7
(III.4)

Donc, en fonction de la correction �a e�ectuer en ascension droite du noeud ascendant,

et pour un temps de d�erive donn�e, il est possible de d�eterminer l'altitude de l'orbite de

d�erive correspondante. La �gure III.1 permet de visualiser la variation du demi-grand axe

en fonction du temps de d�erive �t1, et ceci pour diverses corrections en ascension droite

du noeud ascendant. Il est �a noter qu'il existe une borne inf�erieure sur le temps, en-de�ca

de laquelle cette strat�egie ne peut être applicable (du moins les corrections qu'elle permet

d'apporter sont insu�santes, ce qui est visualis�e sur la �gure III.1 ). Par contre, pour un

temps de d�erive important, ce demi-grand axe tend vers le demi-grand axe cible, ce qui

permet de limiter la d�erive di��erentielle entre le satellite et la cible.
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Fig. III.1 { La variation du demi-grand axe de d�erive en fonction de la dur�ee

III.2.3 D�etermination de la deuxi�eme orbite de d�erive

Lors de la premi�ere phase de d�erive, l'anomalie est rest�ee libre. La deuxi�eme phase de

d�erive permet essentiellement d'e�ectuer le phasage entre le satellite et la cible. Comme

pour le cas de l'ascension droite du noeud ascendant, l'altitude de la deuxi�eme orbite de

d�erive est d�etermin�ee de fa�con �a apporter les corrections n�ecessaires sur ce param�etre. Le

moyen mouvement est ce qui permet d'apporter la correction la plus importante. L'e�et

du J2 est �egalement utilis�e pour r�ealiser le phasage du satellite.

La correction �a r�ealiser est donn�ee par l'�ecart entre la position de la cible et celle du

satellite au d�ebut de la deuxi�eme phase de d�erive :

�� =

�
�c �

�r
�

a3c
+ C�J2(ic)

1

a3:5c

�
�t2

�
�
�
�0 +

�r
�

a31
+ C�J2(i0)

1

a3:51

�
�t1

�
(III.5)

Cette erreur est donc compens�ee via la d�erive di��erentielle entre la cible et le satellite

durant la deuxi�eme phase de d�erive :

�t2

�p
�

�
1

a21:5
� 1

ac1:5

�
+
C�J2(i0)
a3:52

� C�J2(ic)
a3:5c

�
= �� (III.6)

o�u a2 d�esigne le demi-grand axe de la deuxi�eme phase de d�erive. Il est d�etermin�e en

r�esolvant l'�equation III.6.

III.2.4 D�etermination des modules de pouss�ees hors-plan

Dans ce qui pr�ec�ede, l'hypoth�ese de d�ecouplage des deux dynamiques est faite pour

pouvoir calculer le deuxi�eme demi-grand axe de d�erive. Or, pendant cette deuxi�eme phase,

l'ascension droite du noeud ascendant subit une d�erive suppl�ementaire puisque le deuxi�eme
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demi-grand axe est di��erent de celui de la cible (contrairement �a ce qui a �et�e suppos�e

au xIII.2.2). Une erreur suppl�ementaire sur le param�etre 
 est donc induite, elle est

suppos�ee faible car il sera impos�e que �t1 soit plus grand que �t2. Pour la corriger, il

faut appliquer des pouss�ees hors plan, qui sont r�eparties sur les trois phases de pouss�ees.

Dans [Lasserre 98], la r�epartition se faisait selon un taux �x�e au pr�ealable. Cependant,

il est possible de r�epartir ces pouss�ees de \fa�con optimale", ce qui permet d'aboutir �a

une solution qui respecte les contraintes du probl�eme et qui soit peu coûteuse. Cette

r�epartition peut se faire selon deux m�ethodes (qui sont d�etaill�ees dans l'annexe B) :

{ au premier ordre, en imposant une direction de pouss�ee constante sur les di��erentes

phases de pouss�ees;

{ selon une loi de r�epartition issue d'un calcul d'optimisation.

III.2.5 D�etermination des dur�ees des deux phases de d�erives

Pour ce probl�eme simpli��e �a l'extrême (sans correction d'inclinaison, d'excentricit�e et

sous hypoth�ese de d�ecouplage des dynamiques en (�;
)), un probl�eme d'optimisation

peut être d�e�ni. Il concerne la minimisation de la consommation, les variables �etant les

dur�ees de d�erive �t1 et �t2 sous la contrainte que leur somme n'exc�ede pas l'horizon de

mise �a poste pr�evu. Le probl�eme �a r�esoudre (not�e (P3D)), est d�e�ni par :

(P3D)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min

"
J (�t1;�t2) =

k=3X
k=1

q
V t2k + V w2

k

#
"a(�t1;�t2) = 0

"
(�t1;�t2) = 0

"�(�t1;�t2) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

�t1;�t2 2 [0;�t]

(III.7)

Pour chaque couple (�t1;�t2), les orbites de d�erives et les composantes hors-plan des

pouss�ees sont d�etermin�ees a�n de r�ealiser le rendez-vous en anomalie et en ascension droite

du noeud ascendant (�a l'aide de la strat�egie de d�ecouplage des dynamiques). Ce probl�eme

est r�esolu �a l'aide d'une m�ethode d'optimisation multidimensionnelle g�eom�etrique, le sim-

plexe de Nelder & Mead [Nelder 65]. Les contraintes �a respecter sont trait�ees sous la

forme de p�enalit�es (p�enalit�e int�erieure ajout�ee �a la fonction objectif).

III.3 Recherche d'une solution 2D

Le plus coûteux pour le probl�eme de transfert orbital sont les pouss�ees hors-plan. Le

rendez-vous en altitude induit des modules de pouss�ees tangentielles qui sont impos�ees.

Le rendez-vous en ascension droite du noeud ascendant pour sa part, peut être r�ealis�e

\'naturellement' via l'e�et du J2. L'�elimination des pouss�ees hors-plan correspond, dans

le cas g�en�eral, �a l'optimum recherch�e. Il est donc int�eressant de rechercher une solution
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au probl�eme de rendez-vous sans application de pouss�ees hors-plan. Ce qui correspond �a

un transfert en deux dimensions avec phasage, dans lequel l'ascension droite du noeud

ascendant est acquise �a l'aide de la d�erive di��erentielle entre le satellite et la cible. Ceci

revient �a trouver une solution pour le syst�eme alg�ebrique :

(P2D)

8>>>>>>><>>>>>>>:

"�(a1; a2;�t1;�t2) = 0

"
(a1; a2;�t1;�t2) = 0

V w1���3 = 0

a0 < a1 < a2 < ac
�t1 +�t2 ��t � 0

�t1;�t2 2 [0;�t]

(III.8)

Les conditions d'in�egalit�e faisant intervenir les demi-grands axes de d�erive a1 et a2
sont introduites pour �eliminer des solutions correspondant �a des pouss�ees tangentielles de

signe oppos�e qui correspondent �a des solutions dites avec \sur-coût". Elles traduisent des

sc�enarios o�u il faut aller chercher des orbites de d�erive �a altitude sup�erieure �a celle de la

cible, sachant, bien sur, qu'il sera n�ecessaire de \redescendre" �a l'altitude cible. Un tel

sc�enario peut être induit par le fait d'un horizon temporel de la mise �a poste trop court.

La d�erive di��erentielle entre la cible et le satellite peut être insu�sante sur des altitudes

inf�erieures �a celles de la cible. Dans ce cas, il sera plus int�eressant d'introduire des pouss�ees

hors-plan. Les contraintes que doit respecter la solution recherch�ee sont donn�ees par :

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

"
(�t1���2; a1���2) = C
J2(i)
�t1

a
7=2
1

+ C
J2(i)
�t2

a
7=2
2

+ C
J2(i)
�t��t1 ��t2

a7=2c

�C
J2(i)
�t

a
7=2
c

��
 = 0

"�(�t1���2; a1���2) = �t1
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C�J2(ic)
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c
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��� = 0

(III.9)

o�u :

{ �� = �0cible ��0 + 2k�� est l'erreur initiale en anomalie entre la cible et le satellite

avec prise en compte de la di��erence en nombre de tours entre la cible et le satellite.

{ �
 = 
0
cible � 
0 + 2k
� est l'erreur initiale en 
 entre la cible et le satellite avec

prise en compte de la di��erence en nombre de tours entre la cible et le satellite.

{ La prise en compte de la di��erence en nombre de tours e�ectu�es par la cible et le

satellite sera d�etaill�ee par la suite (au xIII.4).
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III.4 Optimisation du transfert avec rendez-vous en

(a; �;
)

La r�esolution du deuxi�eme probl�eme d�e�ni en II.5.2 fait l'objet de ce paragraphe.

Il faut d�eterminer les dur�ees de d�erive ainsi que les orbites des phases balistiques qui

permettent de minimiser la consommation du satellite tout en respectant des contraintes

de rendez-vous sur l'altitude, l'anomalie et l'ascension droite du noeud ascendant. Il est

fait l'hypoth�ese que l'inclinaison ainsi que l'excentricit�e ne sont pas contrôl�ees. La prise en

compte de ces �etats suppl�ementaires ainsi que leurs corrections fera l'objet de paragraphes

ult�erieurs.

Ainsi, le probl�eme d'optimisation �a r�esoudre s'�ecrit sous la forme :

(Pa;�;
)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; a1; a2; V w1���3) =
k=3X
k=1

q
V t2k + V w2

k

"a(�t1;�t2; a1; a2; V w1���3) = 0

"
(�t1;�t2; a1; a2; V w1���3) = 0

"�(�t1;�t2; a1; a2; V w1���3) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

(a2 � a1) � (ac � a2) > 0

(Pa;�;
) est un probl�eme de minimisation d'un crit�ere non lin�eaire, sous deux contraintes

d'in�egalit�e et trois contraintes non lin�eaires et poss�edant sept variables d'optimisation. Du

fait de la grande non lin�earit�e des contraintes et du couplage des dynamiques, sa r�esolution

directe pr�esente des probl�emes de convergence. A�n de rem�edier �a cette di�cult�e, ce

probl�eme est r�esolu selon deux niveaux :

{ en couche de base, pour des dur�ees de phases balistiques �x�ees, le transfert du satel-

lite est optimis�e en d�eterminant les modules des pouss�ees ainsi que leurs directions.

{ en couche sup�erieure, les dur�ees des phases de d�erives sont optimis�ees de fa�con �a

minimiser le coût du transfert.

III.4.1 Mod�elisation des contraintes

Avant de pr�esenter la m�ethode de r�esolution du probl�eme, la mod�elisation des contraintes

est pr�esent�ee dans ce paragraphe. Les contraintes relatives au probl�eme trait�e sont les er-

reurs d'acquisition des trois param�etres (a; �;
). Donc, il faut comparer les valeurs �nales

de ces param�etres par rapport �a ceux de la cible. Cependant, du fait de l'e�et s�eculaire du

moyen mouvement et de celui de l'aplatissement terrestre, le satellite e�ectue plusieurs

tours avant d'atteindre sa position �nale. Il existe donc deux variables ind�etermin�ees

suppl�ementaires qui sont les nombres de tours di��erentiels pour l'anomalie et l'ascension

droite du noeud ascendant entre la cible et le satellite. L'ordre de grandeur de ces nombres

de tours est grossi�erement d�etermin�e par la dur�ee globale de la mise �a poste. Cependant,

leur valeur exacte est li�ee aux altitudes emprunt�ees par le satellite �a mettre �a poste. A
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chaque nombre de tours correspond une solution du probl�eme. Il serait bien �evidemment,

plus int�eressant de se lib�erer de ces inconnues et ceci en comparant tout simplement les pa-

ram�etres angulaires initiaux et �naux (sans se pr�eoccuper du nombre de tours e�ectu�es par

la cible ou par le satellite). Cependant, cela introduit une discontinuit�e sur les contraintes

qui d�et�eriore consid�erablement les vitesses de convergence des m�ethodes d'optimisation

utilis�ees. Une alternative pour contourner ce probl�eme est celle de pr�e�xer les nombres

de tours di��erentiels entre la cible et le satellite, en anomalie et en ascension droite du

noeud ascendant. Dans un premier temps, ils sont pris �egaux �a ceux de la solution du

probl�eme avec hypoth�ese de d�ecouplage des dynamique (pr�esent�ee au x(III.2)). De ce fait,
le processus d'optimisation recherche une solution dans une famille de solutions respec-

tant les contraintes et d�e�nie par ces nombres de tours. Cette approche permet de garder

la propri�et�e de continuit�e des contraintes et de ce fait, permet d'utiliser des m�ethodes

d'optimisation analytiques. On peut ensuite faire une recherche discr�ete sur le nombre de

tour. La mod�elisation sans prise en compte du nombre de tours (en exprimant les erreurs

dans l'intervalle [��; �]) permet de rechercher une solution optimale qui peut être �eloign�ee

de la solution initiale d�ecouplant les deux dynamiques (et donc est plus robuste quant �a

l'initialisation). Du fait que cette approche rend les contraintes discontinues, la r�esolution

du probl�eme utilise des m�ethodes g�eom�etriques multidimentionnelles.

La premi�ere formulation est g�en�eralement utilis�ee. Ceci dit, la formulation discontinue

s'av�ere int�eressante lors de la recherche de solutions admissibles.

Dans ce qui suit, les contraintes sont donn�ees dans les deux cas de �gures.

Mod�elisation continue des contraintes

L'utilisation des d�erives di��erentielles entre la cible et le satellite pour corriger les

erreurs sur l'acquisition des param�etres angulaires, permet d'exprimer les contraintes sous

la forme :

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

"
(�t1���2; a1���2; V w1���3; i1���3) = C
J2(i1)
�t1

a
7=2
1

+ C
J2(i2)
�t2

a
7=2
2

+ C
J2(i3)
�t��t1 ��t2

a
7=2
c

�C
J2(ic)
�t

a
7=2
c

+

p
a0:V w1p
�: sin(i1)

+

p
a1:V w2p
�: sin(i2)

+

p
a2:V w3p
�: sin(i3)

��
 = 0

"�(�t1���2; a1���2; V w1���3; i1���3) = �t1

 p
�

a
3=2
1

+
C�J2(i1)
a
7=2
1

!
+�t2

 p
�

a
3=2
2

+
C�J2(i2)
a
7=2
2
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+

(�t��t1 ��t2)

�p
�

a
3=2
c

+
C�J2(i3)
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7=2
c

�
��t

�p
�

a
3=2
c

+
C�J2(ic)
a
7=2
c

�
��� = 0

(III.10)

Les corrections � �a apporter sont donn�ees par :

{ �� = �0c��0+2N�� qui est l'erreur initiale en anomalie entre la cible et le satellite

avec prise en compte de la di��erence en nombre de tours N�, entre la cible et le

satellite (�x�ee par la solution initiale d�ecouplant les dynamiques).
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{ �
 = 
0
c �
0+2N
� qui est l'erreur initiale en 
 entre la cible et le satellite avec

prise en compte de la di��erence en nombre de tours N
 entre la cible et le satellite

sur l'ascension droite du noeud ascendant.

Ces contraintes sont �ecrites dans le cas g�en�eral o�u les orbites de d�erives poss�edent des

inclinaisons qui peuvent être di��erentes (not�ees i1; i2; i3). Dans un premier temps, ces

inclinaisons sont prises �egales �a l'inclinaison initiale du satellite puisque la correction sur

ce param�etre n'est pas prise en compte.

Mod�elisation discontinue des contraintes

La deuxi�eme fa�con d'exprimer les contraintes est celle qui supprime l'information sur

le nombre de tours e�ectu�es par le satellite. Ainsi, les param�etres angulaires de la cible

et du satellite sont compar�es et la mod�elisation suivante est obtenue :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

"
(�t1���2; a1���2; V w1���3; i1���3) =

 

0 + C
J2(i1)

�t1

a
7=2
1

+ C
J2(i2)
�t2

a
7=2
2

+ C
J2(i3)
�t��t1 ��t2

a
7=2
c

+

p
a0:V w1p
�: sin(i1)

+

p
a1:V w2p
�: sin(i2)

+

p
a2:V w3p
�: sin(i3)

�
[0;2�]

� (
c)[0;2�] = 0

"�(�t1���2; a1���2; V w1���3; i1���3) =

 
�0 +

p
��t1

a
3=2
1

+ C�J2(i1)
�t1

a
7=2
1

+

p
��t2

a
3=2
2

+ C�J2(i2)
�t2

a
7=2
2

+

p
�(�t��t1 ��t2)

a
3=2
c

+ C�J2(i3)
(�t��t1 ��t2)

a
7=2
c

�
[0;2�]

� (�c)[0;2�] = 0

(III.11)

III.4.2 \Couche de base" de r�esolution �a dur�ees de transfert

�x�ees

Dans un premier temps, les instants d'application des manoeuvres sont suppos�es �x�es

par un module en couche sup�erieure qui sera explicit�e dans le xIII.4.3. Il faut donc opti-
miser les variables (a1���2; V w1���3) solution du probl�eme ( ePa;�;
) d�e�ni par:

( ePa;�;
)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

min J (a1; a2; V w1���3) =
k=3X
k=1

q
V t2k + V w2

k

"a(a1; a2; V w1���3) = 0

"
(a1; a2; V w1���3) = 0

"�(a1; a2; V w1���3) = 0

a0 < a1 < a2 < ac

(III.12)

Les pouss�ees tangentielles permettent de respecter la contrainte sur l'altitude. Les

contraintes �a respecter ("
; "�) utilisent la premi�ere formulation (donn�ee par le syst�eme
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d'�equation III.10). La contrainte in�egalit�e sur les demi-grands axes des orbites de d�erives

exprime la contrainte de ne pas rechercher des solutions avec sur-coût et peut être direc-

tement prise en compte dans une approche directe o�u les domaines admissibles devront

satisfaire a0 < a1 < a2 < ac. Ainsi, la nature analytique et continue de la formulation du

probl�eme permet d'utiliser des m�ethodes en programmation non lin�eaire.

R�esolution

Le probl�eme ( ePa;�;
) est un probl�eme de minimisation d'une fonction objectif non li-

n�eaire sous des contraintes non lin�eaires (le rendez-vous sur la position). Du fait de la

mod�elisation analytique et continue adopt�ee, la m�ethode du Gradient R�eduit G�en�eralis�e

(not�ee GRG et d�etaill�ee en [Minoux 83, Fletcher 87]) est utilis�ee. Cette m�ethode com-

bine des m�ethodes de lin�earisation et de gradient r�eduit de Wolfe a�n d'optimiser un

crit�ere donn�e �a l'aide de variables positives. Les directions hors-plan des pouss�ees pou-

vant être n�egatives, quelques modi�cations classiques ont �et�e apport�ees au probl�eme initial

( ePa;�;
). Pour que cette m�ethode puisse être appliqu�ee, chaque variable susceptible d'être

n�egative est d�ecompos�ee en deux variables :

Le nombre de variables d'optimisation est alors de huit variables :

(a1; a2; V w
+
1���3; V w

�
1���3) (III.13)

Le crit�ere et les contraintes sont �ecrits selon ce nouveau jeu de param�etres et la m�e-

thode du GRG peut �a pr�esent être appliqu�ee. Cette m�ethode consiste �a utiliser les m�e-

thodes d'optimisation sans contraintes et �a les adapter au probl�eme trait�e en projetant,

�a chaque it�eration le d�eplacement optimal obtenu sur la fronti�ere du domaine d�e�nissant

les contraintes. Pour ce faire, il faut d�e�nir, parmi les variables d'optimisation, un sous-

ensemble qui soit de dimension �egale au nombre des contraintes, et tel que le jacobien

des contraintes dans cette base soit une matrice r�eguli�ere. Ces variables dites variables

d�ependantes, constituent la base de la vari�et�e V, d�e�nie par :

V = fx=hi(x) = 0; i = 0 � � �mg (III.14)

o�u les hi repr�esentent les contraintes �a respecter (au nombre m). Puisque les contraintes

sont au nombre de deux, il est pr�ef�erable de choisir les deux demi-grands axes comme

variables de base �etant donn�e que ces variables sont toujours non nulles. Les variables

restantes sont dites variables hors base et sont prises �egales aux composantes des pouss�ees

hors-plan. Ainsi, �a partir d'un point xk de la vari�et�e V, le d�eplacement permettant de

diminuer la fonction objectif tout en respectant les contraintes est calcul�e. Ce d�eplace-

ment est la projection du gradient de la fonction objectif (not�e �rf(xk)) sur l'hyperplan
tangent �a la vari�et�e au point initial xk. Le pas peut être adapt�e a�n d'am�eliorer la vi-

tesse de convergence de la m�ethode (�a l'aide de m�ethodes unidimentionnelles : m�ethode

de Fibonacci, du nombre d'or � � � [Minoux 83]).

Etant donn�e que les contraintes sont fortement non lin�eaires, la solution pr�ec�edente

doit être modi��ee a�n que les contraintes soient satisfaites. Pour cela, pour des valeurs

de variables hors base �x�ees �a leurs valeurs donn�ees par le d�eplacement optimal, les
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�rf(xk)

xk
xk+1

V

Fig. III.2 { Principe de la m�ethode GRG

deux variables de bases sont calcul�ees �a l'aide d'une m�ethode de Newton. A ce niveau

du processus de r�esolution, un nouveau point xk+1 est obtenu. En ce point, la valeur de

la fonction objectif est en g�en�eral meilleure et les contraintes sont respect�ees. Selon la

pr�ecision impos�ee, soit il faut r�eit�erer, soit le processus s'arrête puisqu'un optimum a �et�e

trouv�e.

Simplexe
Calcul du nouveau (Dt1, Dt2)

x=(a1, a2, Vw1..3)

GRG

avec decouplage

(Dt1, Dt2) fixés 

(Dt1, Dt2)

(Dt1, Dt2) de la constellation

arrêt
critère

critère
arrêt

Non

pour les deux demi−grand axes

Oui

solution optimale

solution initiale 

Non

Oui

calcul direction de descente

solution optimale

x’=x+dx

on fixe Vw1..3 

Newton (a1, a2)

Fig. III.3 { Principe de r�esolution du probl�eme (Pa;�;
)
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III.4.3 \Couche sup�erieure" de r�esolution : relaxation des du-

r�ees de d�erives

Dans le paragraphe pr�ec�edent, les dur�ees des deux phases balistiques ont �et�e suppos�ees

�x�ees. Il est cependant important d'optimiser ces deux variables puisqu'elles conditionnent

�egalement la qualit�e de la solution optimale obtenue. Il faut donc r�esoudre un nouveau

probl�eme d'optimisation (not�e ( �Pa;�;
)) qui est d�e�ni par :

( �Pa;�;
)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2) =
k=3X
k=1

q
V t2k + V w2

k

"a(�t1;�t2) = 0

"
(�t1;�t2) = 0

"�(�t1;�t2) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

(III.15)

Le probl�eme ( �Pa;�;
) est �equivalent au probl�eme (P3D) r�esolu au pr�ealable (d�e�ni par

le syst�eme d'�equation III.7). La di��erence entre ces deux probl�emes est que le nouveau

probl�eme ( �Pa;�;
) optimise le transfert entre la position initiale et la cible pour un couple

de dur�ees de d�erives donn�ees, en utilisant le processus de r�esolution pr�esent�e au xIII.4.2.
La r�esolution de ce probl�eme se fait �a l'aide d'une m�ethode g�eom�etrique (Nelder &

Mead, Hooke & Jeeves). Les contraintes impos�ees sur les variables temporelles sont tra-

duites sous formes de p�enalit�es rajout�ees �a la fonction objectif :

J (�t1;�t2) =

8<:
coût optimal GRG(a1; a2; V w1���3) si �t1;�t2 2 [0;�t]

et �t1 +�t2 � �t

+1 sinon

(III.16)

La �gure III.3 montre la structure de l'algorithme d'optimisation de ce type de rendez-

vous ainsi que l'emboitement des deux niveaux de r�esolution.

III.5 Prise en compte d'un transfert de Hohmann

Dans la section pr�ec�edente, le probl�eme de rendez-vous a �et�e r�esolu en se basant sur un

mod�ele analytique simpli��e pour lequel les orbites ont �et�e suppos�ees circulaires. L'inci-

dence de l'application de pouss�ees sur l'excentricit�e a �et�e n�eglig�ee. La correction �eventuelle

de ce param�etre est ici prise en compte. Lors de la r�esolution du probl�eme (Pa;�;
), une

seule pouss�ee par phase de manoeuvre est r�ealis�ee a�n de transf�erer le satellite d'une

orbite vers une autre. Or, il a �et�e �etabli que le nombre minimal de pouss�ees tangentielles

pour transf�erer un satellite d'une orbite circulaire vers une autre orbite circulaire est au

nombre de deux ([Marec 83, Hohmann 25]). Cette strat�egie est d'ailleurs utilis�ee dans

les exemples de transferts orbitaux pr�esent�es au xII.3.1. Dans ce qui suit, �a chaque phase
de pouss�ee, un transfert bi-impulsionnel est consid�er�e. La mise �a poste �etant donc r�ealis�ee

avec six pouss�ees. Deux strat�egies sont consid�er�ees :

{ application du transfert de Hohmann a�n de perturber le moins possible la nature
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quasi-circulaire des orbites : strat�egie \passive" dans le cas o�u aucune valeur �nale

en excentricit�e n'est sp�eci��ee.

{ optimisation du transfert bi-impulsionnel �a chaque phase de manoeuvre dans le

cas de rendez-vous en excentricit�e : strat�egie \active" o�u sont optimis�ees les deux

impulsions par phase.

Donc, �a chaque phase de manoeuvre sont appliqu�ees deux pouss�ees tangentielles dont

l'amplitude et l'�ecart entre leurs dates d'application sont donn�ees par la nature de la

correction en excentricit�e �a e�ectuer. La �gure III.4 r�esume le principe de cette strat�egie

�a six pouss�ees.

Temps

Demi−grand axe

a0

a1

a2

Dt1 Dt2 Dt

ac

Fig. III.4 { strat�egie de mise �a poste avec six pouss�ees

Aucun rendez-vous �nal sur l'excentricit�e n'�etant impos�e, la seule contrainte est de

respecter l'hypoth�ese de circularit�e des orbites. Pour ce faire, �a chaque phase de pouss�ee,

un transfert de Hohmann est appliqu�e (ce transfert a �et�e pr�esent�e au xII.3.1). Le satellite
est ainsi transf�er�e au total sur cinq orbites interm�ediaires : sur une orbite de transfert de

Hohmann entre chaque orbite interm�ediaire, et sur deux orbites de d�erives pendant les

deux phases balistiques. Le probl�eme d'optimisation est �equivalent �a celui du probl�eme �a

trois phases de pouss�ee (Pa;�;
) o�u seules la dynamique et la fonction objectif changent.

En e�et, en ce qui concerne la dynamique d'�evolution, il faut tenir compte de la varia-

tion des param�etres (�;
) pendant les orbites de transfert de Hohmann du fait de l'e�et

du J2. En ce qui concerne la fonction objectif, elle doit être la somme des six modules

des pouss�ees appliqu�ees au satellite. Dans le cas g�en�eral, il existe donc six pouss�ees tan-

gentielles, combin�ees �a six pouss�ees hors-plan. Cependant, dans cette �etude, seules trois

pouss�ees hors-plan sont prises en compte. En e�et, l'apport d'une r�epartition optimale

de la pouss�ee hors-plan sur les deux phases de pouss�ees de Hohmann s'av�ere assez faible.

Il est donc su�sant de prendre en compte uniquement trois pouss�ees hors plan, chacune

d'elles est combin�ee avec la premi�ere pouss�ee de Hohmann de chaque phase de pouss�ee.

Ainsi, la fonction objectif s'�ecrit sous la forme:

J (a1; a2; V w1���3) =
k=3X
k=1

�q
V t21k + V w2

k + jV t2kj
�

(III.17)
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avec V tjk la ji�eme pouss�ee tangentielle du ki�eme transfert de Hohmann (pour j = 1; 2,

k = 1 � � � 3).
A�n d'initialiser ce processus d'optimisation, la strat�egie d�ecouplant les dynamiques

est utilis�ee et appliqu�ee �a un probl�eme de rendez-vous avec application de la strat�egie de

transfert de Hohmann. La technique de r�esolution d�evelopp�ee dans la section (III.4) est

utilis�ee pour r�esoudre ce probl�eme.

III.6 Optimisation du transfert avec rendez-vous en

(a;
; �; e)

Dans la section pr�ec�edente, nous avons vu qu'une strat�egie de transfert de Hohmann

est su�sante lorsque nous voulons simplement ne pas trop d�et�eriorer l'excentricit�e des

orbites. Cependant, il est possible qu'un rendez-vous sur ce param�etre soit impos�e (par

exemple pour corriger des erreurs d'injection li�ees au lanceur). Nous proposons dans ce

cas une strat�egie de correction de l'excentricit�e similaire �a un transfert de Hohmann. La

di��erence r�eside dans le fait que les modules des pouss�ees et leur espacement doivent être

d�etermin�es par les corrections en altitude et en excentricit�e �a e�ectuer [Tebbani 99a].

Le vecteur d'�etat du syst�eme est maintenant constitu�e des six variables : (a;
; �; i; ex; ey)

(l'inclinaison est encore suppos�ee constante pendant toute la dur�ee de la mise �a poste).

Strat�egie de correction de l'excentricit�e

Les corrections en altitude et en excentricit�e sont donc e�ectu�ees �a l'aide de l'applica-

tion de deux pouss�ees tangentielles. A�n d'�etablir les �equations caract�erisant ce type de

correction, les �equations de Gauss sont utilis�ees.8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

aint � ai
ai

= 2

r
ai
�
�V1

af � aint
aint

= 2

r
aint
�

�V2

�~e1 = 2

r
ai
�
� ~V1

�~e2 = 2

r
aint
�

� ~V2

(�~e)2 = (�~e1 +�~e2)
2 =

=

�
2

r
a0
�
�V1

�2

+

�
2

r
aint
�

�V2

�2

+2

�
2

r
a0
�
�V1

��
2

r
aint
�

�V2

�
cos(�2 � �1)

(III.18)
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o�u :

{ ai, aint et af sont les demi-grand axes de l'orbite initiale, de l'orbite de transfert et

de l'orbite cible.

{ �1 et �2 sont les anomalies d'application des deux pouss�ees.

{ �V1 et �V2 sont les modules des deux pouss�ees �a appliquer.

{ �~e1 et �~e2 sont les variations du vecteur excentricit�e �a chaque phase de manoeuvre

�a deux impulsions.

Une condition n�ecessaire pour pouvoir appliquer cette strat�egie est donn�ee par : 
(�~e)2 �

�
af � aint
aint

+
aint � ai

ai

�2
!
� 0 (III.19)

Cette condition est utilis�ee comme un test pour savoir si une strat�egie de correction

de l'excentricit�e combin�ee avec une correction d'altitude est faisable ou non. Dans le cas

contraire, des pouss�ees normales doivent imp�erativement être rajout�ees. Il est �a noter

que cette condition g�en�eralise celle propos�ee dans [Legenne 95], la condition donn�ee dans

[Legenne 95] n'�etant valable que pour des transferts avec de petites variations des demi-

grand axes.

Le syst�eme d'�equations III.18 est un syst�eme de huit �equations �a neuf inconnues

(aint, �V1, �V2, �1, �2,�ex1 , �ey1 , �ex2 ,�ey2). Il existe donc un degr�e de libert�e qui

est choisi comme �etant l'anomalie d'application de la premi�ere pouss�ee. Il est pr�ef�erable

de choisir l'anomalie d'application de la premi�ere pouss�ee de fa�con �a pouvoir la �xer en

fonction de l'application d'une pouss�ee hors plan. Le syst�eme III.18 est r�esolu en prenant

comme variable principale le module de la premi�ere pouss�ee �V1. La solution est de la

forme :

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

aint = a0

�
2
�V1
V0

+ 1

�

�V2 =
p
�
ac � a0 � 2

�V1
V0

a0

2a1:50

�
2
�V1
V0

+ 1

�1:5

cos(�2 � �1) =
1

2

r
aint
�

�V2

�
�ex cos�1 +�ey sin�1 �

�
2
�V1
V0

�� (III.20)

La variable principale �V1 est calcul�ee en r�esolvant le polynôme P, d�e�ni par :

P (X) = X4 + 2(1 � cos(�0 � �1))X
3 +

�
(�~e)2 � 4 cos(�0 � �1)

�
X2

+2

�
(�~e)2 � cos(�0 � �1) +

ac � a0
a0

�
X +

 
(�~e)2 �

�
ac � a0
a0

�2
!

(III.21)
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tel que :

X = 2
�V1
V0

(III.22)

et

�0 = arctan
�ey
�ex

(III.23)

Dans le cas de transfert sans sur-coût, i.e. ai < aint < af , le terme constant de P(X)

est n�egatif. Cela se montre ais�ement en majorant
1

aint
par

1

ai
dans la condition III.19.

Donc, comme le terme constant de P(X) est n�egatif, P poss�ede au moins une racine

r�eelle n�egative ainsi qu'une racine r�eelle positive (degr�e pair). Cette derni�ere correspond �a

un module de pouss�ee positif. Dans la pratique, les racines de ce polynôme sont calcul�ees

et on retient celle qui appartient �a l'intervalle [0;
ac � a0
a0

] (donc celle qui correspond �a des

modules de pouss�ees positifs).

Application de la strat�egie de correction de l'excentricit�e au syst�eme �etudi�e

La strat�egie de correction de l'excentricit�e pr�esent�ee au paragraphe pr�ec�edent est appli-

qu�ee au syst�eme global, constitu�e des trois phases de manoeuvres. Il faut donc d�eterminer

les six pouss�ees tangentielles et leurs dates d'application a�n de satisfaire le rendez-vous

en altitude et en excentricit�e. Il s'agit donc de d�eterminer la r�epartition des corrections

de l'excentricit�e �a chaque phase de manoeuvre. Il est �a rappeler qu'�a chaque phase de ma-

noeuvre, il faut respecter la condition III.19. Les excentricit�es des orbites interm�ediaires

de d�erive deviennent des inconnues �a int�egrer dans le processus global d'optimisation.

Dans le cas o�u cette strat�egie de correction de l'excentricit�e n'est pas applicable, les mo-

dules des pouss�ees et leurs espacements sont calcul�es de fa�con �a apporter le maximum

de correction possible. Des pouss�ees normales peuvent �eventuellement être rajout�ees pour

a�ner le rendez-vous. Donc, le probl�eme d'optimisation �a r�esoudre est de la forme :

(Pa;�;
;e)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) =
k=3X
k=1

�q
V t21k + V w2

k + jV t2kj
�

"a(�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) = 0

"
(�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) = 0

"�(�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) = 0

"e(�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

a0 < a1 < a2 < ac
(III.24)

e1; e2 correspondent aux excentricit�es des deux orbites de d�erives. Elles doivent respec-

ter les conditions d'application de la strat�egie de correction combin�ee des deux param�etres

(a; e). Il est �a noter que ce probl�eme englobe �egalement la strat�egie d'application de trans-

ferts de Hohmann. En e�et, le transfert de Hohmann est un cas particulier de ce type de

transfert bi-impulsionnel (il su�t de prendre le même module des pouss�ees s�epar�ees d'une

demi-orbite). Ces deux strat�egies sont r�esum�ees par la �gure III.5.
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ND NA ND NA

Vt1

Vt2

Vt1

Vt2

α1α1

Rendez−vous en excentricite

α1 + π

α2

Transfert de Hohmann

Fig. III.5 { Les deux cas de �gure de prise en compte de l'excentricit�e

Le probl�eme (Pa;�;
;e) est r�esolu selon la même d�emarche que celle utilis�ee pour r�e-

soudre le probl�eme (Pa;�;
) : une couche de base �a dur�ees de transfert �x�ees et une autre,

l'englobant, permettant d'optimiser les dur�ees des phases balistiques. Les mêmesm�ethodes

d'optimisation sont utilis�ees. L'initialisation se fait par la solution avec int�egration d'un

transfert de Hohmann et avec d�ecouplage des dynamiques en (�;
). En e�et, même si

un rendez-vous en excentricit�e est impos�e, il faut toutefois que les excentricit�es restent

faibles (pour garantir la validit�e du mod�ele dynamique utilis�e). De ce fait, les solutions

avec transfert de Hohmann et celles avec correction de l'excentricit�e sont assez proches.

III.7 Optimisation du transfert avec rendez-vous en

(a;
; �; i)

Dans les sections pr�ec�edentes, le rendez-vous en inclinaison a �et�e n�eglig�e. Cependant,

a�n de garantir la qualit�e du service fourni par la constellation (par exemple pour pr�e-

server une bonne couverture de la Terre), il est indispensable de corriger ce param�etre.

Comme expliqu�e dans le chapitre II, avant de r�esoudre le probl�eme global, le probl�eme

interm�ediaire ou l'excentricit�e est n�eglig�ee et la correction en inclinaison impos�ee est r�e-

solu. La solution du probl�eme trait�e dans cette section servira d'initialisation au probl�eme

complet (qui fera l'objet du xIII.8). Donc, dans cette section, le rendez-vous orbital sur
les quatre param�etres (a;
; �; i) est r�ealis�e tout en minimisant la consommation. Pour

ce faire, les dur�ees des phases balistiques, les altitudes et inclinaisons des orbites inter-

m�ediaires et les modules des composantes hors-plan des pouss�ees sont optimis�es. Comme

pr�ec�edemment, les corrections tangentielles permettent de corriger l'altitude. La d�erive

di��erentielle due au J2 permet d'apporter des corrections �a l'ascension droite du noeud

ascendant. Les pouss�ees hors-plan permettent de corriger simultan�ement l'inclinaison et

l'ascension droite du noeud ascendant. Comme �evoqu�e au xII.2.1, les positions d'appli-
cation de ces manoeuvres sur les orbites sont d�etermin�ees par les taux de corrections �a

e�ectuer �a chaque phase de manoeuvres.

En r�esum�e, le probl�eme �a r�esoudre s'exprime sous la forme :
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(Pa;�;
;i)

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; V w1���3) =

k=3X
k=1

q
V t2k + V w2

k

"a(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; V w1���3) = 0

"
(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; V w1���3) = 0

"�(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; V w1���3) = 0

"i(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; V w1���3) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

(a2 � a1) � (ac � a2) > 0

si i0 < ic alors i0 < i1 < i2 < ic
si i0 > ic alors ic < i2 < i1 < i0

(III.25)

Les deux derni�eres conditions sur les inclinaisons des orbites de d�erive traduisent le fait

que les cas de sur-coût sur les pouss�ees hors-plan sont �elimin�es, en contraignant les compo-

santes hors-plan �a conserver le même signe. Les contraintes sur les pr�ecisions d'acquisition

des di��erents param�etres ont �et�e donn�ees au xIII.4.1. La prise en compte de la variation

de l'inclinaison complexi�e consid�erablement le probl�eme �a r�esoudre. En e�et, puisque les

d�erives naturelles du satellite, du fait de l'aplatissement terrestre, d�ependent directement

de l'inclinaison, une variation de cette derni�ere modi�e la dynamique du satellite et cr�ee

un couplage tr�es important entre les di��erentes dynamiques du syst�eme. De ce fait, il

n'est pas ais�e de trouver une solution respectant les contraintes et qui ne soit pas trop

coûteuse. Dans cette partie, la m�ethode de r�esolution d�evelopp�ee est pr�esent�ee. Elle est

analogue �a celle utilis�ee dans le probl�eme amont (pr�esent�e �a la section III.4). Ainsi, le

probl�eme est fractionn�e en deux couches d'optimisation :

{ en couche de base, les dur�ees des phases balistiques ainsi que les inclinaisons des deux

orbites interm�ediaires sont �x�ees. Le transfert du satellite est optimis�e selon le même

principe de r�esolution qu'au xIII.4.3. Les modules des pouss�ees hors-plan n�ecessaires

pour corriger l'inclinaison sont n�eglig�es �a ce niveau, ce qui revient �a changer de

dynamique d'�evolution d'une phase �a une autre (via la variation instantan�ee de

l'inclinaison). Les composantes hors-plan des pouss�ees ainsi calcul�ees ne servent

donc qu'�a corriger l'ascension droite du noeud ascendant. Cette optimisation est

initialis�ee par une solution bas�ee sur le principe du d�ecouplage des dynamiques

(avec prise en compte de la modi�cation des inclinaisons). Le probl�eme r�esolu �a ce

niveau est not�e ( ePa;�;
;i).

( ePa;�;
;i)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min J (a1; a2; V w1���3) =
k=3X
k=1

q
V t2k + V w


k
2

"a(a1; a2; V w1���3) = 0

"
(a1; a2; V w1���3) = 0

"�(a1; a2; V w1���3) = 0

"i(a1; a2; V w1���3) = 0

(a2 � a1) � (ac � a2) > 0

(III.26)
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{ en couche sup�erieure, les quatre variables qui �etaient �x�ees dans la couche de base

sont relax�ees et optimis�ees a�n de diminuer la consommation. Donc, pour chaque

(�t1;�t2; i1; i2), un passage par la couche de base permet de d�eterminer les altitudes

des orbites interm�ediaires et les corrections en ascension droite du noeud ascendant

�a e�ectuer via l'application de pouss�ees (ces pouss�ees sont not�ees V w

k et sont ap-

pliqu�ees aux anti-noeuds). En combinant ces pouss�ees avec celles n�ecessaires pour

corriger l'inclinaison (not�ees V wi
k et appliqu�ees aux noeuds), il est possible de calcu-

ler le vrai coût correspondant �a ce transfert. Les contraintes d'in�egalit�e �a respecter

sur les variables sont traduites sous forme de p�enalit�es dans la fonction objectif. Une

m�ethode g�eom�etrique est utilis�ee pour r�esoudre ce probl�eme qui est not�e ( �Pa;�;
;i).

( �Pa;�;
;i)

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; i1; i2) =
k=3X
k=1

q
V t2k + V w
;i2

k

"a(�t1;�t2; i1; i2) = 0

"
(�t1;�t2; i1; i2) = 0

"�(�t1;�t2; i1; i2) = 0

"i(�t1;�t2; i1; i2) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

si i0 < ic alors i0 < i1 < i2 < ic
si i0 > ic alors ic < i2 < i1 < i0

(III.27)

La structure globale de la r�esolution de ce probl�eme est d�e�nie par la �gure III.6.

III.8 Optimisation du transfert avec rendez-vous en

(a;
; �; i; e)

Apr�es r�esolution des di��erents sous-probl�emes, nous nous int�eressons �a pr�esent au pro-

bl�eme avec rendez-vous sur le syst�eme global. Ce probl�eme global peut s'�ecrire sous la

forme :

(Pa;�;
;i;e)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; e1; e2; V w1���3) =
k=3X
k=1

�q
V t21k + V w2

k + jV t2kj
�

"a(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; e1; e2; V w1���3) = 0

"
(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; e1; e2; V w1���3) = 0

"�(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; e1; e2; V w1���3) = 0

"i(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; e1; e2; V w1���3) = 0

"e(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2; e1; e2; V w1���3) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

a0 < a1 < a2 < ac
si i0 < ic alors i0 < i1 < i2 < ic
si i0 > ic alors ic < i2 < i1 < i0

(III.28)
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Simplexe

(Dt1, Dt2, i1, i2) fixées

(Dt1, Dt2, i1, i2)

(Dt1, Dt2, i1, i2) initiaux

GRG

avec découplage

Calcul du nouveau (Dt1, Dt2, i1, i2)

x=(a1, a2, Vw1..3)

Combinaison des poussées hors−plan

Calcul du coût

critère
arrêt

Non

pour les deux demi−grand axes

Oui

solution optimale

solution initiale 

calcul direction de descente

x’=x+dx

on fixe Vw1..3 

Newton (a1, a2)

critere
arret

Oui

solution optimale

Non

Fig. III.6 { Principe de r�esolution du probl�eme avec rendez-vous en (a; �;
; i)

Les strat�egies d�evelopp�ees pr�ec�edemment sont utilis�ees pour r�ealiser le rendez-vous global

sur les six param�etres. Donc, les pouss�ees tangentielles permettent de corriger l'altitude

et l'excentricit�e. A chaque phase de manoeuvres, deux pouss�ees tangentielles sont appli-

qu�ees, leurs modules et espacements sont d�etermin�es par la correction en demi-grand axe

et en excentricit�e �a e�ectuer. Les pouss�ees hors-plan permettent de corriger simultan�e-

ment l'inclinaison et l'ascension droite du noeud ascendant. Les anomalies d'application

des pouss�ees hors-plan servent �a �xer l'anomalie �1 pour la correction de l'excentricit�e

(i.e. l'anomalie d'application de la premi�ere pouss�ee tangentielle pour chaque phase de

manoeuvre).
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Ce probl�eme est �egalement fractionn�e en deux couches d'optimisation :

{ en couche de base : pour (�t1;�t2; i1; i2) �x�e, le transfert avec rendez-vous en (a; e)

est r�esolu �a l'aide de m�ethode analytique d'optimisation (m�ethode duGRG). Donc,

les altitudes et excentricit�es des orbites interm�ediaires ainsi que les modules des

pouss�ees hors-plan (servant uniquement �a corriger l'ascension droite du noeud as-

cendant ) sont optimis�es.

{ en couche sup�erieure : les inclinaisons des orbites et les dur�ees des phases balistiques

sont d�etermin�ees a�n de minimiser la consommation du satellite. Les pouss�ees hors-

plan sont recalcul�ees a�n de corriger �egalement les inclinaisons, de ce fait, les instants

d'application des pouss�ees changent.

Ce probl�eme est initialis�e avec la solution correspondant au probl�eme de rendez-vous

en (a;
; �; i). D'autre part, �etant donn�e les faibles excentricit�es vis�ees, il est quelque fois

int�eressant de rechercher une solution utilisant le principe du transfert de Hohmann a�n

d'initialiser le probl�eme global. Le sch�ema III.7 r�esume la structure g�en�erale du processus

d'optimisation.

P2D

P3D

RDV(i)?

Pa;
;�Pa;
;�;i

nonoui

RDV(e)?

oui

Pa;
;�;ePa;
;�;i;e

oui oui
RDV(e)?

nonnon

non

Solution Optimale

r�esolution

r�esolution

RDV(e, i)? ou non convergence

Solution initiale
(constellation)

Fig. III.7 { Structure g�en�erale de l'algorithme d'optimisation (mod�ele analytique)

III.9 A�nement de la solution

Dans ce qui pr�ec�ede, le probl�eme de rendez-vous a �et�e r�esolu en se basant sur des hypo-

th�eses simpli�catrices. En e�et, un mod�ele analytique d'�evolution simpli��e a �et�e consid�er�e,
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ce qui a permis d'utiliser des m�ethodes analytiques pour r�esoudre le probl�eme d'optimi-

sation. Les orbites ont �et�e suppos�ees quasi-circulaires et l'�evolution r�eelle de l'excentricit�e

du fait de l'application de pouss�ees tangentielles a �et�e n�eglig�ee. D'autre part, les positions

sur les orbites relatives �a l'application des pouss�ees ont �et�e d�etermin�ees sans les r�epercuter

sur les dur�ees des phases balistiques.

Ces approximations permettent de trouver assez rapidement une solution au probl�eme

trait�e, mais elles induisent des erreurs sur la pr�ecision d'acquisition de la position cible.

Apr�es le traitement analytique du probl�eme, la solution peut être a�n�ee �a l'aide d'un

\post-traitement" bas�e sur une mod�elisation plus �ne. Un mod�ele analytique plus pr�ecis

est utilis�e, du fait de sa complexit�e, comme une boite noire mais aux prix de divers

probl�emes lors de l'optimisation (notamment pour le calcul des d�eriv�ees). Dans ce qui

suit, l'application du nouveau mod�ele est pr�esent�ee ainsi que la r�esolution du probl�eme

de rendez-vous consid�er�e.

III.9.1 Mod�elisation du syst�eme

La mod�elisation du syst�eme est donc a�n�ee �a l'aide de l'utilisation d'un mod�ele d'�evo-

lution plus pr�ecis. En particulier, l'excentricit�e est prise en compte �a chaque instant et sa

variation, du fait d'une �eventuelle erreur lors de l'application des pouss�ees, est mod�elis�ee.

D'autre part, du fait que les orbites poss�edent une excentricit�e non nulle, l'e�cacit�e des

pouss�ees di��erent selon le rayon �a l'endroit de leur application. Le module de chaque pous-

s�ee doit être ajust�e selon l'endroit o�u elle est appliqu�ee et selon la correction qu'elle doit

apporter au syst�eme. Les instants d'application des di��erentes pouss�ees doivent �egalement

être d�etermin�es et pris en consid�eration. La formulation dite discontinue des contraintes

(pr�esent�ee au xIII.4.1) est utilis�ee.

D�etermination des instants des manoeuvres

Comme dans le cas analytique, les instants d'application des pouss�ees d�ependent de la

nature des corrections �a e�ectuer et des dur�ees totales des deux phases balistiques. Ainsi,

pour les corrections en ascension droite du noeud ascendant uniquement, les pouss�ees

doivent être appliqu�ees aux anti-noeuds. Dans le cas g�en�eral, les pouss�ees doivent être

appliqu�ees sur la ligne des noeuds, ce qui correspond �a deux valeurs possibles pour la

position sur l'orbite ( not�ees (�d; �d+�)). Le choix du noeud d'application des manoeuvres

se fait comme suit :

{ Puisque l'instant initial de la mise �a poste est impos�e par le cahier des charges,

l'anomalie d'application de la premi�ere manoeuvre est celle que rencontre le satellite

en premier (cf. la �gure III.9.1). Il faut donc un temps d'attente �t qui correspond

au plus �a une demi-orbite. Il est donn�e par :
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8>>><>>>:
�t =

�d + � � �sat
n+ C�J2(i) � a�3:5

si �sat 2 [�d; �d + �]

�t =
�d � �sat

n+ C�J2(i) � a�3:5
sinon

(III.29)

{ Par la suite, les pouss�ees sont appliqu�ees au noeud le plus proche. Une r�etropolation

(extrapolation en temps n�egatif) est donc autoris�ee. Donc, la pouss�ee est soit retar-

d�ee soit avanc�ee d'un laps de temps �t (qui correspond au plus �a un quart d'orbite).

Il est donn�e par :

8>>><>>>:
�t =

�d � �sat
n+ C�J2(i) � a�3:5

si �sat 2 [�d � �
2
; �d +

�
2
]

�t =
�d + � � �sat

n+ C�J2(i) � a�3:5
sinon

(III.30)

�d �d

�d + ��d + �

Cas g�en�eral Cas de la premi�ere pouss�ee

Fig. III.8 { Anomalie d'application des pouss�ees

Comme le montrent les �equations (III.29) et( III.30), les instants d'application des

pouss�ees d�ependent des altitudes des orbites o�u elles sont appliqu�ees, ce qui rajoute une

di�cult�e lors de l'extrapolation de l'�evolution du satellite. En e�et, pour des corrections

donn�ees sur les param�etres, du fait de la prise en compte de l'anomalie de l'application

des pouss�ees permettant de r�ealiser ces corrections, des erreurs sur la position �nale sont

induites. Il faudra donc tenir compte de ces erreurs lors de la recherche d'une solution

admissible au probl�eme. D'autre part, a�n de pr�eserver la validit�e de l'hypoth�ese de quasi-

circularit�e des orbites, il est n�ecessaire d'appliquer des s�eries de transferts bi-impulsionnels

(soit des transferts de Hohmann, soit des transferts de type-Hohmann permettant de

corriger l'excentricit�e).

III.9.2 R�esolution du probl�eme d'optimisation

A partir de cette nouvelle mod�elisation, le probl�eme de rendez-vous est r�esolu. La stra-

t�egie en deux �etapes utilis�ee dans le cas analytique est r�eutilis�ee. Quelques modi�cations

sur la nature des m�ethodes d'optimisation utilis�ees sont donc n�ecessaires. Par exemple, il
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n'est plus possible de calculer des d�eriv�ees analytiques et une approximation des d�eriv�ees

est utilis�ee (par la m�ethode des di��erences �nies, le pas de d�erivation devant être bien

choisi). Ce processus de r�esolution est initialis�e avec la solution du probl�eme amont bas�e

sur la mod�elisation analytique simpli��ee. Dans la section IV.6, il sera constat�e que ces

deux solutions sont assez proches. En e�et, puisque le d�ecalage des instants de pouss�ees ne

d�epasse pas les demi-orbites, les erreurs induites restent limit�ees. Le rappel des di��erents

probl�emes et leur r�esolution sont d�etaill�es dans ce qui suit.

Probl�eme de rendez-vous en (a;
; �)

L'inclinaison et l'excentricit�e cible sont libres mais des transferts de Hohmann sont

appliqu�ees �a chaque phase de manoeuvres. Ce probl�eme s'�ecrit donc :

(P a;�;
)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; a1; a2; V w1���3) =
k=3X
k=1

�q
V t21k + V w2

k + jV t2kj
�

"a(�t1;�t2; a1; a2; V w1���3) = 0

"
(�t1;�t2; a1; a2; V w1���3) = 0

"�(�t1;�t2; a1; a2; V w1���3) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

a0 < a1 < a2 < ac

(III.31)

Comme pour le cas du probl�eme (P a;�;
), la r�esolution de ce probl�eme se fait sur

deux niveaux : �a dur�ees (�t1;�t2) �x�ees, puis avec relaxation de ces deux variables. Une

m�ethode de type gradient est utilis�ee dans la couche de base, et une optimisation g�eo-

m�etrique pour la couche sup�erieure. Cependant, du fait de la grande sensibilit�e du calcul

des contraintes, et du fait de l'utilisation de d�eriv�ees num�eriques, quelques probl�emes de

convergence se posent. Pour y rem�edier, il s'av�ere n�ecessaire de rechercher une initialisa-

tion qui respecte les contraintes. Pour ce faire, une solution admissible est approch�ee �a

partir de la solution optimale analytique. Ainsi, pour des pouss�ees hors-plan �x�ees, les

deux demi-grand axes de d�erives sont d�etermin�es a�n de respecter les contraintes (en

utilisant une m�ethode de Newton). La �gure III.9 r�esume le principe de la r�esolution du

probl�eme (P a;�;
).

Probl�eme de rendez-vous en (a;
; �; e)

Dans le paragraphe pr�ec�edent, des transferts de Hohmann sont utilis�es pour ne pas

a�ecter l'excentricit�e. Il est par ailleurs possible d'imposer une valeur �nale sur ce pa-

ram�etre. Comme pour le cas analytique, un transfert bi-impulsionnel est utilis�e. Les ex-

centricit�es des deux orbites de d�erive sont optimis�ees pour d�eterminer l'optimum. Il est �a

rappeler qu'au xIII.6, les �equations de Gauss ont �et�e utilis�ees pour le calcul des modules

des pouss�ees tangentielles et de leur espacement. Ceci induit des erreurs et il aurait fallu

utiliser des �equations de Gauss g�en�erales, ce qui complexi�e les calculs et nous n'avons

pas pu trouver de solution analytique dans ce cas. Pour rem�edier �a cette erreur, un calcul

it�eratif est utilis�e pour d�eterminer plus rigoureusement les modules des pouss�ees et leur
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solution optimale

Solution num�erique admissible

GRG(a1;a2; V w1::3)

mod�ele num�erique

analytique �a dur�ees �x�ees

(�t1;�t2) �x�ees

Non

solution optimale

Oui

(�t1;�t2)

Solution optimale

Simplexe

A Vw �x�ees

Newton(a1, a2)
pour RDV(a;
; �)

Calcul du nouveau �t1;�t2)

( �t1;�t2) analytique

crit�ere
arrêt

Fig. III.9 { R�esolution du probl�eme avec rendez-vous en (a;
; �) (mod�ele num�erique)

espacement. Il consiste �a injecter, �a chaque �etape, les erreurs commises du fait du passage

de l'analytique au num�erique, jusqu'�a ce que la pr�ecision �nale souhait�ee soit atteinte.

Donc, �a chaque phase de manoeuvre, le transfert de type-Hohmann pr�esent�e au xIII.6
est remplac�e par le calcul it�eratif illustr�e par la �gure III.10. Le nouveau probl�eme �a

r�esoudre s'�ecrit selon la forme donn�ee par l'�equation III.32.

(Pa;�;
;e)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) =
k=3X
k=1

�q
V t21k + V w2

k + jV t2kj
�

"a(�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) = 0

"
(�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) = 0

"�(�t1;�t2; e1; e2; a1; a2; V w1���3) = 0

"e(�t1;�t2; e1; e2; ; a1; a2; V w1���3) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

a0 < a1 < a2 < ac
(III.32)
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A�n de r�esoudre ce probl�eme, nous le partitionnons, comme pour le cas sans rendez-

vous en excentricit�e, en deux niveaux d'optimisation. En couche de base, la recherche de

l'optimum se fait pour des dur�ees de phases balistiques �x�ees. Puis, en couche sup�erieure

vient une optimisation directe g�eom�etrique sur ces deux variables. Les modules des pous-

s�ees et leur instants d'application sont d�etermin�es par le calcul it�eratif pr�esent�e ci-dessus.

Ce processus est initialis�e par la solution du probl�eme (P a;�;
) (ces deux probl�emes sont

assez proches puisque l'�etude se limite au cas de petites excentricit�es).

Probl�eme de rendez-vous en (a;
; �; i)

Une contrainte sur la valeur �nale de l'inclinaison est rajout�ee. Ce probl�eme est �equi-

valent au probl�eme (P a;�;
), auquel des transferts de Hohmann sont appliqu�es �a chaque

phase de manoeuvre. Il est d�e�ni par l'�equation III.33.

Les pouss�ees hors-plan permettent de corriger simultan�ement l'inclinaison et l'ascension

droite du noeud ascendant. Cependant, du fait de la variation de l'inclinaison d'une phase

de d�erive �a une autre, la d�erive di��erentielle due au J2 varie, et de ce fait, l'erreur �nale sur

l'ascension droite du noeud ascendant change. Du fait de la complexit�e du mod�ele choisi, il

est assez di�cile de pr�edire la correction �a e�ectuer �a l'aide de pouss�ees sur ce param�etre.

Il est n�ecessaire, devant l'�echec de la strat�egie adopt�ee en III.7, de mettre au point une

nouvelle strat�egie de r�esolution du probl�eme propos�e. En e�et, du fait du fort couplage

des di��erentes dynamiques du syst�eme ainsi que de sa grande sensibilit�e, le probl�eme peut

s'av�erer mal conditionn�e. Pour y rem�edier, la solution optimale est recherch�ee en utilisant

une m�ethode d'optimisation g�eom�etrique.

Non

Oui

critere

�ex = 0

Calcul manoeuvres

mod�ele simpli��e

�ex = ecos(!)� exini + �ex

�a = �a+ ac � acourant

�ey = �ey + esin(!) � eycourant

�ex = �ex+ ecos(!) � excourant

erreurs r�esiduelles du fait du mod�ele:

�ey� esin(!)� eyini + �ey

�ey = 0
�a = 0

correction �a e�ectuer:

modules des manoeuvres et leurs instants d'application

arret

ac
0 = ac+ �a

pour les corrections (ex, ey, a)

Fig. III.10 { Correction de l'excentricit�e dans le cas num�erique
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(Pa;�;
;i)

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) =
k=3X
k=1

�q
V t21k + V w2

k + jV t2kj
�

"a(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) = 0

"
(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) = 0

"�(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) = 0

"i(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) = 0

si i0 < ic alors i0 < i1 < i2 < ic
si i0 > ic alors ic < i2 < i1 < i0
�t1 +�t2 ��t � 0

(a2 � a1) � (ac � a2) > 0

(III.33)

Les dur�ees des phases balistiques et les inclinaisons et altitudes des deux orbites inter-

m�ediaires sont choisies comme �etant les variables principales d'optimisation. Les pouss�ees

hors-plan sont calcul�ees intrins�equement de fa�con �a r�ealiser le rendez-vous sur l'inclinaison

et sur l'ascension droite du noeud ascendant. La d�etermination des pouss�ees hors-plan se

fait it�erativement, en injectant l'erreur commise en (i;
) dans le processus d'extrapola-

tion. Il est �a noter que l'anomalie reste libre pendant ce processus d'extrapolation. L'erreur

commise sur ce param�etre doit être corrig�ee �a l'aide des variables principales d'optimisa-

tion. La �gure III.9.2 permet de visualiser le processus de recherche de la solution optimale

du probl�eme trait�e.

Une m�ethode g�eom�etrique du type Hooke & Jeeves est utilis�ee (elle donne de meilleurs

r�esultats de convergence qu'une m�ethode de Nelder & Mead). La fonction objectif est de

la forme :

J (�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) =

k=3X
k=1

�q
V t21k + V w2

k + jV t2kj
�
� exp(max[j"�j; j"
j; j"ij])

+P(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2)
(III.34)

Il est �a noter que les contraintes sur les variables d'optimisation (leur appartenance �a

un intervalle pr�ed�e�ni) sont exprim�ees par l'ajout de fonctions de p�enalit�e �a la fonction

objectif �a minimiser (not�e P() dans l'�equation III.34). Cette �ecriture du crit�ere �a minimi-

ser s'av�ere plus performante qu'une �ecriture o�u les pr�ecisions sont rajout�ees comme des

fonctions de p�enalit�es. En e�et, il est assez di�cile d'estimer les coe�cients de pond�era-

tion puisque la consommation et les pr�ecisions d'acquisition sont de natures di��erentes.

Ce crit�ere d'optimisation permet non seulement de minimiser l'erreur �nale mais aussi de

prendre en compte la consommation. En e�et, pour de grandes erreurs, la consommation

est sur�evalu�ee par sa multiplication par la fonction exponentielle qui devient pr�epond�e-

rante. Par contre, lorsque les erreurs sont tr�es faibles, la consommation devient le terme

d'optimisation pr�epond�erant. Ceci nous permet de converger vers des solutions ne consom-

mant pas �enorm�ement de carburant avec des pr�ecisions raisonnables sur l'acquisition de

l'anomalie et de la longitude du noeud ascendant. Bien sûr, le nombre assez �elev�e de

variables d'optimisation peut entrâ�ner un grand temps de calcul.
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crit�ere
d'arrêt?

�i

extrapolation

Erreur commise : �


non

oui

oui

d'arrêt?

non

Calcul des pous�ees hors plan :

=) V w
i;

1::3; �1::3

�
 = �
+ �


�
 = 0

Erreurs commises :

"
; "�; "i; "a

crit�ere

extrapolation temporelle

=) V w
 = 0 & � = ��

Nouveau point

Simplexe

Solution optimale num�erique

Erreur commise :

�


Solution analytique �t1;�t2; i1; i2; a1; a2)

Fig. III.11 { R�esolution du probl�eme avec rendez-vous en (a;
; �; i) (mod�ele num�erique)

Probl�eme de rendez-vous en (a;
; �; i; e)

En�n, le rendez-vous g�en�eral est r�esolu, en reprenant les strat�egies pr�esent�ees pour les

probl�emes de rendez-vous partiels. En e�et, des transferts bi-impulsionnels doivent être

appliqu�es et un calcul it�eratif permet d'a�ner leur calcul (comme pr�esent�e pour le rendez-

vous en (a; �;
; e)). Ce nouveau probl�eme, not�e (Pa;�;
;i;e), est r�esolu de la mêmemani�ere

que le probl�eme (Pa;�;
;i), la di��erence apparâ�t lors du calcul des pouss�ees tangentielles et

de leurs instants d'application. D'autre part, il faut �egalement optimiser les excentricit�es

des deux orbites interm�ediaires de d�erives. Ce probl�eme est initialis�e soit par la solution

du probl�eme (Pa;�;
;i) (dont la solution est assez proche de celle du nouveau probl�eme

puisque seules les orbites quasi-circulaires font l'objet de cette �etude), soit par la solution

du probl�eme analytique (Pa;�;
;i;e) .
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III.9.3 Sch�ema logiciel

Le probl�eme de rendez-vous tridimensionnel est donc r�esolu suivant plusieurs �etapes,

selon un processus de multi-niveaux. Un logiciel a �et�e mis au point a�n de valider cette

strat�egie de r�esolution et de r�epondre �a divers cahiers des charges de probl�emes de mise

�a poste. La structure g�en�erale se compose de deux niveaux di��erents qui correspondent

�a ceux pr�esent�es dans ce chapitre. En e�et, deux options fondamentales sont prises en

compte :

{ Exploitation maximale du mod�ele simpli��e de l'�evolution du satellite par approche

multi-niveaux et �a complexit�e croissante. Comme d�etaill�e dans ce qui pr�ec�ede, on a

r�esolu successivement les probl�emes :

2D ! (a;
; �)! (a;
; �; e)! (a;
; �; i)! (a;
; �; e; i) (III.35)

La solution de chaque probl�eme permet d'initialiser le probl�eme aval.

{ Utilisation d'un mod�ele d'�evolution num�erique plus pr�ecis, initialis�e par certaines

solutions de l'approche analytique et conservant l'approche multi-niveau.

La �gure III.12 permet de visualiser la structure globale de l'optimisation et notamment

le lien entre les di��erents modules d�evelopp�es (il est �a noter que sur la structure de la

partie analytique vient se gre�er les modules utilisant une mod�elisation num�erique).
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oui

non

Pa;
;�
Pa;
;�;i

RDV(e)?

oui

Pa;
;�;e
Pa;
;�;i;e

RDV(e)?

oui
non

oui

non

Pa;
;�

Pa;
;�;e

Solution num�erique

mod�elisation num�erique?

mod�elisation num�erique?

Solution initiale

P2D

P3D

RDV(i)?

Pa;
;�;i

nonoui

RDV(e)?

RDV(e, i)?

oui

Pa;
;�;i;e

oui oui

RDV(e)?

nonnon

non

(constellation)

r�esolution

r�esolution

Solution anaytique

mod�ele analytique

non

Fig. III.12 { Structure g�en�erale de l'optimisation (avec mod�ele num�erique)
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III.10 R�esolution d'un cas d'�etude

III.10.1 Introduction

Dans ce qui pr�ec�ede, la m�ethodologie de r�esolution du probl�eme de mise �a poste avec

hypoth�eses de pouss�ees impulsionnelles est pr�esent�ee. A�n d'illustrer cette strat�egie multi-

niveaux, elle est appliqu�ee �a un cas d'�etude. Il est �a rappeler que ce travail s'int�eresse �a

la mise �a poste de constellation de satellites, en traitant le transfert de chaque satellite

s�epar�ement.

Dans cette section, les r�esultats num�eriques relatifs �a la mise �a poste d'un seul satellite

sont pr�esent�es. Ce satellite fait partie d'une constellation dont la g�eom�etrie a �et�e d�etermi-

n�ee a�n de garantir un service donn�e. L'a�ectation des di��erents satellites est optimis�ee

par le module amont [Lasserre 98].

Dans ce qui suit, les r�esultats relatifs �a chaque probl�eme sont donc r�esolus et analys�es.

Les constellations de satellites �a basses altitudes font l'objet de divers �etudes et projets,

notamment a�n de faire face aux besoins grandissants des secteurs du multim�edia et de la

t�el�ephonie. L'int�erêt majeur de ce type de constellations par rapport aux constellations de

type g�eostationnaire est le gain consid�erable en terme de coût �nancier. En e�et, les coûts

relatifs au lancement et �a la mise �a poste de ce type de constellations se trouvent r�eduits

du fait de la taille des satellites (on s'oriente vers l'utilisation de micro-satellites) et de

l'altitude des orbites (de type LEO). On peut citer plusieurs exemples de constellations

de satellites �a basses altitudes. Par exemple :

{ Skybridge : c'est une constellation compos�ee de 80 satellites �a 1469 km d'altitude.

Elle poss�ede une g�eom�etrie bi-walker et doit assurer une couverture terrestre de 4

satellites. Elle doit fournir des services dans le domaine des t�el�ecommunications.

{ Globalstar : c'est une constellation compos�ee de 48 satellites �a 1414 km d'altitude,

qui o�re un service de t�el�ephonie mondiale.

{ Teledesic : c'est une constellation de 288 satellites �a 1375 km d'altitude. Elle o�re

des services de communication de multim�edia.

Dans ce travail, nous nous int�eressons �a l'optimisation de la trajectoire de chaque

satellite pris s�epar�ement au sein de la constellation. Plus particuli�erement, nous nous

int�eressons �a la r�esolution du probl�eme de rendez-vous pour un satellite exemple.

III.10.2 Pr�esentation du cas d'�etude

Un exemple de transfert orbital LEO-LEO est r�esolu en utilisant les m�ethodes de

r�esolution pr�esent�ees dans ce chapitre. Les conditions initiale et �nale (i.e. la position
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initiale du satellite et sa position cible) sont donn�ees par :8>>>>><>>>>>:

a0 = 7300 km


0 = 140:0 degr�es

�0 = 0:016 degr�es

i0 = 53:0 degr�es

e0 = 5:3810�3

(III.36)

8>>>>><>>>>>:

ac = 7834:55 km


c = 204:6 degr�es

�c = 28:07 degr�es

ic = 54:0 degr�es

ec = 10�6

(III.37)

La dur�ee totale de la mise �a poste est �x�ee �a :

�t = 300 jours (III.38)

Cette dur�ee est assez longue et de ce fait, la strat�egie utilisant les d�erives du J2 peut

être b�en�e�que.

III.10.3 Solution initiale

Dans un premier temps, une solution initiale au probl�eme est calcul�ee (sans couplage

dynamique comme expliqu�e dans la section III.2). Dans ce cas, la correction de l'excentri-

cit�e et celle de l'inclinaison sont n�eglig�ees. Le tableau III.1 donne les modules des pouss�ees

ainsi que leurs instants d'application. Les valeurs interm�ediaires des di��erents param�etres

k�epl�eriens sont �egalement donn�es a�n de visualiser leur �evolution.

instants a 
 � i e �Vt �Vw �V

(jours) (km) (deg.) (deg.) (deg.) (m/s) (m/s) (m/s)

pouss�ee #1 0.0 7300 140.00 0.016 53.0 - 104.31 9.16 104.71

pouss�ee #2 296.25 7506.10 215.39 10.86 53.0 - 154.34 18.07 155.40

pouss�ee #3 300.0 7824.07 204.61 28.08 53.0 - 4.78 2.95 5.61

total 263.43 30.18 265.72

Tab. III.1 { Solution initiale d�ecouplant les dynamiques

Ainsi, le module total de la pouss�ee est de 265.72 m/s. Cette consommation est tr�es

proche de la solution avec uniquement un rendez-vous en altitude (qui est de 256.46 m/s

avec application d'un transfert de Hohmann). En e�et, grâce �a la strat�egie de mise �a poste

en trois phases de pouss�ee, la pouss�ee hors-plan ne repr�esente que 11% de la pouss�ee totale.

Il est �a noter que la premi�ere phase de d�erive est de dur�ee beaucoup plus longue que celle

de la deuxi�eme, ce qui �etait pr�evisible �etant donn�ees les hypoth�eses de travail. En e�et,

�a la �n de la premi�ere phase de d�erive, la majeure partie de la correction en ascension

droite du noeud ascendant a �et�e e�ectu�ee. La deuxi�eme phase permet essentiellement
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d'e�ectuer le phasage du satellite. La pr�ecision d'acquisition des deux param�etres (�;
)

est de 10�2 degr�es. Il est assez di�cile, par l'application de l'hypoth�ese de d�ecouplage

des dynamiques, d'obtenir une grande pr�ecision sur la position �nale du fait de leur fort

couplage.

III.10.4 Solution optimale du rendez-vous (a;
; �)

Solution de P(a;
;�) (mod�ele analytique)

Avant de calculer la solution optimale o�u des pouss�ees hors-plan sont utilis�ees, la

solution sans pouss�ees hors-plan (pr�esent�ee au xIII.3) est recherch�ee en vain. Le processus
de r�esolution du probl�eme (P2D) �echoue. En e�et, le processus converge vers une solution

qui permet d'e�ectuer le rendez-vous en (a; �) mais avec une erreur sur l'acquisition

de la longitude du noeud ascendant assez �elev�ee (de l'ordre de 0.1 degr�es). Comme la

dur�ee globale de mise �a poste est assez longue, on aurait pu croire que la d�erive su�rait

pour apporter les corrections n�ecessaires sur le plan orbital. En fait le fort couplage des

dynamiques (
; �), a n�ecessit�e le rajout des pouss�ees hors-plan pour a�ner l'acquisition de

la position cible. Selon le processus de r�esolution propos�e (cf. la �gure III.7), le probl�eme

(Pa;�;
) est ensuite r�esolu (pr�esent�e au xIII.4). Les r�esultats sont donn�es par le tableau
III.2.

instants a 
 � i e �Vt �Vw �V

(jours) (km) (deg) (deg) (deg) (m/s) (m/s) (m/s)

pouss�ee #1 0.0 7300 140.00 0.016 53.0 - 104.32 -8.08 104.63

pouss�ee #2 294.97 7506.12 219.56 10.86 53.0 - 89.35 -10.62 89.98

pouss�ee #3 295.43 7690.18 210.01 28.08 53.0 - 67.57 -7.87 69.03

300.0 7834.55 204.6 28.07 53.0 - - - -

total 261.24 -26.57 263.64

Tab. III.2 { Solution du probl�eme avec rendez-vous en (a;
; �) (mod�ele analytique)

La consommation est maintenant r�eduite et sa valeur est de l'ordre de 263.64 m/s.

Les dur�ees des deux phases balistiques sont optimis�ees (notamment par la relaxation de

l'instant d'application de la derni�ere manoeuvre). Ceci a permis de diminuer la consom-

mation totale du satellite de l'ordre de 3 m/s. D'autre part la pr�ecision d'acquisition de

la position cible est am�elior�ee (elle est de l'ordre de 10�5 degr�es). Au regard des r�esultats

donn�es par les tableaux III.1 et III.2, il est �a noter que la valeur du premier demi-grand

axe varie peu. C'est essentiellement la modi�cation du deuxi�eme (qui s'�eloigne du demi-

grand axe cible) qui permet d'a�ner le rendez-vous tout en diminuant les modules des

pouss�ees hors-plan. Cette nouvelle solution reste n�eanmoins assez proche de la solution

initiale ce qui s'explique par le fait que les nombres de tours di��erentiels entre le satellite

et la cible ont �et�e �x�es et que des m�ethodes locales d'optimisation ont �et�e utilis�ees.
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Solution avec transfert de Hohmann (analytique)

Dans ce qui pr�ec�ede, l'excentricit�e est n�eglig�ee. Des transferts de Hohmann sont alors

pris en compte. La nouvelle solution est calcul�ee et est r�esum�ee par le tableau III.3 (avec P.

d�esigne la pouss�ee et O.T. l'orbite de transfert). Dans ce tableau, les modules et instants

d'application des six pouss�ees sont donn�es ainsi que les caract�eristiques des trois orbites

de transfert de Hohmann (demi-grand axe et excentricit�e).

La consommation totale du satellite diminue (de l'ordre de 4 m/s par rapport �a la

solution optimale �a trois phases de pouss�ees). En e�et, puisque l'e�cacit�e de la pouss�ee

tangentielle augmente avec l'altitude, le fait de diviser chaque pouss�ee en deux pouss�ees

de Hohmann permet de diminuer la somme totale de pouss�ees tangentielles �a appliquer.

Il est �a noter que la premi�ere orbite de d�erive reste assez proche de celle de la solution

�a trois pouss�ees. Les modi�cations les plus importantes sont au niveau des modules des

pouss�ees et de la deuxi�eme orbite. Ainsi, il a �et�e possible de calculer assez rapidement une

solution pour le rendez-vous impos�e.

instants a 
 � i e �Vt �Vw �V

(jours) (km) deg. deg. deg. (m/s) (m/s) (m/s)

P. #1 0.0 7300 140.0 0.016 53.0 - 51.24 -10.56 52.31

O.T. #1 - 7403.04 53.0 0.013 - - -

P. #2 0.036 7506.12 139.75 180.016 53.0 - 50.89 0.0 50.89

P. #3 294.91 7506.12 219.52 346.37 53.0 - 49.24 -9.48 50.22

O.T. #2 - 7609.27 53.0 0.013 - - -

P. #4 294.95 7712.45 219.29 166.37 53.0 - 48.90 0.0 48.90

P. #5 295.35 7712.45 218.00 147.93 53.0 - 28.17 -6.47 28.90

O.T. #3 - 7773.50 53.0 0.007 - - -

P. #6 295.39 7834.55 217.8 327.93 53.0 - 28.06 0.0 28.06

total 256.51 -26.41 259.28

Tab. III.3 { Solution du probl�eme avec utilisation de transfert de Hohmann (mod�ele ana-

lytique)

Solution avec transfert de Hohmann (num�erique)

L'utilisation d'un mod�ele num�erique (comme pr�esent�e au xIII.9.2) permet de tenir

compte de l'in
uence de la valeur r�eelle de l'excentricit�e et d'a�ner la d�etermination de

la solution. Le tableau III.4 r�esume les caract�eristiques de la solution. Grâce �a l'application

de transfert de Hohmann, on peut v�eri�er que l'excentricit�e �nale du satellite n'est pas

a�ect�ee (la variation de l'excentricit�e est de 0.08 % ). D'autre part, il est �a remarquer que

la solution du probl�eme avec utilisation d'un mod�ele num�erique est de nature di��erente

par rapport �a celle se basant sur un mod�ele analytique simpli��e. Ceci s'explique par le fait

que dans cette formulation, le nombre de tours n'a pas �a être impos�e. Ainsi, le processus

converge vers une solution locale qui peut être �eloign�ee de l'initialisation.
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instants a 
 � i e �Vt �Vw �V

(jours) (km) deg. deg. deg. (m/s) (m/s) (m/s)

P #1 0.018 7300 139.93 90.0 53.0 5.30 10�3 51.22 - 8.09 51.85

O.T. #1 - 7403.51 53.0 0.019 - - -

P #2 0.054 7506.37 139.72 270.04 53.0003 5.25 10�3 51.05 0.0 51.05

P #3 294.97 7506.37 219.62 270.0 53.0003 5.25 10�3 9.47 -1.69 9.61

O.T. #2 - 7525.92 53.0001 4.8 10�3 - - -

P #4 295.01 7547.48 219.48 90.01 53.0001 5.2 10�3 9.43 0.0 9.43

P #5 295.42 7547.48 218.1 270 52.999 5.2 10�3 67.79 -12.13 67.98

O.T. #3 - 7689.31 52.999 0.016 - - -

P #6 295.46 7834.55 217.86 90.07 52.999 5.1 10�3 67.53 0.0 67.53

total 256.49 -21.91 257.41

Tab. III.4 { Solution du probl�eme avec utilisation du transfert de Hohmann (mod�ele

num�erique)

III.10.5 Ra�nement de la solution

Dans ce qui pr�ec�ede, la solution du probl�eme de base a �et�e pr�esent�ee et ceci pour

divers mod�eles dynamiques. A pr�esent, un a�nement de la solution est propos�e et ceci en

imposant les rendez-vous en excentricit�e et/ou en inclinaison. Dans cette section, seuls les

r�esultats relatifs au mod�ele num�erique sont pr�esent�es. L'�evolution de l'ascension droite du

noeud ascendant n'est pas d�ecrite. Elle est similaire �a celle du cas pr�ec�edent, �a savoir que

les majeures parties des corrections sur ce param�etre sont e�ectu�ees durant la premi�ere

phase de d�erive. Comme pr�ec�edemment, les solutions sont r�esum�ees dans des tableaux

qui donnent les modules des pouss�ees, leurs dates d'application et les caract�eristiques des

orbites interm�ediaires.

Solution du probl�eme avec rendez-vous en excentricit�e

La solution du probl�eme avec transfert de Hohmann et utilisation de mod�ele num�erique

sert d'initialisation au probl�eme aval (Pa;�;
;e). Ce probl�eme prend en compte le rendez-

vous sur l'excentricit�e. Sa solution est r�esum�ee dans le tableau III.5. Il est �a remarquer

que la correction de l'excentricit�e a �et�e e�ectu�ee lors de la premi�ere phase de manoeuvre.

Les deux autres phases de pouss�ees pr�eservent cette valeur de l'excentricit�e (ce sont des

transferts de type Hohmann). La somme totale des pouss�ees tangentielles est sensiblement

la même que dans le cas d'application des pouss�ees de Hohmann (repr�esent�e par le tableau

III.4). En e�et, la correction en excentricit�e est assez faible, et de ce fait, les pouss�ees

tangentielles corrigent essentiellement l'altitude du satellite.



90 CHAPITRE III. RESOLUTION DU PROBLEME IMPULSIONNEL

instants a 
 � i e �Vt �Vw �V

(jours) (km) deg. deg. deg. (m/s) (m/s) (m/s)

P #1 0.018 7300 139.93 90.0 53.0 5.30 10�3 41.66 - 6.85 42.22

O.T. #1 - 7383.92 53.002 0.016 - - -

P #2 0.054 7505.21 139.74 263.22 53.002 2.99 10�6 60.11 0.0 60.11

P #3 294.26 7505.21 221.54 90.0 53.002 2.99 10�6 77.75 -18.55 79.93

O.T. #2 - 7669.78 53.003 0.021 - - -

P #4 294.30 7834.36 221.24 270.19 53.003 2.99 10�6 76.94 0.0 76.94

P #5 296.10 7834.36 215.99 90.0 53.003 2.99 10�6 0.043 0.003 0.043

O.T. # 3 - 7834.46 53.003 1.32 10�5 - - -

P #6 296.14 7834.55 215.87 270.08 53.003 2.99 10�6 0.043 0.0 0.043

total 256.50 -25.40 259.28

Tab. III.5 { Solution du probl�eme avec rendez-vous en (a;
; �; e) (mod�ele num�erique)

Solution du probl�eme avec rendez-vous en inclinaison

Dans un deuxi�eme temps, le rendez-vous en inclinaison est consid�er�e. Comme expliqu�e

pr�ec�edemment, les pouss�ees hors-plan corrigent les deux param�etres (i;
). Le tableau III.6

donne la solution relative �a ce type de probl�eme, avec utilisation d'un mod�ele num�erique.

Il est �a remarquer que les pouss�ees hors-plan servent essentiellement �a corriger l'inclinai-

son (les anomalies d'application sont proches des noeuds). Donc, l'ascension droite du

noeud ascendant est corrig�ee de fa�con passive (i.e. avec l'e�et du J2). Comme le montre

la �gure (II.1), l'e�et du J2 d�epend de l'inclinaison de l'orbite de d�erive. Le fait de mo-

di�er ce param�etre d'une orbite �a une autre permet d'avoir une variable de commande

suppl�ementaire. En addition �a l'e�et de la modi�cation des altitudes, la modi�cation des

inclinaisons et des dur�ees des phases de d�erive permet de mieux contrôler les d�erives dif-

f�erentielles entre la cible et le satellite, et de ce fait, de diminuer les modules des pouss�ees

hors-plan �a appliquer.

Solution du probl�eme avec rendez-vous en (i; e)

Le probl�eme avec le rendez-vous global est r�esolu, et ceci en se basant sur les solutions

pr�ec�edentes pour l'initialiser. Ainsi, les deux contraintes de rendez-vous �naux sur l'incli-

naison et l'excentricit�e. La solution de ce probl�eme est r�esum�ee par le tableau III.7. Cette

solution combine les caract�eristiques des deux solutions pr�ec�edentes, �a savoir :

{ la correction en excentricit�e est e�ectu�ee durant la premi�ere phase de pouss�ee et les

deux autres manoeuvres permettent de ne pas d�et�eriorer sa valeur,

{ les pouss�ees hors-plan permettent essentiellement de corriger l'inclinaison, ce qui se

traduit pas une anomalie d'application de pouss�ee proches des noeuds,

{ les corrections �a apporter sur l'ascension droite du noeud ascendant sont essentiel-

lement e�ectu�ees via la strat�egie passive, dont l'e�cacit�e est meilleure du fait de la
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instants a � i e �Vt �Vw �V

(jours) (km) (deg) (deg) (m/s) (m/s) (m/s)

P #1 0.07 7300.00 -1.02 53.00 5.3 10�3 44.36 76.69 88.59

O.T #1 7389.17 53.58 0.0149

P #2 0.106 7478.34 178.98 53.58 5.35 10�3 43.87 0.0 43.87

P #3 295.88 7478.34 -4.89 53.58 5.35 10�3 23.19 29.42 37.47

O.T #2 7526.11 53.81 0.0117

P #4 295.91 7573.88 175.11 53.81 5.4 10�3 22.93 0.0 22.93

P #5 298.30 7573.88 -15.20 53.81 5.4 10�3 61.40 23.88 65.89

O.T #3 7704.21 53.997 0.022

P #6 298.34 7834.55 164.8 53.997 5.5 10�3 60.24 0.0 60.24

300.0 7834.55 27.12 53.99 5.5 10�3 - - -

total 255.99 127.04 319.01

Tab. III.6 { Solution du probl�eme avec rendez-vous en (a;
; �; i), avec transfert de Hoh-

mann (mod�ele num�erique)

modi�cation de l'inclinaison des orbites de d�erive.

Il est �a noter par ailleurs que les erreurs d'acquisition de la position �nale sont plus

importantes que pr�ec�edemment (pr�es de 0.9 degr�es sur l'anomalie). Ceci s'explique par la

nature de la fonction objectif consid�er�ee pour ce probl�eme (donn�ee par l'�equation III.34

et qui tient compte simultan�ement des erreurs et du coût).

instants a � i e �Vt �Vw �V

(jours) (km) (deg) (deg) (m/s) (m/s) (m/s)

P #1 0.001 7300.00 6.02 53.00 5.3 10�3 40.70 45.91 61.37

O.T #1 7382.04 53.35 0.014

P #2 0.041 7488.28 53.35 2.99 10�6 52.68 0.0 52.68

P #3 294.83 7488.28 25.07 53.35 2.99 10�6 53.06 31.2 61.55

O.T #2 7599.35 53.57 0.014

P #4 294.87 7710.43 205.07 53.57 2.99 10�6 52.74 0.0 52.74

P #5 299.03 7710.43 3.00 53.57 2.99 10�6 28.45 53.77 60.84

O.T #3 7772.51 53.998 0.0079

P #6 299.07 7834.55 183.03 53.998 2.99 10�6 28.52 0.0 28.52

300.0 7834.55 28.64 53.998 2.99 10�6 - - -

total 256.15 130.88 317.71

Tab. III.7 { Solution du probl�eme avec rendez-vous en (a;
; �; i; e)(mod�ele num�erique)
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Remarque III.1 La comparaison des solutions relatives aux deux cas de �gures avec

mod�ele num�erique et mod�ele analytique montre que les deux solutions sont assez proches.

Ainsi, la solution bas�ee sur le mod�ele analytique s'av�ere être une bonne initialisation au

probl�eme bas�e sur le mod�ele num�erique.

III.11 Conclusion

Ce chapitre r�esout le premier probl�eme de mise �a poste optimale d'un satellite �a basse

altitude avec hypoth�ese de pouss�ees impulsionnelles. La recherche de la solution optimale

est proc�ed�ee selon un processus de r�esolution multi-niveaux et �a complexit�e croissante.

Plusieurs probl�emes ont �et�e successivement r�esolus, en utilisant la solution du probl�eme

amont pour initialiser le probl�eme aval. Outre l'am�elioration de la convergence du pro-

cessus, cette strat�egie de r�esolution pr�esente l'avantage de r�epondre �a divers cahiers des

charges avec di��erentes contraintes. Apr�es la mise en �equations de la strat�egie de mise �a

poste �a trois phases de pouss�ees, plusieurs contraintes �nales et divers mod�eles d'�evolution

sont consid�er�es. Le probl�eme se complexi�e au fur et �a mesure. Dans un premier temps, un

mod�ele analytique simpli��e permet de rechercher la solution du probl�eme de rendez-vous

�etudi�e. Ensuite, une mod�elisation plus pr�ecise du syst�eme est consid�er�ee. Ceci permet

d'a�ner la recherche de l'optimum du probl�eme �etudi�e. La r�esolution de ce probl�eme se

fait, globalement, selon la même strat�egie que celle utilis�ee dans le cas analytique. En e�et,

le probl�eme global est fractionn�e en plusieurs sous-probl�emes, ce qui permet d'am�eliorer

la convergence du processus. Pour chaque type de probl�eme, une solution a �et�e calcul�ee,

et �a partir d'une initialisation approch�ee, une solution optimale locale a �et�e calcul�ee en

r�esolvant plusieurs sous-probl�emes de complexit�e croissante. Globalement, les solutions

des di��erents probl�emes restent assez proches.

La solution quasi-optimale du probl�eme de mise �a poste impulsionnelle peut servir

d'initialisation au probl�eme de mise �a poste avec des pouss�ees �electriques. Le passage de

la propulsion impulsionnelle �a la propulsion continue, ainsi que la strat�egie de r�esolution

du probl�eme de mise �a poste �electrique fera l'objet des chapitres suivants.



Chapitre IV

R�esolution du probl�eme �electrique

Dans le chapitre pr�ec�edent, l'hypoth�ese de pouss�ees impulsionnelles instantan�ees a �et�e

�emise et la solution optimale du probl�eme consid�er�e a �et�e calcul�ee �a l'aide d'une strat�egie

de calcul multi-niveaux avec approximations successives. Dans ce chapitre, nous allons

faire l'hypoth�ese de pouss�ees faibles, pouvant correspondre �a un nouveau type de pro-

pulsion, la propulsion �electrique. Cette propulsion pr�esente l'avantage de consommer tr�es

peu, ce qui se traduit par un gain de masse non n�egligeable par rapport �a la propulsion

chimique classique. L'utilisation de ce type de propulsion se traduit par des dur�ees d'ap-

plication de pouss�ees �elev�ees (comme explicit�e au chapitre I). Le traitement num�erique

et, en particulier, l'int�egration num�erique n�ecessaire pour d�ecrire l'�evolution continue des

variables d'�etat s'av�ere tr�es complexe du fait de l'existence d'�echelles de temps tr�es di��e-

rentes : plus rapide pour la variation de l'anomalie que pour les autres param�etres.

On propose dans ce chapitre, la recherche d'une solution quasi-circulaire, �a pouss�ees

continues, suivant une approche multi-�etapes. A partir de la solution impulsionnelle du

chapitre pr�ec�edent, des solutions �a grand nombre d'impulsions sont d�etermin�ees par frac-

tionnement successif des impulsions. L'id�ee consiste �a obtenir des manoeuvres de type

train d'impulsions pouvant fournir, apr�es �etalement des impulsions d'amplitude relative-

ment faible, une solution continue admissible et satisfaisante du point de vue du crit�ere

de consommation et des contraintes de rendez-vous. La �gure IV.1 r�esume la structure

g�en�erale de la m�ethodologie de r�esolution d�evelopp�ee qui se r�esume comme suit :

{ �a partir de la solution impulsionnelle calcul�ee pr�ec�edemment, les pouss�ees sont frac-

tionn�ees en plusieurs pouss�ees �el�ementaires (en section IV.1).

{ ensuite, chaque pouss�ee impulsionnelle est �etal�ee selon une strat�egie qui sera pr�e-

sent�ee ult�erieurement (au paragraphe IV.2). Durant ces deux �etapes, un mod�ele

analytique simpli��e est utilis�e �etant donn�e qu'elle ne sont que des �etapes interm�e-

diaires permettant d'initialiser le probl�eme �a pouss�ees continues.
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{ en�n, le probl�eme �a trois pouss�ees continues est r�esolu en utilisant deux strat�egies

pour repr�esenter la loi de commande (qui feront l'objet des section IV.3 et IV.4).

Comme pr�ec�edemment, les cas avec et sans correction de l'inclinaison sont trait�es s�epa-

r�ement. Cependant, dans le cas o�u ces corrections sont assez faibles (de l'ordre de 0.1

degr�es), la solution sans correction de l'inclinaison peu servir d'initialisation au probl�eme

avec correction de l'inclinaison.

Sans RDV(i)

Avec RDV(i)
Cas impulsionnel multi−impulsionnel multi−étalé

(section 4.2.2)

cas continu

(chapitre 3)
fractionnement étalement raccordement

Cas impulsionnel multi−impulsionnel

(section 4.1.3 )

multi−étalé

(section 4.2.2)

cas continu

(section 4.3)(chapitre 3)
fractionnement étalement raccordement

(section 4.1.4 ) (section 4.4)

Fig. IV.1 { Structure de l'algorithme de r�esolution

IV.1 Probl�eme multi-impulsionnel

L'id�ee du fractionnement de pouss�ees a d�ej�a fait l'objet d'�etudes, notamment dans le

cas de transferts vers des orbites g�eostationnaires. La manoeuvre est fractionn�ee en une

multitude de pouss�ees appliqu�ees aux apog�ees des orbites [Enjalbert 89, Desroches 88].

Dans [Marec 83], le fractionnement aux apog�ees est �etudi�e et sa limitation par rapport

�a la contrainte temporelle a �et�e mise en �evidence.

Dans cette �etude qui traite d'orbites quasi-circulaires, le fractionnement sera e�ectu�e

en plusieurs points de l'orbite (deux en fait), a�n de limiter la variation de l'excentricit�e.

La strat�egie globale en trois phases de pouss�ees et utilisant les e�ets b�en�e�ques du J2 est

encore retenue. Les trois (ou six) pouss�ees impulsionnelles sont fractionn�ees en plusieurs

pouss�ees �el�ementaires (comme le montre la �gure IV.2). Une contrainte suppl�ementaire

sur le module maximal de chaque pouss�ee �el�ementaire est rajout�ee pour tenir compte de

l'�energie maximale que peut fournir la pouss�ee �electrique sur une dur�ee de temps �x�ee,

ce qui permettra de d�eterminer le nombre de fractionnements �a e�ectuer. Dans ce qui

suit, la strat�egie de fractionnement de chaque pouss�ee est pr�esent�ee puis appliqu�ee �a

l'ensemble du syst�eme �etudi�e. Ensuite, le probl�eme de minimisation de la consommation

avec la contrainte d'un rendez-vous orbital est r�esolu [Tebbani 01a]. Les deux cas avec ou

sans correction de l'inclinaison sont pris en compte. Les orbites sont suppos�ees circulaires

et ainsi la variation de l'excentricit�e n'est pas consid�er�ee. En e�et, comme le probl�eme

multi-impulsionnel sert essentiellement d'�etape interm�ediaire pour initialiser le probl�eme �a

pouss�ees continues, le choix a �et�e fait de ne pas a�ner la recherche de la solution optimale
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relative �a ce probl�eme. Le même principe de complexi�cation du mod�ele et du probl�eme

est adopt�e pour le probl�eme multi-impulsionnel.

Temps

Demi−grand axe

a0

Avec transfert multi impulsionnel

Avec transfert impulsionnel

a1

a2

ac

Fig. IV.2 { Strat�egie de mise �a poste multi-impulsionnelle.

IV.1.1 Mod�elisation du probl�eme

Le probl�eme multi-impulsionnel est une g�en�eralisation du probl�eme �a trois phases de

pouss�ees. Le transfert du satellite vers sa position cible se fait via une strat�egie en trois

phases de manoeuvre. A chaque phase de manoeuvre, plusieurs pouss�ees �el�ementaires

espac�ees d'une demi-orbite les unes des autres, sont appliqu�ees au satellite. Il faudra donc

d�eterminer les modules, les directions et les instants d'application de ces pouss�ees ainsi

que leur nombre : N;V t1���N ; V w1���N ; t1���N .

Le probl�eme s'�ecrit donc :

(Pm
3D)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min J (N;V t1���N ; V w1���N ; t1���N) =

k=NX
k=1

q
V t2k + V w2

k

"a(N;V t1���N ; V w1���N ; t1���N ) = 0

"
(N;V t1���N ; V w1���N ; t1���N) = 0

"�(N;V t1���N ; V w1���N ; t1���N ) = 0

"i(N;V t1���N ; V w1���N ; t1���N ) = 0

jVkj < V k
max

(IV.1)

Les contraintes se composent de contraintes d'�egalit�e sur la pr�ecision de l'acquisition

de la position cible, et d'une contrainte d'in�egalit�e sur le module des pouss�ees. La d�eter-

mination de la pouss�ee maximale (V k
max) sera explicit�ee par la suite. A�n d'�evaluer les

erreurs d'acquisition, le mod�ele analytique simpli��e est utilis�e (�etant donn�e le niveau de
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pr�ecision consid�er�e pour le cas multi-impulsionnel). La valeur du vecteur d'�etat �a l'instant

�nal est donn�ee par le syst�eme IV.2, qui est �ecrit dans le cadre de l'hypoth�ese de strat�egie

de mise �a poste adopt�ee.

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

af = a0 +
k=NX
k=1

2ak�1
V tk
Vk�1


f = 
0 +

k=NX
k=1

 
C
J2(ik)

�tk

a
7=2
k

+ sin(�k)
V wk

sin ik�1

p
ak�1p
�

!

�f = �0 +
k=NX
k=1

 p
��tk

a
3=2
k

+ C�J2(ik)
�tk

a
7=2
k

� sin(�k)
V wk

tan ik�1

p
ak�1p
�

!

if = i0 +
k=NX
k=1

�
cos(�k)V wk

p
ak�1p
�

�
(IV.2)

�tk est la dur�ee de l'arc appartenant �a l'orbite de demi-grand axe ak : elle est soit �egale

�a une demi-orbite, soit �a la dur�ee d'une phase balistique (sur la �gure IV.2, elle repr�esente

la dur�ee des \paliers" o�u l'altitude reste constante).

La r�esolution du probl�eme (Pm
3D) se fait par �etapes successives. A partir de la solution

�a trois pouss�ees, une strat�egie de fractionnement des pouss�ees permet de rechercher une

solution respectant les contraintes, en consid�erant successivement :

{ Un rendez-vous en (a;
; �),

{ Un rendez-vous en (a;
; �; i).

IV.1.2 Fractionnement des pouss�ees

Avant de pr�esenter la m�ethodologie de r�esolution du probl�eme d'optimisation multi-

impulsionnel, une solution initiale satisfaisant les contraintes impos�ees est recherch�ee. A

partir de la solution optimale �a trois phases de pouss�ees, une initialisation au proces-

sus d'optimisation est calcul�ee et ceci en fractionnant chaque pouss�ee impulsionnelle en

plusieurs pouss�ees �el�ementaires.

Dans ce paragraphe, la strat�egie de fractionnement des pouss�ees est pr�esent�ee. Cette

strat�egie se base sur des transferts de type-Hohmann, �a savoir que des s�eries de deux

pouss�ees �equivalentes, espac�ees d'une demi-orbite sont appliqu�ees au satellite. De ce fait,

la d�egradation de l'excentricit�e est limit�ee (garantie de l'hypoth�ese de quasi-circularit�e

des orbites). Il existe plusieurs possibilit�es pour fractionner une pouss�ee en un nombre

donn�e de pouss�ees :

{ soit elle est divis�ee de fa�con �equitable entre les di��erentes pouss�ees,

{ soit c'est la correction qu'elle permet d'e�ectuer qui est divis�ee �equitablement,



IV.1. PROBLEME MULTI-IMPULSIONNEL 97

{ soit sa r�epartition est optimis�ee.

A ce niveau de l'�etude, puisque seule une initialisation est recherch�ee, il s'av�ere su�sant

de consid�erer une r�epartition pr�ed�e�nie pour les pouss�ees. Par la suite, l'optimalit�e de la

solution du probl�eme consid�er�e peut être v�eri��ee, en �etudiant la r�epartition des pouss�ees

sur les phases de manoeuvres (et notamment en la comparant �a la loi de r�epartition

optimale �etablie en annexe B) .

Les strat�egies de fractionnement adopt�ees dans les deux cas de pouss�ees tangentielles

et hors-plan sont pr�esent�ees dans ce qui suit.

Fractionnement des pouss�ees tangentielles

Les pouss�ees tangentielles ne servent qu'�a e�ectuer des corrections sur l'altitude. Soit

Vt une pouss�ee tangentielle permettant de passer d'une orbite initiale de demi-grand axe

ai vers une orbite �nale de demi-grand axe af . A�n de fractionner cette pouss�ee en N

pouss�ees �el�ementaires, il est possible de :

{ �xer le module des pouss�ees, ce qui revient �a appliquer au satellite N pouss�ees de

module :

V tk =
V t

N
(IV.3)

{ �xer la correction en altitude �a chaque phase de pouss�ee, ce qui revient �a e�ectuer

la même correction en altitude (i.e. �a =
af � ai
N

) �a chaque phase de manoeuvre.

Ainsi les orbites interm�ediaires du satellite sont d�e�nies par :

ak = ak�1 +
af � ai
N

k 2 [1 � � �N ] (IV.4)

A partir des �equations de Gauss, les modules des pouss�ees sont donn�es par :

V tk =
�

2N
� af � ai
a1:5k�1

(IV.5)

Dans le premier cas, l'altitude de l'orbite �nale sera sup�erieure �a celle vis�ee puisque

les pouss�ees sont sur�evalu�ees. Vu que l'e�cacit�e des pouss�ees d�epend de l'altitude d'ap-

plication de la manoeuvre, la deuxi�eme strat�egie de r�epartition est �a privil�egier. Cette

r�epartition est bien �evidemment sous-optimale. Le gain en terme de consommation d'une

r�epartition optimale des pouss�ees n'est cependant pas signi�catif et peu int�eressant, �etant

donn�e l'inconv�enient de l'augmentation du temps de calcul. La �gure IV.13 visualise le

principe de ce fractionnement.

Fractionnement des pouss�ees hors-plan

Les pouss�ees hors-plan permettent de corriger l'ascension droite du noeud ascendant

et l'inclinaison, ce qui complexi�e le calcul de leur r�epartition optimale sur les di��erentes

phases. De ce fait, le module de chaque pouss�ee hors-plan est simplement r�eparti �equita-

blement sur les di��erentes phases de pouss�ees, �a savoir :
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temps
demi−orbite

Demi−grand axe

temps

a_final

a_initial

t0

Fractionnement
tempsdemi−orbite

Demi−grand axe

temps

a_final

a_initial

t0

Poussées
Poussées

Fracionnement des pousséees

Fractionnement des altitudes

Fig. IV.3 { Fractionnement des pouss�ees tangentielles (N = 4).

V wk =
V w

N
(IV.6)

Il sera mis en �evidence par la suite, que cette r�epartition initiale est cependant assez

proche de la r�epartition optimale. Chaque pouss�ee hors-plan est combin�ee avec une pouss�ee

tangentielle. L'endroit de son application sur l'orbite est d�etermin�e par la nature de la

correction �a e�ectuer (aux noeuds d'intersection dans le cas g�en�eral).

D�etermination du nombre des pouss�ees

La strat�egie de fractionnement des pouss�ees �etant bien d�e�nie, il reste �a �xer le nombre

de ces pouss�ees. Ce nombre peut être impliqu�e par le cahier des charges (par exemple, par

une limitation sur le module maximal des pouss�ees). Cependant, comme il est envisag�e

d'utiliser cette solution multi-impulssionelle pour rechercher une solution �etal�ee, ce nombre

de pouss�ees est directement d�etermin�e par les dur�ees d'allumage des moteurs. En e�et, il

est �a rappeler qu'�a chaque orbite, deux pouss�ees sont appliqu�ees (espac�ees d'une demi-

orbite). La capacit�e r�eelle des moteurs �etant prise en compte, la condition �a respecter

est qu'apr�es �etalement des impulsions, il n'y ait pas chevauchement des pouss�ees (ce qui

revient �a imposer que les dur�ees d'extinction des moteurs soient positives). La �gure IV.4

visualise le processus d'�etalement des pouss�ees, qui fera l'objet d'un paragraphe ult�erieur.

Donc, si T k
off d�esigne l'instant d'extinction du moteur correspondant �a la ki�eme pouss�ee

et T k+1
on l'instant d'allumage du moteur correspondant �a la (k + 1)i�eme pouss�ee, alors la

condition �a satisfaire est de la forme :

T k
off � T k+1

on (IV.7)

Application au syst�eme

La strat�egie globale de mise �a poste consiste �a transf�erer le satellite vers sa position
cible en trois phases de manoeuvres. Pour chaque pouss�ee, la strat�egie de fractionne-
ment pr�esent�ee ci-dessus est appliqu�ee. De ce fait, les trois nombres de pouss�ees (not�es
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Vk

Vk+1

Extinction du moteur

Etalement poussée Vk

Etalement poussée Vk+1

Fig. IV.4 { Etalement des pouss�ees �el�ementaires.

N1; N2; N3) doivent être d�etermin�es en addition aux orbites interm�ediaires (a1; a2) et aux
dur�ees des phases balistiques. A partir de la solution optimale du probl�eme (P a;�;
), �etu-
di�e au xIII.9.2 (ou de celle du probl�eme (P a;�;
;i) dans le cas o�u l'inclinaison �nale est
impos�ee), le fractionnement des pouss�ees donne :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ak = ak�1 +
a1 � a0

N1
k 2 [1; N1]

ak = ak�1 +
a2 � a1

N2
k 2 [N1 + 1; N1 +N2]

ak = ak�1 +
ac � a2

N3
k 2 [N1 +N2 + 1; N1 + N2 + N3]

V tk =
�

2

a1 � a0

N1 � a
1:5
k�1

k 2 [1; N1]

V tk =
�

2

a2 � a1

N2 � a
1:5
k�1

k 2 [N1 + 1; N1 +N2]

V tk =
�

2

ac � a2

N3 � a
1:5
k�1

k 2 [N1 +N2 + 1; N1 + N2 + N3]

V wk =
V w1

N1
k 2 [1; N1]

V wk =
V w2

N2
k 2 [N1 + 1; N1 +N2]

V wk =
V w3

N3
k 2 [N1 +N2 + 1; N1 + N2 + N3]

(IV.8)

o�u (a1; a2; V w1���3) caract�erise la solution �a trois pouss�ees impulsionnelles. Par la suite, la

recherche de la solution initiale respectant les contraintes est d�etaill�ee.

Calcul d'une solution admissible au rendez-vous (a;
; �)

Pour d�eterminer la solution multi-impulsionnelle respectant les contraintes, une stra-

t�egie it�erative a �et�e mise au point. Elle est r�esum�ee par la �gure IV.5.

A partir de la solution tri-impulsionnelle, le nombre de pouss�ees est d�etermin�e par

\continuation". Pour un nombre de pouss�ees donn�e, le probl�eme de rendez-vous en (a;
; �)

est r�esolu comme dans le cas du probl�eme (P a;�;
), �a savoir : les modules des pouss�ees
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Solution initiale 

a1, a2, Vw1,Vw2,Vw3

N1, N2, N3

Powell (a1, a2)

a1, a2

N1, N2, N3, a1, a2

Solution multi−impulsionnel

Nk = Nk+2

N1 = N2 = N3 =2

oui − sur les trois phases

à Vw fixées

non, sur les étapes de poussée k
poussée assez petite?

Fractionnement des poussées

sur l’étape k 

Fig. IV.5 { Algorithme de recherche d'une solution admissible multi-impulsionnelle.

hors-plan sont �x�es et les altitudes des orbites de d�erives d�etermin�ees pour respecter les

contraintes. La m�ethode de Powell est utilis�ee et la solution �a chaque �etape sert d'initia-

lisation �a la r�esolution de l'�etape lui succ�edant. Le crit�ere d'arrêt sur l'incr�ementation du

nombre de pouss�ees est donn�e par le module maximal des pouss�ees. Tant que la contrainte

n'est pas satisfaite, le nombre Nk est incr�ement�e de deux, ce qui permet de garantir l'hy-

poth�ese de quasi-circularit�e des orbites. Une optimisation du pas d'incr�ementation aurait

pu être e�ectu�ee. Ceci dit, dans la pratique, la convergence de ce processus de recherche

d'une solution initiale est assez m�ediocre. A�n d'am�eliorer la robustesse et d'agrandir le

bassin de convergence de cet algorithme, il s'est av�er�e n�ecessaire d'augmenter le nombre de

pouss�ee par deux, ce qui garantie une convergence dans la quasi-totalit�e des cas d'�etudes.

Ainsi, une solution multi-impulsionnelle respectant les contraintes peut être calcul�ee �a

partir de la solution tri-impulsionnelle.
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Calcul d'une solution admissible au rendez-vous (a;
; �; i)

La prise en compte du rendez-vous en inclinaison complexi�e le probl�eme d'optimisa-

tion �a r�esoudre. En e�et, puisque les corrections sur ce param�etre sont op�er�ees simultan�e-

ment avec celles portant sur l'ascension droite du noeud ascendant, il faut d�eterminer non

seulement les modules des pouss�ees hors-plan mais �egalement l'endroit de leur application

sur l'orbite. Ainsi, dans le cas g�en�eral, il faut d�eterminer :

(a1; a2; i1; i2; V w1���N1+N2+N3 ; �1;1���N1; �2;1���N2; �3;1���N3) (IV.9)

Les corrections en inclinaison et en ascension droite du noeud ascendant sont r�eparties

�equitablement sur les di��erentes phases de pouss�ees. Le nombre de ces pouss�ees peut être

soit d�etermin�e par continuation selon le même principe que celui d�e�ni par la �gure IV.5,

soit en le �xant �egal �a sa valeur issue de la r�esolution du probl�eme pr�ec�edent (sans prise

en compte de la correction en inclinaison).

La deuxi�eme possibilit�e est possible si la correction sur l'inclinaison reste limit�ee (erreur

de type dispersion du lanceur) puisque le sur-coût induit par la prise en compte de cette

nouvelle contrainte reste assez faible. Dans le cas le plus g�en�eral o�u cette correction est

�elev�ee (de l'ordre de la dizaine de degr�es), il est souhaitable de choisir la premi�ere option.

Du fait du couplage des di��erentes dynamiques, il s'av�ere di�cile de faire converger le

processus de recherche d'une solution. Pour y rem�edier, un processus de r�esolution a �et�e

mis au point. Il consiste �a traduire le probl�eme trait�e en un probl�eme de minimisation,

initialis�e par la solution du probl�eme multi-impulsionnel avec rendez-vous en (a;
; �). Le

crit�ere �a minimiser est de la forme :

J(�t1;�t2; a1; a2; i1; i2) = max(j"
j; j"�j; j"ij) + P(�t1;�t2; a1; a2; i1; i2) (IV.10)

O�u le terme P() repr�esente un terme de p�enalit�e pour tenir compte des contraintes impo-

s�ees sur les variables d'optimisation.

Une m�ethode d'optimisation g�eom�etrique (Hooke & Jeeves) est utilis�ee pour r�esoudre

ce probl�eme de programmation non lin�eaire. A�n de calculer les modules des pouss�ees

hors-plan et de leurs anomalies d'application, un processus it�eratif est mis au point. Il est

�equivalent �a celui utilis�e dans le cas du probl�eme tri-impulsionnel et est r�esum�e par la

�gure IV.6. Donc, Au d�epart, les pouss�ees hors-plan ne servent qu'�a corriger l'inclinaison,

puis, l'erreur commise sur l'ascension droite du noeud ascendant est prise en compte et

r�einject�ee dans le processus et ceci jusqu'�a ce que l'erreur �nale sur l'ascension droite du

noeud ascendant soit tol�erable.
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�i

�


Calcul des pous�ees hors plan :

�
 = �
 + �


crit�ere

�
 = 0

=)

crit�erenon

oui

V w
i;

1::N ; �1::N

d'arrêt?

=) V w
 = 0& � = ��

Calcul des erreurs �nales

Nouveau point

d'arrêt?

extrapolation

Erreurs commises: "
; "�; "i

Hooke & Jeeves

Solution �a trois pouss�ees (�t1;�t2; i1; i2 ; a1; a2)

Solution multi-impulsionnelle

Erreur commise :

Erreur commise: �


Extrapolation temporelle

non

oui

Fig. IV.6 { Algorithme de recherche d'une solution initiale au probl�eme multi-impulsionnel

avec rendez-vous en (a;
; �; i).
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IV.1.3 R�esolution du probl�eme avec rendez-vous en (a;
; �)

La solution optimale correspondant au probl�eme multi-impulsionnel est recherch�ee en

partant de la solution initiale calcul�ee ci-dessus. Comme pour le cas tri-impulsionnel,

les pouss�ees hors-plan et les orbites de d�erives sont �a d�eterminer a�n de diminuer la

consommation du satellite tout en respectant les contraintes �nales impos�ees. Les instants

d'application des pouss�ees ne sont pas optimis�es �a ce niveau de l'�etude (ils seront �x�es

�a leurs valeurs issues de la solution tri-impulsionnelle), puisque le but est de rechercher

une initialisation pour le probl�eme continu. L'optimisation des nombres de pouss�ees en

addition aux modules des pouss�ees et �a leurs directions s'av�ere tr�es complexe et l'apport en

terme de minimisation du coût reste restreint. De ce fait, le nombre total de pouss�ees n'est

pas optimis�e, mais sera un param�etre du probl�eme d'optimisation �a r�esoudre. Etant donn�e

que la recherche de l'optimum utilis�ee reste locale, les nombres de pouss�ees par phases

de manoeuvre sont �x�es et �egaux �a ceux de la solution initiale calcul�ee pr�ec�edemment.

Il est toutefois possible de v�eri�er la validit�e de cette hypoth�ese sur la solution optimale.

Donc, pour des nombres de pouss�ees impos�es (not�es respectivement N1; N2; N3), il reste �a

d�eterminer les altitudes des deux orbites interm�ediaires de d�erive ainsi que lesN1+N2+N3

pouss�ees hors-plan. Le probl�eme s'�ecrit donc sous la forme :

(Pm
a;�;
)

8>>>>>><>>>>>>:
min J (a1; a2; V w1���N1+N2+N3) =

k=N1+N2+N3X
k=1

q
V t2k + V w2

k

"a(a1; a2; N1; N2; N3; V w1���N1+N2+N3) = 0

"
(a1; a2; N1; N2; N3; V w1���N1+N2+N3) = 0

"�(a1; a2; N1; N2; N3; V w1���N1+N2+N3) = 0

(IV.11)

(Pm
a;�;
) est mis sous la forme d'un probl�eme de programmation non lin�eaire et est

r�esolu �a l'aide d'une m�ethode lagrangienne de Sequential Quadratic Programming (not�e

SQP, d�etaill�ee dans [NAG , Fletcher 87]).

La solution optimale est donc recherch�ee au voisinage de la solution initiale calcul�ee

pr�ec�edemment et l'on pourra comparer le pro�l de la r�epartition des corrections ainsi

obtenu avec celui de la loi optimale calcul�ee en annexe B.

IV.1.4 R�esolution du probl�eme avec rendez-vous en (a;
; �; i)

Un rendez-vous sur l'inclinaison est impos�e. Pour ce faire, les pouss�ees hors-plan vont

être d�etermin�ees de fa�con �a corriger simultan�ement l'ascension droite du noeud ascen-

dant et l'inclinaison. Le probl�eme �a r�esoudre se traduit sous la forme d'un probl�eme de

programmation non lin�eaire qui s'�ecrit sous la forme :
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(Pm
a;�;
;i)

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

min J (�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) =
k=N1+N2+N3X

k=1

q
V t2k + V w2

k

"a(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) = 0

"
(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) = 0

"�(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) = 0

"i(�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) = 0

�t1 +�t2 ��t � 0

i0 < i1 < i2 < ic
a0 < a1 < a2 < ac

(IV.12)

Les pouss�ees hors-plan sont calcul�ees selon la même strat�egie que celle utilis�ee lors du

calcul de la solution initiale (visualis�ee par la �gure IV.6). La seule di��erence est le crit�ere

que doit minimiser la proc�edure. La fonction objectif tient simultan�ement compte de la

consommation et des erreurs �nales commises, �a savoir :

J (�t1;�t2; i1; i2; a1; a2) =

 
k=N1+N2+N3X

k=1

q
V t2k + V w2

k

!
� exp(max[j"�j; j"
j; j"ij])

(IV.13)

Comme pour le cas tri-impulsionnel avec mod�ele num�erique (trait�e au xIII.9.2), l'avan-
tage de ce crit�ere est de privil�egier soit le coût, soit la pr�ecision selon les ordres de grandeurs

des deux quantit�es. Un terme de p�enalit�e peut être rajout�e �a cette fonction objectif a�n

de tenir compte des contraintes �eventuelles sur les variables d'optimisation. Le nombre

de pouss�ees par phase de manoeuvre est maintenu constant (et �egal �a celui de la solution

initiale).

IV.2 Etalement des pouss�ees

Dans ce qui pr�ec�ede, les pouss�ees �etaient suppos�ees impulsionnelles et instantan�ees.

Les capacit�es r�eelles des moteurs sont prises en compte. Les dur�ees d'application des

manoeuvres ainsi que l'�evolution du syst�eme durant les phases de pouss�ees sont prises

en compte. Au chapitre I, nous avons d�evelopp�e les calculs nous permettant de prendre

en compte l'�evolution continue approch�ee du syst�eme. Le passage du multi-impulsionnel

vers le probl�eme continu est d�etaill�e dans ce qui suit. Dans un premier temps, le prin-

cipe d'�etalement des pouss�ees est pr�esent�e, puis appliqu�e au syst�eme complet. Ensuite,

les di��erentes pouss�ees �etal�ees sont raccord�ees, ce qui permet de calculer une solution

admissible au probl�eme �a trois pouss�ees continues.

IV.2.1 Principe de l'�etalement

Il faut �etaler chaque pouss�ee impulsionnelle appliqu�ee au syst�eme, ce qui revient �a

d�eterminer le d�ebut et la dur�ee d'allumage des moteurs. Selon l'�equation I.31, la dur�ee
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de la pouss�ee est donn�ee directement par la valeur de l'incr�ement de vitesse �V que l'on

souhaite apporter au satellite. La direction de pouss�ee est donn�ee par la direction de la

pouss�ee impulsionnelle. Cette direction est maintenue constante le long d'une pouss�ee. En

fait, cette strat�egie d'�etalement s'inspire de celle pr�esent�ee par Edelbaum [Edelbaum 61],

�a savoir que lors de l'�etalement, la d�eclinaison de pouss�ee est maintenue constante (en

valeur absolue), mais elle change de signe selon l'endroit sur l'orbite o�u le satellite se

trouve. Ce changement de signe permet de restreindre la variation des param�etres qui ne

doivent pas être corrig�es. Par exemple, si aucun rendez-vous en inclinaison n'est impos�e,

l'�etalement des pouss�ees doit se faire de fa�con �a ne pas trop modi�er ce param�etre.

Dans ce qui suit, trois cas de �gures sont trait�es :

{ Sans rendez-vous en inclinaison o�u les pouss�es hors plan ne servent qu'�a corriger

l'ascension droite du noeud ascendant.

{ Avec rendez-vous en inclinaison o�u les pouss�ees hors-plan ne corrigent que ce

param�etre (l'ascension droite du noeud ascendant est corrig�ee par la strat�egie dite

\passive").

{ Avec rendez-vous en inclinaison o�u les pouss�ees hors-plan corrigent simulta-

n�ement l'ascension droite du noeud ascendant et l'inclinaison.

Etalement sans rendez-vous en inclinaison

Lorsque la pouss�ee est �etal�ee, l'inclinaison varie selon la loi (issue des �equations de

Gauss):

di

dt
= cos� � sin � �

r
a

�
� F
m

(IV.14)

Au regard de l'�equation IV.14, il vient que pour annuler la variation de l'inclinaison,

il faudrait annuler la moyenne de cette variation sur la demi-orbite d'�etalement. Or, la

moyennation de cette variation sur l'intervalle d'�etalement [�0; �1] donne :

<
di

dt
>=

sin�1 � sin�0
�1 � �0

sin �

r
a

�

F

m
(IV.15)

Pour annuler cette variation, il faut prendre les anomalies de d�ebut et de �n de pouss�ee

sym�etrique par rapport aux anti-noeuds (i.e sin�1 = sin�0). Puisque la dur�ee de pouss�ee

est donn�ee par le module de la pouss�ee �a �etaler, l'anomalie de d�ebut d'allumage su�t pour

param�etrer la pouss�ee �etal�ee. Le mod�ele d'�evolution du syst�eme est pr�esent�e en annexe A.

Ainsi, selon l'endroit sur l'orbite, l'anomalie de d�ebut d'allumage des moteurs est calcul�ee

en cons�equence. Elle est donn�ee par :

8>>>><>>>>:
�0 =

� � �p�K3L3 + C�J2(i)K7L7

��
��

2
si centr�e autour de �

2 (a)

�0 =
3� � �p�K3L3 + C�J2(i)K7L7

��
��

2
si centr�e autour de ��

2 (b)

(IV.16)
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K3;7 et L3;7 sont donn�es en annexe A. Ils permettent de calculer, de fa�con simple, la

variation de l'anomalie pendant les phases de pouss�ees (elles correspondent �a l'int�egration

de l'e�et du moyen mouvement et de celui du J2).

application de pouss�ees

application de pouss�ees

�0

�0

Centr�e autour de ��
2Cent�e autour de �

2

Fig. IV.7 { Etalement d'une pouss�ee �el�ementaire, sans correction de l'inclinaison.

Du fait de l'�etalement de la pouss�ee, la correction sur l'ascension droite du noeud

ascendant n'est pas enti�erement satisfaite. En e�et, l'�etalement induit une perte d'e�cacit�e

des pouss�ees et, de ce fait, les pouss�ees impulsionnelles s'av�erent sous-dimensionn�ees une

fois leur �etalement e�ectu�e.

Etalement avec rendez-vous en inclinaison uniquement

Dans le cas o�u une correction en inclinaison est n�ecessaire, et sous l'hypoth�ese que les

pouss�ees hors-plan ne servent qu'�a corriger ce param�etre, les anomalies de d�ebut d'appli-

cation d'une pouss�ee sont d�e�nies de telle sorte que la variation de l'ascension droite du

noeud ascendant soit n�egligeable. La variation moyenne de l'ascension droite du noeud

ascendant est donn�ee par :

<
d


dt
>=

cos�1 � cos�0
�1 � �0

� sin �
sin i

�
r
a

�

F

m
(IV.17)

Il en vient que pour annuler cette variation, il faut que les anomalies de d�ebut et de �n

d'application de la pouss�ee soient telles que : cos�1 = cos�0. Ainsi, la pouss�ee est centr�ee

autour du noeud o�u la pouss�ee impulsionnelle �etait appliqu�ee.

Comme pour le cas pr�ec�edent, les pouss�ees ainsi �etal�ees perdent de leur e�cacit�e et ne

permettent pas d'apporter toute la correction souhait�ee au syst�eme.

Etalement dans le cas g�en�eral

Dans le cas le plus g�en�eral, les pouss�ees hors-plan corrigent simultan�ement les deux

param�etres (i;
). Dans le cas impulsionnel, ces pouss�ees �etaient appliqu�ees aux noeuds

d'intersection qui sont d�e�nis par les taux de corrections �a apporter sur chaque param�etre.
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application de pouss�ees

�0

�0

application de pouss�ees

Centr�e autour de � = 0 Centr�e autour de � = �

Fig. IV.8 { Etalement d'une pouss�ee �el�ementaire, avec correction de l'inclinaison.

Le choix de l'anomalie de d�ebut de pouss�ee est fait de telle sorte que la pouss�ee �etal�ee soit

centr�ee autour du noeud d'application de la pouss�ee impulsionnelle. Ce choix s'inspire de

la strat�egie d'�etalement de la pouss�ee hors-plan permettant de corriger un seul param�etre

(ce qui correspond aux deux cas pr�ec�edents). Il s'inspire �egalement du calcul optimal de

changement de plan d�evelopp�e dans [Marec 83, Huynh 76, Mainguy 82]. La �gure IV.9

permet de visualiser cette strat�egie de pouss�ee.

�d

�0

Fig. IV.9 { Etalement d'une pouss�ee �el�ementaire dans le cas g�en�eral.

Donc, si le noeud d'application de la pouss�ee impulsionnelle est not�ee �n, l'anomalie

de d�ebut de pouss�ee �0 est donn�ee par :
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�0 =
2�n �

�p
�K3L3 + C�J2(i)K7L7

��
��

2 (IV.18)

Le calcul de la variation approch�ee des param�etres (i;
) suite �a l'application de la

pouss�ee �etal�ee est donn�ee par :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

<
di

dt
> = cos�n

0B@sin
�1 � �0

2
�1 � �0

2

1CA sin �

r
a

�

F

m

<
d


dt
> = sin�n

0B@sin
�1 � �0

2
�1 � �0

2

1CA � sin �
sin i

�
r
a

�

F

m

(IV.19)

Comme dans les deux cas particuliers pr�ec�edents, il existe une perte d'e�cacit�e induite

par l'�etalement de la pouss�ee. Dans le cas o�u la dur�ee de la pouss�ee tend vers z�ero (i.e.

pouss�ee du moteur tend vers l'in�ni), les e�ets de la pouss�ee tendent vers ceux de la

pouss�ee impulsionnelle (puisque lim
x!0

sinx

x
= 1). Cette perte d'e�cacit�e suite �a l'�etalement

�etait pr�evisible et a �et�e mise en �evidence par [Mainguy 82].

En r�esum�e, l'�etalement de chaque pouss�ee se fait autour de l'anomalie de son ap-

plication dans le cas impulsionnel : autour des anti-noeuds pour les pouss�ees hors-plan

permettant de corriger exclusivement l'ascension droite du noeud ascendant, aux noeuds

pour celles corrigeant exclusivement l'inclinaison et aux noeuds d'intersection pour celles

combinant les corrections entre ces deux param�etres. Cet �etalement induit une perte d'ef-

�cacit�e des manoeuvres sur les corrections sur l'inclinaison et l'ascension droite du noeud

ascendant . L'acquisition de l'altitude est quant �a elle non a�ect�ee. L'application de s�eries

de pouss�ees sym�etriques permet de limiter les d�egradations sur la variable excentricit�e.

IV.2.2 Application au syst�eme

La strat�egie d'�etalement de chaque pouss�ee �etant d�e�nie, il faut l'appliquer �a toutes les

manoeuvres e�ectu�ees. Ainsi, le transfert du satellite se fait en trois phases de manoeuvres,

constitu�ees d'une succession d'arcs de pouss�ee maximale (F = Fmax) et d'arcs balistiques

(F = 0).

La solution issue de l'�etalement de la solution multi-impulsionnelle ne permet pas de

r�ealiser exactement le rendez-vous orbital impos�e. En e�et, du fait de la perte de l'e�ca-

cit�e des pouss�ees suite �a leur �etalement, les pouss�ees calcul�ees dans le cas impulsionnel se

trouvent sous-dimensionn�ees apr�es leur �etalement. Une modi�cation des caract�eristiques

de la solution est donc n�ecessaire pour pouvoir trouver une solution initiale respectant les

contraintes. Les deux cas avec ou sans correction de l'inclinaison sont consid�er�es. Dans

un premier temps, aucune contrainte �nale sur l'inclinaison n'est impos�ee. La strat�egie

utilis�ee dans le cas tri-impulsionnel est r�eutilis�ee, �a savoir, �xer les corrections apport�ees
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Demi−grand axe

temps

a_final

a_initial

t0

Etalement

Demi−grand axe

temps

a_final

a_initial

t0

Fig. IV.10 { Exemple d'�etalement de pouss�ee (N=4).

par les composantes hors-plan des pouss�ees et rechercher le couple (a1; a2) qui permet

d'a�ner l'acquisition �nale de la position du satellite. Puisque les pouss�ees sont �etal�ees,

les composantes hors-plan des di��erentes pouss�ees sont exprim�ees via les d�eclinaisons de

pouss�ees (not�ees �k =
V wk

V tk
). Ainsi, la solution multi-impulsionnelle fournit les d�eclinai-

sons de pouss�ees que l'on �xe lors de l'�etalement et de la recherche d'une solution initiale

satisfaisant les contraintes. Le syst�eme �a r�esoudre est un syst�eme de trois �equations (les er-

reurs en (a; �;
)) �a deux inconnues. Pour pouvoir le r�esoudre, il faut combiner les erreurs

angulaires (introduction de coe�cients de pond�eration (�
; ��) sur les erreurs commises

sur (�;
)) et ainsi r�esoudre un probl�eme �a deux �equations, d�e�ni par le syst�eme IV.20.

(PEm;ini
a;
;�)

8<:
"a(a1; a2) = 0

�
 � j"
(a1; a2)j+ �� � j"�(a1; a2)j = 0

N; �1���N �x�es

(IV.20)

La �gure IV.11 r�esume l'algorithme de r�esolution du probl�eme multi-pouss�ees �etal�ees

avec rendez-vous en (a;
; �).

Il est ensuite possible d'optimiser la solution (en terme de meilleur fonction coût), et

ceci �a partir d'un calcul d'optimisation du probl�eme �a multi-pouss�ees �etal�ees. Ce probl�eme

est d�e�ni par le syst�eme IV.21.

(PEma;
;�)

8>>><>>>:
max J (a1; a2; �1���N) = m(tf)

"a(a1; a2; �1���N ) = 0

"
(a1; a2; �1���N ) = 0

"�(a1; a2; �1���N ) = 0

(IV.21)

La fonction objectif est �a pr�esent une fonction de l'�etat �nal du satellite (i.e maximisa-

tion de la masse �nale du satellite). Ce probl�eme est r�esolu �a l'aide de la m�ethode Feasible

Sequential Quadratic Programming FSQP (d�etaill�ee dans [More 93, Lawrence 97]).

Cette m�ethode est une d�eriv�ee de la m�ethode SQP, mais avec la contrainte suppl�emen-

taire de rechercher une solution respectant les contraintes �a chaque it�eration. Ceci pr�esente

l'avantage de converger vers une solution qui viole le moins possible les contraintes impo-

s�ees, chose qui n'est pas toujours possible avec la m�ethode SQP.

Dans un deuxi�eme temps, une contrainte suppl�ementaire sur l'inclinaison peut être prise

en compte. A partir de la solution multi-impulsionnelle avec rendez-vous en (a;
; �; i),
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crit�ere
d'arrêt

Nouveau point

Oui

Non

Fractionnement

Extrapolation

Powell

(a1; a2)

Etalement

Solution initiale

�1::N1+N2+N3 ;N1;N2;N3

Erreurs �nales sur (a;
; �)

Fig. IV.11 { Algorithme de recherche de solution initiale, �a multi-pouss�ees �etal�ees, et avec

rendez-vous en (a;
; �).

une solution initiale au probl�eme �a multi-pouss�ees �etal�ees est recherch�ee. Pour ce faire, le

principe d'�etalement des pouss�ees d�evelopp�e est appliqu�e. Chaque pouss�ee �el�ementaire est

�etal�ee autour de son anomalie d'application. Comme pour le cas pr�ec�edent, il est possible

de modi�er cette solution a�n d'am�eliorer la pr�ecision d'acquisition de la position cible du

satellite. Pour ce faire, il est possible de modi�er (a1; a2; i1; i2), tel que les erreurs �nales

sur (a;
; �; i) soient assez faibles. Le même principe de calcul des erreurs �nales que celui

illustr�e par la �gure IV.11 est utilis�e. A savoir, pour des valeurs donn�ees de (a1; a2; i1; i2),

le fractionnement puis l'�etalement des pouss�ees est e�ectu�e. Les anomalies d'�etalement

des pouss�ees sont soit donn�ees par la solution initiale, soit selon le principe utilis�e dans

l'algorithme illustr�e par la �gure IV.6. L'algorithme de recherche de cette solution est

illustr�e par la �gure IV.12.

Ensuite, cette solution initiale peut être am�elior�ee et ceci en recherchant la solution

optimale �a multi-pouss�ees �etal�ees avec le rendez-vous en (a;
; �; i). Ceci dit, du fait de

la complexit�e du probl�eme, il s'av�ere que le processus d'optimisation peine g�en�eralement

�a am�eliorer cette solution initiale. Mais �etant donn�e que cette solution n'est qu'une �etape

permettant d'initialiser une phase �nale d'am�elioration de la solution, le choix a �et�e fait

de ne pas approfondir la recherche d'une solution pour ce probl�eme.



IV.2. ETALEMENT DES POUSSEES 111

Nouveau point

d'arrêt
crit�ere
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Fractionnement

Etalement

Extrapolation

�1::N1+N2+N3
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(a1; a2; i1; i2)
N1;N2 ;N3

Solution initiale

anomalies
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Type du choix des

(�1; �2; �3)

Erreurs �nales sur (a;
; �; i)

(�1; �2; �3)

Fig. IV.12 { Algorithme de recherche de solution initiale, �a multi-pouss�ees �etal�ees, et avec

rendez-vous en (a;
; �; i).

IV.2.3 Raccordement des pouss�ees

A ce niveau du processus de r�esolution, une solution �a multi-pouss�ees �etal�ees est cal-

cul�ee. Les phases d'extinction des moteurs d'une pouss�ee �a une autre sont assez courtes

(de l'ordre de la dizaine de minutes). A�n de tendre vers une solution initiale pour le

probl�eme �a trois pouss�ees �etal�ees, il faut supprimer ces arcs balistiques. Pour ce faire, la

solution initiale est modi��ee en rempla�cant ces arcs balistiques par des arcs de pouss�ee.

Donc, la strat�egie de pouss�ee consiste �a appliquer une pouss�ee selon une direction donn�ee

sur une demi-orbite puis, de changer de sens de pouss�ee (le signe est invers�e) sur l'autre

demi-orbite et ceci pour chaque couple de pouss�ees constituant les di��erentes manoeuvres

de type Hohmann (cf. la �gure IV.14).

Du fait de ce raccordement, des erreurs sont induites sur l'acquisition de la position

cible du satellite. Toutefois, les erreurs �etant faibles, cette solution approch�ee sert d'ini-

tialisation au processus de recherche de solution initiale au probl�eme �a trois pouss�ees



112 CHAPITRE IV. RESOLUTION DU PROBLEME ELECTRIQUE

Demi−grand axe

temps

a_final

a_initial

t0

Demi−grand axe

a_initial

t0

Raccordement

a_final

temps

Début de dérive

t1

t1

correspond ‘a la somm

des arcs balistiques int

Fig. IV.13 { Raccordement des pouss�ees (N = 4).
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Fig. IV.14 { Raccordement des pouss�ees.

continues.

IV.3 R�esolution du probl�eme continu avec rendez-

vous en (a;
; �)

Dans ce paragraphe, le probl�eme de rendez-vous orbital avec application de la strat�egie

de trois phases de manoeuvres continues est r�esolu. La strat�egie d'utilisation des e�ets

b�en�e�ques de l'aplatissement terrestre aux pôles est appliqu�ee. Dans un premier temps,

une solution initiale au probl�eme est recherch�ee et ceci en partant de la solution issue du

raccordement de la solution �a multi-pouss�ees �etal�ees.

Ensuite, la mod�elisation du probl�eme d'optimisation est pr�esent�ee (en se basant sur la

mod�elisation pr�esent�ee au paragraphe II.4.2). En�n, plusieurs cas de �gure de r�esolution

du probl�eme sont propos�es [Tebbani 01c]. Dans un premier temps, le mod�ele d'�evolution

dynamique du syst�eme est un mod�ele analytique simpli��e. Ensuite, un mod�ele num�erique
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plus pr�ecis peut être pris en compte, ce qui permet de v�eri�er la validit�e des hypoth�eses

simpli�catrices e�ectu�ees (et notamment l'hypoth�ese de quasi-circularit�e des orbites).

IV.3.1 Recherche de solution initiale au probl�eme continu

A partir de la solution �a pouss�ees raccord�ees, une solution initiale respectant les

contraintes impos�ees est recherch�ee. Pour ce faire, �a chaque phase de manoeuvre, il faut

d�eterminer la direction de pouss�ee ainsi que les dur�ees des phases de pouss�ees. La solution

initiale est recherch�ee dans une classe donn�ee de solution, �a savoir dans la classe de solu-

tions �a direction de pouss�ee constante. D'autre part, les instants de d�ebut d'application

des pouss�ees sont suppos�es constants (ils sont toutefois l�eg�erement modi��es a�n de tenir

compte de l'anomalie de d�ebut d'application des manoeuvres). Donc, il faut d�eterminer

les cinq variables :

(a1; a2; �1���3) (IV.22)

O�u

{ (a1; a2) sont les demi-grand axes des deux orbites interm�ediaires de d�erive,

{ �1���3 sont les d�eclinaisons de pouss�ees. La direction de pouss�ee reste donc constante

le long d'une phase de pouss�ee, avec le changement de signe aux anti-noeuds.

Les contraintes �nales �a respecter sont les rendez-vous : en altitude, en ascension droite

du noeud ascendant et en anomalie. Pour r�esoudre ce probl�eme, la même strat�egie que

celle utilis�ee pour le probl�eme (PEm;ini
a;
;�) (donn�e par l'�equation xIV.20) est utilis�ee (les

deux probl�emes sont �equivalents). Seuls les mod�eles d'extrapolation di��erent.

(PE inia;
;�)
8<:

"a(a1; a2) = 0

�
 � j"
(a1; a2)j+ �� � j"�(a1; a2)j = 0

�1���3 �x�es

(IV.23)

Ainsi, les directions de pouss�ees sont �x�ees et les caract�eristiques des orbites de d�erives

sont d�etermin�ees a�n d'apporter les corrections n�ecessaires aux di��erents param�etres du

satellite. Le mod�ele analytique simpli��e est utilis�e, ce qui permet de simpli�er la r�esolu-

tion de ce probl�eme. Le probl�eme (PE inia;
;�) est un syst�eme de deux �equations �a deux

inconnues, qui peut être r�esolu �a l'aide d'une m�ethode de Powell par exemple.

IV.3.2 Mod�elisation du probl�eme d'optimisation

Avant de pr�esenter la strat�egie de r�esolution du probl�eme d'optimisation consid�er�e, sa

mod�elisation est pr�esent�ee et notamment les modi�cations apport�ees au mod�ele d'�evolu-

tion du syst�eme. Il faut d�eterminer les caract�eristiques des trois phases de pouss�ees, ce

qui revient �a d�eterminer pour chaque phase :

{ l'instant d'allumage des moteurs, not�e tkon,

{ l'instant d'extinction des moteurs, not�e tkoff ,
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{ la direction de pouss�ee durant cette phase �k(t).

a0

a1

a2

ac

phases de poussée

arcs balistiques

t0 t2 t3 t4 t5 t6 tft1

t0 tf

t

t

Fig. IV.15 { Structure g�en�erale du probl�eme de mise �a poste continu.

Au global, il faut optimiser les six instants de commutation de l'�etat du moteur, ainsi

que les directions de pouss�ees le long des phases de pouss�ees. Le probl�eme global s'�ecrit

donc :

(PE)

8>>>><>>>>:
min �m(tf)
dx

dt
= f(x; �; t)

x(t0) = x0
 (x(tf); tf) = 0

(IV.24)

Le long des phases balistiques, un mod�ele analytique est utilis�e, ce qui permet de r�e-

duire le temps de calcul. La r�esolution de ce probl�eme est e�ectu�ee par �etapes. Dans un

premier temps, comme pr�esent�e ci-dessus, l'�evolution du syst�eme est d�ecrite via le mo-

d�ele analytique d�evelopp�e pour la recherche d'une solution initiale au probl�eme. Ensuite,

une int�egration num�erique des �equations est e�ectu�ee, ce qui engendre des probl�emes de

convergence des m�ethodes d'optimisation utilis�ees, ainsi que des probl�emes de pr�ecision

d'int�egration num�erique.

La di��erence d'�evolution des di��erents param�etres et leur ordre de grandeur respectif

engendrent ces di�cult�es. Pour y rem�edier, une mise �a l'�echelle des variables d'�etat est

e�ectu�ee, �a savoir, qu'on proc�ede �a une \normalisation" du syst�eme �etudi�e [Chuang 99].

Les transformations suivantes sont appliqu�ees au syst�eme :
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

t̂ = t �
r

�

ac3

â =
a

ac

m̂ =
m

m0

ĝ0Îsp = g0Isp �
r
ac
�

F̂max =
Fmax

m
� a

2
c

�

âe =
ae
ac

(IV.25)

Suite �a cette normalisation, les �equations d'�evolution du syst�eme sont �equivalentes �a

celles du syst�eme initial d�ecrite au chapitre I, en rempla�cant � par �̂ = 1. Lors de la r�eso-

lution num�erique du probl�eme �etudi�e, une am�elioration de convergence et de robustesse

du processus, grâce �a cette normalisation, a �et�e constat�ee.

Le probl�eme �a trois pouss�ees continues, avec rendez-vous en (a;
; �) s'�ecrit sous la

forme :

(PE â;
;�)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

minJ (t̂1���6; �1���3(t)) = �m(t̂f)

"a(t̂1���6; �1���3(t̂)) = 0

"
(t̂1���6; �1���3(t̂)) = 0

"�(t̂1���6; �1���3(t̂)) = 0

t̂0 < t̂1 < t̂2 < t̂3 < t̂4 < t̂6 < t̂f

��
2
< �1���3(t̂) <

�

2

(IV.26)

o�u t̂1���6 d�esigne les instants normalis�es de commutation de l'�etat du moteur et �1���3(t) sont

les d�eclinaisons de pouss�ees sur les trois phases de manoeuvres. Le crit�ere d'optimisation

peut être exprim�e soit sur la masse �nale, soit sur les dur�ees de pouss�ees. Les deux

formulations sont �equivalentes, mais la deuxi�eme est plus simple �a traduire en terme de

probl�eme de programmation non lin�eaire (et notamment pour le calcul du gradient de la

fonction objectif).

IV.3.3 R�esolution

A partir de cette nouvelle mod�elisation, le probl�eme �a trois pouss�ees continues est

r�esolu. Diverses lois de commandes et m�ethodes sont test�ees. En e�et, dans un premier

temps, les lois de variation de direction de pouss�ees ont �et�e optimis�ees en discr�etisant

l'�evolution du satellite dans le temps. Dans un deuxi�eme temps, le probl�eme est r�esolu en

pr�ed�e�nissant une loi de variation de direction. Les r�esultats issus des di��erentes strat�egies
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sont compar�es en les appliquant �a un cas d'�etude. Lors de la r�esolution des di��erents pro-

bl�emes, des m�ethodes lagrangiennes sont utilis�ees. Ceci se justi�e non seulement par le fait

que l'on dispose de moyens d'estimation des d�eriv�ees, mais aussi par le test d'optimalit�e

qui sera e�ectu�e sur la solution ainsi calcul�ee. En e�et, par la suite (au paragraphe xIV.5),
une strat�egie de v�eri�cation de l'optimalit�e de la solution est pr�esent�ee et appliqu�ee dans

le cadre de cette �etude.

Collocation directe

Cette m�ethode a �et�e utilis�ee pour la r�esolution de probl�emes de transferts orbitaux

interplan�etaires [Hargraves 87, Tang 92, Enright 91b]. Elle consiste �a discr�etiser le pro-

bl�eme d'optimisation �etudi�e et �a le transformer en un probl�eme de programmation non

lin�eaire. Elle pr�esente l'avantage de supprimer l'int�egration des �equations d'�evolution du

syst�eme en les rempla�cant par des approximations (trap�ezo��dale, Simpson, Gauss-Lobatto)

[Enright 91a, Herman 96]. La prise en compte de la pr�ecision de l'int�egration se traduit

par l'ajout de contraintes aux extr�emit�es des intervalles de discr�etisation (dit les noeuds).

Ces contraintes sont les erreurs entre l'�etat (qui est une variable d'optimisation) et sa

valeur issue de l'int�egration approch�ee de sa valeur �a l'instant amont. La �gure IV.16

permet de visualiser ce type de m�ethode.

Noeud tk

xk

Erreur commise

Noeud tk+1

xk+1

x�
k+1

Fig. IV.16 { Illustration de la m�ethode de collocation directe.

Ainsi les variables d'optimisation sont les �etats et la commande �a chaque noeud (dans le

cas de rendez-vous en (â; �;
), il faut d�eterminer les cinq variables (m̂; â;
; �; u)). Cette

m�ethode de r�esolution est tr�es robuste et permet de converger vers la solution optimale,

ind�ependamment de la qualit�e de la solution initiale. Cependant, son e�cacit�e d�epend de

la nature des �equations dynamiques r�egissant le syst�eme (la convergence est meilleure si

le syst�eme est bien conditionn�e). Pour avoir une meilleur convergence, il est n�ecessaire

d'augmenter le nombre d'intervalles de discr�etisation sur les phases de pouss�ees. Dans le

cas de transferts interplan�etaires, les dynamiques des di��erentes variables d'�etat sont de

même nature, ce qui permet de prendre un pas de discr�etisation assez �elev�e. Dans le cas de

transfert circum-terrestre, et du fait de l'�evolution rapide de l'anomalie, l'application de

cette m�ethode n�ecessite un grand nombre de variables (i.e. un pas de discr�etisation assez

faible). De ce fait, le nombre de variables et de contraintes augmente consid�erablement.

Quelques �etudes ont toutefois appliqu�e cette m�ethode pour les transferts terrestres �a faible

pouss�ee. Le probl�eme de transfert orbital LEO-GEO en temps minimum a �et�e �etudi�e par
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[Scheel 94]. Le probl�eme de PNL �etait constitu�e de 60 intervalles de discr�etisation, ce

qui induit 1027 variables d'optimisation et 300 contraintes (la m�ethode de tir multiple

�etait utilis�ee). La r�esolution de ce probl�eme a n�ecessit�e pr�es d'une heure de calcul sur un

CRAY. Pour le probl�eme de transfert orbital �a consommation minimale, l'�etude r�ealis�ee

par [Betts 00] utilise 416123 variables d'optimisation et 249674 contraintes et n�ecessite

pr�es d'une heure de calcul sur un Origin 2000. Donc, l'utilisation de cette m�ethode sup-

pose que l'on dispose d'une puissance de calcul su�samment �elev�ee. Dans notre cas, le

probl�eme avec 30 intervalles de discr�etisation par pouss�ee a �et�e abord�e. Malheureusement,

le processus a �echou�e. Cette m�ethode, bien qu'elle soit performante et robuste pour les

syst�emes bien conditionn�es, s'av�ere mal adapt�ee pour le cas de transferts �a multiples r�e-

volutions. Suite �a cette constatation, d'autres pistes ont �et�e explor�ees pour rechercher la

solution optimale du probl�eme �etudi�e.

Discr�etisation de la commande

Au regard de la m�ethode de collocation directe, il s'av�ere que la di�cult�e que rencontre

l'algorithme �a converger r�eside essentiellement dans les approximations lors de l'int�egra-

tion de la dynamique du syst�eme. Pour y rem�edier, une nouvelle strat�egie de r�esolution

est utilis�ee. Elle consiste �a se lib�erer des variables sur l'�etat et �a ne discr�etiser que la

commande du syst�eme. Donc, les valeurs de l'�etat du syst�eme aux di��erents noeuds de

discr�etisation sont donn�ees par la propagation des �equations, et ceci �a partir des di��erentes

valeurs de la commande sur les di��erents intervalles.

�n de pouss�ee

d�ebut de pouss�ee

un

u1

Fig. IV.17 { Illustration de la m�ethode de discr�etisation de la commande.

Cette m�ethode a �et�e utilis�ee par [Kelley 87] pour r�esoudre des probl�emes de trajectoires

spatiales (appel�ee State Elimination).

Ainsi, chaque phase de pouss�ee est discr�etis�ee en un nombre d'intervalles donn�e, et les

valeurs de la direction de pouss�ees sont optimis�ees. Ce probl�eme d'optimisation s'�ecrit

donc :
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(PEDâ;
;�)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

minJ (t̂1���6; �1���3N) = �m(t̂f) ou min
�
(t̂2 � t̂1) + (t̂4 � t̂3) + (t̂6 � t̂5)

�
"a(t̂1���6; �1���3N) = 0

"
(t̂1���6; �1���3N) = 0

"�(t̂1���6; �1���3N) = 0

t̂0 < t̂1 < t̂2 < t̂3 < t̂4 < t̂6 < t̂f

��
2
< �1���3N <

�

2
(IV.27)

o�u N repr�esente le nombre d'intervalles de discr�etisation. Puisque la direction de pouss�ee

doit changer de signe (au regard des r�esultats de [Marec 83]), le changement de signe de

la direction de pouss�ee aux anti-noeuds est pris en compte. Pour ce faire, la commande

du syst�eme est donn�ee par :

�1���3N(t̂) = �1���3N � sign(sin�(t̂)) (IV.28)

Le probl�eme (PEDa;
;�) est initialis�e avec la solution �a direction de pouss�ee constante. Ce
probl�eme est constitu�e de 3N+6 variables (N commandes sur les trois phases de pouss�ee et

les six instants de commutation), de trois contraintes d'�egalit�e (le rendez-vous orbital) et

de 6N+6 contraintes d'in�egalit�e. Il est r�esolu avec une m�ethode de type gradient (SQP par

exemple) puisqu'il est possible de d�eterminer les d�eriv�ees des contraintes par la m�ethode

des di��erences �nies. La propagation de l'�evolution du syst�eme se fait via une int�egration

de type Runge-Kutta sur le mod�ele de Gauss. Par ailleurs, l'extrapolation du syst�eme

sur les arcs balistiques se fait via la mod�elisation analytique, ce qui permet de diminuer

le temps de calcul. La normalisation des �etats permet d'am�eliorer les performances et

la pr�ecision de ce type de m�ethode. La m�ethode de Di��erenciation automatique permet

d'am�eliorer le calcul des d�eriv�ees [Caillau 00]. Dans ce cadre d'�etude, seule la m�ethode

des di��erences �nies a �et�e test�ee.

Loi de commande pr�ed�etermin�ee

Dans ce qui pr�ec�ede, la discr�etisation de la commande a permis de mod�eliser le pro-

bl�eme d'optimisation et de rechercher la commande optimale. Cependant, il est �egalement

possible d'imposer une loi de commande et de rechercher la solution optimale relative �a

cette loi de commande pr�ed�etermin�ee [Herbiniere 00]. Dans le paragraphe pr�ec�edent, la

direction de pouss�ee est suppos�ee constante le long de chaque intervalle de discr�etisation,

avec un changement de signe aux anti-noeuds. Au regard de l'�equation IV.17, il s'av�ere

que la pouss�ee hors-plan est ine�cace aux noeuds de l'orbite. Il est donc pr�ef�erable de

concentrer l'application de la composante hors-plan de la pouss�ee vers les anti-noeuds et

de la limiter aux endroits o�u elle est la moins e�cace. Ainsi, une loi possible consiste �a

imposer la loi sous-optimale, sur la direction de pouss�ee de la forme :

�(t) = �max � sin(�) (IV.29)
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o�u �max repr�esente la direction de pouss�ee maximale, qui correspond �a la direction de

pouss�ee constante du cas pr�ec�edent. Selon l'�equation IV.29, la pouss�ee est maximale aux

anti-noeuds et s'annule aux noeuds. De ce fait, puisque la correction tangentielle est ef-

fectu�ee simultan�ement, l'int�egralit�e de la pouss�ee vers les noeuds est utilis�ee pour corriger

l'altitude. Cette loi de pouss�ee est �equivalente �a celle adopt�ee pour la correction de l'in-

clinaison uniquement dans [Kluever 00b]. Par la suite, cette loi de direction de pouss�ee

sera g�en�eralis�ee dans le cas de correction hors-plan quelconque.

Le probl�eme d'optimisation se simpli�e. En e�et, pour chaque phase de manoeuvre, il

su�t de d�eterminer sa date de d�ebut, sa dur�ee et la valeur de la d�eclinaison maximale.

Donc, le probl�eme (PEPa;
;�) s'�ecrit sous la forme :

(PEPâ;
;�)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minJ (t̂1���6; �1���3) = �m(t̂f)

ou bien min
�
(t̂2 � t̂1) + (t̂4 � t̂3) + (t̂6 � t̂5)

�
"a(t̂1���6; �1���3) = 0

"
(t̂1���6; �1���3) = 0

"�(t̂1���6; �1���3) = 0

t̂0 < t̂1 < t̂2 < t̂3 < t̂4 < t̂6 < t̂f

��
2
< �1���3 <

�

2

(IV.30)

Ce probl�eme est constitu�e de 9 variables d'optimisation (les six instants de commu-

tation et les trois amplitudes maximales de d�eclinaison), de trois contraintes d'�egalit�e

(le rendez-vous orbital) et de douze contraintes d'in�egalit�e (contraintes sur les variables

d'optimisation). Une m�ethode de type gradient est utilis�ee pour le r�esoudre (la m�ethode

SQP par exemple).

IV.4 R�esolution du probl�eme continu avec rendez-

vous en (a;
; �; i)

La contrainte suppl�ementaire de rendez-vous en inclinaison est ici rajout�ee. Ce nou-

veau probl�eme est �equivalent au probl�eme pr�ec�edent. Il faut donc d�eterminer les instants

de commutation de l'�etat du moteur ainsi que les directions de pouss�ees. Comme pour le

cas pr�ec�edent, plusieurs possibilit�es de mod�elisation de la commande sont possibles : par

collocation directe, discr�etisation ou par une loi de commande impos�ee. A ce nouveau pro-

bl�eme se rajoute �egalement trois nouvelles variables qui sont les anomalies de changement

de signe de la direction de pouss�ee. Elles sont soit �egales aux noeuds (si seule l'inclinaison

est corrig�ee via les composantes hors-plan), ou alors elles doivent être optimis�ees pour

combiner les corrections en (i;
).

IV.4.1 Recherche d'une solution initiale

La solution issue du raccordement des pouss�ees de la solution �a multi-pouss�ees �eta-

l�ees sert d'initialisation �a ce nouveau probl�eme. Pour ce faire, deux cas de �gures sont
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possibles :

{ soit les anomalies de changement de signe sont �x�ees �a leur valeurs issues de la

solution avec raccordement des multi-pouss�ees.

{ soit elles sont d�etermin�ees pour a�ner le rendez-vous en (
; i).

La premi�ere solution est pr�ef�erable puisque g�en�eralement, la solution �a multi pouss�ees

�etal�ees est assez proche de la solution �a trois phases de pouss�ees continues. Ce probl�eme

s'�ecrit donc :

(PE inia;
;�;i)

8>>>>><>>>>>:

"a(a1; a2; i1; i2) = 0

"
(a1; a2; i1; i2) = 0

"�(a1; a2; i1; i2) = 0

"i(a1; a2; i1; i2) = 0

�1���3 �x�es

(IV.31)

Dans le cas o�u la solution du probl�eme (PE inia;
;�;i) est di�cile �a calculer, les trois ano-

malies �1���3 sont lib�er�ees et le probl�eme �a r�esoudre devient un probl�eme de minimisation

de quatre contraintes (r�esolu par la m�ethode FSQP).

IV.4.2 Mod�elisation et r�esolution du probl�eme d'optimisation

Une normalisation du probl�eme est e�ectu�ee selon les transformations introduites pr�e-

c�edemment (cf. l'�equation IV.25). Comme pour le cas sans correction d'inclinaison, cette

transformation permet d'am�eliorer le traitement num�erique et la convergence du proces-

sus d'optimisation. Les trois m�ethodes de r�esolution appliqu�ees pr�ec�edemment peuvent

être appliqu�ee �a ce nouveau probl�eme.

M�ethode de collocation directe

La m�ethode de collocation peut être appliqu�ee pour r�esoudre ce probl�eme. Il est donc

constitu�e de 18(N+1)+9 variables (les commandes et les variables d'�etat �a chaque noeud,

les instants de commutation, les trois anomalies de changement de signe de la commande),

de quatre contraintes d'�egalit�e (le rendez-vous orbital) et de 21 � (N +1) + 12 contraintes

d'in�egalit�e (les sept contraintes aux extr�emit�es des N intervalles de discr�etisation, les

six conditions sur les instants de commutation et les six conditions sur les anomalies de

changement de signe). Cette m�ethode n'a pas �et�e test�ee dans le cadre de cette �etude. En

e�et, devant l'�echec de la m�ethode de collocation directe dans le cas sans correction de

l'inclinaison, et �etant donn�e la taille plus �elev�ee du nouveau probl�eme, nous avons pr�ef�er�e

explorer les deux autres m�ethodes qui se sont av�er�ees plus performantes.

Discr�etisation de la commande

La deuxi�emem�ethode consiste donc �a discr�etiser la loi de commande sur des intervalles

�a pas �xe. Les �etats du syst�eme sont d�etermin�es par propagation des �equations (int�egration
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num�eriqueRunge-Kutta). Ainsi, la direction de pouss�ee est constante sur chaque intervalle

de discr�etisation, avec le changement de signe �a des anomalies donn�ees par les corrections

�a e�ectuer en (
; i). La loi de direction de pouss�ee, sur chaque phase de manoeuvre est

donn�ee par :

�1���3N(t) = �1���3N � sign(cos (�� �1���3)) (IV.32)

avec :

{ �k direction de pouss�ee sur le ki�eme intervalle de discr�etisation,

{ �k noeud d'intersection. Trois cas de �gures sont possibles, selon l'utilisation sou-

hait�ee de la composante hors-plan de la pouss�ee :

�k =

8><>:
�

2
si seul 
 est corrig�e

0 si seul i est corrig�e

autre si (i;
) corrig�es simultan�ement

(IV.33)

Dans le cas g�en�eral, cette anomalie devra être optimis�ee pour que les contraintes

�nales soient respect�ees.

Le probl�eme d'optimisation s'�ecrit donc sous la forme :

(PEDâ;
;�;i)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

minJ (t̂1���6; �1���3N ; �1���3) = �m(t̂f) ou min
�
(t̂2 � t̂1) + (t̂4 � t̂3) + (t̂6 � t̂5)

�
"a(t̂1���6; �1���3N ; �1���3) = 0

"
(t̂1���6; �1���3N ; �1���3) = 0

"�(t̂1���6; �1���3N ; �1���3) = 0

"i(t̂1���6; �1���3N ; �1���3) = 0

t̂0 < t̂1 < t̂2 < t̂3 < t̂4 < t̂6 < t̂f

��
2
< �1���3N <

�

2
0 � �1���3 � �

(IV.34)

Ce probl�eme est constitu�e de 3N + 9 variables d'optimisation, de quatre contraintes

d'�egalit�e et de 6N +12 contraintes d'in�egalit�e. Il est r�esolu par une m�ethode lagrangienne

(SQP ou bien FSQP s'il existe des probl�emes de convergence vers une solution respec-

tant les contraintes). La grande di�cult�e de ce probl�eme r�eside dans la d�etermination des

anomalies de changement de signe (et donc des noeuds d'intersection). En e�et, le pro-

bl�eme est tr�es sensible �a ces trois variables, ce qui rend essentielle la qualit�e de la solution

initiale.

Loi de commande pr�ed�etermin�ee

Il est �egalement possible de pr�ed�e�nir une loi de commande sous-optimale, ce qui

permet de simpli�er le probl�eme d'optimisation �a r�esoudre. Puisque la composante hors-

plan est ine�cace aux noeuds pour la correction de l'ascension droite du noeud ascendant
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et aux anti-noeuds pour celle de l'inclinaison, il est bien �evidemment \optimal" de la

centrer autour du noeud d'intersection qui permet de combiner les deux corrections.

La loi quasi-optimale qui en d�ecoule s'�ecrit sous la forme :

�(t) = �max � (cos (�� �n)) (IV.35)

O�u :

{ �max est l'amplitude maximale de la composante hors-plan,

{ �n est l'anomalie correspondant au noeud d'intersection. Trois cas de �gures sont

possibles, selon l'utilisation souhait�ee de la composante hors-plan de la pouss�ee :

�n =

8><>:
�

2
si seul 
 est corrig�e

0 si seul i est corrig�e

autre si (i;
) corrig�es simultan�ement

(IV.36)

Cette loi est la g�en�eralisation de celle donn�ee par l'�equation IV.29 (pour la correc-

tion uniquement de l'ascension droite du noeud ascendant ) et de celle utilis�ee dans

[Kluever 00b](pour la correction exclusive de l'inclinaison).

Ainsi, sur chaque phase de pouss�ee, l'amplitude maximale de pouss�ee et l'anomalie de

changement de signe su�sent pour mod�eliser la commande. Le probl�eme �a r�esoudre se

voit donc simpli��e et s'�ecrit sous la forme :

(PEPâ;
;�;i)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

minJ (t̂1���6; �1���3; �1���3) = �m(t̂f) ou min
�
(t̂2 � t̂1) + (t̂4 � t̂3) + (t̂6 � t̂5)

�
"a(t̂1���6; �1���3; �1���3) = 0

"
(t̂1���6; �1���3; �1���3) = 0

"�(t̂1���6; �1���3; �1���3) = 0

t̂0 < t̂1 < t̂2 < t̂3 < t̂4 < t̂6 < t̂f

��
2
< �1���3 <

�

2
0 � �1���3 � �

(IV.37)

Ce probl�eme est r�esolu avec une m�ethode de type gradient (la m�ethode SQP).

IV.5 Optimalit�e des solutions par l'approche indi-

recte

Dans ce qui pr�ec�ede, le probl�eme de d�etermination d'une solution comportant trois

phases de pouss�ees continues a �et�e r�esolu par une approche directe. Des m�ethodes d'op-

timisation locale ont �et�e utilis�ees pour rechercher une telle solution. L'optimalit�e de la

solution ainsi calcul�ee n'est pas garantie. Par ailleurs, l'optimalit�e d'une solution peut

être test�ee dans l'approche indirecte (se basant sur l'application du principe du maxi-

mum par exemple [Bryson 75]). En e�et, cette approche dite indirecte permet d'�ecrire
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des conditions n�ecessaires d'optimalit�e en se basant sur le calcul de variables adjointes. Il

n'est pas ais�e de d�eterminer ces variables, notamment �a cause de la grande sensibilit�e du

probl�eme �a ces �etats adjoints.

Plusieurs strat�egies d'estimation de ces param�etres ont �et�e mises au point. Dans ce

paragraphe, seule celle issue de la r�esolution du probl�eme optimal via la m�ethode de

collocation directe est utilis�ee. En e�et, il a �et�e �etabli des relations liant les param�etres

adjoints et les param�etres Karush, Kuhn et Tucker (KKT) du probl�eme de PNL asso-

ci�e [Fahroo 01, Enright 92, Von Stryck 93, B�uskens 00]. Ainsi, selon la m�ethode de

collocation choisie, une relation est �etablie entre l'approche directe et indirecte. Dans

[Enright 91a, Enright 91b], la m�ethode de Runge-Kutta est utilis�ee pour r�ealiser l'in-

t�egration des �equations. Il a �et�e �etabli que les param�etres de KKT �a chaque noeud (i.e.

extr�emit�e d'un intervalle de discr�etisation) repr�esentent la discr�etisation de l'�etat adjoint

�a cet instant. Le même r�esultat est �elargi au cas de collocation avec la r�egle de Gauss-

Lobatto [Von Stryck 93, Enright 91b]. De meilleurs r�esultats sont obtenus dans le cas

de collocation bas�ee sur l'approche pseudo-spectrale de Legendre [Fahroo 01].

Dans le cas o�u les �etats ne sont plus des variables de discr�etisation (ce qui correspond

�a l'approche adopt�ee dans cette �etude), il a �et�e �etabli en [B�uskens 00] que les �etats

adjoints au temps �nal sont calcul�es directement en fonction des multiplicateurs de KKT

associ�es au probl�eme optimal. Ainsi, si � d�esigne l'�etat adjoint au temps �nal et � les

multiplicateurs de KKT, alors :

�(tN ) = @xg(xN) + �T
@ f

@x
(xN ) (IV.38)

o�u g est la fonction coût et  f la contrainte sur l'�etat �nal. Ainsi, les param�etres de

KKT donn�es par la m�ethode de programmation non lin�eaire utilis�ee (la SQP dans cette

�etude) approximent les valeurs des multiplicateurs de Lagrange associ�es au probl�eme �etu-

di�e. A partir de ces valeurs des �etats adjoints et en se basant sur la connaissance de la

commande optimale (issue de la minimisation de l'Hamiltonien), les �equations sont int�e-

gr�ees de l'instant �nal jusqu'�a l'instant initial. La pr�ecision avec laquelle l'�etat initial est

reconstitu�e permet de conclure sur l'optimalit�e de la solution. Il est �egalement possible

d'introduire la fonction de commutation [Bryson 75], ce qui permet de conclure sur l'op-

timalit�e de la structure de pouss�ee impos�ee (i.e. la strat�egie de trois phases de pouss�ee).

Dans ce qui suit, le principe du maximum de Pontryagin est appliqu�e au syst�eme �etu-

di�e, ce qui permet d'�etablir les �equations d'�evolution des �etats et �etats adjoints et de la

commande optimale du syst�eme.

IV.5.1 Rendez-vous (a;
; �)

Dans un premier temps, le probl�eme (PEDâ;
;�) est r�esolu par l'approche indirecte. Le

probl�eme de contrôle optimal �etudi�e s'�ecrit sous la forme :

min(�m̂(t̂f )) = min(g(x̂(t̂); t̂)) (IV.39)
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dx̂

dt̂
= f(x̂;u; F̂ ; t̂) (IV.40)

x̂(t̂0) = x̂0 (IV.41)

 (x̂(t̂f); t̂f) = 0 (IV.42)

o�u

{ le crit�ere ne porte que sur l'�etat �nal du satellite et de ce fait le probl�eme est sous

forme Bolza.

{ la condition IV.41 repr�esente les conditions sur l'�etat initial (m̂; â;
; �).

{ f est donn�ee par les �equations de Gauss.

{  repr�esente la condition sur l'�etat �nal. Elle est de la forme :

 =

0@ â� âc

 � 
c

� � �c

1A (IV.43)

le vecteur de commande u = [ut; uw] est constitu�e de deux composantes puisque la

direction normale de pouss�ee est supprim�ee. Ce vecteur est unitaire et le module de

pouss�ee est donn�e par :

F̂ =

(
0 si � = 0

F̂max si � = 1
(IV.44)

avec � est l'�etat du moteur (cf. xII.4.2).
L'�equation IV.40 s'�ecrit �egalement sous la forme :

dx̂

dt
= f0 +MF̂u (IV.45)

avec :

f0 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

� F̂

ĝ0Îsp

0

C
J2(i)
1

â3:5

1

â1:5
+
C�J2(i)
â3:5

1CCCCCCCCCCCCCCA
(IV.46)

et
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M =

0BBBBBBBBBBBBB@

0 0

2 � â1:5 1
m̂

0

0
p
â � sin�

sin i
� 1
m̂

0 �
p
â � sin�

tan i
� 1
m̂

1CCCCCCCCCCCCCA
(IV.47)

L'Hamiltonien associ�e �a ce probl�eme est donn�e �a partir de l'application du principe du

maximum de Pontryagin [Pontryagin 64] :

H = �Tf (IV.48)

La commande optimale est obtenue en minimisant l'Hamiltonien :

u� = arg min
u2Uad

H (IV.49)

L'Hamiltonien �etant lin�eaire par rapport �a la commande, sa minimisation donne :

u� = � MT�

kMT�k (IV.50)

En ce qui concerne la commande suppl�ementaire qui est la pouss�ee du moteur (�etat

�eteint ou allum�e), la minimisation de l'Hamiltonien conduit �a une commande de type

Bang-Bang :

F̂ =

(
0 0 si S > 0

F̂max 0 si S < 0
(IV.51)

o�u S est la fonction de commutation qui est donn�ee par :

S =
�m

ĝ0Îsp
� kMT�k (IV.52)

Le cas o�u cette fonction est nulle sur un intervalle est appel�e arc singulier. Dans ce

cas, les conditions d'optimalit�e du premier ordre ne sont pas su�santes pour d�eterminer

la commande optimale. Il sera suppos�e dans cette �etude qu'aucun arc singulier n'existe.

Les �etats adjoints sont donn�es par :

d�

dt
= �@H

@x
= �

�
@f

@x

�T

� � (IV.53)

Les �equations de transversalit�e permettent de compl�eter le syst�eme d'�equations �a r�e-

soudre. En plus des conditions IV.41 et IV.42, il est possible d'�ecrire :

�(t̂0) = �
�
gx̂(t̂0) + �T0

@ f

@x̂
(x̂(x̂f );u

�(t̂0); t̂0)

�
(IV.54)
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�(t̂f ) = gx̂(x̂(t̂f );u
�(t̂f ); t̂f) + �T

@ f

@x̂
(x̂(t̂f );u

�(t̂f ); t̂f) (IV.55)

o�u �0 et � sont les multiplicateurs de Lagrange associ�es aux deux contraintes extr�emales.

Notamment, la valeur �nale de l'�etat adjoint associ�e �a la masse vaut 1.

Donc, le syst�eme �a r�esoudre est constitu�e des �equations (IV.40,IV.53), sous les condi-

tions aux deux bouts (IV.41, IV.42, IV.54 , IV.55). La commande optimale est donn�ee

par l'�equation IV.50 et l'�etat du moteur par l'�equation IV.51.

Les �equations du syst�eme �etant �etablies, il est �a pr�esent possible de v�eri�er l'optimalit�e

de la solution issue de l'approche directe. Donc, �a partir de la position �nale du satellite

et des valeurs des multiplicateurs de KKT, les �equations (IV.40, IV.53) sont int�egr�ees

vers l'instant initial. La commande utilis�ee est celle minimisant l'Hamiltonien (donn�ee

par l'�equation IV.50). Les instants de commutation sont d�e�nis par les instants issus

de l'approche directe. La pr�ecision avec laquelle la condition IV.41 est respect�ee donne

une id�ee sur l'optimalit�e de la solution trouv�ee. Cette m�ethodologie est appliqu�ee �a un

cas num�erique et expliqu�e dans le paragraphe IV.6. Puisque les instants de commutation

sont impos�es, des discontinuit�es sur la dynamiques du syst�eme �a de points int�erieurs sont

introduites, ce qui correspond �a l'extinction ou l'allumage des moteurs.

Par exemple, la mod�elisation d'une phase de pouss�ee suivie d'un arc balistique se fait

par :

_x = f (1)(x; u; t) (IV.56)

�a partir de l'instant t̂� issu de l'optimisation par approche directe, la dynamique du

syst�eme devient :

_x = f (2)(x; u; t) (IV.57)

O�u f (1) (respectivement f (2)) est la dynamique avec � = 1 (respectivement � = 0).

Dans [Bryson 75], ce type de discontinuit�e et son in
uence sur le probl�eme optimale

est trait�e. Dans notre cas, puisque les instants de commutation ne d�ependent pas ex-

plicitement des variables d'�etats, ce type de discontinuit�e induit une discontinuit�e sur

l'Hamiltonien (les variables adjointes sont quant �a elles continues �a l'instant de commu-

tation). Cette propri�et�e a pu être v�eri��ee �a posteriori, en tra�cant l'Hamiltonien relatif �a

la solution obtenue.

IV.5.2 Rendez-vous (a;
; �; i)

Dans ce qui pr�ec�ede, l'inclinaison a �et�e suppos�ee constante. Ce param�etre peut être

pris en consid�eration en rajoutant son �equation d'�evolution. Globalement, les �equations

restent valables, avec le rajout de l'�etat adjoint associ�e �a cette variable. L'ordre du syst�eme

global augmente, mais la strat�egie de r�esolution reste la même.

G�en�eralement, il est possible d'�ecrire le syst�eme global avec toutes les variables du

syst�eme (sans aucune simpli�cation comme celle faite dans le paragraphe pr�ec�edent). Le

fait de se lib�erer d'une variable d'�etat revient �a imposer des valeurs �nales ou initiales

nulles pour l'�etat adjoint associ�e.
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Dans le cas sans rendez-vous en inclinaison, ce param�etre est pris comme param�etre du

probl�eme d'optimisation. Par contre, dans le cas ou sa valeur �nale est �x�ee, il est consid�er�e

comme une variable, ce qui n�ecessite l'introduction de sa variable adjointe associ�ee.

IV.6 Application �a un cas d'�etude

Le cas d'�etude pr�esent�e dans le cas impulsionnel (cf. xIII.10.2) est �a nouveau r�esolu

dans ce paragraphe. Ce satellite est suppos�e �equip�e d'un moteur dont les caract�eristiques

sont les suivantes : 8<:
m = 1000 kg

F = 3Newton

Isp = 2000 s

(IV.58)

L'acc�el�eration initiale est donc de 3 � 10�3m=s2, ce qui correspond �a un niveau de pouss�ee

moyen.

IV.6.1 Fractionnement des pouss�ees

A partir de la solution tri-impulsionnelle, le fractionnement des pouss�ees est e�ectu�e. Le

nombre des pouss�ees d�epend de la valeur de la pouss�ee du moteur. Le tableau IV.1 donne

le nombre de pouss�ees appliqu�ees �a chaque phase de manoeuvre et ceci pour di��erentes

valeurs de la pouss�ee, pour un transfert avec rendez-vous en (a;
; �).

Fmax (Newton) 60 10 3 1 0.5

N1 2 4 12 34 68

N2 2 4 8 8 8

N3 2 4 10 50 98

coût (m/s) 260.29 259.1373 258.439 258.06 270.23

Tab. IV.1 { Nombres de pouss�ees fractionn�ees pour divers niveaux de pouss�ee - sans

correction de l'inclinaison.

Fmax(Newton) 60 10 3 1 0.5

N1 2 4 12 36 72

N2 2 4 14 36 72

N3 2 2 8 20 42

coût (m/s) 289.93 287.19 287.19 286.53 288.92

Tab. IV.2 { Nombres de pouss�ees fractionn�ees pour divers niveaux de pouss�ee - avec

correction de l'inclinaison.

Le fractionnement et donc la multiplication des pouss�ees doit avoir un e�et b�en�e�que

sur la consommation car leur composante tangentielle voit son e�cacit�e augmenter avec
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l'altitude. Ceci se v�eri�e sur les quatre premi�eres colonnes du tableau IV.1 et pas sur la

derni�ere.

Lorsque l'amplitude maximale devient tr�es faible (Fmax = 0:5N), le coût devient plus

important. Ceci se justi�e par le fait que les dur�ees des phases de d�erives sont devenues

insu�santes pour apporter les corrections n�ecessaires sur 
 et de ce fait, les composantes

hors-plan des pouss�ees sont plus importantes. Cette situation peut être contourn�ee si la

dur�ee totale de mise �a poste est prolong�ee. En e�et, la recherche de solution pour le même

niveau de pouss�ee et pour une dur�ee plus longue (400 jours au lieu de 300 jours) permet

de converger vers une solution moins coûteuse (le coût est de l'ordre de 259 m/s pour un

transfert sans rendez-vous en inclinaison).

D'autre part, les coûts relatifs au probl�eme avec correction de l'inclinaison sont plus

faibles que ceux de la solution tri-impulsionnelle, ce qui se justi�e par le fait que dans

le cas multi-impulsionnel, le nombre de tours di��erentiels entre la cible et le satellite est

lib�er�e. Ainsi, l'algorithme converge vers des solutions de nature di��erente par rapport �a

l'initialisation.

R�esolution du probl�eme (Pm
a;�;
)

La valeur de la pouss�ee est �x�ee �a 3 Newton. Le fractionnement des pouss�ees conduit

�a une strat�egie de transfert constitu�ee de 30 pouss�ees dont la r�epartition entre les trois

phases est donn�ee dans le tableau IV.1. Les deux derni�eres phases de manoeuvres se situent

vers la �n de l'horizon temporel de mise �a poste. La �gure IV.18 r�esume les caract�eristique

de la solution. Les pouss�ees relatives aux trois phases de pouss�ees ne sont pas repr�esent�ees

selon la variable temporelle du fait des ordres de grandeur des dur�ees de d�erive. Un zoom

est e�ectu�e sur la premi�ere phase de pouss�ees (sur l'altitude, la d�eclinaison). Les modules

des pouss�ees ne d�epassent pas les 10 m/s. Les modules des pouss�ees tangentielles et hors-

plan diminuent avec l'altitude, ce qui se justi�e par l'augmentation de l'e�cacit�e des

pouss�ees avec l'altitude. La visualisation des d�eclinaisons de pouss�ees permet de conclure

que la r�epartition des pouss�ees de la solution optimale est inversement proportionnelle

�a l'altitude. Le trac�e de la variation de
sin(�)p

a
(cf. �gure IV.18), ce qui correspond �a

la constante K introduite en annexe A, montre que cette valeur est approximativement

constante (�a 10�3 pr�es) sur une même phase de pouss�ee. Ainsi, la condition d'optimalit�e

de la r�epartition des pouss�ees hors-plan (donn�ee par l'�equation B.6) est v�eri��ee.

Les caract�eristiques du transfert sont donn�ees par le tableau IV.3. Ainsi, cette solution

est moins coûteuse que la solution tri-impulsionnelle (cf. tableau III.2). Les orbites de

d�erive sont cependant �equivalentes entre les deux solutions. Du fait de leur fractionnement,

les pouss�ees sont plus e�caces avec l'altitude et ainsi, le coût global se voit am�elior�e.

a [km] dur�ee [jours]

O. d�erive #1 7506.34 293.63

O. d�erive #2 7630.07 1.47

Tab. IV.3 { Caract�eristiques de la solution optimale du probl�eme (Pm
a;�;
).
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Fig. IV.18 { R�esolution multi-impulsionnel sans correction de l'inclinaison (avec zoom

de la premi�ere phase de pouss�ee).

R�esolution du probl�eme (Pm
a;�;
;i)

Le probl�eme avec rendez-vous en (a; �;
; i) est r�esolu pour Fmax = 3 Newton. Le

nombre total de pouss�ees est de 34 pouss�ees (cf. tableau IV.2). Ce probl�eme est assez

proche de la solution sans correction de l'inclinaison, puisque la correction totale sur ce

param�etre est de 1 degr�e. En e�et, plus la correction est importante, plus le nombre total

de pouss�ees est grand. Comme pr�ec�edemment, la solution est r�esum�ee par la �gure IV.19.

La d�eclinaison de pouss�ee est proportionnelle �a l'altitude et les pouss�ees, sur une même

phase de manoeuvre, sont d�ecroissantes avec l'altitude puisque leur e�cacit�e augmente.

Le trac�e de la constante K (cf. �gure IV.19) permet de remarquer qu'elle reste approxi-

mativement constante le long d'une phase de manoeuvre. Les anomalies d'application des

pouss�ees sont de 0.69 , 0.3 et 0.57 degr�es, c'est �a dire pratiquement aux noeuds. Ainsi, les

composantes hors-plan des pouss�ees servent essentiellement �a corriger l'inclinaison. Les

orbites de d�erive, donn�ees par le tableau IV.4, poss�edent approximativement les mêmes

caract�eristiques que celles de la solution tri-impulsionnelle. Le gain constat�e sur le coût

provient principalement du fractionnement des pouss�ees (et non de la nature di��erente

de la solution calcul�ee).
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Fig. IV.19 { R�esolution du probl�eme multi-impulsionnel avec correction de l'inclinaison

(avec zoom de la premi�ere phase de pouss�ee)

a [km] dur�ee [jours] i [deg]

O. d�erive #1 7486.18 289.55 53.31

O. d�erive #2 7725.58 2.55 53.74

Tab. IV.4 { Caract�eristiques de la solution optimale du probl�eme (Pm
a;�;
;i).

IV.6.2 Etalement des pouss�ees

L'�etalement de chaque pouss�ee �el�ementaire est e�ectu�e selon le processus pr�esent�e au

xIV.2. Les r�esultats relatifs �a chaque probl�eme sont pr�esent�es dans ce qui suit.

R�esolution du probl�eme (PEma;
;�)

L'�etalement de la solution optimale du probl�ememulti-impulsionnel conduit �a un trans-

fert dont l'erreur �nale est de :
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8<:
"a = 10�9 m

"
 = 0:1 deg.

"� = 14 deg.

(IV.59)

La masse �nale du satellite est de 986:897 kg (ce qui est �equivalent �a un incr�ement de

vitesse de 258:7611 m=s).

Pour corriger ces erreurs issues de l'�etalement (et donc de la perte d'e�cacit�e des pous-

s�ees), une solution initiale �a multi-pouss�ees �etal�ees est recherch�ee. Elle est assez proche de

l'initialisation, en terme de coût, comme le montre le tableau IV.5. En e�et, puisque les

composantes hors-plan des pouss�ees sont �x�ees, seules des modi�cations sur les altitudes

de d�erive permettent d'a�ner le rendez-vous �nal impos�e. Ainsi, l'altitude de la deuxi�eme

orbite de d�erive augmente pour r�eduire l'�ecart entre l'anomalie cible et l'anomalie r�eelle du

satellite. Cette modi�cation des altitudes a de faibles r�epercussions sur la consommation

du satellite. Cependant, une modi�cation des altitudes de d�erive peut être insu�sante

pour apporter toutes les corrections n�ecessaires. En e�et, l'erreur sur l'ascension droite

du noeud ascendant reste du même ordre de grandeur que celle de l'initialisation.

La solution optimale permet d'am�eliorer la pr�ecision sur les di��erents param�etres ac-

quis, sans toutefois am�eliorer de fa�con signi�cative la consommation du satellite (le gain

est de 95 g). En e�et, cette solution poss�ede des d�eclinaisons plus importantes qui lui per-

mettent de corriger l'ascension droite du noeud ascendant. De ce fait, le coût augmente

et donc le gain entre les deux solutions n'est pas consid�erable.

a1 a2 m(tf) "a "
 "�
km km kg m deg. deg.

Solution multi 7506.34 76300.06 986.89 10�8 0.1 14

impulsionnelle

Solution initiale 7506.07 7665.17 986.895 10�8 -0.07 -10�4

multi-�etal�ee

Solution optimale 7506.071 7665.17 986.80 10�8 3:10�4 2:10�4

multi-�etal�ee

Tab. IV.5 { Caract�eristiques des solutions du probl�eme (PEma;�;
).

Le transfert est donc e�ectu�e par une succession d'arcs de pouss�ees maximales et

d'arcs balistiques. Les dur�ees des arcs balistiques interm�ediaires (qui correspondent aux

arcs entre des phases de pouss�ees pendant une phase de manoeuvre) sont de l'ordre

de quelques minutes (cf. �gure IV.20). La variation de l'altitude est constitu�ee d'une

succession de paliers et de variations continues (cf. �gure IV.21). La masse du satellite

poss�ede ce même type de variation.

L'allure des r�epartitions des pouss�ees hors-plan est donn�ee par la �gure IV.22. La loi de

r�epartition est croissante avec l'altitude, ce qui co��ncide avec la loi de r�epartition optimale.
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Fig. IV.20 { Niveau du module de pouss�ee apr�es �etalement (avec zoom sur la premi�ere

phase de pouss�ee).
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Fig. IV.21 { Variation du demi-grand axe (avec zoom sur la premi�ere phase de pouss�ee).
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Fig. IV.22 { D�eclinaison de pouss�ee sur la premi�ere phase de pouss�ee, pour la solution

optimale de (PEma;�;
).

R�esolution du probl�eme (PEma;
;�;i)

A pr�esent, la correction de l'inclinaison est prise en compte. L'�etalement de la solution

multi-impulsionnelle permet d'obtenir une solution �a multi-pouss�ees �etal�ees qui n'est pas

pr�ecise pour les rendez-vous impos�es (cf. tableau IV.6). Ceci �etait pr�evisible �etant donn�ee

la perte d'e�cacit�e des pouss�ees suite �a leur �etalement. Dans un premier temps, une solu-

tion au probl�eme (PEm;ini
a;
;�;i) est recherch�ee. L'erreur sur l'acquisition de l'inclinaison

est assez �elev�ee (par rapport �a la solution impulsionnelle), ce qui se justi�e par le fait que

les pouss�ees �etal�ees sont moins e�caces que les pouss�ees impulsionnelles. En e�et, si l'on

d�esire e�ectuer une correction donn�ee sur ce param�etre, la d�eclinaison de la pouss�ee en est

d�eduite, mais du fait de la perte de l'e�cacit�e de la pouss�ee, une erreur �nale est induite.

Comme le montrent les r�esultats num�eriques, du fait de la strat�egie de r�esolution utilis�ee,

il s'av�ere di�cile d'annuler l'erreur en inclinaison. La pr�ecision sur l'ascension droite du

noeud ascendant est meilleure. En e�et, une modi�cation des inclinaisons des orbites de

d�erive permet de modi�er la d�erive naturelle due au J2 et donc d'a�ner l'acquisition de

ce param�etre.

Ces di��erentes solutions restent assez proches puisque les m�ethodes de r�esolution sont

des m�ethodes locales (utilisation du simplexe de Nelder & Mead).

Comme pour le cas impulsionnel, les composantes hors-plan servent essentiellement �a

corriger l'inclinaison. De ce fait, les anomalies d'intersection des noeuds sont donc aux

alentours des noeuds de l'orbite. Similairement �a l'altitude, l'inclinaison augmente par

paliers (cf. �gure IV.23).

Cette solution est utilis�ee, une fois les pouss�ees raccord�ees, pour initialiser la recherche

de la solution �a trois pouss�ees continues.
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a1 a2 i1 i2 m(tf ) "a "
 "� "i

km km deg. deg. kg m deg. deg. deg.

Solution multi 7486.18 7725.58 53.25 53.80 985.45 10�8 2.0 -21.9 0.3

impulsionnelle

Solution initiale 7488.89 7727.59 53.43 53.72 985.40 10�8 0.28 -0.2 0.28

multi-�etal�ee

Solution optimale 7488.24 7728.54 53.35 53.71 985.45 10�8 0.00037 -0.20 0.27

multi-�etal�ee

Tab. IV.6 { Caract�eristiques des solutions du probl�eme (PEma;�;
;i).
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Fig. IV.23 { Variation de l'inclinaison (avec zoom de la premi�ere phase de pouss�ee).

IV.6.3 R�esolution du probl�eme �a trois pouss�ees continues

A pr�esent, le probl�eme �a trois pouss�ees continues est r�esolu. Les deux cas avec et sans

correction de l'inclinaison sont trait�es et ceci pour les deux cas de �gure de r�esolution, �a

savoir soit par discr�etisation de la loi de commande, soit en imposant un loi pr�ed�etermin�ee.

Comme �enonc�e pr�ec�edemment, une normalisation des variables d'�etat est e�ectu�ee. Les

r�esultats num�eriques pr�esent�es dans les paragraphes suivants sont donn�es en fonction de

ces valeurs normalis�ees. Le probl�eme normalis�e est donn�e par :8>>>>><>>>>>:

t̂0 = 0

t̂f = 0:2731[jours] = 23595:8[secondes]

m̂0 = 1

â0 = 0:9317

âc = 1

(IV.60)
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R�esolution du probl�eme (PEa;
;�)
Dans ce paragraphe, le probl�eme de mise �a poste �a trois pouss�ees continues est r�esolu.

Les deux cas de �gure de r�esolution pr�esent�es pr�ec�edemment sont pris en compte.

Discr�etisation de la commande Sur chaque phase de pouss�ee, la direction de pouss�ee

est discr�etis�ee. Le nombre d'intervalles de discr�etisation est �x�e �a 30 (ce qui correspond �a

96 variables d'optimisation). Plus le nombre d'intervalles de discr�etisation est �elev�e, plus

la solution est pr�ecise mais plus le temps de calcul est important, de même qu'augmente

la di�cult�e pour la convergence vers une solution. Il existe donc un compromis temps de

calcul/qualit�e de la solution d'o�u le choix e�ectu�e pour cet exemple.

A partir de la solution �a multi pouss�ees �etal�ees puis raccord�ees, les solutions initiale

et optimale du probl�eme sont recherch�ees. La �gure IV.25 r�esume la variation du vecteur

�etat du syst�eme (la colonne de gauche donne les �etats et celle de droite, un zoom sur les

derni�eres phases de pouss�ees). La masse et le demi-grand axe varient continuement sur les

trois phases de pouss�ees. Les angles (
; �) varient lin�eairement avec le temps (du fait du

J2 et du moyen mouvement pour l'anomalie). La variation de ces deux angles suite �a la

pouss�ee n'est pas perceptible, puisqu'elle est du même ordre de grandeur que les d�erives

naturelles.

Une v�eri�cation sur les valeurs �nales des deux param�etres n�eglig�es (e; i) peut être

r�ealis�ee. En e�et, quelques erreurs sont induites sur ces deux param�etres (du fait des

hypoth�eses simpli�catrices et des erreurs induites par l'int�egration num�erique). Ceci dit,

les ordres de grandeur de ces param�etres demeurent semblables �a leurs valeurs initiales. Il

est �a remarquer, e�ectivement, que leur variation est quasi-sinuso��dale et ainsi les erreurs

induites sur une demi-orbite sont corrig�ees sur la demi-orbite suivante. Les erreurs sur

l'inclinaison ne s'annulent pas puisque la valeur de la d�eclinaison de pouss�ee change d'un

intervalle �a un autre.

Par ailleurs, la visualisation de la d�eclinaison de pouss�ee (cf. �gure IV.24) montre

qu'elle converge vers une d�eclinaison �a variation sinuso��dale. Ainsi, on peut s'attendre �a

ce que cette solution se rapproche de la solution �a loi pr�ed�etermin�ee.

Les instants de commutation sont donn�es par (en temps r�eel) :

D�ebut dur�ee

[jours] [h.]

Pouss�ee # 1 0.001 9.51

Pouss�ee # 2 294.00 7.098

Pouss�ee # 3 295.81 7.255

Tab. IV.7 { Solution �a commande discr�etis�ee.

La consommation du satellite est de 13.179 kg (�equivalent �a �V = 260:02m=s).
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Fig. IV.24 { Allure de la d�eclinaison de pouss�ee de la solution optimale de (PEa;�;
), avec
discr�etisation, et zoom sur la premi�ere phase de pouss�ee.
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Fig. IV.25 { Caract�eristiques de la solution optimale de (PEa;�;
), avec discr�etisation.
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Loi de commande pr�ed�etermin�ee Une loi est donc pr�e�x�ee pour la variation de la

d�eclinaison de pouss�ee (cf. �gure IV.26). Seules les amplitudes des d�eclinaisons sur les

trois phases de manoeuvre sont �a optimiser, ainsi que les six instants de commutation.

Comme le montre la �gure IV.27, la solution �a commande pr�ed�etermin�ee est assez proche

de celle obtenue par discr�etisation. La variation de l'inclinaison est sinuso��dale. De ce fait,

l'erreur commise sur ce param�etre est limit�ee (de l'ordre de 10�3 degr�es).
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Fig. IV.26 { Allure de la d�eclinaison de pouss�ee de la solution optimale de (PEa;�;
), avec
loi pr�e�x�ee, et zoom sur la premi�ere phase de pouss�ee.

Les instants de commutation sont donn�es par (en temps classique) :

D�ebut dur�ee

[jours] [h.]

Pouss�ee # 1 0.0008 9.53

Pouss�ee # 2 294.00 7.08

Pouss�ee # 3 295.81 7.23

Tab. IV.8 { Solution �a commande pr�e�x�ee.

La consommation du satellite est de 13.16 kg (�equivalent �a �V = 259:8 m=s). Cette

solution est assez proche de la solution �a commande discr�etis�ee. En e�et, si l'on superpose

les deux solutions (cf. �gure IV.28 pour la superposition des d�eclinaisons sur la premi�ere

phase de manoeuvre), il s'av�ere que la solution discr�ete converge vers une solution �a

d�eclinaison sinuso��dale. Ceci permet de supposer que les deux processus convergent vers

une solution optimale locale (l'optimalit�e globale n'est pas garantie du fait des m�ethodes

d'optimisation utilis�ees).
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Fig. IV.27 { Caract�eristiques de la solution optimale de (PEa;�;
), avec loi pr�ed�etermin�ee.
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Fig. IV.28 { D�eclinaison de la premi�ere pouss�ee, pour les deux cas de loi de commande.

Test d'optimalit�e Comme pr�esent�e au xIV.5, il est possible de v�eri�er l'optimalit�e

de la solution ainsi obtenue. Seuls les r�esultats relatifs �a la solution pr�e�x�ee sont utilis�es

(�etant donn�e que les deux solutions sont assez proches comme le montre la �gure IV.28). La

solution du probl�eme (PEa;�;
) est recherch�ee �a l'aide d'une m�ethode SQP. Cette m�ethode

donne les multiplicateurs de Lagrange associ�es au contraintes d'�egalit�es impos�ees.8<:
�a = �1023:05
�
 = 353:61

�� = 0:58

(IV.61)

A partir de ces valeurs �a l'instant �nal, les �equations d'�evolution du vecteur d'�etat

et de celui de l'�etat adjoint sont int�egr�ees jusqu'�a l'instant initial. La commande opti-

male permettant de minimiser l'Hamiltonien est utilis�ee lors de cette int�egration. L'�etat

�a l'instant initial est reconstitu�e avec des erreurs (qui correspondent aux erreurs dues �a

la quasi-optimalit�e de la solution). Le tableau IV.9 donne ces erreurs de recouvrement.

Etat valeur exacte valeur r�eelle

(t=0) (t=0)

a 7300 km 7300.261 km


 140.0 deg. 140.01 deg.

� 0.016 deg. -1.51 deg.

Tab. IV.9 { Recouvrement de la position initiale, sans rendez-vous en inclinaison.

La position initiale est reconstitu�ee avec quelques erreurs. En e�et, l'�ecart sur le demi-

grand axe est de l'ordre de la centaine de m�etres, ce qui induit une erreur sur l'anomalie.
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La pr�ecision d'acquisition est cependant acceptable et donc la solution du probl�eme issue

de l'approche directe est assez proche de la solution optimale. La �gure IV.29 permet de

visualiser les d�eclinaisons de pouss�ees de la commande issue de l'optimisation directe et

celle de la commande minimisant l'Hamiltonien. Les deux lois de variation de la direction

de pouss�ees sont assez proches. Cependant, la visualisation de la fonction de commutation

S (cf. xIV.51) montre que sa variation ne respecte pas les conditions �etablies au xIV.51.
Ainsi, pour un sc�enario �a trois phases de pouss�ee, le processus d'optimisation converge

vers une solution quasi-optimale. Cependant, ce sc�enario pr�ed�etermin�e s'av�ere être non

optimal. Il est donc pr�evisible que le sc�enario optimal comporte plus que trois phases

de pouss�ees (s'il en comportait moins de trois, une phase de pouss�ee aurait �et�e �elimin�ee

par le processus d'optimisation). Comme mentionn�e au chapitre III, l'approche directe

adopt�ee dans ce travail n�ecessite que le sc�enario de pouss�ee soit impos�e (l'optimisation du

nombre de phase de pouss�ee complexi�e consid�erablement le probl�eme d'optimisation).

Il faut partir d'un nombre de pouss�ees restreint, puis augmenter le nombre de pouss�ees

successivement jusqu'�a ce que l'optimalit�e (via l'�etude de la fonction de commutation)

soit prouv�ee.
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Fig. IV.29 { D�eclinaison de la premi�ere pouss�ee, pour les deux solutions, directe et indi-

recte, sans correction de l'inclinaison.

R�esolution du probl�eme (PEa;
;�;i)
Discr�etisation de la commande Comme pour le cas pr�ec�edent, la commande du

syst�eme est discr�etis�ee sur 30 intervalles. Le probl�eme d'optimisation est donc constitu�e

de 99 variables. Ce probl�eme est plus di�cile �a r�esoudre que celui sans correction de

l'inclinaison du fait de la sensibilit�e de la dynamique devant une variation de l'inclinaison

et/ou des anomalies de changement de direction. La �gure IV.30 r�esume la variation
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des di��erentes variables d'�etat du syst�eme. Les anomalies de changement de signe des

composantes hors-plan des pouss�ees sont proches des anti-noeuds. De ce fait, la majeure

partie de ces corrections servent �a corriger l'inclinaison. Cependant, l'acquisition de ce

param�etre se fait avec une erreur importante (de l'ordre de 0.2 degr�es). Le processus a

converg�e di�cilement (pr�es de 5 heures de calcul sur une Spark Ultra 30) du fait du

nombre important de variables et de la dynamique non lin�eaire du syst�eme. L'�etude de

la variation de l'excentricit�e montre que ce param�etre varie l�eg�erement et que l'hypoth�ese

de quasi circularit�e des orbites est respect�ee.

La d�eclinaison de pouss�ee est donc optimis�ee. Son allure est donn�ee par la �gure IV.31.

Il est �a remarquer qu'elle tend vers une loi d'�evolution sinuso��dale.

Les caract�eristiques de la solution sont donn�ees par le tableau IV.10.

D�ebut dur�ee

[jours] [h.]

Pouss�ee # 1 0.00023 9.42

Pouss�ee # 2 295.78 11.36

Pouss�ee # 3 299.71 6.89

Tab. IV.10 { Solution �a commande discr�etis�ee.

La masse �nale est de 984.714 kg (ce qui correspond �a un incr�ement de vitesse de

301.92 m/s). Cette consommation est l�eg�erement inf�erieure �a celle trouv�ee dans le cas

multi-impulsionnel �etal�e. Par ailleurs, les orbites interm�ediaires de d�erive de la solution

de ce dernier sont assez proches de celles de la solution. Ainsi, la solution du probl�eme

multi-impulsionnel �etal�e s'av�ere être une bonne initialisation au probl�eme �a trois pouss�ees

�etal�ees. Puisque la pr�ecision sur l'inclinaison n'est pas tr�es �elev�ee, il est pr�evisible que la

solution optimale sera �a d�eclinaison plus �elev�ee.

Loi de commande pr�ed�etermin�ee Une variation selon une loi sinuso��dale est �a pr�e-

sent impos�ee �a la d�eclinaison de pouss�ee. Comme expliqu�e dans le xIV.4.2, il faut d�eter-
miner l'anomalie noeud et l'amplitude maximale �a chaque phase de pouss�ee. Les carac-

t�eristiques de la solution optimale sont donn�ees par la �gure IV.32. L'excentricit�e varie

du fait de l'application de la pouss�ee mais reste assez proche de sa valeur initiale et ainsi,

ce param�etre n'est pas trop d�egrad�e. Il est �egalement possible de v�eri�er la variation de

l'inclinaison, et de constater qu'au temps �nal, ce param�etre atteint sa valeur cible.

Les d�eclinaisons de pouss�ees sont d'amplitudes assez importantes (de l'ordre de 50 de-

gr�es), ce qui se justi�e par le taux de la correction en inclinaison �a apporter. D'autre part,

les anomalies noeuds sont assez proches des noeuds des orbites. Ainsi, la majeure partie

des composantes hors-plan des pouss�ees servent �a corriger l'inclinaison. Contrairement

�a la solution �a commande discr�etis�ee, l'acquisition de l'inclinaison cible est assez pr�ecise

puisque les corrections hors-plan sont plus importantes (notamment sur la premi�ere phase

de d�erive).

La superposition des d�eclinaisons de pouss�ee des deux solutions (cf. �gure IV.33)

montre que l'allure des deux solutions sont assez proches (du point de vue noeud d'in-
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Fig. IV.30 { Caract�eristiques de la solution optimale de (PEa;�;
;i), avec discr�etisation.

tersection). Ceci dit, les amplitudes ne sont pas les mêmes. En e�et, la solution avec loi

de commande discr�etis�ee est sous-dimensionn�ee (puisque le processus converge vers une

solution locale qui est sous-optimale). Ceci explique l'erreur commise sur l'inclinaison.
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Fig. IV.31 { Allure de la d�eclinaison de pouss�ee de la solution optimale de (PEa;�;
;i),
avec discr�etisation, et zoom sur la premi�ere phase de pouss�ee.

Les d�eclinaisons sont par ailleurs assez proches pour les deux autres phases de pouss�ee (cf

�gure IV.34 pour la deuxi�eme phases de pouss�ees). Les trois anomalies noeuds sont de 0.5

, 0.85 et 1.39 degr�es. Elles sont quasi-identiques �a celles du probl�eme discr�etis�e. Ainsi, la

connaissance du syst�eme et de son �evolution nous a permis de pr�ed�e�nir une loi de com-

mande qui s'av�ere être sous-optimal (et probablement proche de l'optimum recherch�e).

De ce fait, le complexit�e du probl�eme d'optimisation a pu être r�eduite consid�erablement

(de 99 variables d'optimisation, le probl�eme est restreint �a 9 variables) et le temps de

calcul a diminu�e en cons�equence.

D�ebut dur�ee

[jours] [h.]

Pouss�ee # 1 0.0052 10.60

Pouss�ee # 2 295.73 12.49

Pouss�ee # 3 299.76 5.79

Tab. IV.11 { Solution �a commande pr�e�x�ee.



IV.6. APPLICATION A UN CAS D'ETUDE 145

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

0.985

0.99

0.995

1

m
 
n

o
r
m

a
li
s
e

[
k
g

]

0.26 0.262 0.264 0.266 0.268 0.27 0.272 0.274 0.276

0.985

0.99

0.995

m
 
n

o
r
m

a
li
s
e

e
[
k
g

]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

0.94

0.96

0.98

1

a
 
n

o
r
m

a
li
s
e

 

0.2638 0.2658 0.2678 0.2698 0.2718 0.2738
0.92

0.94

0.96

0.98

1

 
a

 
n

o
r
m

a
li
s
e

 
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

4.5

5

5.5

6

6.5

x 10
−3

e

0.2726 0.2727 0.2728 0.2729 0.273 0.2731 0.2732 0.2733

4.5
5

5.5
6

6.5

x 10
−3

e

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
−1000

−500

0

500

Ω
 
[
d

e
g

.
]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
−1000

−500

0

500

Ω
 
[
d

e
g

.
]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
0

5

10

15
x 10

5

α
 
[
d

e
g

.
]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
0

5

10

15
x 10

5

α
 
[
d

e
g

.
]

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
53

53.5

54

temps normalise 

i 
[
d

e
g

.
]

0.269 0.2695 0.27 0.2705 0.271 0.2715 0.272 0.2725 0.273 0.2735

53.4

53.6

53.8

54

temps normalise 

i 
[
d

e
g

.
]

ZOOM 

Fig. IV.32 { Caract�eristiques de la solution optimale de (PEa;�;
;i), avec loi pr�ed�etermi-

n�ee.
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Fig. IV.33 { D�eclinaison de la premi�ere pouss�ee, pour les deux cas de loi de commande.
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Fig. IV.34 { D�eclinaison de la deuxi�eme pouss�ee, pour les deux cas de loi de commande.
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Test d'optimalit�e Comme pour le cas sans correction en inclinaison, les multiplica-

teurs de Lagrange associ�es aux contraintes non lin�eaires approximent les �etats adjoints �a

l'instant �nal. Les valeurs de ces multiplicateurs sont :8>>><>>>:
�a = �729:06
�i = �1791:85
�
 = 34:23

�� = 0:27

(IV.62)

A partir de la commande minimisant l'Hamiltonien, les dynamiques des �etats et des

�etats adjoints sont int�egr�es jusqu'�a l'instant initial. La pr�ecision du recouvrement de la

position initiale du satellite permet de conclure sur la qualit�e de la solution obtenue par

le processus d'optimisation par approche directe.

Le tableau IV.12 donne les erreurs commises lors de la reconstitution de l'�etat initial.

Elles restent acceptables, ce qui laisse supposer que cette solution n'est pas trop �eloign�ee

de l'optimum. La visualisation des directions de pouss�ees montre qu'elles sont assez simi-

laires (cf. �gure IV.35). Les anomalies des noeuds d'intersection sont quasi-identiques. Sur

les deux derni�eres pouss�ees, les d�eclinaisons de pouss�ees issues de l'approche directe et

indirecte sont assez proches. Par contre, il existe un �ecart sur la premi�ere phase de pouss�ee

(cf. �gure IV.35). Il est �a noter que la solution minimisant l'Hamiltonien est proche de

la solution du probl�eme �a loi de commande discr�etis�ee cf. �gure IV.36. L'erreur d'acqui-

sition de l'inclinaison est n�eanmoins importante dans ce cas (de l'ordre de 0.07 degr�es).

La solution obtenue est relativement proche de l'optimum. Par ailleurs, la visualisation

de la variation de la fonction de commutation permet de conclure que le sc�enario �a trois

phases de pouss�ees est sous optimal. Ceci dit, la solution calcul�ee pour ce sc�enario est

quant �a elle proche de l'optimum (pour ce sc�enario impos�e). Comme le montre cette sec-

tion, la prise en compte de la contrainte sur l'inclinaison complexi�e consid�erablement le

probl�eme d'optimisation �a r�esoudre.

Etat valeur exacte valeur r�eelle

(t=0) (t=0)

a 7300 km 7298 km

i 53.0 deg. 53.07 deg.


 140.0 deg. 139.67 deg.

� 0.016 deg. 355.09 deg.

Tab. IV.12 { Recouvrement de la position initiale, avec rendez-vous en inclinaison.
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Fig. IV.35 { D�eclinaison de la premi�ere pouss�ee, pour les deux solutions, directe et indi-

recte, avec correction de l'inclinaison.
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Fig. IV.36 { D�eclinaison de la premi�ere pouss�ee, pour les trois solutions, avec correction

de l'inclinaison.
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IV.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les capacit�es r�eelles du moteur ont �et�e prises en compte. A partir

de la solution du probl�eme impulsionnel, une solution au probl�eme �etal�e a �et�e calcul�ee

selon une strat�egie �a �etapes successives. Dans un premier temps, les trois pouss�ees sont

fractionn�ees en un nombre donn�e de petites pouss�ees �el�ementaires. Ce sc�enario de transfert

orbital �a train d'impulsions a �et�e appliqu�e au syst�eme et sa solution optimale calcul�ee.

Ensuite, l'�etalement des di��erentes pouss�ees a �et�e e�ectu�e. Pour ce faire, une strat�egie

d'�etalement des pouss�ees a �et�e mise au point. Une fois les pouss�ees �etal�ees de cette solution

raccord�ees, le probl�eme �a trois pouss�ees continues a �et�e r�esolu. Deux strat�egies ont �et�e

test�ees : soit la direction de pouss�ee a �et�e discr�etis�ee le long des phases de pouss�ees,

soit sa loi de variation a �et�e pr�e�x�ee. De la strat�egie adopt�ee d�epend la complexit�e du

probl�eme de programmation non lin�eaire �a r�esoudre. L'application de ces deux strat�egies

�a un cas d'�etude a permis de constater que les deux m�ethodologies conduisent �a la même

loi de commande qui est donc une solution sous optimale du probl�eme consid�er�e. Ainsi, le

probl�eme de rendez-vous orbital, �a sc�enario pr�e�x�e �a trois phases de pouss�ees, est r�esolu

selon l'approche directe, par it�erations et �etapes successives. La solution ainsi obtenue est

quasi-optimale et peut servir d'initialisation au probl�eme trait�e par approche indirecte.

Cette derni�ere permettra d'optimiser �egalement le nombre de phases de pouss�ees, en

addition �a la direction de pouss�ee.
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Conclusion G�en�erale

Le travail pr�esent�e dans ce m�emoire a consist�e �a optimiser des transferts orbitaux quasi-

circulaires, en se basant sur une strat�egie �a multi-niveaux et �a complexit�e croissante. Il

a permis d'explorer et d'approfondir la strat�egie de mise �a poste dite passive, en l'appli-

quant �a des probl�emes de rendez-vous orbitaux de plus en plus complexes. Deux types

de propulsions ont �et�e trait�es, se traduisant par deux th�ematiques di��erentes qui ont fait

l'objet de diverses �etudes. Par ce travail, nous avons �etabli un lien entre ces deux probl�e-

matiques, en utilisant les solutions relatives au premier a�n d'initialiser la recherche de la

solution du deuxi�eme. Nous avons d�evelopp�e un mod�ele analytique simpli��e qui s'av�ere

tr�es proche de la r�ealit�e, et qui nous a permis d'all�eger les calculs et d'obtenir un strat�egie

de r�esolution robuste et performante.

La motivation premi�ere de ce travail se situait dans le probl�eme de la construction

d'une constellations de type LEO, constellations pour lesquelles existaient divers projets

au d�ebut de cette th�ese. Le d�eveloppement rapide de la t�el�ephonie mobile, l'�echec com-

mercial de la constellation Iridium... ont fait que le secteur spatial adopte un eattitude de

preudence vis-�a-vis de ce type de constellations. Ceci dit, les r�esultats et strat�egies pro-

pos�es tout au long de ce travail peuvent se g�en�eraliser �a n'importe quel transfert orbital

et l'abandon, certainement momentan�e, de constellations de type LEO n'a�ecte en rien

son apport et son originalit�e.

Pour chaque satellite constituant la constellation, la trajectoire optimale permettant de

minimiser sa consommation a �et�e d�etermin�ee via une approche de multi-niveaux et �a com-

plexit�e croissante, tant sur le mod�ele d'�evolution utilis�e que sur la nature des contraintes

�a respecter. Tout d'abord, le sc�enario de mise �a poste a �et�e d�e�ni. Il consiste �a transf�erer

le satellite vers deux orbites interm�ediaires de d�erive avant d'atteindre sa position cible,

et ceci en lui appliquant trois phases de manoeuvres. Cette strat�egie est motiv�ee par la

connaissance d'e�ets perturbateurs agissant sur le syst�eme �etudi�e et notamment celui dû

�a l'aplatissement terrestre aux pôles. En e�et, cette irr�egularit�e du potentiel terrestre in-

duit une d�erive naturelle sur l'ascension droite du noeud ascendant et sur l'anomalie du

satellite. De ce fait, la d�erive naturelle di��erentielle entre la cible et le satellite apporte

des corrections \gratuites".

Le sc�enario de mise �a poste �etant d�e�ni, le probl�eme d'optimisation a �et�e r�esolu. Pour

ce faire, plusieurs cas de �gures ont �et�e consid�er�es. Dans un premier temps, les moteurs



152 CONCLUSION GENERALE

�equipant les satellites ont �et�e suppos�es chimiques et les pouss�ees d�elivr�ees impulsionnelles

instantan�ees, ce qui induit une variation discr�ete de l'�etat du syst�eme. Les modules des

pouss�ees et leurs instants d'application ont �et�e optimis�es a�n de minimiser la consomma-

tion. Du fait de la complexit�e du probl�eme et de la non lin�earit�e des �equations, le probl�eme

global de mise �a poste a �et�e divis�e en sous-probl�emes plus simples. La solution de chaque

sous-probl�eme a permis d'initialiser le sous-probl�eme lui succ�edant. Cette complexi�cation

progressive des probl�emes s'est faite sur le mod�ele d'�evolution utilis�e (analytique simpli��e

puis num�erique plus pr�ecis) et sur le type de rendez-vous orbital impos�e (le probl�eme

de base impose un rendez-vous en ascension droite du noeud ascendant, en demi-grand

axe et en anomalie, puis l'excentricit�e est rajout�ee a�n de pr�eserver l'hypoth�ese de quasi-

circularit�e des orbites pour en�n rajouter le rendez-vous en inclinaison qui complexi�e la

r�esolution du probl�eme). Une strat�egie de correction de l'excentricit�e a �et�e d�evelopp�ee.

Elle consiste �a corriger ce param�etre exclusivement via des pouss�ees tangentielles, par

des transferts de type Hohmann. Les di��erents modules constituant la r�esolution de ce

probl�eme ont �et�e pr�esent�es et un cas d'�etude a permis d'illustrer l'e�cacit�e des strat�egies

de transfert et de r�esolution adopt�ees. Cependant, du fait de la strat�egie d�evelopp�ee, les

dur�ees de mise �a poste sont assez importantes ce qui peut être un inconv�enient devant les

contraintes commerciales et industrielles impos�ees par la constitution de la constellation.

Il existe donc un compromis coût/dur�ee et le choix d�epend de la nature des contraintes

op�erationnelles impos�ees par le cahier des charges. D'autre part, il est �egalement envi-

sageable de lib�erer les conditions initiales ou du moins, d'utiliser plusieurs lanceurs pour

mettre en orbite les di��erents satellites. Ceci permettra de r�eduire les corrections en as-

cension droite du noeud ascendant �a e�ectuer et de ce fait, de r�eduire les dur�ees des phases

de d�erives.

Dans un deuxi�eme temps, des moteurs �a pouss�ees �electriques d�elivrant des pouss�ees

continues ont �et�e consid�er�es. Le mod�ele d'�evolution du syst�eme est continu et l'int�egra-

tion de la trajectoire induit des probl�emes num�eriques. Pour surmonter cette di�cult�e,

un mod�ele analytique a �et�e d�evelopp�e. Il permet de calculer facilement et rapidement

une solution initiale au probl�eme de base �a trois contraintes. A�n d'initialiser ce nouveau

probl�eme, la solution du probl�eme impulsionnel a �et�e utilis�ee. Une strat�egie de fraction-

nement des trois phases de pouss�ees en un train de petites impulsions a �et�e d�evelopp�ee et

ce type de transfert optimis�e. Les di��erentes pouss�ees sont espac�ees d'une demi-p�eriode

orbitale a�n de limiter les variations du param�etre excentricit�e. Le nombre de pouss�ees

est impos�e soit par le cahier des charges, soit par les capacit�es des moteurs.

L'�etalement des di��erentes pouss�ees �el�ementaires autour des anomalies de leur appli-

cation en impulsionnel a ensuite �et�e e�ectu�e. Le raccordement de ces pouss�ees continues

a permis d'obtenir une initialisation au probl�eme �a trois pouss�ees continues. Ce nouveau

probl�eme est plus complexe que le probl�eme pr�ec�edent du fait de la nature de la variation

temporelle du syst�eme. Pour le r�esoudre, nous avons principalement test�e deux approches :

par discr�etisation de la commande et en pr�e�xant une loi de commande au syst�eme. La

r�esolution du probl�eme a montr�e que les deux approches convergent vers une même loi de
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variation de la d�eclinaison de pouss�ee. Ceci laisse supposer que la solution ainsi obtenue

est proche de l'optimum. Pour v�eri�er son optimalit�e, les multiplicateurs de Lagrange

issus de la m�ethode de r�esolution par approche directe ont �et�e utilis�es pour d�eterminer

les valeurs des param�etres adjoints �a l'instant �nal. La comparaison de la commande

optimale issue du processus d'optimisation et celle issue de l'application du principe du

maximummontre que ces deux lois de commande sont tr�es proches. Cependant, il s'av�ere

que la variation de la fonction de commutation ne co��ncide pas avec la th�eorie. Ainsi, il

est probable que le sc�enario �a trois phases de pouss�ees soit sous-optimal.

Le travail accompli tout au long de cette th�ese a �et�e accompagn�e de l'�elaboration et la

r�ealisation d'un logiciel permettant d'optimiser les transferts �etudi�es, tout en respectant

les contraintes impos�ees par l'utilisateur. Cet outil permet d'optimiser aussi bien l'a�ec-

tation et la g�eom�etrie d'une constellation (module d�evelopp�e par [Lasserre 98]), que de

calculer les trajectoires optimales pour chaque satellite. L'e�ort a �et�e fait de r�ealiser un

outil le plus souple et le plus complet possible, a�n de tenir compte de plusieurs cas de

�gures et contraintes impos�es par l'utilisateur. Ainsi, �a partir des sp�eci�cations du cahier

des charges, il met en oeuvre la strat�egie de r�esolution mise au point et d�etermine la

trajectoire optimale avec hypoth�ese de pouss�ees continues ou de pouss�ees chimiques. Il

fournit �egalement les caract�eristiques des di��erents probl�emes interm�ediaires a�n de don-

ner la possibilit�e d'�etudier les r�epercussions de changements de strat�egies et de mod�eles

(par exemple, les �ecarts entre la solution du probl�eme avec un mod�ele analytique et celle

avec un mod�ele num�erique ce qui permet de conclure sur l'int�erêt ou non d'un tel a�ne-

ment). Cet outil a �et�e test�e dans le cadre de ce m�emoire dans le cas d'orbites �a basses

altitudes, mais peut �egalement être utilis�e dans le cas d'orbites �a plus grandes altitudes

(transfert LEO-GEO par exemple).

Ouvertures et prospectives

Cette �etude ouvre des perspectives pour les deux cas : impulsionnel et �electrique. Dans

le premier cas, il serait int�eressant de g�en�eraliser la strat�egie de correction du cas quasi-

circulaire au cas elliptique et au cas de transferts plus importants (et notamment consi-

d�erer des orbites g�eostationnaires). Ainsi, il serait int�eressant de prendre en compte des

jeux de param�etres plus g�en�eraux (param�etres �equinoxiaux) a�n d'aboutir �a un outil

d'optimisation plus g�en�eral.

Pour le cas de pouss�ees continues, il ressort de cette �etude que le strat�egie �a trois phases

de pouss�ees est sous-optimale. Il faudrait donc optimiser le nombre optimal de pouss�ees

�a appliquer, de fa�con �a converger vers l'optimum recherch�e. Pour ce faire, deux moyens

sont possibles. La premi�ere possibilit�e est d'adopter la même d�emarche que dans cette

�etude, en augmentant au fur et �a mesure le nombre de pouss�ees. La solution de chaque

probl�eme amont permet d'initialiser le probl�eme aval. L'approche directe est donc utilis�ee,

et �a chaque it�eration, le test sur la fonction de commutation est e�ectu�e jusqu'�a ce que
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sa variation corresponde aux tests d'optimalit�e. Cela n�ecessite un temps de calcul qui

peut être trop important, ce qui rend donc cette m�ethode peu attrayante. Une alternative

consiste �a r�esoudre ce probl�eme avec une m�ethode hybride du même type que celle d�e-

velopp�ee dans [Goodson 99], ce qui permettra d'am�eliorer la convergence de la solution

vers une solution optimale. Elle consiste �a optimiser chaque arc de pouss�ees avec une ap-

proche indirecte, en r�esolvant le probl�eme aux deux bouts associ�e. Une couche sup�erieure

(avec une m�ethode de PNL) permet d'optimiser les instants de commutation, en addition

�a d'�eventuels param�etres suppl�ementaires.

La deuxi�eme possibilit�e est de d�eterminer le nombre de pouss�ees par une approche

indirecte. Pour ce faire, la fonction objectif est modi��ee (via l'introduction d'un para-

m�etre not�e "), ce qui permet de transformer la commande bang-bang en une commande

plus r�eguli�ere. Par continuation sur la variable ", on r�esout successivement les di��erents

sous-probl�emes pour, in �ne, r�esoudre le probl�eme �a commande bang-bang qui nous in-

t�eresse. Cette approche dite lissage a �et�e test�ee dans le cas de transferts interplan�etaires

[Bertrand 01]. Son application au probl�eme circum-terrestre a donn�e des r�esultats pro-

metteurs pour le cas de rendez-vous LEO-GEO en (a; e; i) [Tebbani 01b]. L'application

de cette strat�egie au probl�eme d'orbites elliptiques pour un rendez-vous en altitude uni-

quement montre que la solution optimale consiste �a centrer les di��erentes pouss�ees autour

des apog�ees et p�erig�ees des orbites (le nombre d�epend de la dur�ee totale de mise �a poste).

Ceci est pr�evisible puisque l'e�cacit�e des pouss�ees est proportionnelle �a l'altitude. Il fau-

dra imposer des contraintes suppl�ementaires (notamment des corrections sur l'orientation

de l'orbite) et a�ner le mod�ele dynamique du syst�eme en int�egrant des contraintes sup-

pl�ementaires (frottement atmosph�erique, �eclipses solaires...).
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de navigation �a trâ�n�ee compens�ee. Contrôle d'orbite. Rapport technique 1976-11,

ONERA, 1976.

[Ilgen 94]M.R. Ilgen. A hybrid method for computing optimal OTV trajectorieslow-thrust.

Dans AAS/AIAA Space
ight Mechanics Meeting, Floride, 1994.



158 REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[Kelley 87] C.T. Kelley et E.W. Sachs. Quasi-Newton methods and unconstrained optimal

control problems. SIAM Journal of Control and Optimization, vol. 25, no. 6, pages

1503{1516, 1987.

[Kluever 00a] C.A. Kluever. Optimal low-thrust transfers to geostationnary orbit using a

direct method. Dans Optimisation des trajectoires �a pouss�ee faible, Cnes workshop,

mars 2000.

[Kluever 00b] C.A. Kluever et D.J. O'Shaughnessy. Trajectory-tracking guidance law for low-

thrust Earth-orbit transfers. Journal of Guidance Coltrol and Dynamics, vol. 23,

no. 4, 2000.

[Lasserre 98] E. Lasserre. Sur l'optimisation de la mise et du maintien �a poste de constella-

tions de satellites. Th�ese de Doctorat, Universit�e Paul Sabatier, 1998.

[Lawrence 97] C. Lawrence, J.L. Zhou et A.L. Tits. User's Guide for CFSQP Version 2.5 :

a C Code for solving (Large Scale) Constrained Nonlinear (Minmax) Optimization

Problems, Generating Iterates Satisfying All Inequality Constraints, April 1997.

[Legenne 95] J. Legenne. M�ecanique spatiale, tome i et ii, chapitre Le rendez-vous orbital.

CNES C�epadues-Editions, 1995.

[Mainguy 82] A.M. Mainguy et J.P. Marec. R�esultats sur les manoeuvres optimales en orbite

d'un satellite d'observation. Dans 33e Congr�es International d'Astronautique, 1982.

[Marec 83] J.P. Marec. Trajectoires spatiales optimales. Ecole Nationale Sup�erieure de l'A�e-

ronautique et de l'Espace , Toulouse, 1983.

[McInnes 94] C.R. McInnes. Compact analytical solutions for a decaying, precessing circular

orbit. The Aeronautical Journal, pages 357{360, 1994.

[McInnes 97a] C.R. McInnes. Low-thrust orbit raising with coupled plane change and J2
regression. Journal of Guidance Control and Dynamics, vol. 20, no. 3, pages 607{

609, 1997.

[McInnes 97b] C.R. McInnes. Low thrust orbit raising with J2 regression. The Aeronautical

Journal, pages 295{298, 1997.

[Minoux 83]M. Minoux. Programmation math�ematique, th�eorie et algorithme. DUNOD,

1983.

[More 93] J.J. More et S.J. Wright. Optimization Software Guide, siam publication edition,

1993.

[NAG ]NAG. Fortran Library Manual Mark 17. The Numerical Algorithms Group Inc.

[Nelder 65] J.A. Nelder et R. Mead. A simplex method for function minimization. Computer

Journal, vol. 7, pages 308{313, 1965.



REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES 159

[Pontryagin 64] L.S. Pontryagin, V.G. Boltyansky, R.V. Gamkrelidze et E.F. Mishchenko.

The mathematical theory of optimal processes. Pergamon Press LTD, Londres,

1964.

[Scheel 94]W.A. Scheel et B.A. Conway. Optimization of very-low-thrust many-revolution

spacecraft trajectories. Journal of Guidance Control and Dynamics, vol. 17, no. 6,

pages 1275{1282, 1994.

[Seywald 94]H. Seywald. Trajectory optimization based on di�erential inclusion. Journal of

Guidance Control and Dynamics, vol. 17, no. 3, pages 480{487, 1994.

[Sukhanov 00]A.A. Sukhanov. Analytical formulation of constant tangential low-thrust tra-

jectories near oblate planet. Dans Optimisation des trajectoires �a pouss�ee faible,

Cnes workshop, mars 2000.

[Tang 92] S. Tang. Optimization of interplanetary trajectories using direct collocation and

nonlinear programming. Master's thesis, universit�e d'Illinois, Urbana-Champaign,

1992.

[Tebbani 98] S. Tebbani. Commande optimale : application �a la mise �a poste de constellation

de satellites. Rapport de dea, SUPAERO, 1998.

[Tebbani 99a] S. Tebbani, J. Bernussou et E. Lasserre. Near circular orbital transfer op-

timization of impulsive thrusts. Dans 50th International Astronautical Congress,

Amsterdam, Octobre 1999.

[Tebbani 99b] S. Tebbani, J. Bernussou, E. Lasserre et F. Dufour. Station acquisition of

a homogeneous constellation bu linear and nonlinear optimization. Journal of the

Brazilian Society of Mechanical Sciences, vol. XXI, pages 40{51, 1999.

[Tebbani 00] S. Tebbani et J. Bernussou. Strat�egie de transfert impulsionnel pour la mise �a

poste de constellations de satellites. Dans Congr�es de l'Ecole Doctorale Syst�emes,

Toulouse, 2000.

[Tebbani 01a] S. Tebbani et J. Bernussou. Quasi-circular orbit transfer by means of impul-

sive thrusts. Dans Second International Workshop On Satellite Constellation and

Formation Flying, Haifa, f�evrier 2001.

[Tebbani 01b] S. Tebbani, R. Bertrand et J. Bernussou. Comparison of direct and indirect

methods in optimizing multiple-burn low-thrust orbit transfer. Dans 52th Internatio-

nal Astronautical Congress. International Astronautical Federation, 2001. accept�e.

[Tebbani 01c] S. Tebbani, I. Queinnec et J. Bernussou. Optimal �nite thrust rendezvous

using bene�cial e�ects of the earth oblateness. Dans AAS/AIAA Astrodynamics

Specialists Conference, Qu�ebec, juillet 2001. accept�e.



160 REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[Von Stryck 93] O. Von Stryck. Numerical solution of optimal control problems by direct

collocation Dans Optimal Control. , editeurs R. Burlisch, A. Miele, J.Stoer et K.H.

Well, pages 129{143. 1993.

[Yan 99]Hui Yan et Hongxin Wu. Initial adjoint-variable guess techniques and its application

in optimal transfer. Journal of Guidance Control and Dynamics, vol. 22, no. 3, pages

490{492, 1999.

[Zaoui 95] L. Zaoui. Optimisation des phases balistiques et des phases propuls�ees pour le mise

�a poste de constellations. Dans Colloque de m�ecanique spatiale du CNES, Toulouse,

juin 1995.

[Zarrouati 87] O. Zarrouati. Trajectoires spatiales. CNES Cepadues-Editions, 1987.

[Zondervan 84] K.P. Zondervan, L.J Wood et T.K. Caughey. Optimal low-thrust, three-

burn orbit transferswith large plane changes. Journal of the Astronautical Sciences,

vol. 32, no. 3, pages 407{427, 1984.



Annexe A

Mod�ele analytique simpli��e

Dans cette annexe, quelques d�eveloppements personnels concernant la mod�elisation du

syst�eme et de son �evolution lors de la phase de pouss�ee continue. Ces calculs permettent

de simpli�er le probl�eme �a r�esoudre et de d�eterminer de fa�con simple, une initialisation

du probl�eme �a pouss�ees continues. Dans ce cas d'�etude, la variation de la masse suite

�a une pouss�ee est pris en compte. Des d�eveloppements analytiques simpli�cateurs avec

hypoth�eses de masse constante ont �et�e �etablis dans [McInnes 97b]. Les d�eveloppements

e�ectu�es lors de ce travail g�en�eralisent ceux e�ectu�es dans [McInnes 97a, Sukhanov 00],

�a savoir qu'ils traitent de transferts quasi-circulaires �a direction de pouss�ees constante

non nulle et �a masse variable.

Dans ce qui suit, nous d�ecrivons l'�evolution du syst�eme dans l'intervalle de temps [t0; tf ]

lors de l'application d'une pouss�ee selon une d�eclinaison constante (not�e �). Dans cette

annexe, la correction de l'inclinaison n'est pas prise en compte. Ainsi, la direction de

pouss�ee est constante avec un changement de signe aux noeuds.

Le mod�ele d'�evolution est un mod�ele k�epl�erien, auquel sera rajout�e l'e�et perturbateur

du J2 (la prise en compte du frottement atmosph�erique est trait�e par [McInnes 94] ). Les

notations introduites au chapitre I sont reprises dans cette annexe.

Il est �a rappeler que l'�evolution du syst�eme lors de l'allumage des moteurs est donn�ee

par :

dm

dt
= �F

c
(A.1)

da

dt
=

2p
�
cos � � a1:5 F

m(t)
(A.2)

d


dt
= sin �

r
a

�
� sin�
sin i

� F

m(t)
+ C
J2(i)

1

a3:5
(A.3)
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d�

dt
=

p
�

a1:5
+
C�J2(i)
a3:5

� sin �

r
a

�
� sin�
tan i

� F

m(t)
(A.4)

o�u c est d�e�ni par c = g0 � Isp.

A.1 Evolution de la masse

La masse est donn�ee par :

m(t) = m(t0)� F

c
(t� t0) (A.5)

Soit 
0 l'acc�el�eration initiale du satellite ( 
0 =
F

m0
). D'apr�es l'�equation A.5, il vient :

F

m(t)
=


0

1 � 
0
c
t

(A.6)

A.2 Evolution du demi-grand axe

En rempla�cant l'expression de la variation de la masse (�equation A.6) dans celle de la

variation du demi-grand axe (�equation A.2), et apr�es int�egration, il vient :

a(t) = a(t0)

 
1 +

cos � � c �
p
a(t0)p

�
ln
�
1� 
0

c
(t� t0)

�!�2

(A.7)

Inversement, il est possible de d�eterminer la dur�ee d'une pouss�ee a�n d'e�ectuer une cor-

rection donn�ee en altitude. En e�et, si l'on d�esire transf�erer le satellite d'une orbite initiale

de demi-grand axe a0 vers une orbite �nale de demi-grand axe af , avec une d�eclinaison

de pouss�ee constante, il faut allumer les moteurs pendant le laps de temps �t :

�t =
c �m(t0)

F

�
1� exp

� p
�p

af � cos � � c �
p
�p

a0 � cos � � c
��

(A.8)

ou encore :

1� 
0
c
�t = exp

� p
�p

af � cos � � c �
p
�p

a0 � cos � � c
�

(A.9)

Dans ce qui suit, on introduit la variable � d�e�nie par :

�(t) =

p
�

cos � � cpa(t)

L'expression du demi-grand axe donn�ee par l'�equation A.7 g�en�eralise celle donn�ee par

[Sukhanov 00] (qui ne s'int�eresse qu'aux transferts tangentielles).

A.3 Evolution de l'anomalie

Au regard de l'�equation d'�evolution de ce param�etre (�equation A.4), il est �a noter qu'il

existe trois termes : un traduisant le moyen mouvement, un l'e�et du J2 et en�n l'e�et

d'une pouss�ee. Dans ce qui suit, chacun de ces termes est calcul�e s�epar�ement.
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A.3.1 Int�egration des termes d'�evolution naturelle

Les deux premiers termes traduisent une �evolution naturelle de ce param�etre. Plu-

sieurs techniques sont possibles pour calculer ces termes [Sukhanov 00, McInnes 97b,

McInnes 97a, McInnes 94]. Nous avons repris les mod�elisations d�evelopp�ees par ces deux

auteurs a�n de les g�en�eraliser au cas de transfert �a direction de pouss�ee quelconque. Selon

le probl�eme �a traiter, le m�ethode d'int�egration est choisie.

Premi�ere formulation (version de Sukhanov)

Le moyen mouvement et l'e�et du J2 sont des termes en, respectivement,
1

a1:5
et en

1

a3:5
. Dans le cas g�en�eral, il faut donc calculer les int�egrales de la forme :

Ik =

Z tf

t0

1

a(t)
k
2

dt =

Z tf

t0

1

a(t0)
k
2

�
1 +

1

�(t0)
ln
�
1 � 
0

c
(t� t0)

��k

dt (A.10)

Nous allons donc g�en�eraliser ce calcul en calculant l'int�egrale Ik d�e�nie par:

Ik =

Z tf

t0

1

a(t)
k
2

dt =

Z tf

t0

1

a(t0)
k
2

 
1 +

cos � � c �
p
a(t0)p

�
ln
�
1� 
0

c
(t� t0)

�!k

dt

Soit la variable x d�e�nie par :

x(t) =
m(t)

m0
= 1� 
0

c
(t� t0) (A.11)

ou encore : ln(x) = � � �0. L'int�egrale Lk peut s'�ecrire en fonction de cette variable x :

Ik =

Z xf

x0

1

a(t0)
k
2

 
1 +

cos � � c �
p
a(t0)p

�
ln(x)

!k �c

0
dx (A.12)

Ou encore :

Ik = �
�
c � cos �p

�

�k
Lk

F=c
(A.13)

O�u Lk est d�e�nie par :

Lk = m0

Z xf

1

(�0 + ln (x))k dx (A.14)

Cette suite Lk est similaire �a celle dans le cas tangentielle pure �etablie dans [Sukhanov 00].

Elle est d�e�nie par (suite �a une int�egration par partie) :

Lk = m(tf) �
 p

�p
a(tf) � c

!k

�m(t0) �
 p

�p
a(t0) � c

!k

� kLk�1

L0 = m(tf)�m(t0)
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A partir de ces �equations, il est possible d'en d�eduire les variations naturelles de l'anoma-

lie :

�� =
p
�K3 � L3 + C�J2(i)K7 � L7 (A.15)

avec : Kj = �
�
c � cos �p

�

�j

� c
F
.

Deuxi�eme formulation (version de McInnes)

Lors du calcul de l'�evolution naturelle de ce param�etre, nous avions g�en�eralis�e le calcul

et l'avons obtenu en fonction des valeurs de la suite Lk. La mod�elisation du syst�eme se

complexi�e consid�erablement, d'o�u notre choix d'utiliser un mod�ele analytique �a chaque

�etape. Il serait donc int�eressant de pouvoir mod�eliser l'�evolution des di��erents param�etres

via des fonctions analytiques simples, ce qui nous permettra d'utiliser des m�ethodes d'op-

timisation analytiques (et notamment des m�ethodes se basant sur le calcul du gradient).

L'id�ee est d'int�egrer ces �evolutions en fonction du demi-grand axe et non en fonction du

temps. Etant donn�e que ce dernier est directement li�e �a la dur�ee de pouss�ee, le changement

de variable s'e�ectue assez facilement.

Une int�egration directe (avec l'aide du logiciel Maple) nous permet d'�ecrire :

��F J2 = � �


0 � cos(�)
�
c � cos(�)p

�

�4

(P (�)� P (�0)) exp (� � �0)�
p
� � C�J2(i)

0 cos (�)

�
c � cos(�)p

�

�8

(Q(�)�Q(�0)) exp(� � �0)

O�u P et Q sont deux polynômes d�e�nis par :

P (x) = x3 � 3x2 + 6x � 6 (A.16)

Q(x) = x7 � 7x6 + 42x5 � 210x4 + 840x3 � 2520x2 + 5040x � 5040 (A.17)

Ces deux polynômes sont identiques �a ceux �etablis dans [McInnes 97b].

Cette nouvelle expression de la variation naturelle de anomalie est �equivalente �a celle

donn�ee par la premi�ere formulation. En e�et, le calcul de la valeur des int�egrales Lk (de

proche en proche) permet d'�ecrire :

LN = m0exp(� � �0)

k=NX
k=0

(�1)k � N !

(N � k)!
�N�k �m0 �

k=NX
k=0

(�1)k � N !

(N � k)!
�N�k0 (A.18)

et nous retrouvons bien les polynômes P et Q, qui sont des cas particuliers de cette

forme g�en�erale (resp. pour N=3 et N=7).
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A.3.2 Int�egration du terme traduisant l'e�et d'une pouss�ee

Maintenant, nous allons int�egrer l'e�et d'une pouss�ee sur l'anomalie (du fait du chan-

gement du rep�ere). Nous devons donc calculer les variations :

d�

dt

���
F

= � sin �

s
a(t)

�
� sin�(t)

tan i
� F

m(t)

La di�cult�e r�eside dans le fait que l'anomalie varie �egalement en fonction du temps (via

le moyen mouvement et l'e�et du J2) et donc il n'est pas facile d'int�egrer analytiquement

ce terme. D'autre part, une int�egration num�erique complexi�e le mod�ele et augmente le

temps de calcul. Une alternative possible est de calculer une approximation �a ce terme et

ceci moyennant quelques approximations.

La variation de l'anomalie est moyenn�ee sur un intervalle d'anomalie [�0; �1].

<
d�

dt

���
F
>=

1

�1 � �0

Z �1

�0

� sin �

s
a(t)

�
� sin�
tan i

� F

m(t)
d� (A.19)

Dans ce cadre d'�etude, l'intervalle de moyennation consid�er�e est g�en�eralement de l'ordre

de la demi orbite (i.e. j�1 � �0j � �).

Sur cet intervalle, le vecteur �etat caract�erisant le syst�eme varie tr�es peu. D'o�u l'hypo-

th�ese que le demi-grand axe a et la masse sont constants sur cet intervalle. Ceci permet

d'�ecrire :

<
d�

dt

���
F
>=

1

�1 � �0

r
a

�
� 1

tan i
� F

m(t)

Z �1

�0

sin(�)d� (A.20)

Et donc :

<
d�

dt

���
F
>=

1

�1 � �0

r
a

�
� sin �
tan i

� F

m(t)
[cos(�0)� cos(�1)] (A.21)

L'int�egration de cette variation durant une pouss�ee permet d'�ecrire :

�� =

r
a0
�

sin �

tan i

[cos(�0)� cos(�1)]

�1 � �0

Z x(tf)

1

� 1 
1 +

cos � � c �
p
a(t0)p

�
ln (x)

!�c

0

dx

x

avec x(t) = 1 � 
0
c
(t� t0).

Donc, la variation de l'anomalie est approxim�ee par :

�� =
�c

0

r
a0
�

sin �

tan i

[cos(�0)� cos(�1)]

�1 � �0

�
1

�0
ln

�
1 +

1

�0
ln(x(tf))

��
(A.22)
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A.4 Evolution de l'ascension droite du noeud ascen-

dant :

Au regard des �equations d'�evolution de l'ascension droite du noeud ascendant, il est �a

noter qu'elle est similaire �a celle de l'anomalie (�a des facteurs multiplicateurs pr�es pour

les e�ets du J2 et de celui de la pouss�ee).

Les calculs d�evelopp�es pour le cas de l'anomalie sont utilis�es pour ce param�etres. Ainsi,

dans le cas des e�ets naturels, la premi�ere formulation donne :

�
F
J2 = C
J2(i)K7 � L7 (A.23)

La deuxi�eme quant �a elle permet d'�ecrire la variation naturelle de l'ascension droite du

noeud ascendant sous la forme :

�
F
J2 = �

p
� � C
J2(i)

0 cos �

�
c � cos(�)p

�

�8

(G(�)�G(�0)) exp(� � �0) (A.24)

L'e�et de l'application d'une pouss�ee continue donne :

�
 =
c


0

r
a0
�

sin �

sin i

[cos(�0)� cos(�1)]

�1 � �0

�
1

�0
ln

�
1 +

1

�0
ln(x(tf))

��
(A.25)

Ces d�eveloppements analytiques ont permis de simpli�er consid�erablement le mod�ele du

syst�eme, et de ce fait d'all�eger les temps de calcul. Ceci a permis de mod�eliser l'�etalement

des pouss�ees et, �a terme, de calculer de fa�con simple une initialisation au probl�eme �a

pouss�ees continues.



Annexe B

R�epartition optimale des pouss�ees

hors-plan

Lors de la r�ealisation d'un transfert orbital, il est quelques fois n�ecessaire de r�ealiser des

pouss�ees hors-plan et notamment de les r�epartir sur les di��erentes phases de pouss�ees, et

ceci dans le cas d'orbites quasi-circulaires. Dans ce chapitre, deux m�ethodes de r�epartitions

possibles sont pr�esent�ees.

B.1 R�epartition optimale au premier ordre :

Dans [Dufour 93], il a �et�e �etabli qu'il est possible d'am�eliorer le rendement des pouss�ees

hors-plan en les r�epartissant sur les di��erentes phases de pouss�ees de telle sorte que

les d�eclinaisons de pouss�ees soient identiques pour toutes les pouss�ees. La d�eclinaison

optimale est donn�ee par :

� = arctan

0BBBBB@
NX
k=1

jV wkj
NX
k=1

jV tkj

1CCCCCA (B.1)

o�u

V wk d�esigne la k
�eme pouss�ee hors-plan

V tk d�esigne la k�eme pouss�ee tangentielle

N est le nombre de phases de pouss�ees

La �gure B.1 permet de visualiser le principe de cette r�epartition.
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Vt

VwV

δ

Vt1

Vw1

Vt1
V1

V2

V3

δ1

Vw2

Vt3

Vw3

δ2

δ3

Fig. B.1 { d�eclinaison optimale dans le cas d'orbites circulaires

B.2 R�epartition optimale plus exacte

Le r�epartition pr�ec�edente est une solution au premier ordre. Cette r�epartition peut être

am�elior�ee par un calcul d'optimisation simpli��e. Les hypoth�eses simpli�catrices sont :

{ Il faut r�epartir les pouss�ees hors-plan sur N phases de pouss�ees.

{ Les pouss�ees tangentielles �a r�ealiser sont d�e�nies et �x�ees.

{ Ces pouss�ees hors-plan permettent d'apporter une correction sur l'ascension droite

du noeud ascendant (not�ee �
).

{ Les pouss�ees hors-plan sont appliqu�ees aux anti-noeuds (i.e. cos� = 0), et de ce fait

l'inclinaison, i, est constante le long du transfert.

Dans ce cas, chaque pouss�ee V wk permet d'apporter la correction �
k, donn�ee par:

�
k =
1

sin i
� V wk

V ck
(B.2)

o�u V ck est la vitesse circulaire du satellite (i.e. V ck = ak � nk).
Il faut d�eterminer les N variables �
k qui permettent de minimiser le coût global du

transfert :

min

k=NX
k=1

p
V tk

2 + V wk
2 (B.3)

Ces variables d'optimisation doivent respecter la contrainte d'�egalit�e :

�
�
NX
k=1

�
k = 0 (B.4)

La condition d'optimalit�e
@V

@(�
k)
= 0 permet d'�ecrire (apr�es simpli�cation):

sin �k � V ck = sin �N � V cN pour k = 1::N � 1 (B.5)

o�u �k repr�esente la ki�eme d�eclinaison.

Ainsi la r�epartition des d�eclinaisons de pouss�ees suit la loi :
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����sin �kp
ak

���� = cste = K (B.6)

o�u ak repr�esente le kieme demi-grand axe interm�ediaire (r�esultat de la k�eme pouss�ee

tangentielle).

Le calcul pratique des d�eclinaisons se fait par la d�etermination de la constante K qui

est solution de l'�equation :

�
�
NX
k=1

1

sin i
� K � ak � V tkp

�
p
1�K2ak

= 0 (B.7)

La solution de cette �equation est calcul�ee �a l'aide d'un algorithme de recherche unidi-

mensionnelle (cf. [Minoux 83]). Il est �a noter que pour de petites variations du demi-grand

axe, la condition B.6 peut être approxim�ee par :

sin �k = cste (B.8)

Cette r�epartition n'est autre que celle du premier ordre pr�esent�ee en B.1. Ainsi, la r�e-

partition constante sur les di��erentes phases de pouss�ees est l'approximation, au premier

ordre, de la r�epartition optimale des pouss�ees hors-plan.

B.3 Quelques r�esultats num�eriques

A�n de quanti�er et d'illustrer l'apport de chaque m�ethode de r�epartition des pouss�ees

hors-plan, il est int�eressant de les appliquer �a un cas d'�etude de transfert orbital. Le

transfert trait�e est d�e�ni comme suit :

{ La position initiale du satellite est d�e�nie par son demi-grand axe (a = 7000 km) et

son inclinaison (i= 60.0 degr�es).

{ La correction �a r�ealiser en ascension droite du noeud ascendant est �x�ee �a 5 degr�es.

{ La correction �a r�ealiser en demi-grand axe est de 300 km. Elle est �equitablement

r�epartie sur les di��erentes phases de pouss�ee. Les pouss�ees tangentielles correspon-

dantes sont calcul�ees �a l'aide des �equations de Gauss (leurs modules est d�ecroissant

selon l'altitude).

{ Di��erentes valeurs du nombre de pouss�ees sont consid�er�es.

Le coût du transfert consid�er�e est calcul�e pour di��erentes lois de r�epartition des pous-

s�ees hors-plan :

{ Selon une r�epartition pr�ed�etermin�ee : La pouss�ee hors-plan globale est r�epartie

�equitablement sur les di��erentes pouss�ees.

{ Selon une r�epartition �a d�eclinaison constante,
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Pouss�ee

No.1 (m/s)

Pouss�ee

No.2 (m/s)

Pouss�ee

No.3 (m/s)

coût total

(m/s)

R�epartition pr�e-

d�etermin�ee
190.09 190.09 190.09 591.87

R�epartition

�a d�eclinaison

constante

194.13 190.05 186.10 591.86

R�epartition

�a d�eclinaison

optimis�ee

175.00 187.21 203.53 587.61

Tab. B.1 { Coût du transfert pour diverses lois de r�epartition des pouss�ees (N=3)

{ Selon une r�epartition �a d�eclinaison optimis�ee.

Les r�esultats du tableau B.1 montrent que l'optimisation de la r�epartition permet de

diminuer la consommation globale du satellite (de l'ordre de 5 m/s). Ce gain varie selon le

cas de �gure �etudi�e. En e�et, dans certains cas, ou notamment la correction en demi-grand

axe est assez faible, il s'av�ere inutile d'optimiser la r�epartition des corrections hors-plan

du fait que l'apport, en terme de diminution de la consommation, est trop faible. Dans ce

travail, selon l'ordre de pr�ecision requis sur l'optimum, le type de r�epartition (constante ou

optimis�ee) est choisi en cons�equence. G�en�eralement, cette optimisation permet d'am�eliorer

l'estimation d'un point initial satisfaisant les contraintes.
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Fig. B.2 { Modules des pouss�ees hors-plan pour di��erentes lois de r�epartition (N=10)

La �gure B.2 montre la variation de la composante hors-plan avec l'indice la pouss�ee

optimale et ce pour les trois strat�egies de r�epartition (constante, �a d�eclinaison constante

et �a d�eclinaison optimis�ee). Le pro�l des pouss�es associ�e �a la strat�egie optimis�ee est

croissante avec l'altitude (comme le montre la condition (B.6), le sinus de la d�eclinaison

est proportionnel �a la racine carr�e de l'altitude). Ce r�esultat est en opposition avec celui

issu d'une approche simpli��ee du premier ordre (comme celle pr�esent�ee dans B.1).
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D'autre part, il est �a noter que plus le nombre de pouss�ees est important, plus la

consommation du satellite diminue (cf. tableau B.2). Ceci est li�e, en partie �a l'e�cacit�e des

pouss�ees. En e�et, plus l'altitude est �elev�ee, plus les pouss�ees tangentielles sont e�caces.

coût total

N=3

coût total

N=10

coût total

N=100

R�epartition

pr�ed�eter-

min�ee

591.87 m/s 591.56 m/s 591.44 m/s

R�epartition

�a d�ecli-

naison

constante

591.86 m/s 591.55 m/s 591.43 m/s

R�epartition

�a d�ecli-

naison

optimis�ee

587.61 m/s 586.13 m/s 585.48 m/s

Tab. B.2 { Coût du transfert pour diverses lois de r�epartition des pouss�ees

Dans notre cas d'�etude, la limitation de l'horizon temporelle impose une limite inf�e-

rieure au coût. En e�et, puisque l'e�et du J2 est utilis�e pour apporter des corrections en

anomalie et en ascension droite du noeud ascendant, les dur�ees de d�erive peuvent être

insu�santes. De ce fait, les pouss�ees hors-plan augmentent et ainsi le coût augmente.
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Annexe C

M�ethodes de r�esolution utilis�ees

Dans cette annexe, le rappel des principales m�ethodes de r�esolution utilis�ees est donn�e.

Comme expliqu�e au paragraphe II.6, selon la nature du probl�eme �a r�esoudre (optimisation

ou r�esolution d'un syst�eme d'�equations...) et de ses propri�et�es (continuit�e, d�erivation...)

la m�ethode de r�esolution est choisie.

C.1 La m�ethode Hybrid-Powell

Cette m�ethode permet de r�esoudre un syst�eme de n �equation �a n inconnues. C'est une

m�ethode analytique it�erative, qui combine le principe de la m�ethode du gradient avec

celle de la m�ethode Quasi-Newton [Minoux 83]. Rappelons que la m�ethode du gradient

permet de se d�eplacer vers la solution via la relation C.1.

xk+1 = xk � �kJ
�1f(xk) (C.1)

o�u :

{ J la matrice jacobienne,

{ f la fonction pour laquelle les z�eros sont recherch�ee,

{ �k est le pas de d�eplacement qui peut être optimis�e (sinon, il est pris �egal �a l'unit�e).

Ce param�etre permet d'augmenter la vitesse de convergence de la m�ethode.

Les m�ethodes quasi-Newtoniennes permettent d'approximer la matrice jacobienne. Celle

de Broyden est utilis�ee dans ce cadre d'�etude (cf �equation C.2). A chaque pas d'it�eration,

la matrice approximant la matrice jacobienne est recalcul�ee.
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Bk+1 = Bk +
(y �Bks)sT

sT s
(C.2)

o�u : y = f(xk+1)� f(xk) et s = xk+1 � xk
La combinaison de ces deux m�ethodes donne la relation reliant le pas de d�eplacement

(not�e �xk) de la m�ethode Hybrid-Powell [Hiebert 82] :

�

1+BT

k Bk

�
�xk = �Bkfk (C.3)

Dans la pratique, cette m�ethode s'av�ere plus e�cace qu'une m�ethode de gradient clas-

sique.

C.2 Le simplexe de Nelder-Mead

Le simplexe est une m�ethode de minimisation locale, non lin�eaire, sans contraintes et

sans gradient [Nelder 65]. Les contraintes �a v�eri�er sur le domaine de recherche de la

solution seront mod�elis�ees sous formes de fonctions de p�enalit�e int�egr�ees dans la fonction

coût. Soit n le nombre de variables �a optimiser. Le simplexe est une �gure g�eom�etrique

form�ee de n+1 points dans un espace de dimension n. A chaque it�eration, le sommet

dont le coût est le plus �elev�e est d�eplac�e (dans le domaine de recherche) vers un meilleur

sommet. En �n d'it�eration, le simplexe converge vers l'optimum. Cette convergence peut

être lente lorsque le nombre de variables est important. Le d�eplacement des sommets se

base sur les transformations suivantes :

{ la r�e
exion, caract�eris�ee par son coe�cient � (� > 0),

{ l'expansion, caract�eris�ee par son coe�cient 
 (
 > 0),

{ la contraction, caract�eris�ee par son coe�cient � (0 < � < 1),

{ la r�eduction sur les n plus mauvais sommets.

Nous pouvons d�e�nir math�ematiquement ces transformations. En e�et, soit (Xi)i=1::n+1
les sommets du simplexe. A chaque it�eration, nous devons identi�er trois sommets impor-

tants :

{ Xr est le sommet qui poss�ede le coût le plus �elev�e,

{ Xl est le sommet qui poss�ede le coût le moins �elev�e,

{ X0 est le barycentre des n sommets (Xi)i6=h (c'est-�a-dire X0 =
1

n

n+1X
i=1;i6=h

Xi).

A partir de ces trois sommets importants, nous pouvons proc�eder aux transformations du

simplexe qui sont d�e�nies par :

{ la r�e
exion : Xh est remplac�e par Xr = (1 + �)X0 � �Xh. C'est la premi�ere

transformation �a tester au d�ebut de l'it�eration.
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{ l'expansion : Si la r�e
exion donne de bons r�esultats, on tente une expansion. Xh

est remplac�e par Xe = 
Xr + (1 � 
)X0

{ la contraction : elle est utilis�ee lorsque la r�e
exion est incapable d'am�eliorer aucun

sommet sauf Xh. Dans ce cas, Xh est remplac�e par Xc = �Xh + (1 � �)X0

{ la r�eduction : elle intervient en dernier recours, lorsque toutes les autres trans-

formations ont �echou�ees. Dans ce cas, Tous les sommets sauf le minimum Xl sont

recalcul�es selon la relation : X 0
i =

1
2
(Xi +Xl).

L'algorithme fait appel �a ces transformations jusqu`�a ce que la m�ethode converge vers

un minimum, ce qui se traduit par la satisfaction d'un crit�ere d'arrêt. Ce crit�ere est une

condition sur l'�ecart type des coûts des di��erents sommets qui doit être inf�erieur �a la

pr�ecision souhait�ee " : vuuti=n+1X
i=1

(coût(Xi)� coût(X0))2

n + 1
� "

C.3 La m�ethode Hooke-Jeeves

C'est une m�ethode d'optimisation sans contraintes [Hooke 60]. Elle consiste �a recher-

cher l'optimum �a l'aide de deux s�eries de mouvements :

{ mouvement d'exploration (exploratory move) : �a partir d'une point de d�epart donn�e,

cette phase e�ectue des perturbations successives, le long des di��erents axes. Si le

coût est meilleur, les incr�ements e�ectu�es sur cette phase sont conserv�es. Dans le

cas contraire, l'exploration est reprise en r�eduisant l'amplitude des perturbations.

{ mouvement d'extrapolation (pattern move) : un d�eplacement est e�ectu�e dans le

direction obtenue par la phase d'exploration. Le nouveau point obtenu �etant le

nouveau point de r�ef�erence.

L'algorithme est ex�ecut�e jusqu'�a ce que les pas de d�eplacement deviennent inf�erieurs �a

une pr�ecision donn�ee.

C.4 La m�ethode du Gradient R�eduit G�en�eralis�e

Cette m�ethode [Abadie 69]combine les m�ethodes de lin�earisation et de celle du gradient

r�eduit deWolfe. Elle permet de r�esoudre des probl�emes de minimisation sous contraintes :8<:
minf(x)

g(x) = [g1 � � � gm]T = 0

x � 0

(C.4)
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Cette m�ethode consiste �a diviser les variables d'optimisation en deux sous-ensembles :

{ variables de base (de dimension b et not�ees xB) : elles sont choisies tel que la matrice

jacobienne d�e�nie pas l'�equation C.5 soit r�eguli�ere.

@g

@xB
(x) =

�
@gi
@xj

�
i=1���m;j=1���b

(C.5)

{ variables hors-base (de dimension n � b et not�ees xN ) compl�etent donc l'ensemble

des variables.

Le calcul de la solution de fait en trois �etapes :

{ Le calcul de la direction de d�eplacement (not�e (yB; yN)) : il est donn�e par le syst�eme

d'�equation (C.7,C.6) issu de la lin�earisation des contraintes.

yN = �
�
@f

@xN
� (

@f

@xN
) � ( @g

@xB
)�1 � ( @g

@xN
)

�
(C.6)

yB = �
�
@g

@xB

��1
@g

@xN
yN (C.7)

{ optimisation du pas de d�eplacement : a�n d'augmenter la vitesse de convergence

de la m�ethode, ce pas peut être optimis�e �a l'aide d'une m�ethode d'optimisation

unidimensionnelle du param�etre �̂.

x̂ = x0 + �̂y (C.8)

{ Le point calcul�e pr�ec�edemment ne satisfait pas les contraintes. Il faut donc e�ectuer

une projection sur la vari�et�e engendr�ee par les variables de base. Une m�ethode

Newton peut être utilis�ee. Pour ce faire, les variables hors-base sont �x�ees et les

variables de base d�etermin�ees tel que les contraintes soient satisfaites.

Ce processus est r�eit�er�e jusqu'�a ce que la pr�ecision souhait�ee soit satisfaite.

C.5 La m�ethode Sequential Quadratic Programming

Cette m�ethode est une g�en�eralisation de la m�ethode de Newton pour la minimisation

sans contraintes. Son principe est de lin�eariser les contraintes du syst�eme et de remplacer

la fonction objectif par une approximation quadratique. Par exemple, si le probl�eme �a

r�esoudre, not�e P , est de la forme :

(P )

8<:
min f(x)

g(x) � 0

h(x) = 0

(C.9)
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Alors, ce probl�eme est r�esolu de fa�con it�erative. Les directions de d�eplacement dk =

xk+1 � xk, et les multiplicateurs de Lagrange �k+1 et �k+1 sont obtenus en r�esolvant le

sous-probl�eme quadratique PQP donn�e par :

(PQP )

8<:
min 1

2Hkd:d+rf(xk):d
Dg(xk)d+ g(xk) � 0

Dh(xk)d+ h(xk) = 0

(C.10)

o�u

{ le Hessien vaut Hk = r2
xL(x; �),

{ le lagrangien vaut L(x; �) = f(x) + g(x):�+ h(x):�.

Donc, �a chaque it�eration, il faut r�esoudre un sous-probl�eme quadratique (d�e�ni par

l'�equation C.10), et ceci par des m�ethodes bas�ees sur les conditions de KKT (Karush

Kuhn et Tucker) du style m�ethodes de surface actives.

C.6 La m�ethode Feasible Sequential Quadratic Pro-

gramming

Cette m�ethode est similaire �a la m�ethode SQP avec la condition suppl�ementaire de

satisfaire les contraintes �a chaque it�eration [Lawrence 97]. Elle est particuli�erement in-

t�eressante dans le cas o�u la fonction objectif est mal d�e�nie �a l'ext�erieur du domaine de

recherche ou si la m�ethode SQP converge vers un point ne respectant pas les contraintes

impos�ees (et notamment son domaine d'appartenance). La modi�cation de cette m�ethode

par rapport �a la m�ethode pr�ec�edente r�eside dans le calcul du pas de d�eplacement. En e�et,

il est maintenant d�e�ni comme une combinaison de la direction d�etermin�ee par la SQP

et celle de la direction \faisable" (appartenance dans le domaine de points possibles).



R�esum�e

La th�ese traite du probl�eme de transfert orbital d'engins spatiaux sous l'hypoth�ese

d'orbite basse quasi circulaire avec contraintes de rendez vous �nal et horizon tempo-

rel borne. Le crit�ere d'optimisation est celui de la consommation, ce qui entrâ�ne le fait

que la strat�egie optimale int�egre l'utilisation de d�erives naturelles d�ecoulant de la non

homog�en�eit�e du potentiel terrestre pour apporter des corrections gratuites. Le probl�eme

d'optimisation global est abord�e par une approche s�equentielle �a multi niveaux proc�edant

par aprroximations successives �a complexit�e croissante du point de vue mod�elisation et

nature du transfert. Dans un premier temps, le probl�eme du transfert par utilisation de

pouss�ees "chimiques" impulsionnelles est r�esolu dans sa g�en�eralit�e. Les r�esultats obtenus

servent de socle �a la recherche de la solution au probl�eme sous hypoth�ese de faibles pous-

s�ees "�electriques", ce qui implique des solutions de type continu. Une solution admissible

par rapport a ces hypoth�eses est �elabor�ee par �etalement et raccordement d'impulsions

�el�ementaires contenues dans un train d'impulsions, lui même obtenu r�ecursivement par

fractionnement successif d'impulsions. Cette solution est alors optimis�ees au moyen de

m�ethodes locales et param�etriques.

Mots cl�es : rendez-vous orbital, aplatissement terrestre, optimisation, programmation

non lin�eaire, propulsion chimique, propulsion �electrique.

Abstract

This work deals with the optimization of minimum-fuel quasi-circular low-Earth space-

craft orbital transfers, under imposed �nal rendez-vous constraints and bounded transfer

duration. As the optimization criterion is the maximization of the spacecraft �nal mass,

the optimal transfer strategy bene�ts from natural drift due to the Earth oblateness in

order to have some costless corrections of the free orbit. The proposed method solves the

optimization problem by a multi-level multi-step strategy, where the problem complexity

is successively increased with respect to the system modelization and the transfer cha-

racteristics. In a �rst step, the impulsive problem is considered by assuming te use of

instantaneous chimical high-level thrusts. The solution of this problem is then used as an

initial point for the low-thrust electrical thrust problem. This initial solution is compu-

ted by splitting up each impulsive thrust into a multiple low-thrust elementary thrusts

and then by connecting the burn arcs. The optimal solution is �nally determined after

performing local parameterical optimization .

Keys words: orbital rendezvous, Earth oblateness, optimization, nonlinear program-

ming, impulsive propulsion, electrical propulsion.


