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Introduction

P OUR de nombreuses applications, la connaissance de l’état thermo-mécanique des fluides
présents dans un réservoir est cruciale. Dans les réservoirs des lanceurs spatiaux, la diver-

sité des conditions extérieures durant les différentes phases de vie du lanceur (mise en froid
des réservoirs cryogéniques, transport des réservoirs stockables sur la zone de lancement, allumage
et extinction des moteurs, phase propulsée avec ou sans vidange, largage des charges utiles, phase
balistique,...) rend encore plus complexe ce problème. S’il existe quelques outils prédictifs ayant
un niveau de fiabilité satisfaisant, ceux-ci n’ont été développés qu’au cas par cas sur la base d’hy-
pothèses simplificatrices pour répondre à des besoins spécifiques et certains phénomènes restent
encore mal compris.

Les évolutions du lanceur Ariane 5 prévoient d’augmenter sa "versatilité" vis-à-vis des missions de
mise en orbite, par des allumages successifs des moteurs à ergols liquides de l’étage supérieur. Mais
l’alimentation de ces moteurs doit être réalisée selon des contraintes bien précises (température
des ergols, taux de gaz dissous,...) et dans le dôme gazeux, il faut aussi maîtriser la pression qui
évolue en raison des conditions thermiques extérieures et de l’alimentation/prélèvement en gaz.
Ces évolutions d’Ariane 5 rendent donc la connaissance de l’état des fluides dans les réservoirs à
la fois plus complexe, mais aussi plus capitale.

Dans les autres domaines d’activité demandeurs de solutions à ce problème (transport de fluides,
réservoirs d’avions, de satellites,...), la tendance de ces dernières années est de chercher à mettre au
point des outils de simulation numérique. Le Centre National d’Études Spatiales a donc décidé le
lancement du programme de recherche COMPERE(COMPortement desErgols dans lesREservoirs)
dont l’objectif est l’élaboration et la validation expérimentale de modèles physiques et numériques
permettant de prédire l’évolution des caractéristiques des fluides contenus dans des réservoirs de
lanceurs soumis à des niveaux d’accélération et de flux de chaleur variables dans le temps.

Cette thèse se situe dans le cadre scientifique de ce programme de recherche. Elle porte sur le
développement de modèles et de méthodes numériques, adaptés au suivi d’interface entre deux
fluides, et permettant de prendre en compte les effets capillaires ainsi que les phénomènes de
transfert de masse et de chaleur à l’interface. Le modèle obtenu doit donc être apte à reproduire les
écoulements diphasiques dits "à interface libre" et inclure les différents effets physiques pertinents
pour les applications visées : forces de vicosité, forces de tension superficielle (y compris les effets
Marangoni), prise en compte d’un angle de contact entre une interface et une paroi, conduction
thermique, convection naturelle et dilatation thermique.

Le qualificatif "interface libre" se rapporte aux écoulements pour lesquels la dimension des inter-
faces entre les deux fluides en présence est comparable aux dimensions du domaine d’étude, et ce
par opposition (par exemple) aux écoulements à phases dispersées où chaque interface est de petite
dimension par rapport à celles du domaine étudié. Ce type d’écoulements est également différent
des écoulements à surface libre pour lequel le domaine considéré est généralement beaucoup plus
vaste, voire non borné, et où l’un des fluides est un gaz dont on peut considérer le plus souvent
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que l’influence sur le mouvement de l’autre fluide se réduit à la pression qu’il exerce sur lui à
l’interface. À chacun de ces types d’écoulements correspond une modélisation bien spécifique.
Par exemple, les équations de Saint-Venant sont particulièrement adaptées aux écoulements à sur-
face libre. De la même façon, s’agissant des écoulements à phases dispersées, le comportement de
gouttes ou de particules dans un écoulement porteur gazeux est bien reproduit par une modélisation
lagrangienne.

Les méthodes numériques utilisées pour simuler les écoulements à interface libre sont générale-
ment basées sur la résolution de modèles dits "à un fluide incompressible". On peut distinguer (au
moins) deux types de méthodes pour résoudre les équations de ces modèles : les méthodes de cap-
ture d’interface eulériennes et lagrangiennes. Pour ces dernières, les difficultés de mise en oeuvre
lorsque la géométrie de l’interface devient complexe, nous ont poussé à resteindre notre choix aux
méthodes eulériennes.

Dans ces approches eulériennes, une équation de transport pour une grandeur supplémentaire per-
mettant de localiser la position de l’interface est résolue. Dans le cas des méthodes VOF (Volume-
Of-Fluid) [58, 62], qui sont sans doute les plus utilisées, cette quantité peut être interprétée comme
la fraction volumique de l’un des deux fluides et l’interface est caractérisée par une variation bru-
tale de celle-ci. Cependant, la diffusion numérique des schémas provoque un épaississement de
cette zone de transition, rendant difficile la localisation précise de l’interface. De la même manière,
dans la méthode Level-Set [17, 109, 117], la quantité supplémentaire transportée est la distance à
l’interface, matérialisée par l’ensemble des points où elle s’annule. Pour cette méthode, la com-
plexité de l’équation vérifiée par le champ de distance à l’interface rend difficile sa résolution et,
même avec des schémas précis, peut conduire à une perte de masse de l’un des deux fluides. Face
aux problèmes posés par ces deux méthodes, on distingue alors plusieurs types d’adaptations :
l’amélioration des techniques numériques [53, 94, 100, 122] ainsi que la reconstruction d’interface
[75, 97, 98, 99] pour les méthodes de type VOF, et la redistanciation ainsi que la Ghost-Fluid-
Method [30, 41, 43] pour les méthodes de type Level-Set.

Une autre façon de faire face aux problèmes des méthodes eulériennes est de revenir sur la mo-
délisation effectuée. De nombreux travaux ont été réalisés dans cette voie au cours des dernières
années.

Une première solution proposée consiste à considérer les modèles à un fluide comme issus d’un
processus de moyenne [7, 34, 37] et donner ainsi un sens plus précis aux zones de mélange appa-
raissant dans les simulations. Dès lors, la difficulté est reportée sur le choix des lois de mélange
que l’on peut interpréter comme des "lois de sous-mailles diphasiques".

Une deuxième solution consiste à introduire dans le modèle continu une épaisseur d’interface. Ceci
peut être un point de vue avantageux lorsqu’on cherche à modéliser les phénomènes de tension su-
perficielle et de changement de phase : les modèles obtenus sont généralement appelés modèles
"à interface diffuse". La dérivation de ces modèles est généralement basée sur un approche plus
thermodynamique, les différences résidant dans le choix de l’énergie libre de mélange. Parmi ces
modèles, citons l’approche Second-Gradient [65, 66, 67] où l’énergie libre de mélange est expri-
mée en fonction de la masse volumique de mélange ainsi que de son gradient, et les modèles de
type Phase-Field [64, 92, 123] où l’énergie libre de mélange est définie à partir d’un potentiel
possédant deux minima correspondant à l’équilibre de chacune des deux phases.

Une autre classe de modèle, bien qu’ayant fait l’objet de peu d’études quant à leur application
au cas des écoulements à interface libre, propose une voie alternative : les modèles multifluides
compressibles [103, 105]. Ceux-ci, ainsi que des modèles à un fluide compressible, ont été le sujet
de nombreuses études récentes [2, 27, 38, 39, 72, 73, 102, 104, 114] pour des applications où la
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compressibilité joue un rôle prédominant. L’interface est alors une discontinuité de contact pour
le modèle. On peut ainsi utiliser les méthodes numériques issues de la simulation numérique des
écoulements compressibles. Des adaptations de ces méthodes doivent cependant être faites, par
exemple à cause de l’existence de termes non conservatifs dans certains modèles [1]. Les dis-
continuités de contact, donc les interfaces, sont bien sûr épaissies par la diffusion numérique des
schémas. On conçoit donc aisément que pour ces modèles, le choix des lois de mélange est crucial
[27, 95, 116], si l’on ne prend pas le parti de reconstruire l’interface. Ces lois de mélange sont d’au-
tant plus importantes qu’elles influent sur la nature hyperbolique du modèle ainsi que sur l’exis-
tence d’une entropie au sens de Lax (généralement reliée à l’entropie au sens thermodynamique).
Des liens plus précis avec la thermodynamique, comme ceux dont bénéficient les approches de
type Second-Gradient et Phase-Field, peuvent d’ailleurs être exhibés pour cette classe de modèles
[48].

Dans le cadre de cette thèse, compte tenu de l’objectif déjà mentionné de développer un modèle gé-
néral permettant de traiter des situations dans lesquelles les phénomènes mécaniques peuvent être
étroitement couplés aux effets thermiques, nous avons privilégié ces approches récentes basées sur
l’utilisation d’un modèle à deux fluides compressibles. Ce choix présente en outre l’avantage de
conduire à des développements qui seront plus facilement intégrables, à terme, dans les grands
codes de mécanique des fluides de l’ONERA, tous basés sur des algorithmes et des modélisations
spécifiques des écoulements compressibles. L’un des enjeux importants de ce travail était de mon-
trer la faisabilité d’une telle approche lorsque les écoulements à traiter sont à faible vitesse et donc
quasi-incompressibles.

Ce mémoire est organisé de la façon suivante. Il comporte trois parties structurées en sept chapitres.
La première partie (chapitres 1 et 2) concerne la présentation du modèle physique retenu et de
ses propriétés mathématiques. La deuxième partie (chapitres 3, 4 et 5) concerne les méthodes
numériques employées pour traiter les différents phénomènes physiques mis en jeu ainsi que des
cas simples de validation pour chacun de ces phénomènes. Enfin, dans la dernière partie (chapitres
6 et 7) nous présentons des résultats numériques, obtenus avec la méthode développée, pour des
cas tests qui concernent directement les activités de l’ONERA dans sa participation au programme
COMPERE.

L’objectif du premier chapitre est d’exposer le modèle physique retenu. Les équations de bilan
de masses et de quantité de mouvement sont déduites de principes simples, ceux de la mécanique
des milieux continus. Nous présentons ensuite la modélisation retenue pour les effets capillaires
et nous montrons que le terme correspondant peut s’écrire sous forme conservative, c’est à dire
sous la forme de la divergence d’un tenseur. En imposant des conditions aux limites sur ce ten-
seur, nous obtenons un moyen simple d’imposer un angle de contact entre une paroi et l’interface.
Les modèles d’angle dynamique utilisés dans les applications du dernier chapitre sont détaillés.
Une équation de bilan d’enthalpie permet de traiter les phénomènes de convection-diffusion de
la chaleur, la prise en compte de la convection naturelle étant réalisée par une approche de type
Boussinesq. Nous cloturons ce chapitre en donnant un exemple de loi d’état possible pour chacun
des deux fluides, en vue de l’application à des écoulements quasi-incompressibles.

Les propriétés mathématiques du modèle sont étudiées audeuxième chapitre. Nous montrons tout
d’abord que le modèle est hyperbolique et qu’il admet une entropie au sens de Lax. Cette entropie
n’est autre que la densité volumique d’énergie libre de mélange. Pour la mise en oeuvre numé-
rique, nous introduisons alors un deuxième modèle, appelé modèle de relaxation, pour lequel nous
prouvons que les solutions sont proches de celles du premier. Ce second modèle permet de préciser
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les liens thermodynamiques entre l’approche adoptée et les approches du type Second-Gradient et
Phase-Field1. Nous montrons ainsi, par une méthodologie originale de dérivation, que le tenseur
des contraintes superficielles présenté au premier chapitre dérive d’une énergie de tension de sur-
face. Sur la base de la même méthodologie, nous proposons également une extension possible pour
le cas où un nombre quelconque de fluides non miscibles sont présents dans l’écoulement.

Dans letroisième chapitre, nous exposons la méthode numérique retenue pour traiter la partie
hyperbolique du modèle. Cette méthode, de type volumes finis, est basée sur le solveur exact de
Godunov, qui consiste à résoudre un problème de Riemann à chaque face du maillage entre deux
états correpondant aux états dans les deux cellules voisines à la face. Nous présentons donc la
solution du problème de Riemann associée au modèle et prouvons l’existence et l’unicité de cette
solution dans le cas des lois d’état que nous utilisons dans les applications. L’existence incondi-
tionnelle (absence de condition pour prévenir l’apparition du vide) confère au schéma numérique
une grande robustesse et une grande simplicité de mise en oeuvre. La validation de cette partie de
la méthode numérique, outre un cas simple de tube à choc, est effectuée sur un cas académique de
ballottement sous gravité de deux fluides dans un réservoir, de dimensions suffisamment grandes
pour que les autres effets physiques (capilarité, viscosité) soient négligeables. La façon d’obtenir
la solution exacte de ce problème est également rappelée.

Le quatrième chapitre rassemble les méthodes numériques retenues pour traiter les phénomènes
de diffusion de quantité de mouvement (forces de viscosité) et de diffusion thermique (conduction
thermique). Pour choisir la discrétisation de ces termes, nous avons imposé au schéma corres-
pondant de laisser invariantes certaines solutions stationnaires du modèle continu : l’écoulement
diphasique de Couette plan pour le terme de viscosité et la stratification pour le terme de conduc-
tion thermique. Les schémas obtenus sont alors validés sur des cas tests simples et pertinents pour
les applications visées.

Le cinquième chapitreprésente la discrétisation retenue pour la prise en compte des effets capil-
laires. Dans un premier temps, nous exposons le schéma retenu lorsque l’écoulement est isotherme.
En particulier, nous exposons la façon dont nous imposons l’angle de contact à la paroi. Dans un
second temps, nous montrons que pour prendre en compte les effets Marangoni de dépendance de
la tension de surface avec la température, il est nécessaire de modifier le schéma de discrétisation
du tenseur des contraintes visqueuses. Pour cela, nous effectuons une étude de consistance rigou-
reuse qui permet de comprendre précisément les effets de la correction adoptée. Le schéma obtenu
constitue un des aspects originaux de notre travail. Un travail de validation sur des cas simples est
ensuite effectué. En particulier, le cas test académique des oscillations d’une bulle dans un fluide
au repos permet de revenir sur des aspects théoriques du modèle, à savoir la nature (dans notre
modèle) des transferts énergétiques entre capillarité et inertie.

Dans lessixième et septième chapitres, nous présentons des résultats de simulations numé-
riques pour des situations ayant trait au comportement des fluides dans les réservoirs de véhicules
spatiaux. Les études correspondantes ont été réalisées en accompagnement d’autres activités de
l’ONERA dans le cadre scientifique du programme COMPERE, comme par exemple l’organisa-
tion d’un benchmark en 1999 et 2000, ou encore la préparation d’un deuxième workshop portant
plus spécifiquement sur les aspects thermo-capilaires. Pour tous les cas traités, nous disposons de
résultats d’expériences réalisées par le ZARM [35] ou le LEGI [47] dans le cadre du programme
COMPERE.

1 Dans notre cas, on peut parler deméthode numériqueà interface diffuse, alors que dans le cas des approches de
type Second-Gradient et Phase-Field on doit plutôt parler demodèleà interface diffuse.
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Le sixième chapitreconcerne plus particulièrement des situations de ballottement, linéaire ou non,
et de grandes déformations d’un interface (déferlement, formation de geyser). Les expériences
de formation de geyser que nous étudions étaient initialement prévues comme cas tests pour un
deuxième benchmark du programme COMPERE. Notre étude a permis de montrer que la paroi,
utilisée dans les expériences pour retenir le liquide à l’instant initial, a dans certaines conditions
une influence non négligeable sur la forme et la hauteur des geysers.

Dans leseptième chapitre, nous obtenons des résultats numériques de simulation de phénomènes
capillaires en microgravité. Deux cas sont étudiés, l’un où l’angle de contact statique entre l’in-
terface et la paroi est faible, et l’autre où cet angle est plus grand. La prise en compte de modèles
d’angle dynamique permet d’améliorer significativement les résultats. Le bon accord obtenu avec
les résultats expérimentaux dans le cas d’un angle de contact statique faible constitue un point
original de notre travail.
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Chapitre 1

Dérivation d’un modèle bifluide pour les
écoulements diphasiques à interface libre

1.1 Établissement des équations de bilan

On s’intéresse aux écoulements de deux fluides visqueux non miscibles. À ce stade de l’exposé,
nous ne considérons de plus que des écoulements isothermes sans changement de phase. Dans ce
cadre, nous supposons que les fluides en présence sontbarotropes, c’est à dire que la pressionpk

du fluidek est reliée à sa masse volumiqueρk par la relation :

pk = pk(ρk) , (1.1)

où lespk sont des fonctions données, suffisamment régulières, convexes et croissantes, conformé-
ment à la définition donnée dans [51]. Cependant, nous cherchons à obtenir un modèle pour la
simulation numérique d’écoulements quasi-incompressibles, c’est à dire pour lequel les masses
volumiques restent quasiment constantes :ρk ' ρk0. Nous aurons donc à revenir sur la validité de
l’hypothèse de barotropie en situation d’écoulement quasi-incompressible isotherme (paragraphe
1.4).

Bien que dans les applications visées les fluides soient miscibles, il est plus commode (et non
restrictif) de supposer que les fluides coexistent en tout point de l’espace, le taux de présence du
fluidek étant caractérisé par sa fraction volumiqueαk, avec :

∑
k

αk = 1 . (1.2)

Cette dernière équation traduit le fait que les deux fluides occupent tout le domaine en volume :
c’est la contrainte de saturation. Par convention, et dans toute la suite, on poseα = α1 et donc
α2 = 1−α. Le cas qui nous intéresse ici des écoulements dits “à interface libre” correspond au
cas particulier oùα1 (respectivementα2) est nul (ou presque nul d’un point de vue numérique)
dans toute la partie du domaine occupée par le fluide 2 (repectivement le fluide 1). Dans le cas
particulier de ces écoulements, il n’y a donc qu’un seul champ de vitesse, notéV.

Remarques :

1. Dans le cas de fluides non miscibles séparés par une interface infiniment fine, la fraction vo-
lumique d’un fluide est exactement la fonction indicatrice du domaine occupé par ce fluide.

21
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2. Cette fraction volumique s’interprète également comme ladensité volumique de volumedu
fluide au sens de la mécanique des milieux continus. En effet, siV désigne un domaine
fluide contenant une interface, on a :

Vk =
∫

V
αkdV ,

où Vk désigne le volume occupé par le fluidek dansV .

Munis de ces hypothèses, nous pouvons écrire les lois de conservation de la masse pour chacun
des fluides ainsi que le bilan de quantité de mouvement associé à l’unité de volume de fluide.

1.1.1 Conservation de la masse

On sait que la massemd’un fluide, de masse volumiqueρ, contenue dans un volumeV est donnée
par :

m(V ) =
∫

V
ρdV .

Dans le contexte de la mécanique des milieux continus,ρ est alors appeléedensité volumique de
massedu fluide considéré. Dans le cas d’un volumeV contenant deux fluides non miscibles (et
donc une interface), c’est à dire le cas d’un volume contenant une massemk de fluidek, celle-ci est
donnée par :

mk =
∫

V
αkρkdV ,

puisqueαk vaut 1 dans le volume occupé par le fluidek et 0 partout ailleurs. Ladensité volumique
de masse du fluide kest doncαkρk. Pour plus de clarté dans la suite, nous posons :

ρ̃k = αkρk .

Avec ces notations, la conservation de la masse du fluidek s’écrit :

∂ρ̃k

∂t
+∇ · (ρ̃kV) = 0 . (1.3)

Remarques :

1. Cette équation est valable dans tout le domaine considéré, y compris en des points où le
fluidek n’est pas présent.

2. La quantitéρ = ρ̃1+ ρ̃2 représente la densité volumique de masse totale de fluide. Bien qu’au
niveau continu il n’y ait aucun mélange entre les deux fluides, nous l’appelons également
densité volumique de masse de mélange, ou encoremasse volumique de mélange, par abus
de language. Cette quantité obéit à l’équation :

∂ρ
∂t

+∇ · (ρV) = 0 . (1.4)

Sous l’hypothèse de fluides barotropes (1.1), cette seule équation ne suffit pas. En effet,
en anticipant, la pression va dépendre des deux masses volumiquesρ1 et ρ2 et les deux
“informations” ρ̃1 et ρ̃2 seront nécessaires à son évaluation.
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1.1.2 Bilan de quantité de mouvement

La loi fondamentale de la dynamique appliquée à l’unité de volume du milieu continu "de mélange"
s’écrit :

ρ
dV
dt

= ∇ · τ+F ,

où τ est le tenseur des contraintes associé aux actions de surfaces etF la densité volumique des
forces extérieures, d’inertie ou de tension de surface agissant sur le milieu continu de mélange. Le
tenseur des contraintes s’écrit :

τ =−P∗ I+ τD ,

oùP∗ est la pression "de mélange" etτD le tenseur des contraintes visqueuses "de mélange". Ainsi,
compte tenu de la conservation de la masse volumique "de mélange" (1.4), l’équation traduisant le
bilan de quantité de mouvement s’écrit :

∂
∂t

(ρV)+∇ · (ρV⊗V +P∗ I) = ∇ · τD +F . (1.5)

Pour les applications qui nous intéressent,F contient l’accélération de la gravitéρg (éventuel-
lement nulle) ainsi que la force d’inertie−ργγγe, où γγγe est une accélération subie par le réservoir
contenant le fluide et due, par exemple, au pilotage du lanceur. Ce terme source de quantité de
mouvement contient également une densité volumique de force associée aux effets capillairesFC

sur laquelle nuos reviendrons §1.2. La densité volumique de forcesF s’écrit donc :

F = ρ(g−γγγe)+FC .

Remarques :

1. Nous notonsP∗ la pression de mélange car elle correspond à une valeur d’équilibre en un
sens précisé au paragraphe suivant.

2. Dans le cas de deux fluides non visqueux, soumis à aucune force extérieure, on obtient
l’équation deconservationsuivante :

∂
∂t

(ρV)+∇ · (ρV⊗V +P∗ I) = 0 .

1.1.3 Fermetures pour le modèle bifluide isotherme

Le modèle, formé des équations (1.3) pour chacun des deux fluides et de l’équation (1.5), doit être
complété par des lois de fermeture, adaptées au type d’écoulements auquel nous nous intéressons.
Nous exigeons en particulier que le modèle dégénère (au moins formellement) vers les équations
de Navier-Stokes dans le cas où les deux fluides ont exactement les mêmes propriétés. Il faut
aussi que le modèle dégénère vers les équations monophasiques dans les zones où la fraction
volumique est constante. Nous appelons ces lois de fermetureloi de mélangecar elle peuvent
être interprétées comme telles, même si nous ne nous intéressons pas à des applications où le
mélange existe réellement. Un moyen de respecter facilement ces contraintes est de choisir la
quantité "mélangée"φm en fonction des quantitésφ1 et φ2 issues des fluides 1 et 2 sous la forme :

φm = αφ1 +(1−α)φ2 , (1.6)

où α désigne la fraction volumique de fluide 1.
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L’avantage de ce type de lois de mélange est de redonner formellement les équations monopha-
siques d’une part dans les zones où un seul fluide est présent (α = 0 ouα = 1), et d’autre part dans
le cas où les deux fluides ont les mêmes propriétés (φ1 = φ2).

Leur inconvénient est d’introduire une nouvelle inconnue, la fraction volumiqueα. Il faut donc dis-
poser d’un modèle déterminant cette fraction volumique sous la forme d’une équation algébrique
(donnant la dépendance de la fraction volumique en fonction, par exemple, des quantités conser-
véesρ̃1 et ρ̃2), ou bien sous la forme d’une équation aux dérivées partielles. Une telle équation
doit alors être l’expression du bilan (ou de la conservation) de la densité volumique de volume de
fluide 1, voir les remarques du début du §1.1. Pour le(s) modèle(s) utilisé(s) dans les méthodes
VOF [62, 7], l’équation adoptée est une simple équation de transport à la vitesse de l’écoulement
V :

∂α
∂t

+V ·∇α = 0 ,

que l’on peut effectivement interpréter comme une équation de conservation du volume de fluide
1 dans le cas où les fluides sont incompressibles (champ de vitesse à divergence nulle) :

∂α
∂t

+∇ · (αV) = 0 .

Cependant, dans le cas de fluides faiblement compressibles, il n’y a pas de raisona priori pour
qu’une telle quantité se conserve. Nous reviendrons sur ce point au §2.3.

1.1.3.1 Pression de mélange et fraction volumique d’équilibre

Supposant l’absence de glissement entre les deux phases en présence, nous n’avons écrit qu’une
seule équation de bilan de quantité de mouvement, n’introduisant ainsi qu’une seule pressionP∗,
dite de mélange. Afin d’obtenir la dégénérescence vers un modèle monophasique dans les zones où
la fraction volumique est constante, nous choisissons donc de définir cette pression conformément
à la relation (1.6) :

P∗ = αp1 +(1−α)p2 .

La pressionp1 (respectivementp2) n’étant pas définie dans les zones où seul le fluide 2 (resp.
fluide 1) est présent, il convient de lui donner une valeur, c’est à dire de choisir une "pression
partielle" de fluide 1 (resp. fluide 2) en de tels points : nous choisissons simplement de fixer la
valeur de la pression du fluide non présent à celle du fluide présent, soitp1 = p2. Ce choix est
simple et arbitraire et l’on aurait pu en faire un autre. Il sera justifiéa posterioripar les propriétés
mathématiques du modèle, notamment l’hyperbolicité du modèle obtenu. Les liens détaillés entre
fermeture en pression et hyperbolicité de ce type de modèle ont été récemment étudiés par Coquel
et al [27, 5]. La loi de pression "de mélange"P∗ = P∗(ρ̃1, ρ̃2) retenue est donc :

P∗(ρ̃1, ρ̃2) = α∗p1

(
ρ̃1

α∗

)
+(1−α∗)p2

(
ρ̃2

1−α∗

)
. (1.7)

où α∗(ρ̃1, ρ̃2) est la solution de l’équation enα :

p1(
ρ̃1

α
) = p2(

ρ̃2

1−α
). (1.8)

à ρ̃1 et ρ̃2 fixées. Ainsi la fraction volumique est définie de manière implicite comme une fonction
de ρ̃1 et ρ̃2, deux des variables conservatives de notre système. Cette définition est licite : on
peut en effet montrer, voir §1.4.2, que pour tout couple(ρ̃1, ρ̃2), l’équation (1.8) possède une
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unique solution, et ceci quelles que soient les lois de pressions choisies vérifiant les hypothèses
énoncées plus haut. Cette solution sera appeléefraction volumique d’équilibre. De même que pour
la pression de mélange, le qualificatif "équilibre" se rapporte à l’équilibre des pressions des deux
fluides.

1.1.3.2 Viscosité dynamique de mélange

Comme pour la pression de mélange, un seul tenseur des contraintes visqueuses apparait dans
l’équation de bilan de quantité de mouvement (1.5). Supposant le comportement du "milieu continu
de mélange" Newtonien, ce tenseur est proportionnel au tenseur des déformations. Le coeffi-
cient de proportionnalité, la viscosité dynamique "de mélange", demande donc une fermeture
µ = µ(µ1, ρ̃1,µ2, ρ̃2) qui vérifie les contraintes imposées plus haut : loin de toute interface (α = 0
ou α = 1) et en situation monophasique (µ1 = µ2), le modèle doit dégénérer vers les équations de
Navier-Stokes. Le tenseur des contraintes visqueuses retenu est donc :

τD = µ
(
∇V +t ∇V

)
, (1.9)

avecµ la viscosité dynamique "de mélange" :

µ= α∗µ1 +(1−α∗)µ2 , (1.10)

etµk la viscosité dynamique du fluidek.

Remarque :

Ce choix n’est pas le seul possible, on pourrait par exemple choisir le modèle suivant de viscosité
dynamique de mélange :

µ= ρν = ρ̃1ν1 + ρ̃2ν2 ,

basée sur les viscosités cinématiquesν1 et ν2 des fluides 1 et 2 respectivement et sur la viscosité
cinématique de mélangeν = µ/ρ. Cette viscosité dynamique de mélange, parmi d’autres, est testée
dans [68] et les résultats obtenusdans des situations isothermes simplesne permettent pas de
conclure sur le choix d’une viscosité de mélange.
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1.2 Effets capillaires

1.2.1 Manifestations

Loin de toute paroi et en situation isotherme, les effets de capilarité se manifestent par un saut de
pression de part et d’autre d’interfaces non planes, dans le cas d’une bulle par exemple. L’intensité
de ce saut est le produit de la courbure moyenne localeκ de l’interface par le coefficient de tension
de surfaceσ entre les deux fluides, [79, 57] :

JPK = σκ , (1.11)

relation connue sous le nom deloi de Laplace.
Ce saut est le résultat de forces detension superficielleque l’on peut mettre en évidence par l’expé-
rience du film de savon tendu à l’intérieur d’un cadre rectangulaire dont l’un des côtés est mobile,
décrite par exemple dans [57] : pour que le film soit en équilibre, c’est à dire pour qu’il garde une
surface constante, il faut exercer une force sur la partie mobile, ou encore appliquer au film une
certaine tension. Ainsi dans le cas d’une interface courbe en équilibre, la somme de ces forces de
tension doit être contre-balancée par une différence de pression de part et d’autre de l’interface.

Les effets de capillarité peuvent également être localisés près de parois solides avec l’apparition
de ménisques de mouillage de dimensions de l’ordre de la longeur capillaire,

`c =
√

σ
ρg

,

dans le cas où l’accélération de la gravité, d’intensitég, est présente. Par contre la taille de ces mé-
nisques est de l’ordre des dimensions du réservoir contenant le fluide en situation de microgravité
(ou lorsque ces dimensions sont inférieures à la longueur capillaire). À l’échelle de description à
laquelle nous nous plaçons, nous supposons que la présence de ces ménisques s’explique unique-
ment par un déficit dans le bilan des forces tangentielles (par unité de longueur transverse) à la
paroi solide imposant à l’interface de former un angleθ, compté depuis la paroi, différent de 90◦.
La relation traduisant cet équilibre est la loi de Young-Dupré [31] :

σcosθ = σ1S−σ2S ,

oùσ1S est la tension solide/fluide 1 etσ2S la tension solide/fluide 2. Autrement dit, la seule donnée
de cet angle de contact "macroscopique" entre l’interface et la paroi doit suffire à déterminer la
forme d’équilibre de l’interface : nous ne tiendrons pas compte de la formation éventuelle d’un
film au dessus de la limite apparente de l’interface [57], ni d’effets microscopiques [31] pouvant
intervenir. Nous ne modélisons pas non plus les effets se produisant à des échelles intermédiares
[88] (petites devant la longueur capillaire, mais grandes devant les échelles de longueur associées
aux effets microscopiques) bien que ceux ci aient sans doute un rôle à jouer dans les phénomènes
d’angle de contact dynamique [9, 110, 111, 112, 113].

Une troisième manifestation de la capillarité est l’effet Marangoni. Ce phénomène apparaît par
exemple dans le cas où le coefficient de tension de surface dépend de la température, induisant
des courants de surface si la température n’est pas homogène. Plus précisément, un gradient de
température interfacial entraine un gradient de tension superficielle, modifiant ainsi le bilan des
contraintes tangentielles à l’interface [31, 57]. Ce gradient de tension superficielle doit être incor-
poré au saut des contraintes visqueuses à l’interface, nul en situation isotherme :

s
µ

∂Vt

∂nI

{
+(∇σ)t = 0 , (1.12)
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avec :
(∇σ)t = σT (∇T)t

où σT = dσ
dT mesure la variation de la tension superficielle avec la température. Généralement

ce coefficient est négatif, ce qui signifie qu’une interface chaude se tend moins qu’une interface
froide. La notation(A)t désigne le vecteurA projeté sur le plan tangent à l’interface :

(A)t = A− (A ·nI )nI .

La notationJ·K désigne le saut à travers l’interface et suivant la normale :le signe de ce saut dépend
donc du choix d’orientation de la normale.

Remarques :

1. Pour tenir compte des effets Marangoni dans le modèle, il faut donc ajouter au second
membre de l’équation de bilan de quantité de mouvement le terme source :

δI (∇σ)t ,

où δI est la distribution de Dirac portée par l’interface.

2. Dans la relation (1.12), nous avons choisi comme convention pour la définition de la tangente
à l’interface que le repère(nI , t) soit direct, c’est à dire que la tangente à l’interface soit
l’image de la normale par la rotation d’angle+π/2 dans le plan(nI ,±t).

3. Le même type de phénomène se produit si des gradients de concentration en tensio-actifs
sont présents à l’interface [79, 31, 57]. On parle encore dans ce cas d’effet Marangoni [31].

4. On peut se demander ce que signifierait la présence d’un gradient de tension superficielle
à l’interface entre deux fluides non visqueux. On peut faire correspondre à ce gradient de
tension superficielle un gradient interfacial de pression . Dans l’approximation de fluides
incompressibles, les ondes de pression se propagent instantanément : ce gradient de pression
s’étend donc dans les deux fluides. Loin de l’interface, le fluide se met donc en mouvement
dans la direction de la tangente à l’interface, créant un saut de vitesse tangentielle à l’in-
terface. Dans la même situation, si la viscosité est présente, la vitesse tangentielle doit être
continue à l’interface : le résultat se traduit alors par un raccord des contraintes visqueuses
donné par la relation (1.12).

1.2.2 Modélisation volumique des effets de courbure

Pour rendre compte des effets de courbure, il faut adjoindre la relation de saut (1.11) à l’équation
bilan de quantité de mouvement (1.5). Dans l’optique d’une mise en oeuvre numérique, cette for-
mulation est difficilement exploitable car elle suppose de savoirexactementlocaliser l’interface à
chaque pas de temps. C’est dans cette optique que Fedkiwet al [43, 42, 41, 12, 45, 71, 44] ont
développé la Ghost Fluid Method (GFM) sur la base de méthodes Level-Set [17, 117]. Pour les
méthodes VOF [58, 62, 99, 53, 94, 100], d’autres travaux [11, 67] tendent à montrer qu’il suffit
d’ajouter une densité volumique de forceFC au second membre de l’équation de bilan de quantité
de mouvement qui vérifie au sens des distributions :

FC ' σ κ δI nI , (1.13)

où δI est la distribution de Dirac portée par l’interface etnI la normale à l’interface, réalisant de
la sorte la bonne relation de saut. Dans [11], les auteurs proposent l’approximation, appelée CSF
(Continuum Surface Force), et largement adoptée depuis :

FC =−σ∇ ·
(

∇α∗
‖∇α∗‖

)
∇α∗ , (1.14)
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où ∇α∗ approximeδInI
1, et où la courbureκ est modélisée par :

−∇ ·
(

∇α∗
‖∇α∗‖

)
.

C’est cette approximation que nous retenons pour prendre en compte les effets de tension de sur-
face dans le modèle. Toutefois, nous utilisons, pour des raisons numériques, une forme conserva-
tive équivalente de cette relation, appelée CSS [56, 93] (Continuum Surface Stress) :

FC = ∇ ·
(

σ‖∇α∗‖I−σ
∇α∗
‖∇α∗‖

⊗∇α∗
)

. (1.15)

Pour s’en convaincre, supposons le coefficient de tension de surfaceσ constant et développons le
second terme de la divergence au second membre de (1.15). Grâce à la relation suivante, valable
pour deux vecteursA etB quelconques :

∇ · (A⊗B) = (∇ ·A)B+(A·∇)B ,

nous obtenons :

∇ ·
(

∇α∗
‖∇α∗‖

⊗∇α∗
)

= ∇ ·
(

∇α∗
‖∇α∗‖

)
∇α∗+

(
∇α∗
‖∇α∗‖

·∇
)

∇α∗ . (1.16)

Développons ensuite le premier terme sous la divergence de (1.15) à l’aide de la relation de dérivée
des fonctions composées :

∇ · (‖∇α∗‖I) = ∇(‖∇α∗‖) =
(

∇α∗
‖∇α∗‖

·∇
)

∇α∗ , (1.17)

ce qui donne bien la relation (1.14) par soustraction de (1.16) à (1.17).

Les effets capillaires sont ainsi pris en compte dans le modèle sous la forme d’une densité volu-
mique de force qui s’écrit :

FC = ∇ · τC , avec τC = σ‖∇α∗‖I−σ
∇α∗
‖∇α∗‖

⊗∇α∗ ,

et qui permet donc d’interpréter les forces de tension de surface comme des forces volumiques
intérieures au "milieu continu de mélange". On s’attend à ce que ces efforts soient portés par la
direction tangente à l’interface. Afin de s’en convaincre, appliquons le tenseurτC à un vecteur
quelconquea, voir FIGURE 1.1:

τC ·a = σ‖∇α∗‖(a− (a·nI )nI )

qui s’écrit encore :
τC ·a = σ‖∇α∗‖ΠIt ·a , (1.18)

où nI = ∇α∗
‖∇α∗‖ approxime la normale à l’interface2 , et ΠIt l’opérateur de projection sur le plan

tangent à l’interface : la relation (1.18) montre bien que les efforts intérieurs associés au tenseur
τC sont tangents à l’interface, ce qui est bien cohérent avec des efforts de tension de surface.

1 Il suffit pour cela queα∗ soit une approximation de la fonction indicatrice de l’une des deux phases en présence.
2 Plus exactement, la valeur (vectorielle) que prend le champ∇α∗

‖∇α∗‖ en un pointx est la normale à l’iso-fraction
volumique passant par ce point.
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FIG. 1.1 – Image d’un vecteura par le tenseur des contraintes capillairesτC. Le vecteurtI désigne
la (une) tangente à l’interface.

Remarques :

1. L’ajout de la force de tension surface (1.13) au second membre de l’équation de quantité de
mouvement entraîne un saut de pression (de mélange) à l’interface. Ce saut de pression à
l’interface n’est pas incompatible avec la loi de fermeture (1.8). En effet, en un pointxI de
l’interface, on a la relation de Laplace :

P(x+
I ) = P(x−I )+σκ .

Cette relation peut très bien être réalisée avec :

p1(x+
I ) = p2(x+

I )
p1(x−I ) = p2(x−I ) ,

de chaque côté de l’interface.

2. La quantité‖∇α∗‖ peut s’interpréter au sens de la mécanique des milieux continus. En effet,
puisque∇α∗ est une aproximation deδInI , ‖∇α∗‖ approcheδI et on a donc la relation :∫

V
‖∇α∗‖dV '

∫
V

δIdV = Aire(I ∩V ) ,

ce qui signifie que‖∇α∗‖ est une approximation de ladensité volumique d’aire interfaciale.

1.2.3 Conditions aux parois : angle de contact

Comme annoncé plus haut, nous prenons en compte l’angle de contact entre une interface et une
paroi solide par l’intermédiaire des conditions aux limites. Nous imposons au tenseur capillaire
d’obéir à la relation :

τC ·n = σ‖∇α∗‖n+σcosθ∇α∗ ,

où n désigne la normale extérieure à la paroi solide. Cette relation supplémentaire introduit donc
une nouvelle inconnueθ. En effet, cet angle dépend de la vitesse à laquelle se déplace la ligne triple,
intersection de l’interface avec la paroi. Au repos, cet angle de contact est donné : on l’appelle alors
angle de contact statique, noté par la suiteθs.
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Mais cet angle statique n’est pas unique, des phénomènes d’hystérésis pouvant apparaître. Ces
hysteresis s’expliquent [31] par des inhomogénéités de la surface solide en contact avec l’interface.
Ces inhomogénéités peuvent être d’origines chimique (tache de substrat sur la surface) ou physique
(rugosité de la surface). Généralement on mesure qualitativement ce phénomène par l’existence de
deux angles seuils : un angle d’avancéeθa et un angle de reculθr vérifiant l’inégalitéθr 6 θs 6 θa.

D’autre part, lorsque la ligne triple se déplace, l’angle n’est plus égal à cet angle statique mais à
un angle appeléangle de contact dynamique, notéθd, dépendant généralement de la vitesseVlt de
déplacement de la ligne triple.

Ces effets d’angle de contact peuvent être rassemblés dans unmodèle d’angle dynamiquesous la
forme d’une relation :

θ = θd(θs,Vlt ,θr ,θa) ,

devant vérifier les conditions : 

θd(θs,0,θr ,θa) = θs

lim
Vlt→0+

θd = θa

lim
Vlt→0−

θd = θr

.

Ainsi les phénomènes d’hysteresis sont modélisés par une discontinuité dans la relation angle de
contact-vitesse. Enfin, il faudra préciser la relation entre la vitesseVlt et la vitesse localeV du
fluide.

Le modèle de dépendance entre vitesse et angle de contact que nous adoptons est le modèle proposé
dans [31] et appeléloi de Tanner[57] :

3Cà = tanθd (cosθs−cosθd) , (1.19)

où Ca est le nombre capillaire basé sur la vitesse de déplacement de la ligne triple :

Ca=
µVlt

σ
,

et ` un rapport logarithmique d’échelle. Ce nombre capillaire peut être vu comme le rapport entre
la vitesse de la ligne triple et la vitesse visco-capilaireV∗ = σ

µ. Pour établir ce modèle, les auteurs
écrivent un bilan d’énergie dans un coin de liquide et suppose que le champ de vitesse est de type
Poiseuille dans le liquide, voirFIGURE 1.2. La vitesse de déplacement de la ligne triple est alors
la vitesse moyenne dans chaque section orthogonale à la paroi. Le modèle d’angle dynamique
est ensuite obtenu en équilibrant la puissance nécessaire au déplacement de la ligne triple et une
partie de la dissipation visqueuse dans le coin de liquide. Cette dissipation étant singulière, il faut
introduire une échelle de "coupure"a, typiquement de l’ordre d’une taille moléculaire. Le résultat
est l’apparition dans le modèle du rapport d’échelle` = log L

a oùL est la dimension caractéristique
du coin de liquide. Expérimentalement, ce rapport vaut entre 15 et 20 [31].

Ce modèle n’est théoriquement valable que pour des angles de contact faibles et pour des nombres
capillaires modérés. Il faut noter que la façon d’établir ce modèle n’exclut pas une vitesse négative
de ligne triple. Cependant la relation obtenue n’est valable que jusqu’à la vitesse négative limite :

V−
lim =−V∗

3`
sin3θlim ,
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FIG. 1.2 – Coin de liquide formant un angleθ avec une paroi et se déplaçant à la vitesse moyenne
V. Pour établir le modèle d’angle dynamique, le champ de vitesse est supposé être parabolique.

où θlim est l’angle, compris entre 0 etθs :

θlim = acos
[
(cosθs)

1/3
]

.

Cette vitesse limite peut être rapprochée de la valeur limite de la vitesse de tirage d’une plaque en
contact avec une interface et en-deçà de laquelle il y a formation d’un film liquide "au dessus" de
la ligne triple.

Ce modèle ne prend pas en compte les effets d’hysteresis, la relation angle de contact-vitesse étant
continue enVlt = 0. Disposant d’un modèle d’angle dynamiqueθd(θs,Vlt ,θa) valable pour une
vitesse de ligne triple positive, un moyen d’introduire de tels effets est de symétriser le modèle
pour les vitesses négatives avec :

[θd(θs,Vlt < 0,θr)−θr ] =− [θd(θs,−Vlt ,θa)−θa] ,

avec de plus :

θs =
θr +θa

2
.

Cette dernière relation n’a aucun caractère général, mais dans le cas d’existence d’hysteresis,
l’angle de contact statique n’est pas vraiment défini, puisque une interface immobile peut être
en contact avec la paroi selon tous les angles compris entreθr et θa. En général, la quantité
∆θ = θa− θr mesure l’intensité de l’hysteresis et est un paramètre important de ce type de mo-
dèle.

Nous disposons de deux modèles d’angle dynamique : le modèle basé sur la loi de Tanner et donné
par la relation (1.19), le second étant un modèle proposé par le ZARM dans [35] et donné par la
relation suivante, pour les nombres capillaires Ca positifs :

θd = acos
[
cosθa− (1+cosθa)tanh

(
1.4Ca0.59

)]
, (1.20)

les valeurs deθd pour Ca< 0 étant définies de la manière expliquée précédemment. Ce modèle a été
établi sur la base de corrélations avec les expériences réalisés par le ZARM et ce pour différentes
valeurs de l’angle contact statiqueθs (vérifiant toutefoisθs & 10◦) ainsi que du paramètreσ/ρ. Ce
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modèle a également fait l’objet d’études numériques réalisées avec le codeFLOW3D et montre un
bon comportement sur les cas tests de réorientation d’interface après réduction de gravité, tout au
moins lorsque l’angle de contact statique est suffisamment grand (θs & 10◦).

Nous avons représentéFIGURE 1.3et FIGURE 1.4 la dépendance de l’angle de contact en fonction
du nombre capillaire pour ces modèles. Nous testerons l’effet de ces modèles sur des cas test de
réorientation d’interface en microgravité, voir §7. C’est pourquoi, les courbes ont été tracées pour
les différents jeux de paramètres que nous avons utilisés pour les calculs.

Afin d’illustrer la dépendance du modèle d’angle dynamique donné par la loi de Tanner (1.19) en
fonction du paramètrè, nous avons tracéFIGURE 1.5, pour les deux valeurs de l’angle de contact
statique utilisées dans les applications du §7, l’angle de contact dynamique en fonction du nombre
capillaire pour différentes valeurs de`.

FIG. 1.3 – Modèle d’angle dynamique :θd en fonction du nombre capillaire, loi de Tanner pour
θs = 5.5 ◦, ` = 50, paramètres utilisés pour traiter les phénomènes de réorientation d’interface
après réduction de la gravité dans le cas d’un angle de contact faible.
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FIG. 1.4 – Modèle d’angle dynamique,θd en fonction du nombre capillaire : loi de Tanner (θs =
55 ◦, ` = 20) et modèle proposé par [35] (θs = 55 ◦, ∆θ = 2,5 ◦), paramètres utilisés pour traiter
les phénomènes de réorientation d’interface après réduction de la gravité dans le cas d’un grand
angle de contact.
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FIG. 1.5 – Modèle d’angle dynamique,θd en fonction du nombre capillaire : loi de Tanner ; en
hautθs = 5,5 ◦, ` varie de 5 à 80 ; en basθs = 55◦, ` varie de 10 à 200.
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1.3 Effets thermiques

1.3.1 Rappel sur le modèle Boussinesq de convection naturelle

Une condition nécessaire pour qu’un fluide soumis à une accélération, celle de la pesanteur terrestre
par exemple, soit en équilibre mécanique stable (vitesse nulle) est que les gradients de température
existants dans le fluide soient (nuls ou) de même direction que cette accélération [79, 57]. Mais
cette condition n’est pas suffisante : il faut de plus que ces gradients soient de faible intensité,
l’équilibre mécanique n’étant stable qu’en deçà d’une valeur limite. Au delà de cette valeur limite,
un écoulement apparaît dans le fluide. Dans le cas où l’accélération est celle de la gravité, on parle
alors deconvection naturelle.

Ces phénomènes sont bien reproduits par le modèle dit d’Oberbeck-Boussinesq. La validité de ce
modèle est contrainte par plusieurs hypothèses :
– la température et la masse volumique du fluide varient peu par rapport à leur valeur constante

d’équilibreT0 et ρ0 ;
– les perturbations de température et de masse volumique par rapport à ces valeurs d’équilibre

sont reliées par la relation :
ρ′ = ρ−ρ0 =−ρ0β(T−T0)︸ ︷︷ ︸

T ′

,

où β est le coefficient de dilatation thermique du fluide ;
– les variations de masse volumique dûes aux variations de pression induites par le mouvement du

fluide (effets de compressibilité), doivent rester petites devant les variations de masse volumique
dûes aux variations thermiques (effets de dilatation thermique). Ces variations de pression cor-
respondent à l’écart, notép′, entre la pression réelle du fluide et la pression correspondant à
l’équilibre mécanique du fluide, lorsque celui-ci est au repos.

Avec ces hypothèses on peut déduire des équations de Navier-Stokes, voir [79] par exemple, le
modèle suivant :

∂ρ
∂t

+∇ · (ρV) = 0

∂
∂t

(ρV)+∇ ·
(
ρV⊗V + p′I

)
= ∇ · τD−ρβT ′g

∂
∂t

(
ρCpT ′

)
+∇ ·

(
ρCpT ′V

)
= −∇ ·qT + τD : ∇V

oùqT =−λ∇T est la densité du flux d’énergie transportée par conduction thermique. Il faut noter
que pour obtenir la dernière équation, il est nécessaire de supposer le fluide incompressible. D’autre
part, l’hypothèse de faible variation de pression par rapport à la pression d’équilibre permet de
négliger le terme endp′

dt dans l’équation d’énergie.

Ce modèle est apte à reproduire les phénomènes de convection naturelle. De nombreux articles
traitent en effet de la mise en oeuvre numérique de ce modèle, avec pour exemple le cas particulier
de l’instabilité de Rayleigh-Bénard (e.g.[21, 50, 26]). Le critère d’instabilité, basé sur un nombre
de Rayleigh critique, est en particulier retrouvé par le calcul avec une très bonne précision.
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Remarques :

1. On peut constater que le couplage des équations du mouvement à l’équation d’énergie ne
se fait que par l’intermédiaire d’un terme source au second membre de l’équation de bilan
de quantité de mouvement, le terme source de dissipation visqueuseτD : ∇V étant souvent
négligeable devant le terme de diffusion thermique [79].

2. Le modèle de Bousinnesq n’est valable que dans la limiteβT ′ = β∆T � 1.

1.3.2 Application au cas du modèle bifluide

Jusqu’à présent, nous nous sommes intéressés à la modélisation d’écoulementsisothermesde deux
fluides non miscibles, pouvant être considérés comme incompressibles, et nous avons proposé de
les approcher par des écoulements faiblement compressibles faisant intervenir des vitesses du son
finies, mais grandes devant les autres échelles de vitesse du problème.

Les effets thermiques que nous introduisons restent dans le cadre des écoulements incompressibles
mais dans l’approximation de Boussinesq : les deux fluides sont supposés dilatables, leur masse
volumique étant une fonction affine de la température.

Cependant, comme pour le modèle de Boussinesq, nous pouvons ne tenir compte de cette dépen-
dance que dans le terme source de poussée d’Archimède et/ou dans le terme de tension de surface,
via la dépendance du coefficient de tension de surfaceσ avec la température. Ainsi l’équation
d’énergie régissant l’évolution de la température n’est couplée dans ce cas au bilan de quantité de
mouvement que par l’intermédiaire de termes sources.

L’équation de bilan d’énergie de mélange retenue est donc la suivante :

∂
∂t

(ρCp(T−T0))+∇ · (ρCp(T−T0)V) = ∇ · (λ∇T) , (1.21)

où ρCp est la chaleur volumique de mélange à pression constante définie par :

ρCp = ρ̃1Cp1 + ρ̃2Cp2 , (1.22)

les chaleurs massiques à pression constante des deux fluidesCp1 etCp2 étant supposées indépen-
dantes de la température. Le coefficient de conduction thermiqueλ pour le mélange est donné par :

λ = α∗λ1 +(1−α∗)λ2 , (1.23)

les coefficientsλ1 et λ2 désignant les coefficients de conduction thermique des deux fluides.

Il faut également introduire au second membre de l’équation de bilan de quantité de mouvement
les termes sources correspondant aux effets de dilatation thermique. Nous modélisons les effets
de la poussée d’Archimède par l’ajout d’un terme source identique à celui intervenant dans le cas
monophasique, mais avec un coefficient de dilatation thermique pour le mélange défini par :

ρβ = ρ̃1β1 + ρ̃2β2 , (1.24)

les coefficientsβ1 et β2 étant les coefficients correspondant pour chacun des deux fluides.

Remarque :

L’équation de bilan d’énergie est en fait un bilan d’enthalpie pour le mélange. Nous préférons
l’enthalpie à l’énergie interne car si l’on veut introduire à l’avenir des effets de changement de
phase dans le modèle, l’enthalpie est mieux adaptée.
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1.3.3 Effet Marangoni

Nous pouvons maintenant en venir au terme source qu’il faut ajouter pour tenir compte de la va-
riation de la tension superficielle avec la température. La relation (1.18) permet d’écrire le tenseur
capillaire de la façon suivante :

τC = σ‖∇α∗‖ΠIt .

En vue de la modélisation d’éventuels effets Marangoni, le calcul de la divergence de ce tenseur
montre que siσ dépend de la température, on obtient un terme supplémentaire :

∇ · τC = σ∇ · (‖∇α∗‖ΠIt )︸ ︷︷ ︸
effets de courbure

+‖∇α∗‖ΠIt ·∇σ︸ ︷︷ ︸
effet Maragoni

.

Ce second terme donne bien un terme localisé à l’interface (proportionnel à‖∇α∗‖), et porté par
la tangente à l’interface puisque :

ΠIt ·∇σ = (∇σ)t = σT (∇T)t .

Ainsi, l’écriture du terme source de tension de surface de Brackbill [11] sous sa forme conservative,
incluant le coefficient de tension de surface sous la divergence, donne directement la bonne relation
de saut concernant les efforts tangentiels dûs aux effets Marangoni.

Pour les applications visées, on peut supposer [57] que le coefficient de tension de surface dépend
linéairement de la température :

σ = σ0 +σT(T−T0) , (1.25)

où σ0 désigne le coefficient de tension de surface à la températureT0. Rappelons que nous avons
choisi de prendre comme conventionσT 6 0. Théoriquement, cette relation ne peut être valable
que pour de faibles écarts de température par rapport à la température de référenceT0.

Remarque :

Signalons que le coefficient de tension de surface d’un fluide en équilibre avec sa vapeur s’annule
à la température critique et est généralement donné par une relation de la forme [63] :

σ = σ0

(
1− T

Tc

)n

,

oùn est un coefficient empirique.
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1.4 Remarques sur les lois d’état

1.4.1 Choix de lois d’état

À ce stade, nous introduisons la loi d’état choisie pour chacun des deux fluides, loi que nous
employons dans les applications. Ayant fait l’hypothèse d’absence d’effet thermique (dus à des
variations de pression) et de faible nombre de Mach, c’est à dire de faibles variations relatives des
masses volumiques des deux fluides :

δρ
ρ0
� 1 ,

nous pouvonslinéariser chacune des lois d’état autour d’un état de référence de densitéρ0 et de
pressionp0. Ainsi, nous prenons pour les deux fluides la loi suivante :

pi = p0 +c2
i (ρi −ρi0), (1.26)

ci désignant la vitesse du son (indépendante de la masse volumique) dans le fluide considéré. On
peut relier cette vitesse du son au coefficient de compressibilité isothermeχT :

χT =
1
ρ

∂ρ
∂p

)
T

,

qui pour la loi d’état choisie s’écrit :

χT =
1

ρc2 .

Cette loi d’état est diteloi d’état pseudo-compressible. En effet, en pratique (pour les effets méca-
niques), nous ne choisirons jamais une vitesse du son réelle, introduisant ainsi une compressibilité
artificielle qu’il faudra contrôler. On peut alors se poser la question de la validité de cette loi
d’état en configuration d’écoulement incompressible, c’est à dire se demander comment choisir
la pseudo-vitesse du son. Tout d’abord, rappelons qu’unfluide incompressibleest un fluide pour
lequel la vitesse du son est infinie (ou encore le coefficient de compressibilité est nul). Ensuite, on
peut caractériser unécoulement incompressiblepar le fait que les variations relatives de la masse
volumique du fluide sont faibles :

δρ
ρ0
� 1 .

Pour satisfaire cette contrainte, il faudra donc s’assurer que l’ordre de grandeur des variations de
pression∆P dans les écoulements qui nous intéressent vérifie :

χT∆P� 1 , (1.27)

et ce pour chacun des deux fluides. Par exemple, l’ordre de grandeur des variations de pression
dans un écoulement dominé par la capillarité est :

∆P =
2σ
R

,

où R est la grandeur caractéristique de la courbure de l’interface. On choisira donc les vitesses du
son de manière à ce que :

2σ
ρc2R

� 1 .

En choisissant cette loi d’état pour les deux fluides, nous montrons §1.4.2 que la fraction vo-
lumique d’équilibre se calcule explicitement en fonction des variablesρ̃1 et ρ̃2. Nous résolvons
de plus le problème de Riemann (§3.2) associé au modèle de relaxation, introduit §2.2, dans le
cas particulier de ces lois d’état, ce qui nous permet d’utiliser le schéma de Godunov dans notre
méthode numérique.
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1.4.2 Fraction volumique d’équilibre

1.4.2.1 Cas des lois linéarisées isothermes

Supposons que les deux fluides suivent chacun une loi d’état de type (1.26). Soientρ10 et c1 les
masse volumique et vitesse du son de référence du fluide 1,ρ20 etc2 celles du fluide 2. On a donc :

p1(ρ1) = p0 +c2
1(ρ1−ρ10)

p2(ρ2) = p0 +c2
2(ρ2−ρ20)

.

Il s’agit ici d’appliquer sur l’exemple de ces lois d’état très simples les résultats annoncés précé-
demment : nous allons voir que la fraction volumique d’équilibreα∗ peut ici êtreexplicitement
calculée.

Tout d’abord, on note que ces deux lois de pression sont strictement croissantes, et admettent une
limite infinie lorsque la masse volumique tend vers l’infini. Nous cherchons à résoudre l’équation
(1.8) pour ces deux lois d’état particulières. Il s’agit donc de résoudre l’équation enα :

ρ̃1c2
1

α
−

ρ̃2c2
2

1−α
+ρ20c

2
2−ρ10c

2
1 = 0 , (1.28)

les masses̃ρ1 et ρ̃2 étant fixées. On poseγ =
α

1−α
, q = ρ20c2

2−ρ10c2
1, et q̃ = ρ̃2c2

2− ρ̃1c2
1. Avec

ces notations, l’équation (1.28) devient :

ρ̃2c2
2γ2− γ(q− q̃)− ρ̃1c2

1 = 0

On montre aisément que cette équation admet deux racines réelles, de signes opposés. On ne retient
que la racine positiveγ+ :

γ+ =
q− q̃+

√
(q− q̃)2 +4ρ̃1c2

1ρ̃2c2
2

2ρ̃2c2
2

,

la fraction volumique d’équilibreα∗ est alors donnée par :

α∗ =
γ+

1+ γ+ .

On retrouve bien que la solution à l’équation (1.8) est unique et comprise entre 0 et 1.

Remarques :

1. Nous avons fait le calcul avec la variable intermédiaireγ, car en travaillant directement avec
α, il est difficile de prouver simplementa posteriorique la solution est bien comprise entre
0 et 1. Par contre ici, puisqueγ+ est positive, nous sommes bien assurés de ce queα∗ ∈]0,1[.

2. Il apparaît également queα∗ est bien fonction dẽρ1 et ρ̃2.

3. Le fait qu’il existe deux solutions réelles de signes opposés de l’équation (1.28) dépend
entièrement du fait que les deux massesρ̃1 et ρ̃2, fixées, sont positives. En anticipant, on
voit l’importance de disposer d’un schéma numérique respectant cette positivité si l’on veut
pouvoir calculerα∗.
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1.4.2.2 Équation vérifiée par la fraction volumique d’équilibre

Il s’agit ici de prouver un résultat précédemment annoncé concernant l’existence et l’unicité de
α∗ solution de (1.8), moyennant quelques hypothèses non restrictives sur les lois d’état. On peut
aussi écrire une équation aux dérivées partielles vérifiée par la fraction volumique d’équilibre et
ce également pour des lois d’état quelconques. Bien sur, cette équation est redondante puisque la
fraction volumique d’équilibreα∗ est fonction des deux densités volumiques de masseρ̃1 et ρ̃2.
Nous résumons ces résultats dans la proposition suivante :

Proposition 1 (Fraction volumique d’équilibre)
Pour tout couple(ρ̃1, ρ̃2) de R+∗×R+∗, et pour tout couple de lois de pressions(p1, p2) véri-
fiant :
– les deux loisp1 et p2 sont des fonctionsC1 strictement croissantes surR+,
– chacune des fonctions admet une limite infinie lorsque la masse volumique tend vers l’infini,
l’équation (1.8) admet une unique solutionα = α∗(ρ̃1, ρ̃2) comprise entre0 et1.

De plus, dans le cas des solutionsC1 du modèle formé des équations (1.3) et (1.5), la fraction
volumique d’équilibreα∗ obéit à l’équation :

∂α∗
∂t

+V ·∇α∗ = K(α∗,ρ1,ρ2)∇ ·V , (1.29)

avec :

K(α∗,ρ1,ρ2) = α∗(1−α∗)
ρ2c2

2−ρ1c2
1

α∗ρ2c2
2 +(1−α∗)ρ1c2

1

. (1.30)

et :

ρ1 =
ρ̃1

α∗
, ρ2 =

ρ̃2

1−α∗
.

Remarques :

1. Dans les situations qui nous intéressent, le terme au second membre de (1.29) sera géné-
ralement petit. En effet, nous avons déja remarqué que dans le cas d’interfaces infiniment
fines, la fraction volumique n’est autre qu’une fonction caractéristique de phase : le produit
α∗(1−α∗) est donc identiquement nul dans ce cas. De plus, nous intéressant à des écoule-
ments artificiellement compressibles, le terme∇ ·V sera petit.

2. L’équation (1.29) s’écrit également :

∂α∗
∂t

+∇ · (α∗V) =
α∗

ρ1c2
1ρc2

∗
∇ ·V ,

où ρc2
∗ est l’inverse de la compressibilité de mélange, voir (2.3), § 2.1.1. Ainsi, dans les

zones où le fluide 2 est présent (α∗ = 0), la fraction volumique de fluide 1, non présent, se
conserve. Dans les zones ou le fluide 1 est présent (α∗ = 1), on trouve que le "défaut de
conservation" de fluide 1 est inversément proportionnel à la vitesse du son dans le fluide 1.
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Preuve :

On définit la fonctionϕ :

ϕ(α, ρ̃1, ρ̃2) = p1

(
ρ̃1

α

)
− p2

(
ρ̃2

1−α

)
.

Elle est bien définie pour toutα compris strictement entre 0 et 1, et pour tout couple(ρ̃1, ρ̃2),
ρ̃1 > 0 etρ̃2 > 0.Les deux massesρ̃1 et ρ̃2 étant fixées,nous appelons̃ϕ, la fonction qui àα associe
ϕ̃(α) = ϕ(α, ρ̃1, ρ̃2). Cette fonction est strictement décroissante, comme somme de la composée
d’une fonction croissante (p1) par une fonction décroissante (p1(ρ̃1/α) est donc décroissante), et
de la composée d’une fonction décroissante (−p2) par une fonction croissante (−p2(ρ̃2/(1−α))
est donc décroissante).

D’autre part, lorsqueα tend vers 0 (respectivement vers 1),ϕ̃(α) tend vers+∞ (resp.−∞), par
hypothèse sur la loi de pressionp1 (resp.p2). Ceci prouve quẽϕ s’annule une et une seule fois en
α = α∗. Le raisonnement étant valable pour tout couple(ρ̃1, ρ̃2), nous venons de définir implicite-
mentla fonctionα∗(ρ̃1, ρ̃2) telle que :

ϕ(α∗(ρ̃1, ρ̃2), ρ̃1, ρ̃2) = 0 .

De plus, un corollaire du théorème des fonctions implicites, nous assure de la même régularité
pourα∗ que pourϕ, et donne les dérivées partielles :

∂α∗
∂ρ̃1

= −

∂ϕ
∂ρ̃1

∂ϕ
∂α

∂α∗
∂ρ̃2

= −

∂ϕ
∂ρ̃2

∂ϕ
∂α

·

On peut donc légitimement écrire :

∂α∗
∂t

=
∂α∗
∂ρ̃1

∂ρ̃1

∂t
+

∂α∗
∂ρ̃2

∂ρ̃2

∂t

conservation

= −
(

∂α∗
∂ρ̃1

∇(ρ̃1V)+
∂α∗
∂ρ̃2

∇(ρ̃2V)
)

de la masse

pour chacun des fluides

= −V ·
(

∂α∗
∂ρ̃1

∇(ρ̃1)+
∂α∗
∂ρ̃2

∇(ρ̃2)
)

︸ ︷︷ ︸
= ∇(α∗)

−
(

ρ̃1
∂α∗
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂α∗
∂ρ̃2

)
∇ ·V

,

le passage de la deuxième à la troisième égalité n’étant valable que pour des solutionsC1. On pose
donc :

K =−
(

ρ̃1
∂α∗
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂α∗
∂ρ̃2

)
, (1.31)
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et il suffit de retrouver (1.30) pour conclure.

Calculons donc les dérivées partielles deϕ(α, ρ̃1, ρ̃2) = p1(ρ̃1/α)− p2(ρ̃2/(1−α)) :

∂ϕ
∂ρ̃1

=
c2

1

α

∂ϕ
∂ρ̃2

= −
c2

2

1−α

∂ϕ
∂α

= − ρ̃1

α2c2
1−

ρ̃2

(1−α)2c2
2

,

ce qui donne pour les dérivées deα∗ :

∂α∗
∂ρ̃1

=

c2
1

α∗
ρ̃1

α∗2c2
1 +

ρ̃2

(1−α∗)2c2
2

∂α∗
∂ρ̃2

= −

c2
2

1−α∗
ρ̃1

α∗2c2
1 +

ρ̃2

(1−α∗)2c2
2

,

et finalement pourK :

K = −
(

ρ̃1
∂α∗
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂α∗
∂ρ̃2

)

= α∗(1−α∗)
ρ2c2

2−ρ1c2
1

α∗ρ2c2
2 +(1−α∗)ρ1c2

1

,

en multipliant haut et bas de la fraction parα∗(1−α∗), et en posantρ1 = ρ̃1/α∗ et ρ2 = ρ̃2/(1−
α∗).



Chapitre 2

Étude des propriétés mathématiques et de la
consistance thermodynamique du modèle
bifluide isotherme

2.1 Étude mathématique du modèle

Il s’agît ici de présenter et prouver des résultats mathématiques relatifs au modèle présenté dans
sa globalité au premier chapitre. Pour ce genre d’étude, seule les dérivées du premier ordre sont
prises en compte. D’autre part, l’invariance par rotation (de la "partie Euler" des équations) permet
de n’étudier que le modèle écrit en une dimension d’espace. Par la suite, nous appelons modèle à
l’équilibre, et notons modèle(E) , le système de lois de conservation suivant :

∂
∂t

 ρ̃1

ρ̃2

ρu

+
∂
∂x

 ρ̃1u
ρ̃2u

ρu2 +P∗

= 0 , (2.1)

où on rappelle que la pression d’équilibreP∗ est définie par la relation (1.7) :

P∗(ρ̃1, ρ̃2) = α∗p1

(
ρ̃1

α∗

)
+(1−α∗)p2

(
ρ̃2

1−α∗

)
,

la fraction volumique d’équilibreα∗ étant définie par la relation (1.8) :

p1(
ρ̃1

α
) = p2(

ρ̃2

1−α
) .

D’autre partu désigne l’unique composante de la vitesse suivant la seule direction spatialex.

43
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2.1.1 Hyperbolicité

La première propriété que nous étudions est l’hyperbolicité d’un système linéarisé correspondant.
Il s’agit donc de prouver que :

Proposition 2 (Hyperbolicité du modèle(E) )
Le modèle(E)est hyperbolique, les valeurs propres de la jacobienne des flux étantu−c∗,u,u+
c∗, où la vitesse du son de mélangec∗ est définie par :

ρc2
∗ = α∗ρ1c2

1 +(1−α∗)ρ2c2
2− (ρ2c2

2−ρ1c2
1)K , (2.2)

avec :

K(α∗,ρ1,ρ2) = α∗(1−α∗)
ρ2c2

2−ρ1c2
1

α∗ρ2c2
2 +(1−α∗)ρ1c2

1

.

Remarque :

On peut réécrire la relation (2.2) sous la forme :

1
ρc2
∗

=
α∗

ρ1c2
1

+
1−α∗
ρ2c2

2

. (2.3)

Or le coefficient de compressibilité isothermeχ(i)
T associé au fluidei est, on l’a vu :

χ(i)
T =

1
ρi

dρi

dpi

)
T

=
1

ρic2
i

,

donc on peut définir la vitesse du son de mélange par la relation :

c∗ =
1√
ρχm

T

,

où χm
T est la compressibilité isotherme du mélange définie par :

χm
T = α∗χ

(1)
T +(1−α∗)χ

(2)
T .

La relation (2.3) montre également que le carré de la vitesse du son est positif, ce qui assure que
les valeurs propres sont réelles et que le modèle(E)est hyperbolique.

Preuve :

On réécrit le modèle(E)sous la forme quasi-linéaire suivante :

∂
∂t

 ρ̃1

ρ̃2

ρu

+A1
∂
∂x

 ρ̃1

ρ̃2

ρu

= 0 ,

avec :

A1 =


ρ̃2

ρ
u − ρ̃1

ρ
u

ρ̃1

ρ
− ρ̃2

ρ
u

ρ̃1

ρ
u

ρ̃2

ρ

−u2 +
∂P∗
∂ρ̃1

−u2 +
∂P∗
∂ρ̃2

2u


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La matriceA1 est simplement la jacobienne des flux par rapport aux variables conservativesW =
t(ρ̃1, ρ̃2,ρu). Il faut donc calculer les deux dérivées de la pression de mélange par rapport àρ̃1 et ρ̃2.
Rappelons d’abord queP∗ = α∗p1+(1−α∗)p2 oùα∗(ρ̃1, ρ̃2) est la fraction volumique d’équilibre
réalisant l’égalité des pressions partielles. On a donc :

∂P∗
∂ρ̃1

= p1
∂α∗
∂ρ̃1

+α∗c2
1

∂
∂ρ̃1

(
ρ̃1

α∗

)
− p2

∂α∗
∂ρ̃1

+(1−α∗)ρ̃2c2
2

∂
∂ρ̃1

(
1

1−α∗

)
= (p1− p2)︸ ︷︷ ︸

=0 par définition deα∗

∂α∗
∂ρ̃1

+α∗c2
1

1
α∗2

(
α∗− ρ̃1

∂α∗
∂ρ̃1

)
+ρ2c2

2
∂α∗
∂ρ̃1

= c2
1 +
(
ρ2c2

2−ρ1c2
1

) ∂α∗
∂ρ̃1

.

On calcule
∂P∗
∂ρ̃2

de la même manière pour obtenir :

∂P∗
∂ρ̃2

= c2
2 +
(
ρ2c2

2−ρ1c2
1

) ∂α∗
∂ρ̃2

Pour plus de clarté, nous n’introduisons ces relations qu’à la fin du calcul, et notonsPρ̃k pour
∂P∗
∂ρ̃k

.

Il faut ensuite calculer les valeurs propres deA1. Pour cela, développons le polynôme caractéris-
tique deA1 par rapport à la première ligne :

PA1(ζ) =
(

ρ̃2

ρ
u−ζ

)[(
ρ̃1

ρ
u−ζ

)
(2u−ζ)− ρ̃2

ρ
(−u2 +Pρ̃2)

]

+
ρ̃1

ρ
u

[
− ρ̃2

ρ
u(2u−ζ)− ρ̃2

ρ
(−u2 +Pρ̃1)

]

+
ρ̃1

ρ

[
− ρ̃2

ρ
u(−u2 +Pρ̃2)−

(
ρ̃1

ρ
u−ζ

)
(−u2 +Pρ̃1)

]
.

On regroupe alors dans les deux premiers termes, ceux en(2u−ζ) et ceux en
ρ̃2

ρ
. En développant

également le troisième terme, on aboutit à :

PA1(ζ) = (2u−ζ)ζ(ζ−u)+
ρ̃2

ρ

[
u2(u−ζ)− u

ρ
(
ρ̃1Pρ̃1 + ρ̃2Pρ̃2

)
+ζPρ̃2

]

+
ρ̃1

ρ

[
u2(u−ζ)− u

ρ
(
ρ̃1Pρ̃1 + ρ̃2Pρ̃2

)
+ζPρ̃1

] ,

soit, avecρ̃1 + ρ̃2 = ρ :

PA1(ζ) = (u−ζ)
[
(u−ζ)2− 1

ρ
(
ρ̃1Pρ̃1 + ρ̃2Pρ̃2

)]
.

On pose alorsρc2
∗ = ρ̃1Pρ̃1 + ρ̃2Pρ̃2, et il suffit alors d’aboutir à (2.2) pour conclure. On remplace

doncPρ̃1 etPρ̃2 par leur valeur :

ρc2
∗ = ρ̃1c2

1 + ρ̃2c2
2 +(ρ2c2

2−ρ1c2
1)
(

ρ̃1
∂α∗
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂α∗
∂ρ̃2

)
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On reconnaît :

K =−
(

ρ̃1
∂α∗
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂α∗
∂ρ̃2

)
,

voir equation (1.31), et on obtient bien le résultat voulu.

Bien que la relation (2.3) assure la positivité du carré de la vitesse du son, on peut le montrer
différemment. Pour cela, remarquons que :
– d’une part, on peut écrireρc2

∗ sous la forme :

ρc2
∗ = αρ1c2

1(1+
K
α

)+(1−α)ρ2c2
2(1−

K
1−α

),

– et d’autre part, on a :

K = (1−α)(1−
ρ1c2

1

αρ2c2
2 +(1−α)ρ1c2

1

) =−α(1−
ρ2c2

2

αρ2c2
2 +(1−α)ρ1c2

1

),

ce qui assure l’encadrement−α 6 K 6 1−α et montre queρc2
∗ est la somme de deux termes

positifs.

2.1.2 Entropie de Lax et flux associé pour le modèle(E)

Nous avons ainsi prouvé que le modèle(E)est hyperbolique. Une propriété importante des sys-
tèmes hyperboliques de lois de conservation est l’existence d’une entropie de Lax qui confère alors
au modèle une consistance thermodynamique.

Proposition 3 (Entropie de Lax pour le modèle(E) )
Le couple de fonction(S∗,H∗) :

S∗(ρ̃1, ρ̃2,ρu) =
1
2

ρu2 + ρ̃1 f1

(
ρ̃1

α∗

)
+ ρ̃2 f2

(
ρ̃2

1−α∗

)
H∗(ρ̃1, ρ̃2,ρu) = u(S∗(ρ̃1, ρ̃2,ρu)+P∗(ρ̃1, ρ̃2))

,

où α∗ est la fraction volumique d’équilibre définie par (1.8), et avecf1 et f2 vérifiant :

f ′1 = α∗2 p1

ρ̃2
1

et f ′2 = (1−α∗)2 p2

ρ̃2
2

.

est un couple d’entropie de Lax usuel pour le modèle(E) .

Remarque :

La quantitéρ f = ρ̃1 f1 + ρ̃2 f2 est exactement la densité volumique d’énergie libre du mélange
et correspond au travail des forces de pression. La proposition3 ci-dessus est donc un résultat
attendu pour un modèle isotherme, elle traduit simplement le second principe de la thermodyna-
mique : l’énergie libre totale (incluant l’énergie cinétique) est une (neg-)entropie pour un système
en évolution isotherme. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe2.3.
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Preuve :

Nous vérifions simplement que, si les fonctionsf1 et f2 vérifient les conditions ci-dessus, alors le
couple(S∗,H∗) est bien un couple entropie-flux de Lax pour le modèle.

Il s’agit donc de vérifier que :
t∇WS∗ ·A1 = ∇WH∗ .

Rappelons que la matriceA1 est donnée par :

A1 =


ρ̃2

ρ
u − ρ̃1

ρ
u

ρ̃1

ρ
− ρ̃2

ρ
u

ρ̃1

ρ
u

ρ̃2

ρ
−u2 +Pρ̃1 −u2 +Pρ̃2 2u

 ,

puis calculons :

∇WS∗ =



∂S∗
∂ρ̃1

∂S∗
∂ρ̃2

∂S∗
∂ρu


.

Plus précisément, en se souvenant queα∗ dépend dẽρ1 et ρ̃2, on obtient :

∂S∗
∂ρ̃1

= −1
2

u2 + f1 +
ρ̃1

α∗
f ′1−

ρ̃2
1

α2 f ′1
∂α∗
∂ρ̃1

+
ρ̃2

2

(1−α)2 f ′2
∂α∗
∂ρ̃1

= −1
2

u2 + f1 +
α∗
ρ̃1

p1 +(p2− p1)
∂α∗
∂ρ̃1

,

en injectant les relations̃ρ2
1 f ′1 = α∗2p1 et ρ̃2

2 f ′2 = (1−α∗)2p2. Or, par définition deα∗, p1 = p2,
donc le dernier terme est nul.

Un calcul similaire vaut pour
∂S∗
∂ρ̃2

, et on retient :

∂S∗
∂ρ̃1

= −1
2

u2 + f1 +
α∗
ρ̃1

p1

∂S∗
∂ρ̃2

= −1
2

u2 + f2 +
1−α∗

ρ̃2
p2

∂S∗
∂ρu

= u

.

Enfin, on a, commeH∗ = u(S∗+P∗) etP∗ = α∗p1 +(1−α∗)p2 :

∇WH =


−u

ρ
(S∗+P∗)+u

(
∂S∗
∂ρ̃1

+Pρ̃1

)
−u

ρ
(S∗+P∗)+u

(
∂S∗
∂ρ̃2

+Pρ̃2

)
1
ρ
(S∗+P∗)+u2

 .
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Il faut ensuite calculert∇WS∗ ·A1, et vérifier l’égalité avec∇WH∗. Commençons par la première
composante :

(t∇WS∗ ·A1
)

1 =
ρ̃2

ρ
u

(
∂S∗
∂ρ̃1

− ∂S∗
∂ρ̃2

)
+u(−u2 +Pρ̃1)

= −u
ρ

(
ρ̃1

∂S∗
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂S∗
∂ρ̃2

+ρu2
)

︸ ︷︷ ︸
(1)

+u

(
∂S∗
∂ρ̃1

+Pρ̃1

) .

Il suffit donc de calculer le terme (1) et de s’assurer qu’il vaut bienS∗+P∗, ce qui est immédiat.
Les calculs pour la deuxième composante sont les mêmes, et pour finir, on a :

(t∇WS∗ ·A1
)

3 =
1
ρ

(
ρ̃1

∂S∗
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂S∗
∂ρ̃2

)
︸ ︷︷ ︸

=S∗+P∗−ρu2 d’après ce qui précède

+2u
∂S∗
∂ρu

=
1
ρ
(S∗+P∗)+u2

,

ce qui achève le calcul.



2.2 - Modèle de relaxation 49

2.2 Modèle de relaxation

Bien que le modèle dispose de bonnes propriétés pour sa mise en oeuvre numérique (hyperbolicité,
existence d’une entropie, dont la convexité est prouvée en AnnexeA), celle-ci est malgré tout
difficile du fait de la complexité de la relationα∗(ρ̃1, ρ̃2). Nous introduisons donc un modèle
mieux adapté pour la discrétisation et dont les solutions sont proches de celle du modèle(E) .

2.2.1 Introduction du modèle de relaxation

Nous avons vu §1.4.2que la fraction volumiqueα∗ est solution de l’équation (1.29) suivante :

∂α∗
∂t

+V ·∇α∗ = K(α∗,ρ1,ρ2)∇ ·V .

Dans le modèle(E) , la fraction volumiqueα∗ est complètement déterminée par la loi de fermeture
(1.8). Nous avons également vu que le système formé des lois de conservation deW = t(ρ̃1, ρ̃2,ρV)
et de la loi d’équilibre des pressions (1.8) était relié au système formé des mêmes lois de conser-
vation et de l’équation (1.29).

Il est donc naturel de "relaxer" la condition (1.8) en une équation sur la fraction volumique, équa-
tion devant contenir un paramètre de vitesse de relaxation destiné à tendre vers l’infini. Le fait que
cette vitesse de relaxation soit infinie correspond à l’idée que l’équilibre des pressions doit être
instantané pour retrouver le système (2.1) avec la fermeture (1.8).

Connaissant l’équation (1.29), équivalente à la fermeture (1.8) pour des solutions régulières, il
paraît naturel de proposer :

∂α
∂t

+V ·∇α =
p1− p2

ε
, (2.4)

où ε est un petit paramètre destiné à tendre vers 0.

Ainsi pour ce modèle, que nous appelonsmodèle de relaxation1 et notons modèle(R ) , la fraction
volumique est une inconnue. De plus, la pression de mélange dépend maintenant également de la
fraction volumique et est définie par la relation :

P(α, ρ̃1, ρ̃2) = αp1

(
ρ̃1

α

)
+(1−α)p2

(
ρ̃2

1−α

)
. (2.5)

Remarques :

1. Pour se convaincre de la relation naturelle qu’il existe entre les modèles(E)et (R ) , on peut
remarquer qu’en multipliant l’équation (2.4) parε puis en faisant tendre ce paramètre vers 0,
on retrouve exactement la relation de définition de la fraction volumique d’équilibre :p1 =
p2. Remarquons également que ce raisonnement ne dépend pas du signe deε, indéterminé
pour l’instant.

2. Du fait de l’équation de conservation de la masse de mélange (1.4), l’équation (2.4) peut
également s’écrire :

∂ρα
∂t

+∇ · (ραV) = ρ
p1− p2

ε
. (2.6)

1Cette appellation provient du terme sourcep1−p2
ε qui "ressemble" à des termes sources, dits de relaxation et

modélisant des effets de retour à l’équilibre. Nous aurions également pu appeler le modèle(R ) "modèle augmenté",
puisqu’il contient une équation supplémentaire.
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Même si elle a la forme d’une équation de bilan, il est difficile de l’interpréter en tant que
telle. En effet, il est difficile de donner un sens précis à la quantitéρα. Par contre, on peut
écrire le bilan de volume de fluide 1 suivant :

∂α
∂t

+∇ · (αV) =
p1− p2

ε
+α∇ ·V .

Nous commentons cette équation de bilan §2.3.

3. L’équation (2.4) a été initialement proposée par R. Saurel et R. Abgrall dans [103]. Elle a
également été reprise par S. Dellacherie et N. Rency dans [32].

4. Il existe bien-sûr une relation entre les pressions de mélange des modèles(E)et (R ) :

P∗(ρ̃1, ρ̃2) = P(α∗(ρ̃1, ρ̃2), ρ̃1, ρ̃2) ,

relation qui justifie la notationP∗ adoptée pour la pression de mélange intervenant dans le
modèle(E) .

Avant d’aller plus avant dans l’étude des liens existant entre les modèles(E)et (R ) , nous devons
étudier les propriétés de ce dernier afin de vérifier qu’il est bien adapté à une discrétisation.

2.2.2 Propriétés mathématiques du modèle(R )

2.2.2.1 Hyperbolicité

Pour ce modèle, nous étudions les éléments propres du système quasi-linéaire correspondant, la
"linéarisation" s’effectuant par rapport aux variables dites "naturelles"V = (α,ρ1,ρ2,u). Comme
pour le modèle(E) , l’étude porte sur le modèle écrit en une seule dimension d’espace. On se
propose d’établir le résultat suivant :

Proposition 4 (Hyperbolicité du modèle(R ) )
Le modèle(R )est hyperbolique, les valeurs propres de la jacobienne des flux étantu−c,u,u+c,
la valeur propreu étant de multiplicité deux, et la vitesse du sonc de mélange étant définie par :

ρc2 = αρ1c2
1 +(1−α)ρ2c2

2 . (2.7)

Preuve :

À nouveau, commençons par montrer que le système s’écrit sous la forme quasi-linéaire suivante :

∂
∂t


α
ρ1

ρ2

u

+A2
∂
∂x


α
ρ1

ρ2

u

= Sε ,

avec :

A2 =


u 0 0 0
0 u 0 ρ1

0 0 u ρ2

p1− p2

ρ
αc2

1

ρ
(1−α)c2

2

ρ
u

 et Sε =



p1− p2

ε

−ρ1

α
p1− p2

ε

ρ2

1−α
p1− p2

ε

0


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Cette fois-ci, la linéarisation a été effectuée par rapport aux variables dites naturelles. Il s’agit donc
de montrer que les équations :

∂α
∂t

+u
∂α
∂x

=
∆p
ε

(2.8a)

∂αρ1

∂t
+

∂αρ1u
∂x

= 0 (2.8b)

∂(1−α)ρ2

∂t
+

∂(1−α)ρ2u
∂x

= 0 (2.8c)

∂ρu
∂t

+
∂ρu2 +αp1 +(1−α)p2

∂x
= Fx (2.8d)

s’écrivent, (en tout cas pour des solutions régulières) :

∂α
∂t

+u
∂α
∂x

=
∆p
ε

(2.9a)

∂ρ1

∂t
+u

∂ρ1

∂x
+ρ1

∂u
∂x

= −ρ1

α
∆p
ε

(2.9b)

∂ρ2

∂t
+u

∂ρ2

∂x
+ρ2

∂u
∂x

=
ρ2

1−α
∆p
ε

(2.9c)

∂u
∂t

+
p1− p2

ρ
∂α
∂x

+
αc2

1

ρ
∂ρ1

∂x
+

(1−α)c2
2

ρ
∂ρ2

∂x
+u

∂u
∂x

=
Fx

ρ
(2.9d)

où l’on a posé∆p = p1− p2. En effet, en développant le premier membre de (2.8b), il vient :

α
(

∂ρ1

∂t
+

∂ρ1u
∂x

)
+ρ1

(
∂α
∂t

+u
∂α
∂x

)
︸ ︷︷ ︸

=
∆p
ε

d’après (2.8a)

= 0 ,

ce qui donne (2.9b). On obtient (2.9c) de la même manière.

En écrivant successivement :

∂P
∂x

=
∂P
∂α

∂α
∂x

+
∂P
∂ρ1

∂ρ1

∂x
+

∂P
∂ρ2

∂ρ2

∂x

= (p1− p2)
∂α
∂x

+αc2
1

∂ρ1

∂x
+(1−α)c2

2
∂ρ2

∂x

,

puis en développant le premier membre de (2.8d) :

ρ
(

∂u
∂t

+u
∂u
∂x

)
+u

(
∂ρ
∂t

+
∂ρu
∂x

)
︸ ︷︷ ︸
=0 d’après (1.4)

+
∂P
∂x

= Fx ,

on obtient bien (2.9d).
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On obtient les valeurs propres deA2 en calculant le déterminant :

PA2(ζ) =

u−ζ 0 0 0
0 u−ζ 0 ρ1

0 0 u−ζ ρ2

p1− p2

ρ
αc2

1

ρ
(1−α)c2

2

ρ
u−ζ

= (u−ζ)
[
(u−ζ)

(
(u−ζ)2−ρ2

(1−α)c2
2

ρ

)
−ρ1(u−ζ)

αc2
1

ρ

]
= (u−ζ)2

(
(u−ζ)2− 1

ρ
(αρ1c2

1 +(1−α)ρ2c2
2)
)

,

et en posantρc2 = αρ1c2
1 +(1−α)ρ2c2

2, qui est bien un réel positif, on obtient bien les valeurs
propres réellesu−c,u,u+c.

Pour conclure, il faut prouver que la matriceA2 est bien diagonalisable. Pour cela, il faut montrer
que les vecteurs propres forment une base. Or les quatre vecteurs :

R1 =


0
ρ1

ρ2

−c

 , R21 =



0

−(1−α)c2
2

αc2
1

0


, R22 =



1

− p1− p2

c2
1

− p1− p2

c2
2

0


, etR3 =


0
ρ1

ρ2

c

 ,

sont vecteurs propres à droite deA2 pour les valeurs propresζ1 = u− c, ζ21 = ζ22 = u, et ζ3 =
u+c respectivement, et la matrice, dont les colonnes sont formées de ces quatre vecteurs, est bien
inversible, son déterminant valant 2ρc3.

2.2.2.2 Entropie de Lax et flux associé pour le modèle(R )

Comme pour le modèle(E) , il faut s’assurer de l’existence d’une entropie.

Proposition 5 (Entropie de Lax pour le modèle(R ) )
Si le petit paramètreε est positif, le couple de fonction(S,H) :{

S(α,ρ1,ρ2,u) =
1
2

ρu2 +αρ1 f1(ρ1)+(1−α)ρ2 f2(ρ2)

H(α,ρ1,ρ2,u) = u(S+P(α,ρ1,ρ2)
,

avec f1 et f2 deux fonctions deρ1 et ρ2 respectivement vérifiant :

f ′1(ρ1) =
p1(ρ1)

ρ2
1

et f ′2(ρ2) =
p2(ρ2)

ρ2
2

.

est un couple d’entropie de Lax usuel pour le modèle(R ) .
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Remarques :

1. Le signe du petit paramètreε est ainsi fixé par un argument de consistance thermodynamique
du terme source de relaxation.

2. Il s’agit d’un résultat très général sur le modèle(R ) , qui ne dépend pas du choix des lois de
pression.

3. L’entropie du modèle(E)est reliée à l’entropie du modèle(R )par la relation :

S∗(ρ̃1, ρ̃2,ρu) = S

(
α∗(ρ̃1, ρ̃2),

ρ̃1

α∗(ρ̃1, ρ̃2)
,

ρ̃2

1−α∗(ρ̃1, ρ̃2)
,

ρu
ρ̃1 + ρ̃2

)
.

4. Pour être rigoureux, il faut également vérifier que ces entropies sont convexes. Nous ren-
voyons le lecteur intéressé à l’AnnexeA pour une preuve de la convexité des deux entropies.
La démonstration utilise le fait que la fraction volumique d’équilibreα∗ minimise l’entropie
S du modèle(R ) , donnant un sens plus précis (et plus fort) à la dénomination demodèle
à l’équilibre pour le modèle(E) : l’équilibre des pressions n’est pas seulement un choix
"délibéré" de fermeture mais correspond à la minimisation de l’énergie libre totale.

Preuve :

On cherche une entropie sous la forme donnée dans la proposition, sans se donnera priori les
fonctions f1 et f2. Il faut alors trouver des conditions surf1 et f2 pour que le gradient du flux
d’entropie par rapport aux variables naturelles2 soit relié au gradient de l’entropie par rapport aux
mêmes variables naturelles par la relation :

t∇VS·A2 = ∇VH ,

car ainsi, pour les solutions régulières, on aura :

t∇VS·
(

∂V
∂t

+A2
∂V
∂x

)
=

∂S
∂t

+
∂H
∂x

= t∇VS·Sε ,

où Sε est le terme source défini proposition4 :

Sε =



p1− p2

ε

−ρ1

α
p1− p2

ε

ρ2

1−α
p1− p2

ε
0


.

Nous aurons également à prouver que le produitt∇VS· Sε est négatif pour assurer que le couple
(S,H) est bien un couple d’entropie de Lax usuel.
On rappelle que :

A2 =


u 0 0 0
0 u 0 ρ1

0 0 u ρ2

p1− p2

ρ
αc2

1

ρ
(1−α)c2

2

ρ
u

 .

2Par exemple, mais on pourrait également faire le calcul en variables conservatives.
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On calcule d’autre part :

∇VS=



∂S
∂α

∂S
∂ρ1

∂S
∂ρ2

∂S
∂u


=



1
2
(ρ1−ρ2)u2 +ρ1 f1−ρ2 f2

1
2

αu2 +α( f1 +ρ1 f ′1)
1
2
(1−α)u2 +(1−α)( f2 +ρ2 f ′2)

ρu

 ,

puis :

∇VH =



u

(
∂S
∂α

+ p1− p2

)
u

(
∂S
∂ρ1

+αc2
1

)
u

(
∂S
∂ρ2

+(1−α)c2
2

)
u

∂S
∂u

+S+αp1 +(1−α)p2


.

Seule l’équation sur la vitesse est porteuse d’information et on trouve la condition :

ρ1
∂S
∂ρ1

+ρ2
∂S
∂ρ2

= S+αp1 +(1−α)p2 ,

qui s’écrit :
αρ2

1 f ′1 +(1−α)ρ2
2 f ′2 = αp1 +(1−α)p2 .

Il suffit donc de choisirf1 et f2 tels que :

f ′1 =
p1

ρ2
1

et f ′2 =
p2

ρ2
2

.

Enfin, il faut vérifier que le terme source de relaxationSε est bien compatible, dans le sens où il
contribue à faire décroître l’entropie, c’est à dire qu’il faut :

t∇VS·Sε 6 0 .

Effectuant le calcul, on trouve :

t∇VS·Sε =
p1− p2

ε
(
ρ2

2 f ′2−ρ2
1 f ′1
)

,

soit, puisqueρ2
i f ′i = pi (i = 1,2) d’après ce qui précède :

t∇VS·Sε =−(p1− p2)2

ε
,

qui est bien négatif puisque nous avons supposéε positif.

Remarque :

En revenant aux variables conservatives, le terme source n’ayant plus qu’une seule composante,
voir la définition du modèle(R ) , on peut montrer qu’alors :

∂S
∂α

=−(p1− p2) ,

ce qui donne directement le résultat voulu concernant la compatibilité du terme source.
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2.2.3 Développement de type Chapman-Enskog

Nous avons donc prouvé l’hyperbolicité et la "consistance thermodynamique" du modèle(R ) , le
rendant propice à une mise en oeuvre numérique. Il faut toutefois s’assurer que les solutions de ce
modèle sont proches de celles du modèle(E)en un sens que nous précisons maintenant.

L’objet de la proposition qui suit est de montrer que le modèle(R )constitue une approximation
correcte, au sens de l’analyse asymptotique, du modèle(E) . Ce résultat justifie donc l’utilisation
du modèle(R )pour la résolution numérique du modèle(E) .

Pour faire le lien entre les deux modèles, on s’intéresse au développement asymptotique formel, au
premier ordre enε, du modèle de relaxation, et ce dans l’esprit d’un développement de Chapman-
Enskog comme le font F. Coquel et B. Perthame dans [28]. On se donne donc une solutionWε =
t(αε, ρ̃ε

1, ρ̃
ε
2,ρ

εVε) du modèle de relaxation "proche" d’une solution du modèle à l’équilibre dans
le sens oùαε est pris sous la forme :

αε = α∗+ εαε
1 +O(ε2) ,

α∗ étant solution de l’équation de la loi de fermeture (1.8) du modèle(E) . On montre le résultat
suivant :

Proposition 6 (Développement de type Chapman-Enskog)
Au premier ordre enε, le modèle de relaxation est formellement équivalent au système suivant :

∂
∂t

 ρ̃ε
1

ρ̃ε
2

ρεVε

+∇ ·

 ρ̃ε
1Vε

ρ̃ε
2Vε

ρεVε⊗Vε +P∗(ρ̃ε
1, ρ̃

ε
2)I

=

 0
0

ε∇(η(α∗, ρ̃ε
1, ρ̃

ε
2)∇ ·Vε)

 , (2.10)

avec :

αε = α∗− ε
(

α∗2(1−α∗)2K

(1−α∗)2ρ̃ε
1c2

1 +α∗2ρ̃ε
2c2

2

)
∇ ·Vε , (2.11)

où α∗ est solution de l’équation de fermeture (1.8), K est donné par l’équation (1.30), et oùη
désigne la fonction suivante :

η(α, ρ̃1, ρ̃2) =
α2(1−α)2(ρ̃1 + ρ̃2)

(1−α)2ρ̃1c2
1 +α2ρ̃2c2

2

(
c2−c2

∗
)

.

Remarques :

1. Une condition nécessaire pour que le système obtenu soit bien posé, c’est à dire pour qu’il
constitue uneapproximation paraboliquedu modèle à l’équilibre, est la positivité de la fonc-
tion η. On obtient ici la condition :

c2
∗ 6 c2 .

On reconnait la condition ditesubcaractéristique, voir [28] par exemple. Cette relation est
bien vérifiée dans notre cas3. Le lien entre les modèles(E)et (R )est donc établi : une
solution du modèle(R ) , proche d’une solution du modèle(E) , est solution au premier ordre
enε d’un système constituant une approximation parabolique du modèle(E) . Ce résultat est

3En effet, d’après les équations (2.7) et (2.2), il faut vérifier que le produit(ρ2c2
2−ρ1c2

1)K est positif, ce qui est
immédiat vu l’expression deK, équation (1.30).
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capital pour la mise en oeuvre numérique. Il assure en effet (au moins formellement) qu’en
résolvant numériquement le modèle(R )pour des conditions initiales compatibles avec la
condition d’équilibre (1.8), la solution obtenue sera bien solution du modèle(E)à des termes
d’ordreε près.

2. Le terme visqueux étant proportionnel àα(1−α), il n’agira qu’à l’interface entre les deux
fluides.

3. On retrouve également que la fraction volumiqueαε est découplée du reste du système : une
fois le système (2.10) résolu,αε est calculable grâce à (2.11).

4. Il est intéressant de remarquer queη est sans dimension, alors queε à la dimension d’une
viscosité dynamique ([ε] = Pa.s).

5. En général et pour des modèles plus simples (scalaires unidimensionnels par exemple), la
validité d’un tel développement est étroitement lié à l’existence d’une entropie de Lax pour
le modèle de relaxation, voir [29] pour plus de détails à ce sujet.

Preuve :

Il s’agit d’abord de trouver l’expression deαε
1. En substituant le développement deαε dans la

première équation du modèle(R ) , équation (2.4) et en vertu de l’équation (1.29) vérifiée par la
fraction volumique d’équilibre, on obtient :

∆p = p1− p2 = εK∇ ·Vε .

Or, avec les notations de la preuve de la proposition1, on a :

∆p = ϕ(αε, ρ̃ε
1, ρ̃

ε
2) = ϕ(α∗, ρ̃ε

1, ρ̃
ε
2)+ εαε

1
∂ϕ
∂α

(α∗, ρ̃ε
1, ρ̃

ε
2)+O(ε2) .

Sachant queϕ(α∗, ρ̃1, ρ̃2) = 0 par définition deα∗, et en remplaçant
∂ϕ
∂α

par sa valeur (voir la

preuve de la proposition1), on obtient pourαε
1 :

αε
1 =− α∗2(1−α∗)2K

(1−α∗)2ρ̃ε
1c2

1 +α∗2ρ̃ε
2c2

2

∇ ·Vε . (2.12)

On substitue ensuite le développement deαε dans l’expression de la pression de mélange :

P(αε, ρ̃ε
1, ρ̃

ε
2) = P(α∗, ρ̃ε

1, ρ̃
ε
2)+ εαε

1
∂P
∂α

(α∗, ρ̃ε
1, ρ̃

ε
2)+O(ε2) ,

et avec :
∂P
∂α

(α, ρ̃1, ρ̃2) =
ρ̃2

(1−α)2c2
2−

ρ̃1

α2c2
1 ,

et :
P(α∗, ρ̃ε

1, ρ̃
ε
2) = P∗(ρ̃ε

1, ρ̃
ε
2) ,

ainsi que l’équation (2.12) de définition deαε
1, on trouve bien le développement de la pression de

mélange sous la forme :

P(αε, ρ̃ε
1, ρ̃

ε
2) = P∗(ρ̃ε

1, ρ̃
ε
2)− εη(α∗, ρ̃ε

1, ρ̃
ε
2)∇ ·Vε +O(ε2) ,

où η désigne la fonction suivante :

η(α, ρ̃1, ρ̃2) =
α2(1−α)2(ρ̃1 + ρ̃2)

(1−α)2ρ̃1c2
1 +α2ρ̃2c2

2

(
c2−c2

∗
)

.

Enfin, en substituant l’expression de la pression de mélange dans l’équation de quantité de mou-
vement, on trouve bien le terme visqueux annoncé au second membre de (2.10).
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2.3 Étude du modèle bifluide isotherme : une dérivation ther-
modynamiquement consistante du terme source de tension
de surface

Au travers de l’existence d’une entropie de Lax pour le modèle présenté au premier chapitre, nous
avons montré la consistance thermodynamique du modèle, c’est à dire la compatibilité du modèle
avec le second principe de la thermodynamique. L’objectif de ce chapitre est de proposer une
façon de retrouver la modélisation des effets capillaires (présentée §1.2) tout en tenant compte
du second principe de la thermodynamique. Nous pensons que la méthodologie proposée est tout
aussi importante que le(s) résultat(s) obtenu(s). Ce paragraphe constituera une partie d’un article
en cours de rédaction [68] et est issu d’une collaboration avec D. Jamet. Nous nous plaçons ici
dans un contexte moins général et prenons comme point de départ les équations générales de bilan
écrites pour un mélange de deux fluides en évolution isotherme. Dans [68], les auteurs proposeront
une dérivation de ces équations à partir du principe de moindre action.

La méthodologie proposée ici consiste à se donner ces équations de bilan sous la forme la plus
générale possible, c’est à dire en se laissant des "degrés de liberté", mais tout en respectant les
grands principes de la thermodynamique des milieux continus, notamment le second principe de
la thermodynamique. Ce principe nous aide alors à faire des choix de modélisation.

2.3.1 Équations de bilan pour un mélange de deux fluides compressibles
soumis à des effets de tension de surface

Supposons que deux fluides compressibles évoluent en situation isotherme et se déplacent à la
même vitesseV. La présence de l’un d’entre eux est caractérisée par sa fraction volumiqueα,
qui est également, on l’a vu, la densité volumique de volume qui lui est associée. La contrainte
de saturation impose que la fraction volumique de l’autre fluide soit 1−α. On dispose donc de
deux équations pour chacun des deux fluides, la conservation de la masse et l’équation de bilan de
volume associée :

∂ρ̃k

∂t
+∇ · (ρ̃kV) = 0 , k = 1,2 , (2.13)

∂αk

∂t
+∇ · (αkV) = Sαk , k = 1,2 , (2.14)

où lesSαk sont des termes sources à déterminer. La contrainte de saturationα1 + α2 = 1 permet
d’éliminer l’une des deux équations et l’un des deuxSαk, par exempleSα2 :

Sα2 = ∇ ·V−Sα1 .

Cette dernière relation prouve au passage que ces termes sources, en tout cas en situation d’écou-
lement compressible, ne sont pas nécessairement nuls : le volume de chacun des deux fluides ne
se conserve donc pas. Par contre, si l’on envisage les termes sourcesSαk comme des "défauts de
conservation" du volumeαk, il est rassurant de constater que la somme de ces "défauts" est la va-
riation de volume∇ ·V associée à l’écoulement. Dans la suite et comme nous l’avons fait jusqu’ici,
nous notonsα = α1 etSα1 = Sα.

En vertu du principe fondamental de la dynamique appliqué à un milieu vérifiant l’hypothèse du
continu, l’équation bilan de quantité de mouvement, sans préjuger du comportement rhéologique
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du "milieu continu de mélange", s’écrit (sous forme non conservative) :

ρ
dV
dt

= ∇ · τ , (2.15)

où τ est le tenseur des contraintes. Dans le premier chapitre, nous avions fermé le système ainsi
obtenu en nous donnanta priori ce tenseur des contraintes, puis nous avions constaté, sans tenir
compte des effets capillaires, que ce choix de modélisation était compatible avec le second prin-
cipe de la thermodynamique. Ici, nous commençons par écrire les deux premiers principes de la
thermodynamique dont l’application se traduit par une équation de bilan d’énergie libre totale :

ρ
d
dt

( f +ec) =−∇ ·q+∇ · (V · τ)−∆ f , (2.16)

oùec = ‖V‖2/2 est la densité massique d’énergie cinétique,f la densité massique d’énergie libre,
q un flux d’énergie (à déterminer) et∆ f la dissipation d’énergie, qui doit être positive en vertu du
second principe. Ce flux d’énergie est associé, nous le verrons, aux effets capillaires. On obtient le
bilan d’énergie cinétique en multipliant scalairement l’équation bilan de quantité de mouvement
(2.15) parV :

ρ
dec

dt
= (∇ · τ) ·V , (2.17)

que l’on retranche au bilan d’énergie totale pour obtenir finalement le bilan d’énergie libre :

ρ
d f
dt

=−∇ ·q+ τ : ∇V−∆ f . (2.18)

Nous disposons donc d’un système qu’il convient de fermer. Il faut commencer par choisir les
variables dont dépend l’énergie libre. Cette dépendance sera explicitée dans un second temps, en
fonction des phénomènes physiques que l’on veut modéliser. Mais il faut également connaître le
terme de fluxq, le tenseur des contraintesτ et le terme sourceSα si l’on veut pouvoir connaître
complétement l’état des deux fluides. Lechoix des fermetures à effectuer va être guidé par la
positivité de la dissipation d’énergie libre.

2.3.2 Calcul de la dissipation d’énergie libre

On suppose que l’énergie libre dépend des variablesρ̃k (k = 1,2), de la fraction volumiqueα mais
aussi de son gradient∇α afin de tenir compte des effets de tension interfaciale :

f = f (ρ̃1, ρ̃2,α,∇α) . (2.19)

Dans le cas de deux fluides, le principe d’indifférence matérielle permet de montrer que la dépen-
dance de l’énergie libre est une fonction de‖∇α‖, voir [68]. Cependant, en vue d’une extension au
cas de plus de deux fluides, il est plus commode de garder une dépendance plus générale en∇α.

À partir de (2.19) et en supposant l’équilibre thermodynamique local, on peut écrire :

ρ
d f
dt

= ρ
(

∂ f
∂ρ̃1

dρ̃1

dt
+

∂ f
∂ρ̃2

dρ̃2

dt

)
+ρ

∂ f
∂α

dα
dt

+ρ
∂ f

∂∇α
· d∇α

dt
. (2.20)

Le calcul de la dissipation d’énergie libre totale∆ f s’effectue alors en remplaçant les dérivées en
temps par leurs expressions issues des bilans, sauf pour les deux derniers termes qui demandent un
traitement particulier. On peut voir que l’on obtient deux types de termes : des termes conservatifs
de la forme∇ · (·) et des termes tensoriels contractés avec∇V. Le terme endα

dt constitue en fait
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un troisième type de terme associé à la dissipation d’énergie due autransport de volume par
l’écoulement. Afin de pouvoir faire des regroupements, nous allons chercher à écrire le dernier
terme au second membre de (2.20) sous la forme d’une somme de termes de l’un de ces trois
types. Pour cela, posons :

φφφ = ρ
∂ f

∂∇α
, (2.21)

et calculons la quantité∇ ·
(

dα
dt ·φφφ

)
:

∇ ·
(

dα
dt
·φφφ
)

=
dα
dt

∇ ·φφφ+φφφ ·∇
(

dα
dt

)

=
dα
dt

∇ ·φφφ+φφφ ·
(

∂∇α
∂t

+∇Vt∇α+(V ·∇)∇α
)

=
dα
dt

∇ ·φφφ+φφφ · d∇α
dt

+(φφφ⊗∇α) : ∇V

,

et on obtient finalement pour le dernier terme de (2.20) :

φφφ · d∇α
dt

= ∇ ·
(

dα
dt
·φφφ
)
− dα

dt
∇ ·φφφ− (φφφ⊗∇α) : ∇V , (2.22)

qui est bien la somme de trois termes des différentes formes souhaitées.

Égalant (2.20) avec (2.18) et y introduisant les relations issues de (2.13), (2.14) et (2.22), on obtient
la dissipation d’énergie :

∆ f = −∇ ·
(

q+(Sα−α∇ ·V)φφφ
)

+
[

τ+ρ
(

ρ̃1
∂ f
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂ f
∂ρ̃2

)
I+φφφ⊗∇α

]
: ∇V

−(Sα−α∇ ·V)
(

ρ
∂ f
∂α

−∇ ·φφφ
)

, (2.23)

relation qui nous permet de fermer le système. En effet, si nous assurons la positivité de cette
dissipation d’énergie en rendant chacun des trois types de termes positifs (ou nuls), nous obtenons
des conditions sur les trois inconnuesτ, q etSα en étant assuré de la consistance thermodynamique
du système résultant.

À ce stade, il faut noter que nous avons déjà fait des choix dans le regroupement des termes, sans
toutefois que ces choix conduisent à fermer complètement le problème. Nous allons également
voir que plusieurs choix sont possibles, dont deux ont un intérêt particulier pour nous puisqu’ils
vont nous permettre de retrouver à la fois le modèle de relaxation, ou modèle(R ) , et un modèle
que nous utilisons dans la méthode numérique présentée §3.

Remarque :

Tel que nous avons effectué les regroupements lors du calcul de∆ f , nous avons en fait "découplé"
le choix du tenseur des contraintesτ de celui des deux autres inconnuesq etSα.
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2.3.2.1 Choix du tenseur des contraintes

Pour s’assurer de la positivité du terme faisant intervenir le tenseur des contraintesτ dans (2.23),
il suffit dechoisir celui-ci sous la forme :

τ =−ρ
(

ρ̃1
∂ f
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂ f
∂ρ̃2

)
I−φφφ⊗∇α+ τD , (2.24)

où τD est le tenseur de dissipation de quantité de mouvement devant vérifier :

τD : ∇V > 0 ,

et qu’il suffit de prendre sous la forme newtonienne classique :

τD = µ
(t∇V +∇V

)
,

pour assurer la positivité de la source d’énergie libre.

Une fois la forme de l’énergie libre fixée, nous pourrons calculer le tenseur des contraintes. Il
comporte également une partie non sphérique, en partie responsable de l’apparition de la tension
interfaciale.

2.3.2.2 Choix du flux d’énergie et du terme source de bilan de volume

Nous retenons deux façons simples dechoisir le flux d’énergieq et la source de volume de fluide
Sα. Le premier consiste à prendre :{

Sα = α∇ ·V
q = 0

,

qui donne une simple équation de conservation pour le volume de chacun des deux fluides. Le mo-
dèle associé à ce choix nous servira lors d’une étape, dite de transport, de notre méthode numérique
de résolution du modèle(R ) .

La seconde possibilité consiste à prendre :
Sα = α∇ ·V− 1

ε

(
ρ

∂ f
∂α

−∇ ·φφφ
)

q =
1
ε

(
ρ

∂ f
∂α

−∇ ·φφφ
)

φφφ

, (2.25)

où ε est un réel positif. Le modèle associé à ce choix est le modèle de relaxation introduit §2.2,
avec toutefois la prise en compte de la tension superficielle. La source d’énergie∇ ·q obtenue dans
ce cas est connue dans la littérature sous le nom detravail intersticiel, [36, 123, 92, 13]. Cela
montre aussi que le premier choix ne conduit pas à un modèle satisfaisant quant à la consistance
thermodynamique.

Remarques :

1. On peut remarquer que dans le cas où il n’y a pas de tension de surface, nous venons simple-
ment de retrouver que le terme source de relaxation est compatible avec l’entropie de Lax
du modèle(R ) .
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2. Isenberg [63] propose une interprétation de l’existence du travail intersticiel. L’auteur se
place dans le cas d’un film de savon, tendu entre les quatre côtés d’un cadre rectangulaire,
dont un de longueurL est mobile. Lorsqu’on augmente la surface du filmà température
constanteen déplaçant la partie mobile du cadre deδx, le film doit absorber de la chaleur
du milieu extérieur pour maintenir la température du film constante. Donc, en sus du gain
d’énergieσ f Lδx de part l’augmentation de la surface du film, il y a une absorption d’énergie
δQ. Dans cette étude, nous avons traduit cette absorption d’énergie par le terme−∇ ·q aux
seconds membres de (2.16) et (2.18).

2.3.3 Fermeture thermodynamique

Il convient maintenant de choisir la dépendance explicite de l’énergie libre. Ce choix, motivé par
des considérations simples, va nous permettre d’expliciter les différentes inconnues de notre pro-
blème : le tenseur des contraintesτ, le flux d’énergieq et la source de volumeSα. La relation
classique de la thermostatique des interfaces [40, 90] :

F =−pdV + σdA , (2.26)

oùA désigne l’aire de l’interface, montre que l’énergie libre doit être la somme de deux termes : un
terme correspondant au travail des forces de pression et un autre correspondant à l’énergie portée
par l’interface. Nous écrivons donc la densité volumique d’énergie libre sous la forme (avec des
notations évidentes) :

ρ f (ρ̃1, ρ̃2,α,∇α) = Fp(ρ̃1, ρ̃2,α)+Fσ (α,∇α) .

En effet, le travail des forces de pressionFp doit dépendre des masses de chacun des deux fluides,
mais aussi de la fraction volumiqueα puique les pressions des deux fluides en dépendent. Le
terme associé à la tension de surface doit dépendre quant à lui du gradient de fraction volumique
∇α, mais aussi de la fraction volumiqueα. En fait, cette dépendance enα n’intervient pas dans
le cas de deux fluides. D’autre part, nous avons déja remarqué que‖∇α‖ représente la densité
volumique d’aire interfaciale.

Le terme d’énergie libre de mélange correspondant au travail des forces de pression n’est autre que
l’entropie de Lax associé au modèle(R ) :

Fp(ρ̃1, ρ̃2,α) = ρ̃1 f1

(
ρ̃1

α

)
+ ρ̃2 f2

(
ρ̃2

1−α

)
, (2.27)

où les fk sont les fonctions définies par :

d fk
dρk

=
pk

ρ2
k

, (2.28)

soit encore :
d fk =−pkdVk ,

oùVk = 1/ρk est le volume massique. L’énergie libre volumique de mélange, grandeur extensive,
est donc définie comme la somme des énergies libres volumiques de chacun des deux fluides. À
cette énergie de mélange va correspondre une pression de mélange que, cette fois-ci, nous n’aurons
paschoisiecomme nous l’avons fait au précédent chapitre.

L’énergieFσ est une quantité volumique qui, d’après (2.26), doit vérifier :

dFσ = σdA . (2.29)
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Si nous supposons queFσ s’écritT (‖∇α‖) oùT est une fonctiona priori inconnue, on peut mon-
trer, voir [68], qu’une condition nécessaire pour que la relation de Laplace (1.11) soit indépedante
de l’épaisseur de l’interface est :T ′ = σ. On obtient donc la contribution des effets capillaires à
l’énergie libre :

Fσ(α,∇α) = σ‖∇α‖ , (2.30)

ce qui correspond bien à (2.29) puisque‖∇α‖ est la densité volumique d’aire interfaciale.

Finalement, la densité volumique d’énergie libre que nous retenons est :

ρ f (ρ̃1, ρ̃2,α,∇α) = ρ̃1 f1

(
ρ̃1

α

)
+ ρ̃2 f2

(
ρ̃2

1−α

)
+σ‖∇α‖ . (2.31)

2.3.4 Retour aux équations de bilan

Nous pouvons à présent en déduire les équations de bilan résultant de la fermeture effectuée. Il
s’agit donc de calculer le tenseur des contraintes donnés par (2.24) ainsi queSα et q donnés par
(2.25), qui dépendent tous de la quantitéφφφ définie par (2.21). Le termeFp ne dépendant pas de∇α,
on a donc :

φφφ =
∂Fσ
∂∇α

= σ
∇α
‖∇α‖

, (2.32)

qui n’est autre queσnI , oùnI est la normale à l’interface.

2.3.4.1 Bilan de quantité de mouvement : tenseur des contraintes et pression de mélange

Il s’agit ici de calculer le tenseur des contraintes, en ommettant toutefois le tenseur des contraintes
visqueusesτD :

τ =−ρ
(

ρ̃1
∂ f
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂ f
∂ρ̃2

)
I−φφφ⊗∇α .

Outre le terme de tension de surfaceφφφ⊗∇α, il faut calculer le premier terme, sphérique, du tenseur
des contraintes :

P = ρ
(

ρ̃1
∂ f
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂ f
∂ρ̃2

)
.

On s’attend à ce que ce terme contienne la pression de mélange :

P = αp1 +(1−α)p2 ,

ainsi qu’une correction du terme de tension de surface assurant la bonne relation de saut de pres-
sion. Il s’agit donc de calculer le termeP :

P = ρ
(

ρ̃1
∂ f
∂ρ̃1

+ ρ̃2
∂ f
∂ρ̃2

)

= ρ̃1
∂

∂ρ̃1
(ρ f )+ ρ̃2

∂
∂ρ̃2

(ρ f )− ρ̃1 f
∂ρ
∂ρ̃1

− ρ̃2 f
∂ρ
∂ρ̃2

= ρ̃1

(
ρ̃1

1
α

α2p1

ρ̃2
1

+ f1

)
+ ρ̃2

(
ρ̃2

1
1−α

(1−α)2p2

ρ̃2
2

+ f2

)
−ρ f

= αp1 +(1−α)p2−Fσ

.
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On trouve donc bien le résultat attendu : la terme sphériqueP du tenseur des contraintes contient
la pression de mélangeP. Remarquons qu’il est plus satisfaisant d’avoir choisi l’énergie libre
de mélange (qui est nous l’avons dit une grandeur extensive) puis d’en avoir déduit la pression
de mélange plutôt que d’avoir fait le choix, difficile à justifier, d’une pression de mélangeP =
αp1+(1−α)p2. Le terme supplémentaireFσ va compenser une partie du termeφφφ⊗∇α de manière
à assurer la bonne relation de saut de pression à l’interface (1.11).

Compte tenu de ce que nous avons obtenu pourP et de (2.32), on aboutit finalement au tenseur
des contraintes suivant :

τ =−(αp1 +(1−α)p2)I+σ
(
‖∇α‖I− ∇α

‖∇α‖
⊗∇α

)
, (2.33)

qui est exactement, avec les notations introduites au premier chapitre :

τ =−PI+ τC .

2.3.4.2 Bilans de volume de fluide et d’énergie : termes sources de relaxation

Il s’agit ici de calculer le terme sourceSα ainsi que le flux d’énergieq donnés par (2.25). Pour
cela, il suffit de calculer les deux quantitésρ ∂ f

∂α et ∇ ·φφφ. Pour la première, on montre que :

ρ
∂ f
∂α

= p2− p1 ,

et la seconde, compte tenu du fait queφφφ = σnI , est :

∇ ·φφφ = σ∇ ·
(

∇α
‖∇α‖

)
,

qui n’est autre que∇ ·φφφ = −σκ, l’opposé du saut de pression intervenant dans la loi de Laplace.
Rassemblant ces résultats, on obtient finalement pour la source de volume de fluide 1 :

Sα = α∇ ·V +
1
ε

(
p1− p2 +σ∇ ·

(
∇α
‖∇α‖

))
, (2.34)

et le flux d’énergieq :

q =−σ
ε

(
p1− p2 +σ∇ ·

(
∇α
‖∇α‖

)) ∇α
‖∇α‖

. (2.35)

Ce flux d’énergie est donc porté par la normale à l’interface. De ce flux d’énergie résulte un terme
supplémentaire au second membre du bilan d’enthalpie (1.21). En pratique et pour les applications
visées, c’est à dire dans le cadre de l’approximation de type Boussinesq, nous supposons que
les transferts associés à ce travail intersticiel sont négligeables devant les transferts associés à la
conduction thermique.

Le bilan de volume de fluide 1 (2.14) devient donc :

dα
dt

=
1
ε

(
p1− p2 +σ∇ ·

(
∇α
‖∇α‖

))
,

ce qui donne la façon dont il faut modifier le terme source de relaxation introduit dans le mo-
dèle(R )afin de tenir compte correctement des effets capillaires. Ce terme source modifie égale-
ment la pression d’équilibreP∗ du modèle à l’équilibre. En effet, la nouvelle fraction volumique
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d’équilibre, que nous notonŝα, tenant compte des effets capillaires, est maintenant solution de
l’équation :

p1

(
ρ̃1

α̂

)
− p2

(
ρ̃2

1− α̂

)
+σ∇ ·

(
∇α̂
‖∇α̂‖

)
= 0 ,

la pression d’équilibrêP correspondante étant :

P̂(ρ̃1, ρ̃2) = α̂p1

(
ρ̃1

α̂

)
+(1− α̂)p2

(
ρ̃2

1− α̂

)
.

La nouvelle équation donnant la fraction volumique d’équilibre est beaucoup plus complexe que
dans le cas où il n’y a pas de tension de surface, et ce même dans le cas de deux fluides suivant
des lois linéarisées isotherme (1.26) : ce n’est plus une relation locale du type lois d’état, mais une
équation elliptique fortement non linéaire. Nous allons voir qu’il n’est pourtant pas nécessaire de
la résoudre.

Nous pouvons en effet estimer l’erreur commise en gardant la même fraction volumique d’équilibre
α∗ et la même pression d’équilibreP∗. Pour cela, nous utilisons la fonctionϕ, utilisée lors de la
démonstration de la proposition1 :

ϕ(α) = p1− p2 .

On a :

ϕ(α̂)︸︷︷︸
=σκ

= ϕ(α∗)︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂ϕ
∂α

(α∗)(α̂−α∗)+O
(
(α̂−α∗)2

)
,

soit :
α̂−α∗ '

σκ
∂ϕ
∂α

(α∗)
.

Or ∂ϕ
∂α(α∗) a déjà été calculé et vérifie :

1
∂ϕ
∂α

(α∗)
=− α2

∗(1−α∗)2

(1−α∗)2ρ̃1c2
1 +α2

∗ρ̃2c2
2

.

Introduisant la compressibilité de mélange, équation (2.3), on aboutit à :

1
∂ϕ
∂α

(α∗)
=−α2

∗(1−α∗)2ρc2
∗

ρ̃1c2
1ρ̃2c2

2

,

ce qui donne pour̂α−α∗ :

|α̂−α∗| '
α2
∗(1−α∗)2ρc2

∗|σκ|
ρ̃1c2

1ρ̃2c2
2

.

Remarquons tout d’abord que, sans surprise, la différence entre ces deux fractions volumiques est
nulle dans les zones oùα∗ vaut 0 ou 1, c’est à dire loin de l’interface. Ensuite, lorsque nous avons
donné au §1.4.2les critères de choix des vitesses du son dans les deux fluides, nous avons conclu
qu’il fallait, entre autre :

σκ
ρc2

i

� 1 ,

condition qui assurent que les variations de pression dues aux effets capillaires sont d’un ordre
de grandeur supérieur à celles dues aux effets de compressibilité, artificielle dans les écoulements
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qui nous intéressent. Cette condition assure donc également que la différence|α̂−α∗| reste petite.
Ainsi, nous gardons la fraction volumiqueα∗ et la pression d’équilibreP∗ dans le modèle(E) , ce
qui signifie encore que nous ne changeons pas le modèle de relaxation.

Nous retenons donc la source de bilan de volume de fluide 1 sous la forme :

Sα =
1
ε

(p1− p2) . (2.36)

Remarque :

D’un point de vue énergétique, cela signifie que nous ne minimisons pas exactement l’énergie libre
de mélange. Par contre, nous sommes assurés d’être dans un proche voisinage de cet équilibre.

2.3.5 Proposition d’extension de la modélisation de la tension de surface au
cas den fluides

Nous proposons ici succintement une extension du modèle au cas plus général oùn fluides sont en
présence. Ce paragraphe est l’occasion pour nous d’illustrer l’application de la méthode de dériva-
tion proposée au-dessus. Reproduire par exemple la remontée d’une goutte d’huile dans de l’eau
jusqu’à ce qu’elle parvienne à une surface libre avec de l’air, et ce sur les bases d’une modélisation
de la tension de surface de type CSF, n’est pas chose aisée. L’enjeu réside principalement sur la
forme du terme source de tension superficielle. La méthodologie proposée, si elle reporte la dif-
ficulté sur la forme de l’énergie libre et l’interprétation du modèle obtenu, permet toutefois d’en
assurer la consistance thermodynamique.

De la même manière que précédemment, la présence de chacun des fluides est caractérisée par sa
fraction volumiqueαk, avec la contrainte de saturation :

n

∑
k=1

αk = 1 . (2.37)

Cette équation montre que lesαk sont liés, mais aussi que leur gradient le sont selon :

n

∑
k=1

∇αk = 0 . (2.38)

Il y a n équations de conservation de la masse :

∂ρ̃k

∂t
+∇ · (ρ̃kV) = 0 . (2.39)

Il y a égalementn équations de bilan de volume de fluide :

dαk

dt
= Sαk−αk∇ ·V , (2.40)

et lesSαk sont donc liés par la relation :

n

∑
k=1

Sαk = ∇ ·V . (2.41)

Enfin, les équations de bilan de quantité de mouvement et d’énergie libre sont :

ρ
dV
dt

= ∇ · τ , (2.42)
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ρ
d f
dt

=−∇ ·q+ τ : ∇V−∆ f , (2.43)

Il faut donc déterminern−1 desSαk, le dernier étant donné par (2.41), ainsi queτ, q et∆ f , la dissi-
pation d’énergie qui doit être positive. À cette fin, nous supposons que les variables indépendantes
sont lesn densités de massẽρk, lesn−1 premières densités de volumeαk ainsi que leur gradient
∇αk. Procédant comme précédemment, nous calculons la source d’énergie∆ f et nous obtenons :

∆ f = −∇ ·
(

q+
n−1

∑
k=1

(Sαk−αk∇ ·V)φφφk

)

+

[
τ+ρ

n−1

∑
k=1

ρ̃k
∂ f
∂ρ̃k

I+
n−1

∑
k=1

φφφk⊗∇αk

]
: ∇V

−
n−1

∑
k=1

(Sαk−αk∇ ·V)
(

ρ
∂ f
∂αk

−∇ ·φφφk

)
, (2.44)

oùφφφk désigne :

φφφk = ρ
∂ f

∂∇αk
,

et ρ la masse volumique de mélange :

ρ =
n−1

∑
k=1

ρ̃k .

Le tenseur des contraintes obtenu est donc :

τ =−ρ
n−1

∑
k=1

ρ̃k
∂ f
∂ρ̃k

I−
n−1

∑
k=1

φφφk⊗∇αk ,

auquel on peut également ajouter un tenseur des contraintes visqueuses. De la même façon, le flux
d’énergieq est :

q =−
n−1

∑
k=1

(Sαk−αk∇ ·V)φφφk ,

et ce quel que soit le choix desSαk. Il existe sans doute beaucoup de façon de rendre positif le
dernier groupe de termes de (2.44). Nous retenons une façon simple qui consiste à rendre positif
chacun des termes de la somme, en choisissant pour lesSαk :

Sαk = αk∇ ·V− 1
εk

(
ρ

∂ f
∂αk

−∇ ·φφφk

)
,

où lesεk sont des constantes positives, qui n’ont aucune raison d’être égales.

On constate bien à ce stade que tout repose sur le choix de la densité massique d’énergie libref .
Nous choisissons toujours de l’écrire sous la forme :

ρ f (ρ̃k,αk,∇αk) = Fp(ρ̃k,αk)+Fσ(αk,∇αk) ,

avec le terme correspondant au travail des forces de pression sous la forme :

Fp =
n

∑
k=1

ρ̃k fk

(
ρ̃k

αk

)
,
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où les fk sont des fonctions deρk vérifiant :

d fk
dρk

(ρk) =
pk

ρ2
k

.

À partir de ce terme de pression, on obtient le premier groupe de terme du tenseur des contraintes :

ρ
n−1

∑
k=1

ρ̃k
∂ f
∂ρ̃k

=
n−1

∑
k=1

αkpk−Fσ ,

et ce quel que soit le choix deFσ. Étant donné que nous avons choisi que seul le terme capillaire
d’énergie libre dépende des∇αk, le tenseur des contraintes capillairesτC est donc :

τC = FσI−
n−1

∑
k=1

∂Fσ
∂∇αk

⊗∇αk . (2.45)

À nouveau, on voit ici la généralité de la méthodologie présentée : quel que soit le choix deFσ que
l’on fasse, nous disposons de la forme du terme source capillaire pour que le modèle complet soit
thermodynamiquement consistant. Il faut bien sur que la densité volumiqueFσ soit représentative
des effets que l’on cherche à reproduire. Outre le tenseur des contraintes capillaires, le terme source
du bilan de volume de fluideSαk donne la fermeture en fraction volumiqueα∗ pour le modèle à
l’équilibre, ou, ce qui revient au même, la façon dont il faut modifier le retour à l’équilibre dans
le modèle de relaxation. Nous nous contentons ici de proposer une façon de choisirFσ qui nous
semble satisfaisante.

La forme de l’équation (2.45) nous pousse à choisir :

Fσ =
n−1

∑
k=1

σk‖∇αk‖ ,

où σk est le "coefficient de tension de surface de mélange" associé aux interfaces que partage le
fluidek avec les autres fluides. Nous supposons simplement qu’il dépend des différentsαi . De cette
manière, on trouve le tenseur des contraintes capillaires sous la forme de la somme des opérateurs
de projection sur les tangentes aux différentes interfaces :

τC =
n−1

∑
k=1

σk

(
‖∇αk‖I−

∇αk

‖∇αk‖
⊗∇αk

)
,

puisqu’avec la forme choisie, on a :

∂Fσ
∂∇αk

= σk
∇αk

‖∇αk‖
.

Il faudrait alors montrer que la forme obtenue pourτC suffit à assurer la relation ditede Neumann
[31] qui stipule qu’à l’intersection d’interfaces entre plusieurs fluides, on a :

n

∑
i=1

n

∑
j=1, j<i

σi j t i j = 0 ,

où t i j désigne la tangente à l’interface entre les fluidesi et j. Il reste à préciser le coefficient de
tension de surface de mélange, que nous choisissons sous la forme :

σk =
n

∑
i=1

αiσik ,
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où lesσik sont les coefficient de tension de surface entre les fluidesi et k. On a doncσik = σki et
on peut toujours choisir comme conventionσii = 0.

Remarque :

Le choix pourσk fait apparaître dansFσ des produitsαi∇αk. Ces produits de distribution de Dirac
et d’Heaviside sont bien définis du fait que l’intersection des surfaces de discontinuités associées
est de codimension égale à 2 dans l’espace où l’on se situe. Par exemple, en deux dimensions
d’espace et pour trois fluides, l’intersection de deux (ou trois) interfaces est un point.



Deuxième partie

Méthode numérique

69





Chapitre 3

Schéma numérique pour la partie
hyperbolique des équations

3.1 Schéma de relaxation pour le modèle bifluide

Comme proposé par Saurel et Abgrall [103], le modèle de relaxation est résolu selon le schéma
de relaxation qui consiste à figer le terme source de relaxation à zéro dans un premier temps
(étape de transport), puis à faire relaxer la solution obtenue vers l’équilibre des pressions (étape de
relaxation).

3.1.1 Étape de transport

Lors de cette étape, on intègre le système d’équations aux dérivées partielles associé au modèle
(R ), avec toutefois les termes sources associés aux forces de volume ainsi que les termes capillaires
et visqueux, le terme source de relaxation n’étant pas pris en compte durant cette étape. Le système
à intégrer se présente donc comme un système d’équations bilans de la forme (en deux dimensions
d’espace) :

∂W
∂t

+
∂F
∂x

+
∂G
∂y

= S ,

le vecteurW des variables conservatives étantW =t (ρα, ρ̃1, ρ̃2,ρu,ρv), F le flux suivantx, G le
flux suivanty etS le terme source, qui n’a de composante que sur les équations de bilan de quantité
de mouvement :

S = Svisc+S ts+Sext = ∇ ·
(

τD + τC
)

+ρ(g−γγγe) .

Nous sommes donc ramenés à la résolution d’un système de lois de conservation des variablesW
par la méthode des volumes finis sur un maillage cartésien formé des cellules :

Ci, j =
[
xi−1/2,xi+1/2

]
×
[
y j−1/2,y j+1/2

]
.

Nos inconnues sont donc leswi, j définis par :

wi, j =
1

|Ci, j |

∫
Ci, j

WdV .

Nous notonsSi, j la quantité :

Si, j =
1

|Ci, j |

∫
Ci, j

SdV .
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Intégrant le système de lois de conservations à résoudre, nous obtenons le schéma semi-discret :

∂wi, j

∂t
= Si, j − ∑

faces

1
|Ci, j |

∫
F
(F ex +Gey) ·nFdS ,

où la somme∑faces porte sur les facettesF de la celluleCi, j et où l’intégrale porte sur chacune
de ces facettes. Généralement, on suppose que ces flux sont constants le long de la facette, et on
obtient : ∫

F
(F ex +Gey)nFdS = |F |( f ex +gey) ·n ,

où f etg sont les fonctions flux numériques dépendant des inconnueswi, j dans les cellules de part
et d’autre de la face considérée. Dans le cas d’un maillage structuré, on obtient donc :

∂wi, j

∂t
= Si, j −

(
fi+1/2, j − fi−1/2, j

∆xi
+

gi, j+1/2−gi, j−1/2

∆y j

)
,

où ∆xi et ∆y j sont les pas d’espace locaux (non constant) et oùfp, j désigne le flux à travers la
face "d’abscisse"xp sur "la jème ligne" du maillage, etgi,q le flux à travers la face "d’ordonnée"
yq sur "la ième colonne" du maillage. Les fluxfi+1/2, j et gi, j+1/2 sont approchés numériquement
par les fonctions flux numériquef (wi, j ,wi+1, j) etg(wi, j ,wi, j+1) des états des cellules voisines des
interfaces "i +1/2" et " j +1/2" respectivement. Nous précisons ces fonctions flux plus bas.

3.1.1.1 Schéma en temps

Le schéma en temps retenu est le schéma de Runge-Kutta à deux étapes :
wn+1/2

i, j = wn
i, j −

∆tn

2

(
f n
i+1/2, j − f n

i−1/2, j

∆xi
+

gn
i, j+1/2−gn

i, j−1/2

∆y j

)
+

∆tn

2
Sn

i, j

wn+1
i, j = wn

i, j −∆tn

 f n+1/2
i+1/2, j − f n+1/2

i−1/2, j

∆xi
+

gn+1/2
i, j+1/2−gn+1/2

i, j−1/2

∆y j

+∆tnSn+1/2
i, j

,

où ∆tn = tn+1− tn est le pas de temps calculé à chaque itération par la condition CFL suivante :

∆tn = CFLmin
i, j

(
∆xi

|ui, j |+ci, j
,

∆y j

|vi, j |+ci, j

)
,

avecui, j (resp.vi, j ) la vitesse suivantx (resp.y) dans la celluleCi j , ci, j la vitesse locale du son, et
CFL une constante. Par exemple, pour le schéma de Godunov la stabilité et la positivité du schéma
sont assurées sous la condition :

CFL 6
1
2

en 2 dimensions, et CFL6 1 en 1 dimension.

Remarque :

Les termes sources sont traités de manière explicite.
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3.1.1.2 Schéma en espace

Nous avons remarqué §1.4.2qu’il était important de disposer d’un schéma qui respecte la positivité
des masses. D’autre part, Saurel et Abgrall [103] ont prouvé que les schémas laissant invariantes les
solutions à pression et vitesse constantes sont de bons candidats lorsqu’on veut plus particulière-
ment s’intéresser aux interfaces. Or un schéma exact sur les discontinuités de contact stationnaires
alignées avec une ligne maillage vérifie en particulier cette propriété. Parmi les schémas exacts
sur les discontinuités de contact stationnaires, il en est un pour lequel la diffusion numérique est
minimale : le schéma de Godunov.

Le schéma en espace retenu est donc le schéma de Godunov qui consiste à prendre comme fonction
flux numérique, le flux correspondant à la solution exacte du problème de Riemann associé au mo-
dèle (R ), avec comme condition initiale les états dans les cellules de part et d’autre de l’interface.
Plus précisément :

fi+1/2, j = f (wi, j ,wi+1, j) = F
(
wR(0;wi, j ,wi+1, j)

)
,

wR étant la solution du problème de Riemann associé au modèle (R ), voir § 3.2, avec comme
condition initialeWg = wi, j et Wd = wi+1, j , et prise enx/t = 0. Le flux numériquegi, j+1/2 est
construit de la même manière.

L’ordre deux en espace est obtenu grâce à la méthode MUSCL [120], avec le limiteur de pentes
appelémonotonized central. En pratique, au lieu de calculerfi+1/2 = f (wi, j ,wi+1, j) et g j+1/2 =
g(wi, j ,wi, j+1), la méthode MUSCL consiste à calculer :

fi+1/2 = f (wi, j +
1
2

si ,wi+1, j −
1
2

si+1),

et :

g j+1/2 = g(wi, j +
1
2

sj ,wi, j+1−
1
2

sj+1),

oùsi etsj sont les pentes limitées définies par :

{
si = moncen(∆+,x(wi, j),∆−,x(wi, j))
sj = moncen(∆+,y(wi, j),∆−,y(wi, j))

,

avec :

moncen(a,b) = max(sign(ab),0)min(m|a|, |a+b|
2

,m|b|) ,

le paramètremétant compris entre 1 et 2. Ce paramètre règle la “raideur” du limiteur et en pratique,
nous prenonsm= 1.8.

À ce stade et à partir de la donnée des valeurs des variables au tempstn, nous avons calculé les
valeurs des variables conservatives au tempstn+1 : Wn+1 = t(ρα, ρ̃1, ρ̃2,ρu,ρv), ces valeurs dé-
pendant toutes des variables "naturelles"Vn = t(α,ρ1,ρ2,u,v) au tempstn. La fraction volumique

obtenue est donc :αn+1 = (ρα)n+1

ρ̃n+1
1 +ρ̃n+1

2
. Mais cette valeur ne correspond pas à l’équilibre des pres-

sions. Il est nécessaire de la mettre à jour lors de l’étape de relaxation.
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3.1.2 Étape de relaxation

À ε non nul fixé, il s’agit de résoudre le système d’équations entre chaque étape de la méthode
Runge-Kutta :

∂
∂τ


α
ρ̃1

ρ̃2

ρu
ρv

=


p1− p2

ε
0
0
0
0

 .

Il apparaît donc clairement que pendant cette étape, seule la fraction volumique varie. Or on sait
que lorsqueε tend vers 0, la fraction volumique solution de ce système tend versla fraction volu-
mique d’équilibre définie par l’équation (1.8). On sait également que dans le cas particulier de lois
d’état du type (1.26), cette fraction volumique d’équilibre se calcule explicitement et s’écrit, voir
§ 1.4.2:

α∗(ρ̃1, ρ̃2) =
γ+(ρ̃1, ρ̃2)

1+ γ+(ρ̃1, ρ̃2)
,

avec :

γ+(ρ̃1, ρ̃2) =
q− q̃(ρ̃1, ρ̃2)+

√
(q− q̃(ρ̃1, ρ̃2))2 +4ρ̃1c2

1ρ̃2c2
2

2ρ̃2c2
2

,

et : {
q = ρ20c2

2−ρ10c2
1

q̃(ρ̃1, ρ̃2) = ρ̃2c2
2− ρ̃1c2

1
.

Ainsi, l’étape de relaxation consiste simplement, dans le cas des lois d’état choisies, à mettre à jour
dans chaque cellule la fraction volumique par la relation :

αn+1
i, j = α∗(ρ̃n+1

1;i, j , ρ̃
n+1
2;i, j) .

Il n’y a donc pas à proprement parler de schéma "explicitement écrit" sur la fraction volumique.

3.2 Résolution du problème de Riemann

Il s’agit ici de résoudre le problème de Riemann unidimensionnel1 suivant, associé au modèle (R ) :

∂W
∂t

+
∂F (W)

∂x
= 0 ,

oùW = t(ρα, ρ̃1, ρ̃2,ρu) et F (W) = t(ραu, ρ̃1u, ρ̃2u,ρu2 +αp1 +(1−α)p2),

avec la condition initiale :

W(x,0) =


Wg, si x < 0

Wd, si x > 0

(3.1)

Le calcul des invariants de Riemann nous permet de caractériser les ondes de détente, alors que
les relations de Rankine-Hugoniot (associées aux inégalités de Lax) permettent de caractériser
les ondes de choc. Enfin, nous montrons l’existence et l’unicité de la solution du problème de
Riemann, et donnons les éléments nécessaires à sa résolution pratique.

1 une seule dimension d’espace suffit pour construire le schéma.
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3.2.1 Éléments propres et champs associés

Dans les zones où la solution est régulière, nous avons vu que nous pouvions réécrire le système
sous forme quasi-linéaire :

∂V
∂t

+A2
∂V
∂x

= 0 , (3.2)

où V = t(α,ρ1,ρ2,u). Nous allons maintenant déterminer la nature des champs caractéristiques
associés aux valeurs propresζ1 = u−c, ζ2 = u et ζ3 = u+c. Pour cela, nous aurons besoin de la
définition suivante :

Définition :
On dit que lek-ième champ caractéristique est :
– vraiment non linéaire (VNL) si∇Vζk ·Rk 6= 0
– linéairement dégénéré (LD) si∇Vζk ·Rk = 0

3.2.1.1 Champ associé àζ1 = u−c

Rappelons qu’un vecteur propre associé àζ1 est :

R1 =


0
ρ1

ρ2

−c


On montre que :

le champ associé àζ1 = u−c est vraiment non linéaire et correspond donc à une détente ou
à un choc.

En effet :

∇Vζ1 ·R1 = −
(

ρ1
∂c

∂ρ1
+ρ2

∂c
∂ρ2

+c

)

= −
(

αρ2
1p1

′′+(1−α)ρ2
2p2

′′

2ρc
+c

)
∇Vζ1 ·R1 < 0 du fait de la convexité des lois de pression.

3.2.1.2 Champ associé àζ2 = u

Rappelons que la valeur propreu est de multiplicité 2, et que deux vecteurs propres associés sont :

R21 =



0

−(1−α)c2
2

αc2
1

0


, etR22 =



1

− p1− p2

c2
1

− p1− p2

c2
2

0


On en déduit que :
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le champ associé àζ2 = u est linéairement dégénéré, et correspond donc à une discontinuité
de contact.

En effet :

∇Vζ2 =


0
0
0
1


donc :

∇Vζ2 ·R2i = 0 , i = 1,2 .

3.2.1.3 Champ associé àζ3 = u+c

Nous avons vu qu’un vecteur propre associés àζ3 est :

R3 =


0
ρ1

ρ2

c


Comme pourζ1, on montre que :

le champ associé àζ3 = u+c est vraiment non linéaire et correspond donc à un choc ou à
une détente.

En effet, le calcul est identique à celui pour le champ associé àζ1, avec cette fois ci :

∇Vζ3 ·R3 > 0 .

3.2.2 Invariants de Riemann

Le calcul des invariants de Riemann est important, car on peut montrer qu’ils sont constants dans
la détente associés : ils vont nous permettre de calculer les courbes de détente. Rappelons leur
définition :

Définition :
On appellek-invariant de Riemann(k-IR) associé à la valeur propreζk toute fonctionωk solution
de l’équation :

∇Vωk ·Rk = 0 .

3.2.2.1 Invariants de Riemann associés àu

Comme il s’agit d’un champ linéairement dégénéré, on voit par définition queζ2 = u est 2-IR. On
montre aussi queP = αp1 +(1−α)p2 est 2-IR. On retient donc :

ω2 = u , P .

Remarque :

Comme en dynamique des gaz, on retrouve ici le fait qu’à travers une discontinuité de contact,
vitesse et pression (de mélange) se conservent.
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3.2.2.2 Invariants de Riemann associés àu+ εc , ε =±1

On peut regrouper les calculs pour les deux champs vraiment non linéaires et l’équation à résoudre
est :

ρ1
∂ω
∂ρ1

+ρ2
∂ω
∂ρ2

+ εc
∂ω
∂u

= 0 .

Pour cela, on cherche un changement de variables(X,Y) = ψ(ρ1,ρ2) tel que :

ρ1
∂

∂ρ1
+ρ2

∂
∂ρ2

=
∂

∂X
.

Dès lors, on aura deux invariants de Riemann :Y et u− ε`, avec` tel que
∂`

∂X
= c. On vérifie que

le changement de variables suivant convient :
X =

1
2

log

(
ρ1ρ2

ρ10ρ20

)

Y =
ρ1

ρ2

,

ρ10 et ρ20 étant deux valeurs de référence des densités des deux fluides. Enfin, il est aisé de voir
queα est invariant de Riemann pour les deux champs 1 et 3. On retient donc :

ω1 = α , u+ ` ,
ρ1

ρ2

ω3 = α , u− ` ,
ρ1

ρ2

, avec` =
∫

c dX, X =
1
2

log

(
ρ1ρ2

ρ10ρ20

)
.

Remarques :

1. Dans le cas de lois d’état du type (1.26), on peut montrer que
∂c
∂X

= 0 (voir le calcul de

∇Vζ1 ·R1), et donc̀ = cX. De plus,c n’est fonction que deY, doncc est 1 et 3-IR.

2. On peut aussi remarquer queα reste constant dans les détentes. On verra que cette propriété
reste aussi vraie dans le cas des chocs.

3.2.2.3 Récapitulatif

Le TABLEAU 3.1résume les résultats obtenus ci-dessus.

3.2.3 Lois d’état particulières

On se place désormais sous l’hypothèse que les deux lois d’état sont du type (1.26) :

p1(ρ1) = p0 +c2
1(ρ1−ρ10) et p2(ρ2) = p0 +c2

2(ρ2−ρ20) .

On rappelle qu’alors̀ = cX et que la vitesse du son de mélangec est 1 et 3-IR.

Pour ce choix de lois d’état, la pression de mélange :

P(α, ρ̃1, ρ̃2) = αp1

(
ρ̃1

α

)
+(1−α)p2

(
ρ̃2

1−α

)
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ζ1 = u−c ζ2 = u ζ3 = u+c

choc discontinuité choc
Nature ou de ou

détente contact détente

Vecteurs R21 = t(0,−(1−α)c2
2,−αc2

1,0)
propres R1 = t(0,ρ1,ρ2,−c) et R3 = t(0,ρ1,ρ2,c)

deA2 R22 = t(1,− p1− p2

c2
1

,− p1− p2

c2
2

,0)

Invariants

de ω1 = α,u+ `,
ρ1

ρ2
ω2 = u,P ω3 = α,u− `,

ρ1

ρ2
Riemann

TAB . 3.1 – Vecteurs propres et invariants de Riemann

s’écrit aussi :

P(α, ρ̃1, ρ̃2) = (ρ̃1 + ρ̃2)c2 + P̃0(α), (3.3)

où P̃0(α) = p0−αρ10c2
1− (1−α)ρ20c2

2. Cette pressioñP0(α) représente la valeur minimale de la
pression de mélange pour une fraction volumiqueα fixée.

Remarque :

Il est important de noter quẽP0(α) peut très bien être négative avecα appartenant à[0,1]. Ainsi,
la pression de mélange pourra également être négative. Si tel est le cas, cela signifie qu’il y a
cavitation. En pratique, nous choisirons les constantes de telle sorte que cela n’arrive pas. D’autre
part, si l’on devait introduire un modèle de cavitation dans le modèle, il faudrait réfléchir à cette
pression seuil̃P0(α).

3.2.4 Ondes de choc et discontinuités de contact

3.2.4.1 Rappel : définitions

On rappelle ici une définition d’unek-onde de choc et d’unek-discontinuité de contact.

Définition :
W est unek-onde de choc ou unek-discontinuité de contact associée à la valeur propreζk, si elle
relie les étatsWg etWd de la manière suivante :

W(x, t) =


Wg , si x < st

Wd , si x > st
,

où s est la vitesse de propagation de la discontinuité, vérifiant la relation de Rankine-Hugoniot,
c’est à dire :

s(Wd−Wg) = F (Wd)−F (Wg) .
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Deux cas sont alors possibles :
– Si s= ζk(Wg) = ζk(Wd), on a une discontinuité de contact.
– Si ζk−1(Wg) < s < ζk(Wg) et ζk(Wd) < s < ζk+1(Wd), on a un chocentropique.

Remarque :

Ces inégalités sont appelées inégalités de Lax.

3.2.4.2 Relations de Rankine-Hugoniot

Étant donné deux états droite et gauche, notés (g) et (d), on cherche à les connecter par une onde de
choc ou une discontinuité de contact. Pour se faire, on a d’abord besoin des relations de Rankine-
Hugoniot (RH) associées à (3.1).

Ces relations, introduisant l’inconnue supplémentaires, s’écrivent pour le modèle(R ) :

s[αρ] = [αρu] (3.4a)

s[αρ1] = [αρ1u] (3.4b)

s[(1−α)ρ2] = [(1−α)ρ2u] (3.4c)

s[ρu] =
[
ρu2 +P

]
(3.4d)

En sommant (3.4b) et (3.4c), on obtients[ρ] = [ρu], puis en posantvg = ug− s et vd = ud− s, on
obtient :

[ρv] = 0 .

En posantM = ρgvg = ρdvd, on voit que la relation précédente exprime simplement le fait que
le saut de la quantitéM est nul,M représentant le débit au travers de la discontinuité, dans le
référentiel se déplaçant à la vitesses de celle-ci. Notons que l’équation (3.4a) devient alors :

M[α] = 0 .

On distingue alors deux cas :M = 0 ouM 6= 0.

3.2.4.3 Discontinuité de contact

SupposonsM = 0.
Dès lors,ug = ud = s et (3.4d) donnePg = Pd : d’après la définition rappelée plus haut, il s’agit
donc d’une discontinuité de contact. On retrouve au passage que vitesse et pression sont constantes
au travers d’une discontinuité de contact.

Remarques :

1. Notons que[α], [ρ1] et [ρ2] sont quelconques à travers une discontinuité de contact.

2. En dimension d’espace supérieure ou égale à 2, la quantité constante sera la vitesse normale,
le saut de vitesse tangentielle étant quelconque.
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3.2.4.4 Onde de choc

Traitons maintenant le casM 6= 0.
D’ores et déja, on a vu queM[α] = 0, donc ici[α] = 0, d’où la propriété :

α reste constant à travers les chocs.

Pour un 1-chocentropique(ouadmissible), les inégalités de Lax donnent en particulier :

s < ug , doncvg > 0 et doncM > 0 .

De la même façon, pour un 3-chocentropique, on aM < 0.

Premier casM > 0 : 1-choc

On suppose l’état gauche (g)Vg = t(αg,ρ1g,ρ2g,ug) connu, et on cherche à paramétrer l’étatV =
t(α,ρ1,ρ2,u) de l’autre côté de la discontinuité.

On sait déjà queα = αg et [ρ(u−s)] = 0, ce dont on se sert pour réécrire (RH) sous la forme :

ρ1(u−s) = ρ1g(ug−s) (3.5a)

ρ2(u−s) = ρ2g(ug−s) (3.5b)

ρg(ug−s)(ug−u) = −(Pg−P) (3.5c)

Si l’on exprime, à partir de (3.5a) et (3.5b), ρ1 et ρ2, en fonction de l’état (g), deu et des, qu’on
les injecte dans la définition deP 2 , on obtient une relation de liaison entres,u et P. Nous aurons
donc éliminéρ1,ρ2 et s, tous exprimés (ou exprimables) en fonction deu et P. Tous calculs faits,
on obtient les relations :

ρ1 = ρ1g
ug−s

u−s

ρ2 = ρ2g
ug−s

u−s

s = u+ρgc2
g

u−ug

P−Pg

(3.6)

On injecte alors la dernière relation dans (3.5c) pour obtenir :

(u−ug)
2 =

(Pg−P)2

ρg
(
P− P̃0g

) ,
où P̃0g = P̃0(αg). En réécrivant (3.5c) sous la formeM =− [P]

[U ]
> 0, on voit queu et P doivent

varier en sens contraire au travers d’un 1-choc. On obtient donc finalement la 1-courbe de choc :

u = ug−
P−Pg√

ρg(P− P̃0g)

La partieadmissiblede cette 1-courbe de choc, est la partie pour laquelleP > Pg (et doncu < ug).

2C’est à ce niveau du raisonnement que l’on introduit les lois d’état particulières (1.26).
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Remarques :

1. Il faut bien sûr vérifier queP > P̃0g, ce qui est vrai puisque, commeα = αg, on aP̃0(α) =
P̃0(αg), et donc, en vertu de (3.3) : P− P̃0g = ρc2 > 0.

2. En pratique, lors de la résolution pratique du problème de Riemann, lorsque nous aurons
besoin de la vitesse de propagation du chocs, nous remplaçons la troisième relation de (3.6)
par la relation :

s= u−
√

ρg

ρ
c2

g

c
.

En effet, la dernière relation de (3.6) peut poser problème lors de la mise en oeuvre numé-
rique dans le cas des discontinuités de contact (u = ug etP = Pg).

Second casM < 0 : 3-choc

Ici, on suppose connu l’état droite (d)Vd = t(αd,ρ1d,ρ2d,ud), et on veut paramétrer l’étatV =
t(α,ρ1,ρ2,u) de l’autre côté de la discontinuité. En raisonnant comme précédemment, on obtient
successivement :

ρ1 = ρ1d
ud−s
u−s

ρ2 = ρ2d
ud−s
u−s

s = u+ρdc2
d

u−ud

P−Pd

(3.7)

et :

(u−ud)
2 =

(Pd−P)2

ρd
(
P− P̃0d

)
À nouveau, le signe deM permet de conclure quant au sens de variation relatif deu et P, et on
obtient la 3-courbe de choc :

u = ud +
P−Pd√

ρd(P− P̃0d)

Encore, la partieadmissiblede cette 3-courbe de choc, est la partie pour laquelleP > Pd (et donc
u > ud).

Remarque :

On peut faire les mêmes remarques que dans le cas du 1-choc : on a bienP− P̃0d > 0 et la relation
donnant la vitesse de propagation du choc s’écrit également :

s= u+
√

ρd

ρ
c2

d

c
.

3.2.5 Détentes

D’après la définition d’unek-onde de détente, on sait qu’il fautζk(Wg) 6 ζk(Wd), ce qui, compte
tenu du fait que la vitesse du sonc est un invariant de Riemann pour les lois d’état choisies, se
traduit par :
– Dans le cas d’une 1-détente :ug 6 u
– Dans le cas d’une 3-détente :u 6 ud
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3.2.5.1 État gauche connu :1-détente

On écrit les invariants de Riemann, en se rappelant quec est IR :
u+

cg

2
log

(
ρ1ρ2

ρ10ρ20

)
= ug +

cg

2
log

(
ρ1gρ2g

ρ10ρ20

)
ρ1

ρ2
=

ρ1g

ρ2g

.

Il suffit donc de substituer dans la première relationρ2 par sa valeur donnée par la deuxième
équation pour obtenirρ1, puisρ2 :

ρ1 = ρ1gexp

(
ug−u

cg

)

ρ2 = ρ2gexp

(
ug−u

cg

) . (3.8)

En substituant ces relations dans la définition de la pression de mélange, on obtient bien une rela-
tion entreu, P et l’état gauche. Tous calculs faits, on obtient la 1-courbe de détente sous la forme :

u = ug +cg log

(
Pg− P̃0g

P− P̃0g

)

La partieadmissiblede cette 1-courbe de détente est la partie pour laquelleu> ug, et doncP6 Pg.

Remarque :

L’argument du logarithme est bien positif, puisquePg− P̃0g = ρgc2
g > 0 etP> P̃0g pour des raisons

déjà évoquées plus haut.

3.2.5.2 État droite connu :3-détente

En procédant de la même manière, on trouve pour les densités :

ρ1 = ρ1d exp

(
−ud−u

cd

)

ρ2 = ρ2d exp

(
−ud−u

cd

) , (3.9)

et on obtient la 3-courbe de détente :

u = ud−cd log

(
Pd− P̃0d

P− P̃0d

)
Lorsqueu 6 ud (partieadmissible), on trouve queP 6 Pd.
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3.2.6 Récapitulatif et résolution pratique du problème de Riemann

3.2.6.1 Récapitulatif

1-onde On peut écrire les 1-courbes de choc et de détente sous la forme :

u1 = ug +Θg(P) , avec :Θg(P) =


cg log

(
Pg− P̃0g

P− P̃0g

)
si P 6 Pg

−
P−Pg√

ρg(P− P̃0g)
si P > Pg

(3.10)

3-onde De la même manière, on peut écrire les 3-courbes de choc et de détente sous la forme :

u3 = ud +Θd(P) , avec :Θd(P) =


−cd log

(
Pd− P̃0d

P− P̃0d

)
si P 6 Pd

P−Pd√
ρd(P− P̃0d)

si P > Pd

(3.11)

3.2.6.2 Résolution pratique du problème de Riemann

Étant donnés deux étatsWg etWd, résoudre le problème de Riemann (3.1), consiste à calculer les
deux états intermédiairesW∗

g etW∗
d respectivement reliés àWg par une 1-onde (choc ou détente) et

àWd par une 3-onde (choc ou détente). De plus, ces deux étatsW∗
g etW∗

d sont reliés entre eux par
une 2-discontinuité de contact, c’est à dire qu’ils vérifient :
– égalité des vitesses :u∗g = u∗d = u∗,
– égalité des pressions :P∗g = P∗d = P∗.
Rappelons que nous disposons de deux fonctions deP :

1-onde : u1(P) = ug +Θg(P), définie siP > P̃0g,

3-onde : u3(P) = ud +Θd(P), définie siP > P̃0d,

oùu1 etu3 sont données respectivement par (3.10) et (3.11).

Soit alorsδU = u1− u3, définie siP > max(P̃0g, P̃0d). Dire que les deux étatsW∗
g et W∗

d sont
reliés entre eux par une 2-discontinuité de contact, est équivalent àδU(P∗) = 0 ; la résolution du
problème de Riemann (3.1) est donc ramenée à la résolution de l’équation (3.12) suivante :

δU(P∗) = ug−ud +Θg(P∗)−Θd(P∗) = 0 . (3.12)
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Étude deδU
Tout d’abord,δU est définie siP > P̃0 = max(P̃0g, P̃0d). Ceci revient à dire que, si solutionP∗

il y a, on aura nécessairementP∗ > P̃0. D’autre part cette fonction estC1 sur le même domaine
I =]P̃0,+∞[.
Plus précisément, on montre que (voir AnnexeB) :

– δU estC1 sur I avecδU′ < 0, doncδU est strictement décroissante,
– lim

P→P̃0

δU = +∞

– lim
P→+∞

δU =−∞

Ainsi, il existe une unique solutionP∗ à l’équation (3.12) sur l’intervalle I =]P̃0,+∞[.

Ce résultat entraîne que :

Proposition 7 (Existence et unicité de la solution au problème de Riemann)
Quels que soient les deux étatsWg etWd, il existe une unique solution au problème de Riemann
(3.1) associé au modèle (R ). On la note :

wR(
x
t
;Wg,Wd) .

Remarques :

1. Dans l’optique de la résolution numérique du modèle(R )avec le schéma de Godunov, ce
résultat capital confère une grande robustesse au schéma de discrétisation spatiale.

2. Il est intéressant de remarquer que nous n’avons aucune condition de "proximité" entre les
deux étatsWg etWd sur l’existence d’une solution au problème de Riemann3. Si tel n’était
pas le cas, il aurait fallu traiter le cas de l’apparition du vide, comme le fait S. Rouy (par
exemple) dans l’étude du problème de Riemann associé à un modèle compressible dipha-
sique monofluide [102].

3. On peut également montrer queδU est deux fois dérivable surI4, avecδU” > 0, doncδU
est convexe. Si on adopte une méthode de Newton pour la résolution de l’équation (3.12), on
est assuré de la convergence de la méthode pour peu que la pressionPı choisie pour initialiser
la méthode vérifieδU(Pı) > 0.

Application à la résolution du problème de Riemann La résolution de (3.1) se résume aux
quatre étapes suivantes :

1. On commence par résoudre l’équation (3.12) : on obtientP∗.

2. On calculeu∗ = u1(P∗) = u3(P∗), u1 etu3 étant respectivement donnés par (3.10) et (3.11).

3. 1-onde : calcul de l’étatW∗
g :

– Si P∗ 6 Pg, il s’agit d’une 1-détente, on aα∗g = αg et ρ∗1g et ρ∗2g sont données par (3.8).
– Si P∗ > Pg, il s’agit d’un 1-choc,α∗g = αg et ρ∗1g et ρ∗2g sont données par (3.6).

4. 3-onde : calcul de l’étatW∗
d :

– Si P∗ 6 Pd, il s’agit d’une 3-détente, on aα∗d = αd et ρ∗1d et ρ∗2d sont données par (3.9).
– Si P∗ > Pd, il s’agit d’un 3-choc,α∗d = αd et ρ∗1d et ρ∗2d sont données par (3.7).

3 On peut rapprocher cette remarque de celle sur la cavitation, voir paragraphe3.2.3.
4 δU est mêmeC2 sur I , sauf enPg et Pd, mais admet toutefois des limites finies à droite et à gauche en ces deux

points, voir AnnexeB.
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3.3 Validation 1D de l’étape hyperbolique

Il s’agit ici de valider le schéma de Godunov appliqué au modèle (R ). Pour cela, nous effectuons
deux calculs de problème de Riemann, en les comparant à leur solution exacte, le domaine de
calcul étant le segment[0,1] discrétisé sur 50 points. Ces cas tests sont définis par la donnée des
états droite et gauche initiaux de la formeU =t (α,ρ1,ρ2,u) :

• Discontinuité de contact instationnaire :

Ug =


1−λ0

1
1000
0.15

 , et Ud =


λ0

1
1000
0.15

 .

La discontinuité est initialement placée enxd = 0.25 ; le temps final est de telle sorte que la
discontinuité de contact parcoure 0.5 m (t f = 3.333 s).

• Tube à choc :

Ug =


1−λ0

100
104

0

 , et Ud =


λ0

1
1000

0

 .

La discontinuité est initialement placée enxd = 0.3 ; le temps final estt f = 0.03 s.

Les fractions volumiques initiales sont définies avecλ0 = 10−7. Les deux fluides suivent des lois
d’état de type (1.26), avec les paramètres :
– ρ10 = 1 kg.m−3, c1 = 3 m.s−1 pour le fluide 1,
– ρ20 = 1000 kg.m−3, c1 = 15 m.s−1 pour le fluide 2,
la pression de référence pour les deux fluides étantp0 = 105 Pa. Pour les deux cas, nous comparons
les résultats obtenus à l’ordre 1 et à l’ordre 2. Les résultats sont rassemblésFIGURE 3.1.

Le premier cas test nous permet de vérifier la diffusion du schéma sur les discontinuités de contact.
Remarquons qu’il s’agit d’une discontinuité se déplaçant àM = 10−2 dans le liquide. À l’instant
final la discontinuité de contact s’est bien déplacée de 0.5 m.
Le deuxième cas test est un cas 1-détente 3-choc. La discontinuité de contact se déplace très peu
et reste enx = xd = 0.3, c’est pourquoi on n’observe qu’une très faible diffusion, le schéma étant
exact sur les discontinuités de contact stationnaires. Rappelons que le maillage ne comporte que 50
points. On constate également que la position du choc est correcte (x' 0.75) que ce soit à l’ordre
1 ou à l’ordre 2.
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FIG. 3.1 – Validation 1D. En haut : discontinuité de contact instationnaire, en bas : tube à choc :
ordre 1 (•) ; ordre 2 (+) ; solution exacte (−). Maillage comportant 50 points.
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3.4 Cas simple de ballottement

3.4.1 Présentation du problème et solution analytique

Il s’agit de trouver une solution exacte à l’écoulement de deux fluides non visqueux de densitéρ1

et ρ2 > ρ1 dans un bassin (2D) limité par quatre parois, et dont la géométrie est décriteFIGURE

3.2. Les deux fluides sont soumis à la gravitég, dirigé suivant−y, le fluide le plus lourd étant
placé en dessous. À l’état initial, les deux fluides sont au repos. Àt = 0, on soumet le bassin à une

ρ1

ρ12ρ  > ∆ϕ
2=0

∆ϕ =0

h1

0

-h2

y

0 L x

1

FIG. 3.2 – Definition du problème de ballottement

accélération suivantx, notée−a. Cette accélération dépend du temps.

Remarque :

Le fluide va donc subir une acélération+aex dans le repère se déplaçant avec le bassin.

3.4.1.1 Hypothèses et mise en équation

On suppose que l’accélération transversea est suffisamment faible pour que les oscillations créées
restent dans un régime linéaire. On suppose également les deux fluides incompressibles, et on
néglige les termes d’inertie devant les termes instationnaires, ce qui revient à supposer que l’am-
plitude des oscillations est petite devant la longueur d’onde de l’onde se propageant suivantx.
L’écoulement de chacun des deux fluides est alors potentiel. Soientϕ1 etϕ2 les potentiels des deux
fluides. Dans ce cadre, les équations d’Euler s’intègrent en :

p1 = −ρ1gy+ρ1a(t)x−ρ1
∂ϕ1

∂t

p2 = −ρ2gy+ρ2a(t)x−ρ2
∂ϕ2

∂t

.

L’équation de conservation de la masse pour chacun des fluides devient :{
∆ϕ1 = 0
∆ϕ2 = 0

.
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Les fluides étant non visqueux, à la paroi, seule la composante normale de la vitesse doit être nulle.
Les conditions aux limites aux parois sont donc :

(
∂ϕi

∂x

)
x=0,L

= 0

(
∂ϕi

∂y

)
y=−h2,h1

= 0

.

Il ne reste plus qu’à traduire les conditions à l’interface.

Condition aux limites à l’interface Pour cela, on suppose que les effets de tension de surface
sont négligeables devant les effets de gravité. Les pressions des deux fluides doivent donc être
égales à l’interface. Les fluides étant supposés non visqueux, il y a également égalité des vitesses
normales et de leurs dérivées (normale). On noteξ la coordonnéey des points de l’interface entre
les deux fluides. Dans la limites des petites oscillations, on a eny = 0 (en linéarisant autour de
y = 0, en confondant les dérivées eny = 0 et eny = ξ(x)) :

gξ−ax+
ρ2

ρ2−ρ1

∂ϕ2

∂t
− ρ1

ρ2−ρ1

∂ϕ1

∂t
= 0 (3.13)

∂ϕ1

∂y
=

∂ξ
∂t

=
∂ϕ2

∂y
(3.14)

Les équations (3.13) et (3.14) traduisent respectivement l’égalité des pressions et des vitesses à
l’interface. En dérivant (3.13) par rapport àt, on obtient l’équation suivante :

g
∂ξ
∂t
−a′x+

ρ2

ρ2−ρ1

∂2ϕ2

∂t2 − ρ1

ρ2−ρ1

∂2ϕ1

∂t2 = 0 (3.15)

Forme des solutions : séparation des variablesDans le cas d’un bassin 3D,ϕ1 etϕ2 vérifient à
l’intérieur du domaine∆ϕi = 0. Mais la hauteur du bassin (l’épaisseur de chacune des deux couches
de fluidesh1 eth2) ne dépend ni dex, ni dez. Il est alors intéressant de réécrire le laplacien sous la
forme :

∂2ϕi

∂y2 +∆x,zϕi = 0. (3.16)

Or on sait (voir [96]) que les fonctions propres du laplacien 2D∆x,z (et vérifiant des conditions de
paroi, ie de Neumann homogène) forment une base de l’espaceL2, donc on peut décomposer les
ϕi sur cette base. Soient les(enp)n,p les vecteurs de cette base, définis par :

∆x,zenp(x,z) = λnpenp(x,z)

∂enp

∂x
= 0 enx = 0 etx = L

∂enp

∂z
= 0 enz= 0 etz= `
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Ces fonctions propres sont connues, ce sont les cos(knx)cos(qpz), aveckn =
nπ
L

, etqp =
pπ
`

. Les

valeurs propres associées sont lesλnp =−(k2
n +q2

p).

En faisant tendrè vers l’infini, on retrouve le cas 2D, il suffit alors de prendreqp = 0 dans les
fonctions et valeurs propres. On peut maintenant décomposer lesϕi sur la nouvelle base :

ϕi = ∑
n

αi
n(y, t)en(x),

que l’on injecte dans (3.16) pour obtenir :

∂2αi
n

∂y2 −k2
nαi

n = 0,

dont les solutions sont des combinaisons d’exponentielles. Les conditions de paroi eny =−h2,h1

permettent ensuite d’obtenir la forme desαi
n à une constante (fonction du temps) multiplicative

près, et d’avoir finalement pour lesϕi :

ϕ1 = ∑
n

φ1
n(t)cosh(kn(y−h1))cos(knx)

ϕ2 = ∑
n

φ2
n(t)cosh(kn(y+h2))cos(knx)

(3.17)

Les conditions aux limites à l’interface (3.14) et (3.15) vont nous permettre de calculer lesφi
n.

Obtention des équations sur lesφi
n En remplaçant

∂ξ
∂t

dans (3.15) par

(
∂ϕ1

∂y

)
y=0

puis par(
∂ϕ2

∂y

)
y=0

, on obtient deux EDP couplées pourϕ1 et ϕ2 eny = 0.

En projetant sur lesen, on obtient alors deux EDO couplées sur lesφi
n :

gφ1
nknsinh(−knh1)+

ρ2

∆ρ
φ̈2

ncoshknh2−
ρ1

∆ρ
φ̈1

ncoshknh1 = a′Xn

gφ2
nknsinh(knh2)+

ρ2

∆ρ
φ̈2

ncoshknh2−
ρ1

∆ρ
φ̈1

ncoshknh1 = a′Xn

,

où ∆ρ = ρ2−ρ1 et Xn =< x,en > désigne la projection de l’identité de[0,L] sur la base des(en).
L’égalité des vitesses eny = 0 donne :

φ1
n(t)sinhknh1 +φ2

n(t)sinhknh2 = 0. (3.18)

En substituant, on obtient finalement :
φ̈1

n +ω2
nφ1

n = − a′Xnω2
n

gknsinhknh1

φ̈2
n +ω2

nφ2
n = +

a′Xnω2
n

gknsinhknh2

,

où :

ω2
n =

gkn∆ρ
ρ1cothknh1 +ρ2cothknh2

. (3.19)
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Cette dernière relation est la relation de dispersion des ondes étudiées.

Pour pouvoir résoudre ces équations, nous devons avoir des conditions initiales sur lesφi . Les deux
potentiels étant définis à une constante près, on peut toujours choisir :φ1

n(0) = φ2
n(0) = 0.

On obtient les conditions initiales sur les dérivées en dérivant (3.18) par rapport au temps, et en
écrivant (3.13) à t = 0, sachant queξ(x,0) = 0. Tous calculs faits, on a :

φ1
n(0) = 0 φ2

n(0) = 0

φ̇1
n(0) = − a(0)Xnω2

n

gknsinhknh1
φ̇2

n(0) = +
a(0)Xnω2

n

gknsinhknh2

Remarque :

Dans l’équation (3.19), lorsqueh1 tend vers l’infini, etρ1 � ρ2, on retrouve la relation de disper-
sion des ondes gravitationnelles à la surface d’un liquide de profondeurh : ω2 = gktanhkh, voir
[79] par exemple.

3.4.1.2 Résolution : calcul deṡφi
n

Le but étant d’avoir la forme de la surface libre, d’après (3.13), il faut obtenir leṡφi
n. Pour cela, on

remarque tout d’abord que les deux EDO sur lesφi
n sont de la forme :

φ̈+ω2φ = A(t)

φ(0) = 0
φ̇(0) = φ′0

.

Résolution de l’équation Pour résoudre cette équation scalaire d’ordre 2, on se ramène à un
système à deux équations d’ordre 1, en posantψ = φ̇. La matrice associée à ce système est :

M =
(

0 −1
ω2 0

)
,

et les solutions sont :(
φ
φ̇

)
= e−tM

(
0
φ′0

)
+

∫ t

0
e−(t−τ)M

(
0

A(τ)

)
dτ.

On obtient donc pouṙφ :

φ̇(t) = φ′0cosωt +
∫ t

0
A(τ)cosω(t− τ)dτ.

À partir de là, on peut reconstruire lesφ̇i
n ; tous calculs faits, on obtient :

φ̇1
n = − Xnω2

n

gknsinhknh1

(
a(t)−

∫ t

0
a(τ)ωnsinωn(t− τ)dτ

)

φ̇2
n = +

Xnω2
n

gknsinhknh2

(
a(t)−

∫ t

0
a(τ)ωnsinωn(t− τ)dτ

) (3.20)
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Ainsi, les solutions dépendront de la forme choisie pour l’excitationa(t).

Remarque :

Le calcul desφi
n n’est pas nécessaire puisqu’en vertu de (3.13), il suffit de connaître les∂ϕi

∂t pour
calculer le profil de l’interfaceξ(x, t).

Expression desXn Les solutions dépendent également desXn, qu’il faut donc calculer. La pro-
jection dex sur lesen coïncide sur[0,L] avec le développement en série de Fourier de la fonction
qui vaut|x| sur[−L,L] et prolongée par 2L-périodicité surR. Ce développement est connu et s’écrit
sur[0,L] :

∀ x∈ [0,L], x =
L
2
−

+∞

∑
n=0

4L
(2n+1)2π2 cos

(2n+1)πx
L

.

Ainsi, lesXn s’écrivent :

X0 =
L
2

Xn =
2L

n2π2 ((−1)n−1) , n > 1

3.4.1.3 Reconstruction deξ pour une excitationa en échelon

Lorsquea est un échelon d’amplitudea0, on trouve pour leṡφi
n :

φ̇1
n = − a0Xnω2

n

gknsinhknh1
cosωnt

φ̇2
n = +

a0Xnω2
n

gknsinhknh2
cosωnt

, (3.21)

et avec (3.13), on a finalement :

ξ =
a0

g

(
x−∑

n
Xn cosωnt cosknx

)
,

soit, en remplaçant lesXn par leurs valeurs :

ξ =
a0

g

(
x− L

2
+ ∑

n>0

4

Lk2
2n+1

cosω2n+1t cosk2n+1x

)
. (3.22)

Remarque :

L’ordre de grandeur de l’amplitude du premier mode (le plus “énergétique”) est donca0L/g. Nos
hypothèses de régime linéaire seront donc satisfaites si cette amplitude reste petite devant la largeur
L du bassin ainsi que devant les hauteursh1 eth2, c’est à dire si :

a0

g
� 1 et

a0L
ghi

� 1 ,

la deuxième condition étant une conséquence de la première pour peu queL, h1 et h2 soient du
même ordre de grandeur.
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h
2
=1 m 

h
1
=1.25 m 

L = 1m 

       Air :            
                        
ρ

1
 = 1 kg.m−3    

                        
c

1
 = 285 m.s−1      

       Eau :            
                        
ρ

2
 = 1000 kg.m−3 

                        
c

2
 = 300 m.s−1      

FIG. 3.3 – Définition du cas test de ballottement

3.4.2 Résultats numériques

On se place dans les conditions décritesFIGURE 3.3. Les limites du domaine sont traitées comme
des parois. Les paramètres des deux lois d’état sont :

Fluide 1 : le fluide 1 est de l’air, de densitéρ10 = 1 kg.m−3 à la pressionp0 = 105 Pa. La vitesse
du son est fixée àc1 = 285 m.s−1.

Fluide 2 : le fluide 2 est de l’eau, de densitéρ20 = 1000 kg.m−3 à la pressionp0 = 105 Pa. La
vitesse du son est fixée àc2 = 300 m.s−1.

Rappelons qu’initialement le bassin n’est soumis qu’à la gravité, dirigée suivant l’axe des−y,
et de normeg = 9.81 m.s−2. À l’instant initial, on soumet le fluide à un échelon d’accélération

transversea, dirigée suivant lesx positifs5 , et de norme
a0

g
= 10−2.

Nous donnons les signaux temporels des deux points de la surface libre enx= 0 etx= L, que nous
comparons à leur valeur analytique respective :

ξ0 =
a0

g

(
−L

2
+ ∑

n>0

4

Lk2
2n+1

cosω2n+1t

)

ξL =
a0

g

(
L
2
− ∑

n>0

4

Lk2
2n+1

cosω2n+1t

) ,

et ce pour deux maillages, l’un comprenant 40×100 cellules (40 points dans le premier mode),
l’autre 80×150 cellules (80 points dans le premier mode).

5Tout se passe donc comme si on tirait brutalement le réservoir vers la gauche (suivantx < 0).
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FIG. 3.4 – Résultats du cas simple de ballottement. En haut : maillage 40×100, en bas : maillage
80×150.
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Chapitre 4

Schéma numérique pour les termes de
diffusion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons, en suivant une démarche constructive, les schémas retenus pour
discrétiser les termes de diffusion de quantité de mouvement (forces visqueuses) et de diffusion
thermique (flux de conduction). Nous imposons à ces schémas de laisser invariantes certaines solu-
tions stationnaires du modèle continu, avec saut à l’interface, ce qui dans de nombreuses situations
pratiques est plus important, du point de vue de la précision à pas de maillage fixé, que la simple
consistance du schéma au sens usuel. Ce problème est bien connu en dynamique des gaz com-
pressibles pour le traitement des discontinuités de contact. Ce point de vue a également été adopté
dans plusieurs travaux récents pour l’élaboration de schémas dits "équilibres" pour le traitement
des termes sources. Pour le traitement des forces visqueuses, la solution exacte privilégiée est celle
de l’écoulement de Couette plan, pour lequel le profil de vitesse est linéaire dans chaque fluide. On
applique la même approche en ce qui concerne les phénomènes de conduction thermique. Nous
concluons le chapitre par des cas de validation sur des configurations académiques permettant
d’illustrer la précision des schémas retenus.

4.2 Traitement des forces de viscosité

4.2.1 Discrétisation

Nous exposons ici le schéma numérique choisi pour discrétiser le terme source de viscosité au
second membre de l’équation bilan de quantité de mouvement (1.5). Il s’agit donc de discrétier la
divergence du tenseur des contraintes visqueuses donné par (1.9) :

Svisc = ∇ · τD = ∇ ·
(

µ
(
∇V +t ∇V

))
.

Cependant, en situation d’écoulements quasi-incompressibles, étant donné l’identité :

∇ ·
(t∇V

)
= ∇

(
∇ ·V︸︷︷︸
'0

)
,

nous négligeons le terme∇ ·
(

µt∇V
)

devant∇ ·
(

µ∇V
)

et ne discrétisons donc que ce dernier
terme.

95
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Intégrant la divergence sur la celluleCi j , on obtient le schéma de discrétisation suivant :

Svisc
i, j =

1
∆xi

[(
µ

∂u
∂x

)
i+1/2, j

−
(

µ
∂u
∂x

)
i−1/2, j

+
(

µ
∂u
∂y

)
i, j+1/2

−
(

µ
∂u
∂y

)
i, j−1/2

]
ex

+
1

∆y j

[(
µ

∂v
∂x

)
i+1/2, j

−
(

µ
∂v
∂x

)
i−1/2, j +

(
µ

∂v
∂y

)
i, j+1/2

−
(

µ
∂v
∂y

)
i, j−1/2

]
ey

, (4.1)

où les composantes de la vitessesV dans le repère(ex,ey) sont notées(u,v). On peut remarquer
que seules des dérivées normales à chaque face interviennent dans le schéma. Il faut ensuite se
donner une façon de discrétiser les termes du type :(

µ
∂u
∂x

)
i+1/2, j

.

Dans le cas d’un maillage régulier (ici∆x constant), nous choisissons de les écrire sous la forme :(
µ

∂u
∂x

)
i+1/2, j

= µi+1/2, j
ui+1, j −ui, j

∆x
,

nous donnant ainsi la liberté surµi+1/2, j , la viscosité reconstruite à la face de la cellule. Cette
viscosité reconstruite doit dépendre des viscosités dans les deux cellules voisines, c’est à dire :

µi+1/2, j = µ̄(µi, j ;µi+1, j) ,

D’autre part, la fonction ¯µ doit vérifierµ̄(µ;µ) = µ, ce qui correspond au fait que dans une zone où
α est constant, la viscosité à la face doit être celle du fluide présent dans les deux cellules voisines
afin d’obtenir la consistance avec les équations de Navier-Stokes monophasiques.

Le choix des viscosités reconstruites aux faces est effectué de manière à ce que le schéma préserve
exactement les champs de vitesses linéaires par morceaux, c’est à dire les écoulements de type
Couette plan. Plus précisément, considérons l’écoulement diphasique défini par le champ de vitesse
suivant :

Vexact= uexactex =
(
u0 +

τ0

µ(y)
(y−y0)

)
ex ,

avec :

µ(y) =
{

µ1 si y > y0

µ2 si y 6 y0
,

et oùτ0 est le cisaillement à l’interface, située eny = y0 :

τ0 = µ1
∂u
∂y

(y = y+
0 ) = µ2

∂u
∂y

(y = y−0 ) .

Cette dernière relation traduit l’égalité des contraintes à l’interface. Nous supposons de plus que
l’interface, la ligney = y0, est exactement située sur une ligne de maillage, que l’on suppose
régulier (∆y constant). Ecrivons les deux termes sources correspondant aux deux cellulesCi, j et
Ci, j+1 situées de part et d’autre de l’interface :

∆y2Svisc
j+1 ·ex = µj+3/2(u j+2−u j+1)−µj+1/2(u j+1−u j)

∆y2Svisc
j ·ex = µj+1/2(u j+1−u j)−µj−1/2(u j −u j−1)

, (4.2)
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où l’on a omis les indicesi de colonne, tout étant invariant enx. Dire que le schéma respecte
exactement l’écoulement envisagé revient à dire que ces deux termes sources doivent être nuls. Le
profil de vitesse étant linéaire par morceau, on a :

u j =
1

V (Ci, j)

∫
Ci, j

uexactdV = uexact

(
y0−

∆y
2

)
,

et de la même manière :

u j−1 = uexact

(
y0−

3∆y
2

)
,

u j+1 = uexact

(
y0 +

∆y
2

)
,

u j+2 = uexact

(
y0 +

3∆y
2

)
,

ce qui donne, en remplaçantuexactpar sa valeur, les différences de vitesses :

u j+2−u j+1 =
τ0

µ1
∆y ,

u j −u j−1 =
τ0

µ2
∆y ,

u j+1−u j = τ0

(
1

µj+1
+

1
µj

)
∆y
2

.

Nous avons tenu compte de ce que les cellulesCi, j+1 etCi, j+2 sont toutes deux situées au dessus
de l’interface et qu’ainsiµj+2 = µj+1 (= µ1). On obtient de la même façonµj−1 = µj (= µ2). Cette
remarque permet également d’écrire les deux viscosités au facesj +3/2 et j−1/2 :

µj+3/2 = µ̄(µj+1,µj+2) = µj+1 = µ1 ,

µj−1/2 = µ̄(µj ,µj−1) = µj = µ2 .

Revenant au bilan discret (4.2), on obtient :

µ1
τ0

µ1
∆y−µj+1/2τ0

∆y
2

( 1
µj

+
1

µj+1

)
= 0 ,

µj+1/2τ0
∆y
2

( 1
µj

+
1

µj+1

)
−µ2

τ0

µ2
∆y = 0 ,

ce qui donne dans les deux cas la viscosité à la face :

µj+1/2 =
2µjµj+1

µj +µj+1
, (4.3)

c’est à dire la moyenne harmonique des viscosités dans les cellules adjacentes à la face considérée.

On peut généraliser ce raisonnement au cas de maillages non réguliers. On retient donc le schéma
numérique des flux visqueux suivant (par exemple surµ∂xu) :

(
µ

∂u
∂x

)
i+1/2, j

=
µi+1, jµi, j (∆xi+1 +∆xi)

∆xi+1µi +∆xiµi+1

2
(
ui+1, j −ui, j

)
∆xi+1 +∆xi

. (4.4)
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Remarques :

1. Nous montrons §4.4.1l’effet de cette viscosité moyenne à la face, en particulier l’impor-
tance que cela peut avoir dans le cas de l’écoulement de Poiseuille diphasique, comme sug-
géré dans [7].

2. Dans le cas d’un maillage régulier, il est intéressant de remarquer que le schéma (4.4) s’écrit
également : (

µ
∂u
∂x

)
i+1/2

=
µi+1ui+1−µiui

∆x
−Ū

µi+1−µi

∆x
,

en ommettant l’indicej et avec :

Ū =
µiui +µi+1ui+1

µi+1 +µi
, (4.5)

c’est à dire une discrétisation de∂x(µu)− u∂xµ. Ainsi, si nous avions choisi au départ de
se donner comme degré de liberté sur le schéma la vitesse reconstruite à la face plutôt que
la viscosité, puis de chercher quelle vitesse reconstruite donnait un schéma respectant les
profils de vitesse de type Couette, nous aurions obtenu la vitesse ci-dessus et du même coup
un schéma identique.

3. Dans le cas de l’écoulement de Couette, la vitesseŪ vaut exactementu0. On peut même
montrer que si l’on cherche la vitessēU de la formeγiui +γi+1ui+1, la seule solution condui-
sant àŪ = u0 est celle donnée par (4.5).

4. La viscosité reconstruite à la face dépend entièrement du choix fait pour discrétiser les gra-
dients de vitesse. Pour s’en convaincre, sur le même exemple, supposons que l’on ait choisi
de discrétiser les gradients de vitesse avec le schéma :(∂u

∂y

)
j+1/2

=
1
2

(u j+2−u j

2∆y
+

u j+1−u j−1

2∆y

)
,

ce qui donne en remplaçant les vitesses par leur valeur :(∂u
∂y

)
j+1/2

=
τ0

2

(
1
µj

+
1

µj+1

)
.

On obtient alors pour le terme source dans la celluleCi, j+1 :

Svisc
j+1 ·ex =

(
µj+3/2−µj+1/2

) τ0

2

(
1
µj

+
1

µj+1

)
,

qui n’est pas nul siµj+1/2 et µj+3/2 sont les moyennes harmoniques des viscosités dans
les cellles voisines. Un moyen d’assurer que le terme source soit nul serait d’évaluer les
viscosités de face au centre de la cellule pour laquelle on calcule le terme source, c’est à dire
µj+1/2 = µj+3/2 = µj+1 lorsqu’on calcule le terme source visqueux dans la celluleCi, j+1. Le
problème d’une telle formulation est qu’elle n’est pas conservative, dans le sens où le flux
visqueux à la facej +1/2 serait différent selon qu’il est évalué dans la celluleCi, j ouCi, j+1.
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4.2.2 Stabilité du schéma numérique

Les termes sources sont traités de manière explicite dans la méthode numérique. Il y a donc une
condition de stabilité du schéma associée au terme source visqueux. La stabilité de cette discréti-
sation n’a pas été rigoureusement étudiée. Le principe général de notre méthode numérique repose
en outre sur l’idée que, puisque les fluides sont supposés faiblement compressibles, la plus petite
échelle de temps discrète doit être le pas de temps acoustique∆tac :

∆tac'
∆x
c

,

puisque la méthode est complètement explicite. Pour que le calcul d’écoulements incompressibles
sous l’hypothèse faite de fluides faiblement compressibles ait un sens, l’échelle de temps discrète
associé à la viscosité, notée∆tvisc, doit être très supérieure au pas de temps acoustique : intui-
tivement, il faut donc que la vitesse du son soit suffisamment grande. Dès lors, le terme source
visqueux sera stable et avec :

∆tvisc∼
∆x2

2ν
,

nous retenons la condition de stabilité sous la forme :

∆x� ν
c

, (4.6)

où ν est la viscosité cinématique.

Remarque :

La condition de stabilité obtenue peut également se retrouver en comparant une variation de pres-
sion due au terme source visqueux, à la compressibilité isotherme du milieu, comme expliqué §
1.4. Considérons donc une perturbation acoustique se propageant à la vitessec sur une distance
∆x. La variation de pression due aux forces visqueuses subit par cette perturbation est de l’ordre
de :

∆P =
µc
∆x

.

Écrire la condition (1.27) : χT∆P� 1, revient exactement à la condition (4.6).

4.3 Traitement de la conduction thermique

4.3.1 Discrétisation et stabilité

Nous donnons ici le schéma de discrétisation adoptée pour le terme source de conduction ther-
mique du second membre de l’équation bilan d’énergie (1.21) :

Scond=−∇ ·qT = ∇ · (λ∇T) ,

où λ est le coefficient de conduction thermique de mélange défini par la relation (1.23). Intégrant
sur la cellule de calculCi, j et appliquant le théorème de la divergence, on obtient le schéma de
discrétisation suivant :

Scond
i, j =

1
∆x

[(
λ

∂T
∂x

)
i+1/2, j

−
(

λ
∂T
∂x

)
i−1/2, j

]
+

1
∆y

[(
λ

∂T
∂y

)
i, j+1/2

−
(

λ
∂T
∂y

)
i, j−1/2

]
. (4.7)
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De même que dans le cas de la viscosité nous choisissons comme évaluation des quantités aux
faces, par exemple pour le termeλ∂xT, le schéma suivant :(

λ
∂T
∂x

)
i+1/2, j

= λi+1/2, j
Ti+1, j −Ti, j

∆x
,

où le coefficient de conduction thermique reconstruit à la faceλi+1/2, j , fonction des deux coeffi-
cients de conduction thermique dans les deux cellules adjacentes à la faceCi+1, j etCi, j , est tel que
les profils de température linéaires par fluide soient exactement préservés. De la même manière
que précédemment, nous obtenons :

λi+1/2, j =
2λi, jλi+1, j

λi, j +λi+1, j
, (4.8)

c’est à dire la moyenne harmonique des coefficients de conduction thermique dans les cellules
adjacentes.

Le raisonnement se généralise au cas d’un maillage non régulier, et on retient le schéma (par
exemple surλ∂xT) :

(
λ

∂T
∂x

)
i+1/2, j

=
λi+1, jλi, j (∆xi+1 +∆xi)

∆xi+1λi +∆xiλi+1

2
(
Ti+1, j −Ti, j

)
∆xi+1 +∆xi

. (4.9)

La stabilité de la méthode numérique est assurée sous une condition du même type que pour le
terme source visqueux (4.6), mais la viscosité cinématiqueν est remplacée par la diffusivité ther-
mique, notéeκT :

∆x� κT

c
, (4.10)

avec :

κT =
λ

ρCp
.

Remarques :

1. Le fait que le schéma numérique de discrétisation de la conduction thermique respecte exac-
tement les profils de température "linéaire par phase" revet un caractère particulier pour les
applications visées de comportement des fluides dans les réservoirs de véhicules spatiaux.
En effet, les phénomènes de stratification thermique interviennent dans de nombreux cas
ayant trait à ces applications.

2. On peut également écrire le schéma de discrétisation du terme de conduction thermique sous
la forme (par exemple surλ∂xT, en omettant l’indicej et pour un maillage régulier) :(

λ
∂T
∂x

)
i+1/2

=
λi+1Ti+1−λiTi

∆x
− T̄

λi+1−λi

∆x
,

avec la température évaluée à la face :

T̄ =
λi+1Ti+1 +λiTi

λi+1 +λi
, (4.11)

température reconstruite à la face dont l’analogie avec la vitesse équivalente reconstruite à
la face pour le schéma du terme source de viscosité (4.5) est évidente.
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4.3.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur l’équation de bilan d’énergie que nous envisageons par la suite sont
de deux types, les conditions de Dirichlet (température imposée à la paroi) et de Neumann (flux
thermique imposé à la paroi). Numériquement, il faut donc imposersur la facedes cellules limites
des quantités exprimées en fonction de la valeur de la seule cellule de calcul adjacente à cette paroi.
Pour cela, nous avons recours à des cellules fictives. La question est donc de déterminer les valeurs
qu’il faut donner aux variables dans ces cellules fictives, et en particulier ici, à la température.

Dans ce qui suit, nous écrivons les variables dans une cellule fictive avec unf en exposant, alors
que les variables de la cellule de calcul correspondante seront écrites sans indice. Nous supposons
en outre que la cellule fictive est de même dimension que la cellule de calcul lui correspondant (le
maillage est "localement" régulier). Tout d’abord, nous supposons que le fluide fictif occupant la
cellule fictive est "le même" que celui occupant la cellule de calcul correspondante, c’est à dire :

α f = α , ρ f
1 = ρ1 , ρ f

2 = ρ2 ,

et donc en particulierλ f = λ. En vertu de (4.9) et (4.8), le flux calculé à la face frontière qui nous
préoccupe, et entrant dans la cellule, s’écrit donc :

−qT
paroi = λ

T−T f

∆n
,

où ∆n est donné par :
∆n = (∆xex +∆yey) ·nparoi .

Si l’on veut imposer un flux thermiqueΦT
imp à travers cette paroi, il suffit donc de prendre comme

température dans la cellule fictive :

T f = T−∆nΦT
imp .

Si par contre, le but est d’imposer la températureTimp à la face, un moyen d’obtenir la température
dans la cellule fictive est de supposer que le flux est "localement constant", c’est à dire qu’il s’écrit :

−qT
paroi = λ

T−T f

∆n
= λ

2(T−Timp)
∆n

,

qui correspond au rapport de la variation de température entre le centre de la cellule de calcul et
celui de la face, à la distance entre le centre de la cellule et celui de la paroi,∆n/2. On obtient donc
la température dans la cellule fictive :

T f = 2Timp−T . (4.12)

Remarques :

1. Une autre façon de voir les choses et de dire que la température de face "consistante" avec le
schéma est celle donnée par (4.11). Avec λ f = λ, cette température de face est simplement
la demi-somme des températures dans les cellules adjacentes. Imposer cette température de
face àTimp :

T +T f

2
= Timp ,

revient exactement à (4.12).
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2. Lors de la validation de la discrétisation des effets visqueux §4.4.1, il sera nécessaire d’im-
poser le vitesse tangentielle à la paroi mettant en mouvement les deux fluides, à la valeur,
notéeVimp. De la même manière que pour imposer la température à la face frontière d’une
cellule en contact avec la paroi, nous prenons la vitesseV f dans la cellule fictive adjacente :{

V f · tparoi = 2Vimptparoi−V · tparoi

V f ·nparoi =−V ·nparoi
, (4.13)

puisque la vitesse normale à la paroi, imperméable, doit être nulle.

4.4 Validation des schémas

4.4.1 Viscosité

L’objectif de ce paragraphe est dans un premier temps, de vérifier que le schéma de discrétisation
du terme source de viscosité donné par les schéma (4.1) et (4.4) est bien exact dans le cas d’un
écoulement diphasique de Couette plan. Nous comparons les résultats obtenus par ce schéma à
ceux obtenus pour un schéma de viscosité reconstruite à la face des cellules donné par :

µi+1/2, j =
1
2

(µi+1 +µi) , (4.14)

c’est à dire la moyenne arithmétique des viscosités dans les cellules adjacentes. Dans un second
temps, nous comparons à nouveau ces deux schémas de viscosité à la face dans le cas d’un écou-
lement diphasique de type Poiseuille plan, pour lequel le profil de vitesse est parabolique par
morceau. Dans les deux cas, il s’agit d’écoulements parallèles pour lesquels le champ de vitesse
est de la forme :

V = u(y)ex ,

le champ de pression étant uniforme à la pressionp0 = 105 Pa. L’échelle de vitesse pour les deux
écoulements est de l’ordre deV ∼ 1 m.s−1. Cette échelle de vitesse est importante car elle condi-
tionne le choix des vitesses du son des deux fluides. En effet, la pression étant constante, le critère
à retenir est le nombre de Mach, qui doit rester inférieur à 0,3, limite classique de validité de
l’approximation pour les écoulements incompressibles. Les vitesses du son dans les deux fluides
devront donc vérifier :

ci > 3 m.s−1 ,

et ce indépendamment des autres propriétés (masse volumique, viscosité) des deux fluides. Ces
propriétés sont rassemblées dans leTABLEAU 4.1.

Le domaine de calcul envisagé est un rectangle dont la dimension suivant l’axe des ordonnées est
H (= 1 m). Les frontières limitant le domaine suivant l’axe des abcisses sont traitées comme des
conditions aux limites périodiques, de sorte que le domaine est discrétisé sur 3 rangées de cellules
suivant l’axe desx. En effet, les écoulements considérés étant parallèles, nous nous attendons à
ce que le schéma numérique préserve cette propriété et, les conditions périodiques aidant, trois
rangées de cellules suffisent.

Le maillage choisi pour ces cas test est régulier dans les deux directions, le pas d’espace étant
∆x= ∆y= 5.10−2 m. La condition de stabilité pour le terme source visqueux, donnée par la relation
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Masse Viscosité[
kg.m−3

]
[ Pa.s]

Fluide 1 ρ10 = 100 µ1 = 5.10−2

Fluide 2 ρ20 = 1000 µ2 = 5

TAB . 4.1 – Propriétés des fluides utilisés pour les deux cas tests de validation du terme source
visqueux.

(4.6), impose donc aux vitesses du son des fluides 1 et 2 de vérifier :
c1 � µ1

ρ10∆x
= 10−2 m.s−1

c2 � µ2

ρ20∆x
= 10−1 m.s−1

.

Compte tenu des contraintes obtenues sur les vitesses du son, nous choisissons donc pour les deux
fluides :

ci = 5 m.s−1 .

Pour les deux cas tests, l’interface est placé eny = y0 =
H
2

(= 0,5 m). Enfin, la viscositéµ(y) et la

masse volumique de mélangeρ(y) sont constantes de part et d’autre de l’interface, c’est à dire :

µ(y) =
{

µ1 si y > y0

µ2 si y 6 y0
, (4.15)

et :

ρ(y) =
{

ρ1 si y > y0

ρ2 si y 6 y0
. (4.16)

4.4.1.1 Écoulement diphasique de type Couette plan

Pour ce premier cas de validation de la discrétisation des termes visqueux, le profil de vitesseu(y)
est linéaire par morceau :

uCouette(y) = u0 +
τ0

µ(y)
(y−y0) ,

où la viscositéµ(y) est donnée par (4.15), où τ0(= 10−1 Pa) est le cisaillement à l’interface, et
u0(= 0,5 m.s−1) la vitesse à l’interface. Les frontièresy = 0 et y = H sont des parois mobiles
entrainant les deux fluides. Le cisaillementτ0 étant fixé, nous en déduisons donc les vitesses des
deux parois :

u(0) = umin = u0− τ0
µ2

y0 = 0.49 m.s−1

u(H) = umax = u0 + τ0
µ1

(H−y0) = 1.5 m.s−1
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qui sont des conditions de Dirichlet sur la vitesseu, vitesse tangente à ces frontières. Les deux
conditions aux limites correspondantes sont traitées par l’intermédiaire d’une cellule fictive dans
laquelle la vitesse est donnée par (4.13), avecVimp = umin en y = 0 et Vimp = umax en y = H.
Rappelons que pour cette écoulement la pression est constante, ce qui signifie pour notre modèle
que les masses volumiques sont constantes (et doivent le rester), égales à leur valeur de référence,
ρi = ρi0 : la masse volumique de mélange vérifie bien (4.16).

Après calcul pour les deux schémas de viscosité, il s’avère que la différence obtenue sur le champ
de vitesse est faible. Par contre, on peut mesurer cette différence sur le débit à travers une section.
Le débit moyen exact à travers une surface unité vaut :

Q =
∫ H

0
ρ(y)u(y)dy= (ρ20y0 +ρ10(H−y0))u0 +

(
y2

0

ν2
+

(H−y0)2

ν1

)
τ0

2
,

soit tous calculs faits, un débit deQ= 297,5 kg.s−1 à travers l’unité de surface. Nous représentons
FIGURE 4.1 l’évolution au cours du temps de ce débit moyen. L’erreur relative finale commise par
le calcul où la viscosité de face est donnée par le schéma (4.14), est de :

∆Q
Q

= 0.4% .

L’erreur commise reste donc faible, mais nous allons voir au paragraphe suivant que cette erreur
de débit peut devenir plus importante.

FIG. 4.1 – Écoulement diphasique de Couette plan, évolution du débit moyen au cours du temps.
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4.4.1.2 Écoulement diphasique de type Poiseuille plan

Cet écoulement a été proposé comme cas test de validation de la discrétisation du terme source
visqueux dans [7]. Pour cet écoulement parallèle stationnaire, le bilan de quantité de mouvement
se réduit à sa projection sur l’axeex :

∂P
∂x

= 0 =
∂
∂y

(
µ(y)

∂u
∂y

)
+ρ(y)g , (4.17)

où, comme précédemment,µ(y) et ρ(y) sont repectivement donnés par (4.15) et(4.16), et oùg
désigne l’intensité de l’accélération de la gravité dirigé suivantex. La gravité est ici ajoutée de
manière à créer un gradient de pression équivalent, nécessaire à l’écoulement des deux fluides.
Nous préférons en effet vérifier le comportement du terme source de viscosité dans un champ de
pression uniforme, de manière à éviter tout couplage éventuel avec le solveur de Riemann.

Les parois, situées eny = 0 ety = H, sont cette fois-ci des parois fixes où la vitesse doit être nulle.
Ces conditions aux limites permettent d’intégrer l’équation (4.17) et d’obtenir le profil de vitesse :

uPoiseuille(y) =−ρ(y)
µ(y)

g
(y−y0)2

2
+

τ0

µ(y)
(y−y0)+u0 ,

où τ0 désigne le cisaillement à l’interface :

τ0 =
gy0

2
ρ10µ2−ρ20µ1

µ1 +µ2
,

et oùu0 est la vitesse à l’interface :

u0 =
ρ20g
µ2

y2
0

2
+

τ0

µ2
y0 =

ρ10g
µ1

y2
0

2
− τ0

µ1
y0 .

Avecg= 10−2 m.s−2, on obtientτ0' 0,22 Pa etu0' 0,27 m.s−1. Il faut également vérifier que la
vitesse reste bien de l’ordre de 1 m.s−1 de façon à ce que le choix des vitesses du son reste correct.
On peut calculer la vitesse maximale, atteinte dans le fluide 1 :umax' 0,77 m.s−1 et nous gardons
doncci = 5 m.s−1 pour les vitesses du son des deux fluides.

Les profils de vitesse obtenus avec les deux schémas de viscosité à la face sont présentésFIGURE

4.2en haut. Nous avons également effectué un calcul sur un maillage 4 fois plus fin dans le cas de
la viscosité de face donnée par (4.14). On peut constater que l’erreur sur le débit moyen, obtenue
dans le cas de ce maillage fin, est toujours supérieure à celle obtenue sur le maillage grossier avec
la moyenne harmonique (respectivement∆Q/Q∼ 1,8% et∆Q/Q∼ 1%).

Au vue des profils de différence à la vitesse exacte, il est clair que l’erreur "se propage" depuis le
premier point situé côté fluide 1 de l’interface. En effet, en ce point, il est visible que le schéma
(4.14) conduit à une vitesse sous-évaluée. L’écoulement ayant lieu dans le fluide 1, entièrement
déterminé par cette vitesse à l’interface et par la gravité (le gradient de pression moteur), s’adapte
alors, aboutissant à une perte de débit.
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FIG. 4.2 – Écoulement diphasique de Poiseuille plan. En haut : comparaison au profil exact des
profils de vitesse obtenus avec les deux schémas de viscosité (4.3) (moyenne harmonique) et (4.14)
(moyenne arithmétique). En bas : différence relative à la vitesse exacte et erreur sur le débit moyen.
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4.4.2 Conduction thermique

Les deux cas tests qui suivent visent à valider la discrétisation du terme de conduction thermique.
Nous ne comparerons pas ici les résultats obtenus par deux schémas de coefficient de conduc-
tion thermique reconstruit à la face : celui donné par la relation (4.8), et celui correspondant à la
moyenne arithmétique des coefficients de conduction thermique comme nous venons de le faire
pour la viscosité. Il s’agit ici de vérifier que le schéma (4.8) laisse invariant les profils de tempéra-
ture linéaires par morceau du type :

T(y) = T0 +
q0

λ
(y−y0) , (4.18)

où q0 est le flux thermique à l’interface (située eny = y0), T0 la température à l’interface, etλ le
coefficient de conduction thermique de mélange, constant par fluide (λk dans le fluidek). Il s’agit
également de tester les deux types de conditions aux limites proposés plus haut, les conditions de
type Dirichlet en situation stationnaire et celle de type Neumann en situation instationnaire.

Le domaine de calcul est le réservoir rectangulaire[0,L]× [0,H], avecL = H = 1 m, délimité
en outre par quatre parois. Les deux paroisx = 0 et x = L sont supposées adiabatiques, c’est à
dire que nous y imposons un flux nul. La nature des deux autres parois est précisée plus loin, en
fonction du cas considéré. L’interface est placée eny0 = 0.6 m, le flux thermique à l’interface étant
q0 = 0.1 W.m−2. Les propriétés des deux fluides utilisés pour ces deux cas test sont rassemblées
dans leTABLEAU 4.2. Le domaine est discrétisé par un maillage régulier, les pas d’espace dans les
deux directions vérifiant∆x= ∆y= 25 mm pour le cas des conditions aux limites de type Dirichlet,
et ∆x = ∆y = 50 mm dans l’autre cas. Il y a donc 40×40 cellules (respectivement 20×20).

Capacité
Masse Conduction calorifique[
kg.m−3

] [
W.m−1.K−1

] [
J.kg−1.K−1

]

Fluide 1 ρ10 = 0,5 λ1 = 10−2 Cp1 = 2

Fluide 2 ρ20 = 50 λ2 = 2.10−3 Cp2 = 10−2

TAB . 4.2 – Propriétés des fluides utilisés pour les deux cas tests de validation de la discrétisation
de la conduction thermique.

Les vitesses du son sont fixées par la condition de stabilité du terme source de conduction ther-
mique dans les deux fluides :

κT
i

∆x
� ci ,

ce qui donnec1 � 0.4 m.s−1 etc2 � 0,16 m.s−1. Nous choisissonsc1 = c2 = 15 m.s−1.
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Remarques :

1. Beaucoup d’autre cas de validation sont possibles. On peut par exemple envisager l’existence
d’un terme source de chauffage volumique, constant par fluide, qui donnerait un profil de
température parabolique par fluide. Un tel cas test, pour lequel le parallèle avec l’écoulement
de Poiseuille diphasique étudié plus haut est évident, aurait fournit les mêmes conclusions
que celles obtenues dans le cas de la viscosité quant à la comparaison des deux discrétisations
des coefficients de conduction thermique reconstruits à la face (équivalents à celles étudiées
dans le cas de la viscosité). On obtient également de nouveaux cas tests en se donnant des
termes de chauffage volumique dépendant de la seule coordonnéey, une intégration donnant
alors le profil de température.

2. Nous avons seulement envisagé jusqu’ici des situations où le champ de vitesse est nul. Ce-
pendant, la solution exacte de l’équation bilan d’énergie reste la même s’il existe un champ
de vitesse stationnaire vérifiant :

V ·∇T = 0 ,

ce qui est le cas, par exemple, siV = u(y)ex, c’est à dire si l’écoulement est parallèle. La
vitesseu, transverse au gradient de température, est solution de l’équation bilan de quantité
de mouvement, qui se réduit à :

∂
∂y

(
µ

∂u
∂y

)
= 0 ,

puisque les termes provenant de(V ·∇)V sont nuls. On obtient donc encore une nouvelle
classe d’écoulements. Ceux-ci restent très particuliers, puisqu’il n’y a aucun couplagecon-
vectif entre équations d’énergie et de quantité de mouvement. Nous étudions §4.4.3le cas
où il existe un couplage entre ces deux équations par l’intermédiaire d’un terme source de
poussée d’Archimède due à la dilatation thermique des fluides en présence : on parle alors
deconvection naturelle, bien que ces termes convectifs soient toujours nuls.

4.4.2.1 Réservoir stratifié

Pour ce cas test, les conditions aux limites eny = 0 ety = H sont de type Dirichlet sur la tempéra-
ture, soit d’après (4.18) :

T(y = 0) = T0−
q0

λ2
y0 = 270 K

T(y = H) = T0 +
q0

λ1
(H−y0) = 304 K

.

Nous présentonsFIGURE 4.3 le profil de température obtenu superposé au profil exact, ainsi que
l’évolution au cours du calcul de la variation de l’enthalpie moyennée sur le domaine. On constate
que la solution initiale n’est pas exactement la solution stationnaire obtenue.

4.4.2.2 Stratification par chauffage aux parois

Ici, les conditions aux limites sont de type Neumann pour les parois situées eny = 0 et y = H,
c’est à dire que l’on y impose un flux. On sait que pour qu’il y ait une solution stationnaire à
ce problème, il faut que les flux imposés en ces deux parois s’opposent, de façon à ce qu’il n’y
ait aucune accumulation d’énergie dans le domaine. Une condition nécessaire pour que le profil
stationnaire de température obtenu soit celui donné par la définition (4.18), est que ces flux aux
parois valent±q0. Mais ce n’est pas suffisant. En effet, s’agissant d’un problème de Neumann,
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la solution stationnaire, puisqu’elle existe, dépend de la condition initiale. Cependant, l’intégrale
de l’enthalpieρCp(T −T0) sur la totalité du domaine est conservée au cours du temps. Égalant
enthalpie finale et enthalpie initiale, on peut voir que la condition initiale suivante convient :

Ti = T0 +
q0

2ρCp

[
(H−y0)

2

κT
1

−
y2

0

κT
2

]
,

où ρCp = y0ρ2Cp2 +(H−y0)ρ1Cp1. Il faut de plus imposer les conditions aux limites :
−qT(y = 0) = λ2

∂u
∂y

(y = 0)(−ey) = −q0

−qT(y = H) = λ1
∂u
∂y

(y = H)(+ey) = q0

,

ce qui correspond bien au fait que, partant deT = Ti , il faille refroidir la paroi en contact avec le
fluide 2 dans lequel la température est inférieure àTi à l’état stationnaire, et chauffer la paroi en
contact avec le fluide 1 dans lequel la température est supérieure àTi à l’état stationnaire.

Nous présentonsFIGURE 4.4 le profil de température obtenue après un temps de calcul det f =
300 s. Nous y avons également représenté quelques profils de température à des instants intermé-
diaires. Nous vérifions de plus que l’enthalpie est bien conservée au cours de la mise en température
du réservoir.
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FIG. 4.3 – Réservoir stratifié : en haut : profil de température ; en bas : évolution de la variation de
l’enthalpie moyenne au cours du temps.
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FIG. 4.4 – Stratification d’un réservoir par chauffage aux parois : en haut : profils de température à
différents instants, profil de température final et exact ; en bas évolution de la variation d’enthalpie
moyenne au cours du temps.
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4.4.3 Phénomènes de convection naturelle

Il s’agit ici de valider les effets de convection naturelle associés aux phénomènes de dilatation
thermique des deux fluides et modélisés par le terme source :

−ρβg(T−T0) ,

ajouté au second membre de l’équation bilan de quantité de mouvement (1.5). Nous commençons
par un cas test de validation simple, celui de l’écoulement parallèle de deux fluides soumis à un
gradient transverse de température. Dans un deuxième temps, nous nous plaçons dans la situation
(monophasique) de l’instabilité de Rayleigh-Bénard qui est un cas test répandu de validation de la
convection naturelle.

Ces deux cas test ont en outre l’intérêt de bien illustrer les phénomènes de convection naturelle et
d’aider à la compréhension de leurs deux mécanismes fondamentaux : la création de quantité de
mouvement dûe à l’existence d’une composante du gradient de température normale à la gravité,
et l’existence d’un seuil de gradient de température de même direction (mais de sens opposé) que
la gravité, au-delà duquel toute pertubation du champ de vitesse ou de température est exponen-
tiellement amplifiée (dans les limites habituelles de la théorie linéaire).

4.4.3.1 Création de quantité de mouvement par un gradient de température normal à la
gravité

Ce cas test vise à vérifier que deux fluides soumis à un gradient de température∇T = ∂yTey ne
peuvent pasêtre en équilibre s’il existe une accélération de la gravitég ayant une composante non
nulle dans la direction normale à ce gradient de température. Afin de valider uniquement la partie
"couplage faible" des équations de bilan de quantité de mouvement et d’enthalpie (via le terme
source de dilatation thermique) nous voulons que les termes de convection associés au transport de
la température par l’écoulement soient nuls : ceci impose queg soit suivantex et il s’agit bien de
l’écoulement parallèle de deux fluides soumis à un gradient transverse de température. Il est alors
possible d’obtenir une solution stationnaire, extension au cas de deux fluides de celle, classique,
obtenue en monophasique, voir [57] par exemple.

Deux fluides sont placés entre deux plaques parallèles d’extension infinie suivant l’axe desx. No-
tons H la distance qui sépare les deux plaques. L’interface entre les deux fluides est située en
y0 = H/2. Les champs des quantités de mélangeφ = ρ, µ, λ et β sont donc du type :

φ =
{

φ1 si y > y0

φ2 sinon
,

qui sont ainsi des quantités connues une fois les différentes propriétés des deux fluides fixées.

La plaque confondue avec le plany = 0 est maintenue à la températureT2, inférieure à la tem-
pératureT1 à laquelle est maintenue la plaque placée eny = H. À l’état stationnaire, les champs
de vitesse et de température, en plus de vérifier les conditions aux limites imposées par les deux
plaques, doivent être solution du système d’équations suivant :

0 =
∂
∂y

(
µ

∂u
∂y

)
−ρβg(T−T0)

0 =
∂
∂y

(
λ

∂T
∂y

) .
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La deuxième équation donne le profil de température, linéaire par fluide :

T = T0 +
q0

λ(y)
(y−y0) ,

et après intégration de la première on obtient alors le champ de vitesse, cubique par fluide, que
nous prenons sous la forme :

u = u0 +
τ0

µ(y)
(y−y0)+

q0

6E(y)
(y−y0)

3 ,

oùE(y) est la quantité, constante par fluide et homogène à une énergie, définie par la relation :

E =
λµ

ρβg
.

SupposantT0, T1, T2 et g (doncE1 et E2) connues, nous obtenons avec les conditions aux limites
les relations de compatibilité suivantes :

q0 =
2λ1λ2

λ1 +λ2

T1−T2

y0

τ0 = −
q0y2

0

6
µ1µ2(E1 +E2)
E1E2(µ1 +µ2)

u0 = y0

(
τ0

µ2
+

q0y2
0

6E2

)
,

ce qui permet de calculer complètement la solution. Les propriétés des deux fluides choisies pour la
simulation numérique ainsi que les valeurs des autres constantes sont rassemblées dans leTABLEAU

4.3.

Le domaine de calcul (d’extension finie enx) est le rectangle[0,L]× [0,H]. Les conditions aux
limites enx = 0 etx = H sont périodiques. Le maillage se compose de 3×20 cellules, soit pour
H = 1 m et L = 3∆x des pas d’espace tels que∆x = ∆y = 0,1 m. Rassemblant les différentes
conditions sur les vitesses du son dans les deux fluides, nous choisissons :

ci = 5 m.s−1 ,

assurant ainsi à la fois, rappelons le, la stabilité numérique des différents termes sources interve-
nant dans ce calcul et la cohérence du calcul vis-à-vis des effets de compressibilité issus de la
modélisation effectuée.

À l’instant initial nous supposons que le profil de température est établi et que les deux fluides sont
au repos. Avec cette condition initiale, la moyenne sur le domaine de calcul de la densité volu-
mique d’enthalpie doit être constante. Les profils de vitesse et de température finaux obtenus sont
présentésFIGURE 4.5. Nous obtenons bien la solution attendue. On peut estimer le temps au bout
duquel la solution stationnaire est atteinte, grâce à la courbe d’évolution de la moyenne de la den-
sité volumique d’énergie cinétique au cours du temps, représentée sur laFIGURE 4.6. Ce temps est
de l’ordre de grandeur des échelles de temps associé à la diffusion de quantité de mouvement dans
les deux fluides (tvisc

1 = 2500 s ettvisc
2 = 5000 s). Nous avons également représenté les évolutions

au cours du temps des valeurs moyennes de la vitesse sur tout le domaine, dans le gaz et dans le
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Conduction Dilatation
Masse Viscosité

[
W.m−1.K−1

]
thermique Vitesse Température[

kg.m−3
]

[ Pa.s] Convection
[

K−1
] [

m.s−1
]

[ K ][
J.kg−1.K−1

]
Fluide 1 ρ10 = 102 µ1 = 10−2 λ1 = 5.10−2 β1 = 5.10−4 umin '−1,66 T1 = 302,5

Cp1 = 5.10−2

Fluide 2 ρ20 = 103 µ2 = 5.10−2 λ2 = 5 β2 = 10−2 umax' 1,23 T2 = 299,975
Cp2 = 5.10−1

Interface − τ0 '−0,12Pa q0 = 0,25W.m−2 g = 10m.s−2 u0 ' 0,87 T0 = 300

TAB . 4.3 – Propriétés des deux fluides et valeurs des constantes utilisées pour le cas test de convec-
tion naturelle.

liquide. Ces courbes montrent les différences d’évolution de la vitesse dans les deux fluides, dues
à la différence des ordres de grandeur des phénomènes physiques y entrant en jeu.

Remarque :

Le quotient de l’échelle de grandeur de variation de l’enthalpie dans le fluidei : y3
0ρCp|Ti −T0|

à l’énergieEi (apparaissant dans la définition du profil de vitesse) est exactement le nombre de
Rayleigh associé à la couche de fluidei :

Rai =
gβi |Ti −TO|y3

0

νiκT
i

,

qui joue un rôle important dans l’étude de l’instabilité de Rayleigh-Bénard. Avec les valeurs choi-
sies, les nombres de Rayleigh pour les deux couches de fluides sontRa1 = 1562,5 etRa2 = 625.
Ces deux nombres sont bien inférieurs à la valeur seuilRac ' 1708, ce qui assure qu’aucune des
perturbations de vitessev ne seront amplifiées. En particulier, si toutefois des erreurs numériques
apparaissaient dans le schéma de discrétisation des termes convectifs (schéma de Godunov), ces
erreurs ne seraient pas amplifiées.
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FIG. 4.5 – Mise en vitesse de deux fluides du fait de l’existence d’un gradient de température
transverse à la direction de la gravité : en haut : profil de vitesse (•) calculé, (−) exact ; en bas :
profil de température (•) calculé, (−) exact.
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FIG. 4.6 – Mise en vitesse de deux fluides du fait de l’existence d’un gradient de température
transverse à la direction de la gravité : en haut : évolution de l’énergie cinétique en fonction du
temps ; en bas : évolution au cours du temps de la vitesse moyennée (−) sur tout le domaine,
(−·−) dans le fluide 1, (−−) dans le fluide 2.
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4.4.3.2 Instabilité de Rayleigh-Bénard

Le but de ce paragraphe est d’exposer des résultats numériques relatifs au problème de l’instabilité
de Rayleigh-Bénard qui est un cas test classique pour la validation du phénomène de convection
thermique. Ce cas test est également l’occasion de vérifier qu’il est possible d’utiliser le modèle
dans une situation monophasique. Pour cela, nous effectuons les calculs avec deux fluides ayant
exactement les mêmes propriétés. Nous nous proposons de vérifier que la méthode développée
permet de retrouver le nombre de Rayleigh critique, seuil de l’instabilité. Nous nous plaçons dans
le domaine rectangle[0,π]× [0,π/2], discrétisé par un maillage 40×20 celulles. Les conditions aux
limites y = 0 ety = π sont des parois isothermes (respectivementT = T0±∆T/2) non glissantes.
Nous fixons∆T = 1 K et nous faisons varier l’accélération de la gravité pour faire varier le nombre
de Rayleigh. Les propriétés physiques du fluide utilisé pour le calcul sont rassemblées dans le
TABLEAU 4.4. Le nombre de Rayleigh est donc :

Ra = g
β∆TH3

νκ
,

ce qui donne avec les valeurs choisies :

Ra' 43,06g .

Le nombre de Rayleigh critique étant généralement pris égal à Raexp
c ' 1708, on obtient ainsi

gc ' 39,66 m.s−2. Les conditions initiales sont les suivantes :

V = (u0sin2xcosy)ex− (u0cos2xsiny)ey ,

pour la vitesse, et :

T = T0 +∆T

(
1− 2y

π
+θ0cos2x

)
,

pour la température et avecu0 = 10−3 m.s−1 et θ0 = 2,5%.

Masse Viscosité Conduction Dilatation[
kg.m−3

]
[ Pa.s]

[
W.m−1.K−1

] [
K−1

]

ρ = 1 µ= 3.10−2 λ = 3.10−2 β = 10−2

TAB . 4.4 – Propriétés du fluide pour le cas test de l’instabilité de Rayleigh-Bénard. La capacité
calorifique à pression constante est telle que le nombre de PrandtlPr = 1.

Nous commençons par effectuer deux calculs corespondant à des nombres de Rayleigh respectifs
deRa' 990 (g = 23 m.s−2), etRa' 3000 (g = 69.7 m.s−2). Nous nous attendons à obtenir deux
états stationnaires correspondant respectivement à une situation stable et instable. Les champs de
température finaux ainsi que l’évolution de la moyenne sur le domaine de la norme du rotationnel
sont représentésFIGURE 4.7et FIGURE 4.8 : les résultats sont bien ceux attendus, en particulier on
obtient bien la décroissance de la norme du rotationnel dans le cas stable.
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Nous avons ensuite effectué des calculs autour du nombre de Rayleigh critique supposé et nous
retenons deux calculs correspondant à des gravités deg= 39,764 m.s−2 etg= 39,765 m.s−2, dont
le premier aboutit à une décroissance de l’énergie cinétique,FIGURE 4.9 en haut, et l’autre à une
croissance de l’énergie cinétiqueFIGURE 4.9en bas. Nous en déduisons l’estimation du nombre de
Rayleigh critique :

Rac ' 1712,

ce qui donne une erreur de l’ordre de 0,25% par rapport à la valeur expérimentale classique
Raexp

c ' 1708. La suite à donner à ce problème serait d’abord d’effectuer le même type de re-
cherche de nombre de Rayleigh critique sur un maillage plus fin, puis d’étudier le même problème
en situation diphasique, en tenant compte des effets Marangoni. Cette situation présente une grande
diversité de comportements [121, 70] et en faire une étude approfondie permettrait de valider com-
plètement la méthode développée quant aux différents phénomènes de convection.



4.4 - Validation des schémas 119

FIG. 4.7 – Instabilité de Rayleigh-Bénard, cas stable (Ra∼ 103) : en haut : champ de température
final, isothermes espacées de 0,1 ◦, (−−) : T < 300, (−) : T > 300 ; en bas : évolution de la
moyenne sur le domaine de la norme du rotationnel.



120 4 - SCHÉMA NUMÉRIQUE POUR LES TERMES DE DIFFUSION

FIG. 4.8 – Instabilité de Rayleigh-Bénard, cas instable (Ra∼ 3.103) : en haut : champ de tempéra-
ture final, isothermes espacées de 0,1 ◦, (−−) : T < 300, (−) : T > 300 ; en bas : évolution de la
moyenne sur le domaine de la norme du rotationnel.
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FIG. 4.9 – Instabilité de Rayleigh-Bénard, évolution de la moyenne de l’énergie cinétique sur le
domaine au cours du temps : en haut :g = 39.764 m.s−2 ; en bas :g = 39.765 m.s−2.
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Chapitre 5

Schéma numérique pour les termes
capillaires

5.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de présenter, à nouveau en suivant une démarche constructive, la discré-
tisation retenue des effets capillaires. Du fait de la forme conservative adoptée pour rendre compte
de ces effets, il s’agit de discrétiser un terme de la formeτC

face = τC · nface sur chaque facette et
représentant la contrainte capillaire locale. Sachant que d’un point de vue physique, les forces de
tension superficielles sont tangentielles à l’interface, nous avons choisi de discrétiser les différents
termes intervenants dans l’expression deτC

face de sorte que, sur chaque face du maillage,τC
face soit

un vecteur orthogonal au gradient local de fraction volumique, qui par définition est aligné avec la
direction normale à l’interface. Dans le cas où la dépendance de la tension de surface par rapport
à la température est prise en compte, une discontinuité des contraintes visqueuses peut apparaître
à l’interface. Ceci nous a amené à introduire une correction dans le schéma présenté au chapitre
précédent pour la discrétisation du flux de diffusion de quantité de mouvement. Pour fixer cette
modification, nous imposons que le schéma numérique global (effets capillaires et diffusion) ré-
solve de manière exacte un écoulement de Couette plan diphasique, en présence d’un gradient de
température parallèle à l’interface, supposée alignée avec le maillage. Nous terminons ce chapitre
par des études numériques de validation permettant de juger de la pertinence des schémas retenus.

5.2 Traitement du tenseur des forces superficielles

5.2.1 Choix du schéma de discrétisation dans le cas isotherme

Il s’agit ici de donner la discrétisation retenue pour prendre en compte le terme source de tension
de surfaceS ts = ∇ · τC au second membre de l’équation de bilan de quantité de mouvement (1.5).
Dans un premier temps, nous nous plaçons en situation isotherme. Afin d’alléger les notations,
nous notons dans ce chapitreα (au lieu deα∗) la fraction volumique d’équilibre.

On intègre la relation (1.15) sur la cellule de calculCi, j pour obtenir le schéma de discrétisation du
terme source capillaire :

Sts
i, j =

1
∆x

(
τC

i+1/2, j − τC
i−1/2, j

)
·ex +

1
∆y

(
τC

i, j+1/2− τC
i, j−1/2

)
·ey ,

où τC
i±1/2, j±1/2 sont les tenseurs des contraintes superficielles évalués au centre des faces corres-

pondantes. Plus précisément, on choisit de discrétiser ces différents termes par le schéma (par

123
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exemple pourτC
i+1/2, j ) :

1
σ

τC
i+1/2, j ·ex = ‖∇α‖i+1/2, jex−ηi+1/2, j∇αi+1/2, j , (5.1)

où ηi+1/2, j est une discrétisation denI ·ex, que nous nous donnons comme degré de liberté. De la
même manière, nous ne nous donnons pas pour l’instant la façon de calculer le terme‖∇α‖i+1/2, j ,
c’est à dire la façon de calculer la norme d’un vecteur au centre d’une face.

D’après l’équation (1.18) et en tout point, le vecteurτC · ex doit être tangent à l’interface. Nous
choisissons donc d’imposer que cette condition soit respectée au niveau discret, c’est à dire :(

τC
i+1/2, j ·ex

)
·∇αi+1/2, j = 0 ,

ce qui donne la relation :

‖∇α‖i+1/2, j (∇α ·ex)i+1/2, j −ηi+1/2, j (∇α ·∇α)i+1/2, j = 0 . (5.2)

Cette relation donneηi+1/2, j en fonction de la discrétisation choisie pour∇α au centre de la face
(i + 1/2, j), mais aussi en fonction du choix fait pour calculer un produit scalaire ainsi que la
norme d’un vecteur au centre d’une face. Dans [67], les auteurs montrent que ces choix de discré-
tisation ne sont pas anodins et peuvent conduire à l’élimination des courants parasites s’ils sont
faits suivant certaines règles (dont celle de la consistance bien sûr). Nous n’avons pas pu adapter la
méthodologie proposée à notre modélisation, bien que nous soyons convaincu que celle-ci puisse
effectivement s’y appliquer. Nous nous contentons donc de faire les choix les plus simples, la
contre-partie étant d’ailleurs la présence de courants parasites dans le cas de validation concernant
l’équilibre d’une bulle, voir §5.3.1.

Ainsi, pour deux vecteurs quelconquesA = Axex + Ayey et B = Bxex + Byey, nouschoisissons
commedéfinitionsdu "produit scalaire discret" et de "la norme discrète" les schémas suivants :

(A ·B)i+1/2, j = Ax
i+1/2, jB

x
i+1/2, j +Ay

i+1/2, jB
y
i+1/2, j ,

‖A‖i+1/2, j =
√

(A ·A)i+1/2, j .

Ces choix ainsi faits, la condition (5.2) que nous voulons imposer à notre schéma devient :

ηi+1/2, j =
(∂xα)i+1/2, j

‖∇α‖i+1/2, j
, (5.3)

avec :

‖∇α‖i+1/2, j =

√√√√(∂α
∂x

)2

i+1/2, j
+
(

∂α
∂y

)2

i+1/2, j
, (5.4)

seule la discrétisation des gradients au centre des faces devant être précisée. Nous pouvons consta-
ter que la discrétisation obtenue pourη = nI ·ex est la plus naturelle sachant qu’au niveau continu,
nous approchons la normale à l’interfacenI par ∇α

‖∇α‖ .

Pour choisir les discrétisations des gradients au centre des faces, nous nous plaçons dans la si-
tuation d’une interface plane alignée avec une ligne de maillage. Nous voulons que notre schéma
numérique respecte exactement cette situation, même dans le cas d’un maillage non régulier. La
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discrétisation retenue des gradients de la fraction volumique au centre des faces est (par exemple
pour∇αi+1/2, j ) :

(
∂α
∂x

)
i+1/2, j

=
2
(
αi+1, j −αi, j

)
∆xi+1 +∆xi

(5.5a)(
∂α
∂y

)
i+1/2, j

=
∆xi

∆xi+1 +∆xi

(
∂α
∂y

)
i, j

+
∆xi+1

∆xi+1 +∆xi

(
∂α
∂y

)
i+1, j

(5.5b)

avec : (
∂α
∂y

)
i, j

=
2
(
αi, j+1−αi, j−1

)
∆y j+1 +2∆y j +∆y j−1

. (5.6)

5.2.2 Condition aux limites et angle de contact

Dans le cas d’une face située au bord du domaine, on peut imposer l’angle de contact statiqueθs,
avec :

ηface paroi=
∇α
‖∇α‖

·nface paroi=−cosθs ,

où nface paroiest la normalesortanteau domaine en la face paroi considérée. Du point de vue du
schéma numérique, cela signifie que seuls lesηi±1/2, j±1/2 sont imposés à la paroi.

La prise en compte d’une éventuelle loi d’angle de contact dynamiqueθd est réalisée en remplaçant
θs par θd donné par l’un des modèles d’angle dynamique présentés §1.2.3. Ces modèles font
intervenir la vitesse de déplacement de la ligne tripleVlt par l’intermédiaire du nombre Capillaire.
Dans l’établissement de la loi de Tanner, la vitesse de la ligne triple est exactement :

Vlt =
1

e(x)

∫ e(x)

0
u(z)dz,

où e(x) est l’épaisseur de la couche de liquide etu la composante de la vitesse parallèle à la
paroi. Pour une mise en oeuvre numérique de ces modèles d’angle dynamique, il y a donc deux
possibilités :
– ou bien on calcule effectivement une vitesse moyenne sur plusieurs cellules dans la direction

normale à la paroi, auquel cas il faut être capable de déterminer l’échelle de longueur associée à
cette moyenne ;

– ou bien ces modèles sont vus comme deslois de paroi, auquel cas on peut prendre :

Vlt = V ,

oùV désigne la vitesse au centre de la cellule immédiatement en contact avec la facette limite.
Cette vitesse est aussi une vitesse moyenne. Par contre, dans ce cas, il faut être capable de
déterminer la plage de taille de maille pour laquelle la modélisation est justifiée.

Pour une question de simplicité de mise en oeuvre, nous optons pour la deuxième solution mais
réservons à la suite donnée à notre étude l’analyse qui permettra la détermination des paramètres
numériques (pas d’espace) en fonction des paramètres physiques (paramètre` de la loi de Tanner,
etc..).
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5.2.3 Modification des schémas numériques lorsque la tension superficielle
dépend de la température

5.2.3.1 Position du problème

Il est difficile de trouver dans la littérature des méthodes numériques de simulation directe où les
effets Marangoni sont pris en compte à la fois dans le gaz et dans le liquide [118]. Généralement,
s’agissant d’écoulements liquide-gaz, seules les équations pour la phase liquide sont résolues, une
condition aux limites d’interface permettant alors de prendre en compte la contrainte tangentielle
due à la dépendance du coefficient de tension de surface avec la température [21, 26]. La prise en
compte de tels effets dans une méthode de simulation directe représente donc un enjeu d’autant
plus intéressant qu’il permettra dans la suite éventuelle donnée à cette étude d’étudier les phéno-
mènes d’instabilité de type Rayleigh-Bénard et Bénard-Marangoni dans le cas de deux couches de
fluide de masse volumique, viscosité et coefficient de conduction thermique différents. Ces phéno-
mènes font d’ailleurs l’objet de nombreuses études théoriques récentes [70, 76, 80, 84, 85, 121] et
pourraient être d’un intéret particulier quant à l’étude du comportement des fluides contenus dans
les réservoirs de véhicules spatiaux [54, 107]. Pour une revue détaillée, le lecteur intéressé peut
consulter Anderecket al [3] et Juelet al [70].

Nous avons vu §1.3.3que, du point de vue de la modélisation effectuée, l’introduction des effets
Marangoni est réalisé en incluant le coefficient de tension de surface sous la divergence, donnant
une formulation totalement conservative du terme source de tension superficielle. Ainsi, dans le
cas où le coefficient de tension de surface dépend de la température, par exemple selon la relation
(1.25), le schéma numérique donnant le tenseur des contraintes superficielles évalué au centre
d’une face, relation (5.1), devient (ici sur la face(i +1/2, j)) :

τC
i+1/2, j ·ex = σi+1/2, j‖∇α‖i+1/2, jex−σi+1/2, jηi+1/2, j∇αi+1/2, j , (5.7)

où σi+1/2, j est une valeur moyenne du coefficient de tension de surface évaluée au centre de la
face, que nous choisissons de la forme, conformément à (1.25) :

σi+1/2, j = σ0 +σT
(
Ti+1/2, j −T0

)
,

où la température de faceTi+1/2, j est la température reconstruite à la face consistante avec le
schéma de discrétisation du flux de conduction thermique à la face :

Ti+1/2, j =
λi+1Ti+1 +λiTi

λi+1 +λi
.

Nous avons également vu §1.2 que les effets Marangoni étaient étroitement liés à la viscosité.
D’autre part, le saut de cisaillement à l’interface, modifié en présence d’un gradient surfacique de
température, crée un champ de vitesse. Ce champ de vitesse, suffisamment proche de l’interface,
est linéaire dans chaque fluide. Nous allons donc chercher des conditions pour que, dans cette
situation, la somme des schémas de discrétisation des termes sources de tension de surface et de
viscosité soit exactement nulle.

On se place donc dans la situation d’un écoulement de Couette plan pour lequel le champ de vitesse
est donné par :

V = u(y)ex = u0ex +
τ
µ
(y−y0)ex , (5.8)
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oùy0 est la coordonnée de l’interface, horizontale et exactement située sur une ligne de maillage,µ
est le champ de viscosité de mélange donné par (4.15) et τ le champ de cisaillement "de mélange"
suivant, dépendant dey :

τ(y) =
{

τ1 si y > y0

τ2 sinon
,

avecτ1 et τ2 qui vérifient :

τ2− τ1 = σT
∆T
L

, (5.9)

où L désigne la longueur suivant l’axe des abcisses sur laquelle la température varie de∆T. Le
champ de température est donc du type :

T(x) = T0 +
∆T
L

x . (5.10)

L’écoulement ainsi défini est une solution stationnaire d’équilibre du système d’équations que
nous cherchons à résoudre, pour peu que nous supposions que les échelles de temps convectives
dans les deux fluides soient longues devant les échelles de temps de diffusion thermique (Cpi

infinies). L’introduction de la dépendance deσ avec la température change simplement le bilan
discret associé à la discrétisation du terme de tension superficielle, projeté sur l’axe des abcisses.
Ce bilan discret doit se compenser avec le bilan associé aux forces de viscosité.

Remarques :

1. Afin d’assurer l’absence de convection, nous pourrions également supposer la présence d’un
terme source de chauffage volumique non homogène égal à :

ρCp

(
u0 +

τ(y)
µ(y)

(y−y0)
)∆T

L
.

L’hypothèse de la présence d’un tel terme source, en comparaison de l’hypothèse de capaci-
tés calorifiques à pression constante infinies dans les deux fluides, change seulement l’évo-
lution en temps de la vitesse et de la température si l’on choisit comme condition initiale au
problèmeu = 0, T = T0.

2. Pour connaître complètement l’écoulement de Couette-Marangoni défini ci-dessus, il suffit
de se donner une condition au limite sur la vitesseu(y) sur une ligney = cte (autre quey0),
par exemple eny = 0.

5.2.3.2 Conditions d’invariance de l’écoulement de Couette-Marangoni

Comme nous l’avons fait §4.2.1, nous nous plaçons dans la celluleCi, j , immédiatement située en
dessous de l’interface confondue avec la face(i, j +1/2). Le terme source de tension de surface,
calculé dans cette cellule avec (5.7), n’a qu’une composante suivantex :

Sts
i, j ·ex =

1
∆y

(σi+1/2, j −σi−1/2, j

∆xi

)
,

soit, en remplaçant lesσi±1/2, j par leur valeur et les températures par leur valeur exacte :

∆y jS
ts
i, j ·ex =

1
2

σT
∆T
L

=
1
2
(τ2− τ1) .
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De la même manière, dans la celluleCi, j+1, située immédiatement au dessus de l’interface, nous
obtenons :

∆ySts
i, j+1 ·ex =

1
2

σT
∆T
L

=
1
2
(τ2− τ1) .

Ces deux relations montrent que ce terme source n’interviendra que dans les deux cellulesCi, j et
Ci, j+1.

Nous avons remarqué §4.2.1que la vitesse reconstruite à la face (4.5), consistante avec le choix de
moyenne harmonique des viscosités, valait alors exactement la vitesse à l’interfaceu0 dans le cas
isotherme. Il est facile de constater que dans la situation qui nous intéresse ici, la vitesse moyenne
donnée par (4.5) ne vérifie pas̄U = u0, ce qui signifie que la viscosité reconstruite à la face obtenue
dans le cas isotherme ne convient plus. D’autre part, une spécificité de la situation non isotherme
dans laquelle nous nous sommes placés ici est la non continuité de la contrainte à l’interface. Il
faut donc revenir sur la discrétisation même du terme visqueux. Pour cela, nous l’écrivons :

∆ySvisc
i, j ·ex = τi, j+1/2− τi, j−1/2 .

Comme la face(i, j −1/2) est "loin" de l’interface, on a nécessairementτi, j−1/2 = τ2. Sommant
les termes source de viscosité et de tension de surface ainsi obtenus, on aboutit à la condition :

τi, j+1/2 =
1
2

(τ1 + τ2) .

Cette relation donne la façon dont il faut définir la grandeurτi, j+1/2, qui est une certaine moyenne
de la contrainte autour du point de coordonnées(xi ,y j+1/2) en lequel la contrainte n’est pas définie
au niveau continu. De plus, dans cette situation particulière, les contraintes sont constantes par
morceaux, doncτ1 et τ2 doivent être vues comme les valeurs limites que prend la contrainte de
part et d’autre de l’interface. C’est pourquoi, nous introduisons de nouvelles variables au centre
des cellules :

τ j = µj

(
∂u
∂y

)
j
,

qui sont, elles, définies. La condition à retenir pour la suite est donc :

τi, j+1/2 =
1
2

(
τ j + τ j+1

)
.

Remarque :

Nous aurions obtenu la même condition à partir de l’étude effectuée dans la celluleCi, j+1. Par
ailleurs, nous avons vu que le terme source capillaire n’était non nul que dans ces deux cellules
Ci, j etCi, j+1. Nous pouvons écrire le bilan obtenu sur les deux cellules :

τi, j+3/2− τi, j−1/2 = σT
∆T
L

,

qui est bien la relation de saut attendue, projetée1 sur le domaine sur lequel nous avons rendu
volumique les forces capillaires.

1au sens des volumes finis.
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5.2.3.3 Modification du schéma de discrétisation des contraintes visqueuses

Nous nous plaçons désormais dans un contexte un peu plus général que celui de l’écoulement
particulier du paragraphe précédent. Nous supposons toujours que l’interface est plane, exactement
située sur la ligne de maillagey j+1/2, de sorte que seules les composantes suivantex des termes
sources de viscosité et de tension superficielle apparaissent dans les bilans. Enfin, nous supposons
que les dérivées d’ordre supérieur où égal à deux du champ de vitesse restent partout bornées,
hypothèse raisonnable dans les situations qui nous intéressent. Plus précisément, appelons(H )
l’hypothèse :

(H ) :
(

n > 2 ⇒ ∂nu
∂yn = O(1)

)
.

Cette hypothèse nous permet d’écrire les développements limités suivant :

u j = u j+1/2−
(

∂u
∂y

)−
j+1/2

∆y
2

+O(∆y) (5.11a)

u j+1 = u j+1/2 +
(

∂u
∂y

)+

j+1/2

∆y
2

+O(∆y) (5.11b)

où (∂yu)±j+1/2 sont les valeurs limites que prend la dérivée de la vitesse de part et d’autre de
l’interface, etu j+1/2 est la vitesse à l’interface, quantité bien définie, mais inconnue pour l’instant.
Le terme de reste n’est unO(∆y) qu’à la condition que(H ) soit vraie. On peut alors donner un
sens à la définition de la dérivée de la vitesse enj +1/2 en la définissant comme la demi somme
des valeurs limites de part et d’autre de l’interface et obtenir :(

∂u
∂y

)
j+1/2

=
u j+1−u j

∆y
+O(∆y) .

Comme nous l’avons dit, nous devons nous intéresser aux quantitésτ j , définies au centre des
cellules, et qui dans le cas de la présence des effets Marangoni ne sont pas définies enj +1/2. Par
contre, lorsque le pas de maillage tend vers 0, ces quantités vont bien tendre vers la valeur limite
correpondante de la contrainte. Sous l’hypothèse(H ), nous pouvons légitimement écrire :

τ j

µj
=
(

∂u
∂y

)
j

=
(

∂u
∂y

)−
j+1/2

+O(∆y) (5.12a)

τ j+1

µj+1
=
(

∂u
∂y

)
j+1

=
(

∂u
∂y

)+

j+1/2
+O(∆y) (5.12b)

Ces relations permettent d’obtenir une autre estimation de la dérivée de la vitesse enj + 1/2 : la
demi somme desτ/µ de part et d’autre de l’interface. Nous retenons donc la relation :(

∂u
∂y

)
j+1/2

=
u j+1−u j

∆y
+O(∆y) =

1
2

(τ j

µj
+

τ j+1

µj+1

)
+O(∆y) ,

qui donne deux façons possibles de calculer(∂yu) j+1/2. Cette relation montre également que l’on
sait estimer àO(∆y) près la demi somme desτ/µ par :

1
2

(τ j

µj
+

τ j+1

µj+1

)
=

u j+1−u j

∆y
+O(∆y) . (5.13)
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Le but étant de calculer la quantité(τ j + τ j+1)/2, combinant les relations (5.11) et (5.12), on
obtient :

τ j = 2µj
u j+1/2−u j

∆y
+O(∆y) (5.14a)

τ j+1 = 2µj+1
u j+1−u j+1/2

∆y
+O(∆y) (5.14b)

donnant donc lesτ j de part et d’autre de l’interface en fonction de la vitesse reconstruite à la face.
On peut alors en déduire :

1
2

(
τ j+1 + τ j

)
=

1
∆y

[
µj+1u j+1−µju j −u j+1/2(µj+1−µj)

]
+O(∆y) , (5.15)

ainsi que le saut de contrainte à l’interface :

τ j+1− τ j =
2

∆y

[
µj+1u j+1 +µju j −u j+1/2(µj+1 +µj)

]
+O(∆y) . (5.16)

Retour au cas isotherme
Afin de comprendre, plaçons-nous à nouveau dans le cas isotherme où, au niveau continu, la
contrainte visqueuse est continue à l’interface. Pour que notre approximation soit consistante avec
cette condition, il suffit d’assurer, moyennant que l’hypothèse(H ) soit vraie :

τ j+1− τ j = O(∆y) ,

car ainsi, le pas de maillage tendant vers 0, le saut de contrainte tend bien vers 0. D’après la relation
(5.16), une façon simple d’y arriver est dechoisir :

u j+1/2 =
µj+1u j+1 +µju j

µj+1 +µj
,

de reporter cette expression dans (5.15) pour obtenir le schéma pour la contrainte à la face(i, j +
1/2) :

τ j+1/2 = µj+1/2
u j+1−u j

∆y
,

où µj+1/2 est la viscosité recontruite à la face précédemment utilisée, relation (4.3) § 4.2.1. La
vitesse à l’interface joue donc un rôle particulier, maisen pratiqueon voit qu’il n’est pas nécessaire
de la calculer explicitement, seule l’expression finale de la contrainte étant utilisée.

Remarque :

La relation donnant la vitesse reconstruite à la faceu j+1/2 n’est autre que la relation (4.5). Nous
donnons donc ici un sens au qualificatif "consistante" employé jusqu’ici à propos de cette vitesse.
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Cas Marangoni
En situation non isotherme et dans la configuration d’interface dans laquelle nous nous sommes
placés, le saut des contraintes est la valeur du gradient local de tension superficielle. Afin de ne pas
compliquer le propos, appelonsK la valeur de ce saut de la contrainte. La condition de consistance
que doivent vérifier lesτ j est donc, toujours sous l’hypothèse(H ) :

τ j+1− τ j = K +O(∆y) , (5.17)

condition que l’on peut réaliser simplement si, d’après (5.16), l’on choisit la vitesse reconstruite à
la face suivante, que nous notonsuT

j+1/2 pour la différencier de celle obtenue dans le cas isotherme :

uT
j+1/2 =

µj+1u j+1 +µju j

µj+1 +µj
− 1

µj +µj+1

K ∆y
2

. (5.18)

En reportant dans (5.15), on en déduit alors aisément un schéma pour la contrainte à la face :

τ j+1/2 = µj+1/2

[
u j+1−u j

∆y
− 1

2

(
1

µj+1
− 1

µj

)
K
2

]
.

À nouveau, il n’est pas nécessaireen pratiquede calculer la vitesse reconstruite à la face.

Il faut maintenant préciser la façon d’évaluer le saut de la contrainteK . Pour cela, il faut remarquer
que nous cherchons en faitla projectionsur l’axe desx du "saut de contrainte suivant la normale à
l’interface", qui est un vecteur. Or, au niveau continu, le vecteur en question doit être l’opposé du
gradient de tension superficielle suivant la tangente à l’interface. Le saut cherché doit donc valoir :

K =−∇σt ·ex .

S’agissant du saut à la face(i, j +1/2), le saut de contrainteK doit donc vérifier :

K =−
(
∇σt

)
j+1/2 ·ex +O(∆y) .

Finalement, le schéma de discrétisation de la contrainte visqueuse reconstruite à la face s’écrit :

τ j+1/2 = µj+1/2

[
u j+1−u j

∆y
+

1
2

(
1

µj+1
− 1

µj

)
1
2

(
∇σt

)
j+1/2 ·ex

]
. (5.19)

Il reste maintenant à donner la façon de discrétiser le terme de gradient tangentiel de tension
superficielle. Ce gradient, dans le cadre de notre modélisation, est approché par la projection sur le
plan tangent à l’interface du gradient de tension superficielle, puisque nous avons rendu ce dernier
volumique. Introduisant l’opérateurΠIt utilisé §1.2.2, le terme cherché est :

∇σt = ΠIt ·∇σ .

Pour évaluer ce terme au centre de la face, nous choisissons le schéma :(
∇σt

)
j+1/2 = (ΠIt ) j+1/2 · (∇σ) j+1/2 ,

c’est à dire : (
∇σt

)
j+1/2 = ∇σ j+1/2−

(
∇σ · ∇α

‖∇α‖

)
j+1/2

∇α j+1/2

‖∇α‖ j+1/2
, (5.20)
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où ∇σ j+1/2 est calculé de la même manière que∇αi+1/2, c’est à dire (dans le cas d’un maillage
régulier) :

∇σ j+1/2 =
1
2

(
∇σ j+1 +∇σ j

)
·ex +

σ j+1−σ j

∆y
ey ,

avec :

∇σi, j =
σi+1, j −σi−1, j

2∆x
ex +

σi, j+1−σi, j−1

2∆y
ey ,

et :

σi, j = σ0 +σT
(
Ti, j −T0

)
.

5.2.3.4 Remarques finales

La vitesse reconstruite à la face
L’expression (5.18) donnant la vitesse reconstruite à la face appelle un commentaire. En effet, le
terme correctif par rapport à la vitesse obtenu dans le cas isotherme (4.5) est proportionnel à∆y.
Or la minoration :

µj+1 +µj > 2max(µ1,µ2) ,

montre que :

uT
j+1/2 = u j+1/2 +O(∆y) ,

pour peu que l’approximation deK soit à unO(∆y) près2. Ceci prouve que le schéma de discré-
tisation des contraintes visqueuses correspondant à la vitesseu j+1/2 reconstruite à la face obtenue
dans le cas isotherme est consistant. Cela prouve également que le terme correctif permet d’obtenir
un schéma d’un ordre plus grand d’une unité que le schéma sans le terme correctif. Cependant, la
minoration précédente montre que la constante intervenant dans leO(∆y) est en 1/µ, ce qui peut
conduire à une grande erreur sur la vitesse au voisinage de l’interface comme nous le montrons §
5.3.5.

Un autre point de vue
Il existe une façon plus simple d’obtenir le résultat final (5.19). Posons le problème de la manière
suivante :

Calculer
1
2
(τ j+1 + τ j) connaissant :


1
2

(
τ j+1

µj+1
+

τ j

µj

)
τ j+1− τ j

,

ce qui est bien ce qui nous intéresse puisque d’une part, d’après (5.13), nous savons calculer sim-
plement la première quantité et d’autre part, d’après (5.17) nous cherchons à imposer la deuxième.
La réponse est alors acquise si l’on connait la relationalgébriquesuivante, valable quels que soient
les quatre réelsa+,a−,b+ etb− :

a = b̂

[(a
b

)
− 1

2

s
1
b

{
JaK
2

]
, (5.21)

2 ce qu’il est raisonnable de supposer.
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avec les notations usuelles : 

· =
(·)+ +(·)−

2

J·K = (·)+− (·)−

·̂ =
2(·)+(·)−

(·)+ +(·)−

.

En effet, appliquant cette relation aux quatre nombresτ j+1,τ j ,µj+1 etµj , on obtient :

1
2
(τ j+1− τ j) = µj+1/2

[ 1
2

(
τ j+1

µj+1
+

τ j

µj

)
︸ ︷︷ ︸

=
u j+1−u j

∆y
+O(∆y), (5.13)

−1
2

(
1

µj+1
− 1

µj

)
τ j+1− τ j

2︸ ︷︷ ︸
=

K
2

+O(∆y), (5.17)

]
,

qui donne bien le schéma obtenu (5.19).

Remarque :

La relation (5.21) se démontre par applications successives de la relation :

JabK = aJbK+bJaK .
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5.3 Validation des effets introduits

5.3.1 Bulle statique et courants parasites

On considère une bulle de gaz bidimensionnelle, de masse volumiqueρg = 1 kg.m−3, de rayon
R= 0.25 m, entouré d’un liquide de masse volumiqueρ` = 1000 kg.m−3 dans un domaine carré
de coté 1 m discrétisé sur 80 cellules. Le coefficient de tension de surface entre les deux fluides est
fixé àσ = 1.25 N.m−1, de sorte que le saut de presion estσ/R0 = 5 Pa. Les vitesses du son sont
choisies selon le critère expliqué §1.4. Trois jeux de vitesses du son sont choisies, de sorte que les
coefficients de compressibilité vérifient :

Premier calcul : (χT)gaz= (χT)liquide = 1000 Pa−1,

Deuxième calcul : (χT)gaz= 1000 Pa−1, (χT)gaz= 10(χT)liquide,

Troisième calcul : (χT)gaz= 1000 Pa−1, (χT)gaz= 100(χT)liquide.

Les résultats correspondant au premier jeu de vitesses du son sont présentésFIGURE 5.1. La bulle
garde bien sa forme cylindrique, le saut de pression étant bien de 5 Pa entre l’intérieur et l’extérieur
de la bulle. Cependant, des courants parasites apparaissent, le champ de vitesse n’étant plus nul.
Les deux fluides étant non visqueux, nous adimensionnalisons la norme de la vitesse sur le domaine
selon le critère exposé dans [7]. La masse volumique de référence choisie est la masse volumique
du liquide.

Une étude de sensibilité des courants parasites en fonction du rapport des compressibilités iso-
thermes des deux fluides est présentéeFIGURE 5.2. On constate que l’intensité des courants para-
sites est une fonction croissante du rapport(χT)gaz/(χT)liquide. Toutefois l’ordre de grandeur est
toujours le même. À titre de comparaison et pour un calcul similaire (rapport de masse volumique,
nombre de cellules de discrétisation et saut de pression identiques), l’auteur obtient dans [7] :

max(|u|, |v|)
(

ρ∆x
σ

)1/2

= 0.48 .

Nous obtenons donc une intensité de courants parasites du même ordre de grandeur que la mé-
thode VOF sans reconstruction d’interface présentée dans [7]. Cependant, la forme de ces courants
parasites est différente dans notre méthode, l’intensité des courants parasites dans le liquide étant
d’un ordre de grandeur inférieur à ceux dans le gaz :

Premier calcul : Pour(χT)gaz= (χT)liquide, l’intensité est
(

ρ∆x
σ

)1/2
max(||(1−α)V||) = 0.029,

Deuxième calcul : Pour(χT)gaz= 10(χT)liquide,

l’intensité est
(

ρ∆x
σ

)1/2
max(||(1−α)V||) = 0.021,

Troisième calcul : Pour (χT)gaz = 100(χT)liquide, l’intensité est
(

ρ∆x
σ

)1/2
max(||(1− α)V||) =

0.012.

Ainsi, plus la vitesse du son dans le liquide augmente (donc plus son coefficient de compressibilité
diminue), plus l’intensité des courants parasites dans le liquide diminue.



5.3 - Validation des effets introduits 135

FIG. 5.1 – Résultats bulle statique : en haut, courants parasites ; en bas, champ de pression
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FIG. 5.2 – Résultats bulle statique. Courants parasites en fonction du rapport des compressibilités
gaz et liquide : en haut, rapport 10 ; en bas, rapport 100
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5.3.2 Ménisques et microgravité

Afin de valider la prise en compte d’un angle de contact à la paroi, nous avons effectué deux cas
tests d’établissement d’un ménisque en microgravité, le premier en configuration bidimensionnelle
et le second en configuration axisymétrique. Rappelons que les détails concernant le modèle et
la méthode numérique en situation d’écoulement axisymétrique sont exposés en annexeC. Le
domaine de calcul est un carré de cotéd = 3 cm, discrétisé par un maillage régulier de 60×60
cellules. La forme de l’interface solution (stationnaire) du problème envisagé est dans les deux cas
un arc de cercle, de rayonR= d/cosθs, oùθs est l’angle de contact statique, imposé à la paroi.

Les deux fluides considérés ont les caractéristiques suivantes :

Gaz : La masse volumique estρg = 1 kg.m−3, la vitesse du son estcg = 10 m.s−1.

Liquide : La masse volumique estρ` = 1000 kg.m−3, la vitesse du son estc` = 1 m.s−1.

Le coefficient de tension de surface est tel queσ/R = 1 Pa, l’angle de contact étantθs = 55 ◦.
Les vitesses du son choisies vérifient le critère expliqué §1.4. Afin d’accélérer la convergence (en
temps) vers la solution stationnaire, les deux fluides sont très visqueux.

La condition initiale est une interface plane, décriteFIGURE 5.3. La condition d’angle de contact
est imposée sur la paroi gauche du domaine pour la configuration bidimensionnelle et sur la paroi
droite pour la configuration axisymétrique (l’axe étant à gauche). Une condition d’angle statique
égal à 90◦ est imposée sur la paroi opposée.

FIG. 5.3 – Configuration initiale pour les cas de ménisques en microgravité.

Les solutions finales sont représentéesFIGURE 5.4, la ligne rouge étant la solution théorique. On
constate donc un bon accord avec la solution théorique, ce qui valide la prise en compte de la
condition d’angle statique à une paroi.
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FIG. 5.4 – Cas de ménisques en microgravité, solution stationnaire : en haut configuration bidi-
mensionnelle, en bas configuration axisymétrique. La ligne rouge est la solution théorique corres-
pondante.
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5.3.3 Oscillations de forme d’une bulle et transferts d’énergie

Ce cas test vise à valider les effets de capillarité en situation dynamique. Plus précisément, il s’agit
de vérifier que le couplage entre les effets d’inertie et de capillarité est correct. Il existe de plus une
solution théorique pour ce cas test, due à Lamb [78]. La pulsation des oscillations d’une bulle non
visqueuse (dans un fluide non visqueux) est donné par la relation :

ω2
n =

n(n−1)(n+1)(n+2)σ
[(n+1)ρi +nρe]R3

0

, (5.22)

où n est le “numéro du mode”,ρi la masse volumique du fluide intérieur à la bulle,ρe la masse
volumique du fluide extérieur,R0 le rayon de la bulle etσ le coefficient de tension de surface entre
le fluide intérieur et le fluide extérieur. Les modes sont définis par la forme de l’interface, donnée
par la position radiale de l’interface :

R(θ, t) = R0 + εPn(cosθ)sin(ωnt) , 0≤ θ≤ 2π ,

oùPn est le polynome de Legendre d’ordren, etε la déformation maximale de la bulle.

La forme initiale de la bulle choisie pour notre calcul est une ellipse, de rayon équivalentR0 =
0.25 m. Le fluide intérieur est un gaz de masse volumiqueρg = 1 kg.m−3, le fluide extérieur étant
un liquide de masse volumiqueρ` = 1000 kg.m−3. Le coefficient de tension de surface entre les
deux fluides est fixé àσ = 0.125 N.m−1, de sorte que le saut de pression initial est 2σ/R0 = 1 Pa.
Les vitesses du son choisies pour le calcul sontcg = 15 m.s−1 etc` = 3 m.s−1.

La période obtenue pour le moden = 2 (excité par la forme initiale ellipsoïdale de la bulle) avec
ces valeurs estT2 = 20.27 s. On doit retrouver cette période par exemple sur le signal en temps
de l’un des diamètres de la bulle. Cependant nous nous intéressons à des grandeurs plus globales,
les différentes énergies intervenant dans ce problème et en particulier les énergies cinétique et
capillaire sur l’ensemble du domaine de calcul. Les fréquences théoriques que l’on doit observer
sur ces quantités sont deux fois plus grandes que celles données par la relation (5.22).

D’autre part, ce cas test sera l’occasion pour nous de vérifier certains aspects théoriques de la
méthode développée :
– l’énergie libre totale doit rester constante, la décroissance (éventuelle) n’étant due qu’à l’étape

de relaxation.
– Le volume total de la bulle doit rester constant, l’amplitude de ses variations devant rester faible

devant le volume total3.
Ainsi, d’un point de vue global, la bulle et le liquide environnant contenu dans le domaine de calcul
doivent se comporter comme un ressort oscillant sous l’action de son poids où l’énergie mécanique
totale reste constante, alors que les énergies cinétique et potentielle (associée à la gravité) oscillent
à la même fréquence et en opposition de phase.

Il s’agit en outre d’un calcul axisymétrique, le domaine de calcul étant le rectangle[0,2R0]×
[−2R0,2R0]. Le maillage est régulier dans les deux directions et comporte 40×80 cellules, soit
des pas d’espace tels que∆x = ∆y = 0.0125 m.

3 Ceci correspond au fait que l’écoulement est isovolume.
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Les résultats sont rassemblésFIGURE 5.5.

Énergie totale : L’énergie totale sur tout le domaine est bien décroissante, mais les variations
relatives sont faibles. D’autre part, l’évolution de la quantité :

δF
F

=
maxΩ(F)−minΩ(F)

F
,

montre que l’énergie totale varie très peu sur le domaine.

Énergies capillaire et cinétique : Ces deux énergies oscillent bien à la même fréquence, le pic
principal de la transformée de Fourier discrète correspondant bien à la fréquence théorique
attendue (première raie rouge).

Variation relative de volume : la variation relative du volume de la bulle oscille à une fréquence
de l’ordre de 1.8 Hz, l’amplitude étant de l’ordre de 0.03 % : le volume de la bulle est
bien constant, aux effets acoustiques près (effets dus au modèle). Ces effets acoustiques
n’interfèrent d’ailleurs pas avec les phénomènes qui nous intéressent. On retrouve d’ailleurs
ce pic fréquentiel sur le diagramme de la DFT de la variation de l’énergie totale sur le
domaine.

Diamètre vertical de la bulle : ce diamètre oscille à une fréquence deux fois plus faible que les
énergies capillare et cinétique, ce que l’on attendait.
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FIG. 5.5 – Oscillation d’une bulle dans un fluide non visqueux. En haut à gauche : énergie totale
en fonction du temps. En haut à droite : variation de l’énergie totale sur le domaineΩ au cours
du temps et sa transformée de Fourier discrète (DFT). Au milieu, à gauche : énergie capillaire et
sa DFT. Au milieu, à droite : énergie cinétique et sa DFT. En bas à gauche : variation relative du
volume de la bulle et sa DFT. En bas à droite : diamètre vertical (selon l’axe) de la bulle et sa
DFT. Les raies rouges dans les diagrammes de Fourier correspondent aux fréquences théoriques
des modesn = 2 etn = 4.
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5.3.4 Écoulement de Couette en présence d’un gradient de température :
effet Marangoni

Nous présentons ici des résultats numériques associés au cas test de Couette en présence d’un
gradient transverse de température qui nous a servi à établir les modifications à apporter à la dis-
crétisation du terme source de dissipation visqueuse pour prendre en compte les effets Marangoni.
Rappelons que les champs de vitesse et de température, linéaires par fluide, sont respectivement
donnés par (5.8) et (5.10).

Le domaine de calcul est du type de celui utilisé §4.4.1, c’est à dire le rectangle[0,L]× [0,H], les
conditions aux limites pour les paroisx = 0 etx = L étant périodiques sur les variables de masse
et de quantité de mouvement. Par contre, la température y est imposée, respectivement àT0 et
T0 +∆T. Nous supposons également que les conditions aux limitesy = 0 ety = H sont des parois
adiabatiques respectivement fixe et animée d’une vitesseVparoi = umaxex. Les valeurs numériques
des constantes définissant cet écoulement sont rassemblées dans leTABLEAU 5.1. D’autre part, les
temps caractéristiques de diffusion obtenus avec ces valeurs sont :

tvisc
1 = 18 s

tcond
1 = 16 s
tvisc
2 = 160 s

tcond
2 = 200 s

.

Masse Viscosité Conduction Cisaillement Vitesse[
kg.m−3

]
[ Pa.s]

[
W.m−1.K−1

]
[ Pa]

[
m.s−1

]

Fluide 1 ρ10 = 0,5 µ1 = 10−2 λ1 = 10−2 τ1 = 1,6.10−2 umax = 1

Fluide 2 ρ20 = 50 µ2 = 5.10−2 λ2 = 2.10−3 τ2 = 5.10−3 u0 = 4.10−2

TAB . 5.1 – Grandeurs caractéristiques définissant le cas test de Couette-Marangoni.

La hauteurH du domaine est fixée àH = 1 m, la largeurL valant L = 0.4 m. Le domaine est
discrétisé par un maillage régulier de 4× 10 cellules, soit des pas d’espace tels que∆x = ∆y =
10 mm. L’interface est placée eny0 = 0.4 m, la vitesseu0 vérifiant u0 = y0τ2/µ2. De la même
manière, on peut relier la vitesseumax au cisaillementτ1 par la relationumax = (H − y0)τ1/µ1.
Enfin, le coefficient de variation de la tension de surface avec la températureσT est fixé àσT =
−2,5.10−3 N.m−1.K−1, l’élévation de température résultante étant∆T = L(τ2−τ1)/σT = 1,76 K.

Même si nous cherchons une solution stationnaire, nous résolvons des équations contenant des
termes instationnaires, en particulier dans l’équation bilan d’enthalpie (1.21). Dans cette même
équation nous avons négligé les termes convectifs, supposant par exemple qu’ils sont compen-
sés par un terme source de chauffage volumique. Il faut donc choisir des capacités calorifiques
à pression constante, qui vont fixer les échelles de temps de dissipation de chaleur dans chacun
des deux fluides. Ces coefficients interviennent également dans le choix des vitesses du son, plus
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précisément dans la condition de stabilité associée au terme source de conduction thermique. Les
capacités calorifiques que nous choisissons sont telles queρi0Cpi = 1 J.m−3.K−1. Les vitesses du
son assurant la stabilité des termes sources de diffusion et de tension de surface doivent alors
vérifier :

c1 � 0,2 m.s−1 , et c2 � 0,02 m.s−1 .

Les conditions pour s’assurer de la quasi-incompressibilité de l’écoulement s’écrivent :

c1 > 3 m.s−1 , et c2 > 0,12 m.s−1 ,

celles-ci résultant de la condition sur le nombre de Mach dans les deux fluides. Nous choisissons
donc les vitesses du son suivantes :

c1 = 15 m.s−1 ,et c2 = 1,5 m.s−1 .

À l’instant initial, la vitesse est nulle et la température est fixée àT0 = 300 K. Nous présentons
FIGURE 5.6 les profils stationnaires de vitesse et de température obtenus, comparés aux profils
exacts correspondants : nous obtenons bien la bonne solution. Nous avons représentéFIGURE 5.7
les évolutions au cours du temps des températures moyennes dans les deux fluides. On constate
que l’état stationnaire est atteint beaucoup plus vite dans le fluide 1 que dans le fluide 2, ce qui est
en accord avec les valeurs des temps caractéristiques donnés plus haut.

Remarques :

1. Nous avons également superposé aux profils de vitesse numérique et exact, le profil de vi-
tesse correspondant aux mêmes conditions aux limites en vitesse mais en situation isotherme.
On peut ainsi voir l’influence de l’effet Marangoni : la gradient de température provoque un
ralentissement de l’écoulement par l’intermédiaire de la tension de surface.

2. Nous avons également effectué le même calcul en utilisant le schéma de contrainte visqueuse
reconstruite à la face sans le terme correcteur par rapport au cas isotherme. De la même
manière que lors de la comparaison entre viscosité reconstruite à la face du type moyenne
harmonique et arithmétique, l’écoulement de type Couette ne permet pas de conclure.
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FIG. 5.6 – Écoulement de Couette-Marangoni : en haut : profil de température calculé (•) et
exact(−) ; en bas : profil de vitesse calculé (•), exact (−) et profil isotherme correspondant aux
mêmes conditions aux limites sur la vitesse (−−).
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FIG. 5.7 – Écoulement de Couette-Marangoni : en haut : évolution au cours du temps des tempéra-
tures moyennes dans les deux fluides ; en bas : évolution au cours du temps des vitesses moyennes
dans les deux fluides.
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5.3.5 Écoulement de Poiseuille en présence d’un gradient de température

Nous effectuons ici une comparaison des deux schémas, avec et sans correction, sur un écoulement
de Poiseuille en présence d’un gradient de température, c’est à dire d’effets Marangoni. De la
même manière que dans le cas isotherme étudiée §4.4.1.2, l’écoulement en question est défini par
les champs de vitesse et de pression suivant :

P = p0 = 105 Pa

u = u0 +
τ
µ

(y−y0)−
ρg
2µ

(y−y0)
2

,

où ici τ n’est plus une constante mais vérifie :

τ(y) =
{

τ1 si y > y0

τ2 si y 6 y0
,

avec la relation :

τ2− τ1 = σT
∆T
L

,

traduisant le saut de cisaillement à l’interface dû à la présence d’un gradient constant de tempé-
rature, le champ de température étant donné par (5.10). Enfin, masse volumique et viscosité de
mélange sont respectivement définies par (4.16) et (4.15).

L’intensité de l’accélération de la gravité estg = 10−2 m.s−2. Le coefficient de variation de la
tension superficielle avec la température est fixé àσT = −2,5.10−3 N.m−1.K−1, la variation de
température étant fixée à∆T = 5 K. Les autres constantes intervenant dans le problème sont ras-
sembléesTABLEAU 5.2. On notera que la contrainte change de signe à l’interface.

Masse Viscosité Conduction Cisaillement Vitesse[
kg.m−3

]
[ Pa.s]

[
W.m−1.K−1

]
[ Pa]

[
m.s−1

]

Fluide 1 ρ10 = 0,5 µ1 = 5.10−4 λ1 = 10−2 τ1 ' 10−3 umax∼ 0,8

Fluide 2 ρ20 = 50 µ2 = 5.10−2 λ2 = 2.10−3 τ2 '−3.10−2 u0 ' 0,558

TAB . 5.2 – Grandeurs caractéristiques définissant le cas test de Poiseuille-Marangoni.

Le domaine de calcul est le même que celui utilisé au paragraphe précédent. Les conditions au
limites eny = 0, x = 0 etx = L restent inchangées, la condition au limite eny = H devenant une
condition d’adhérence. Nous effectuons les calculs pour quatre maillages différents, comprenant
resepctivement 4×10, 8×20, 16×40 et 32×80 cellules. Nous présentonsFIGURE 5.8 les profils
stationnaires de vitesse, obtenus après 600 s environ, pour le premier et le dernier de ces maillages.
L’apport de la correction proposée est donc claire. Nous avons représentéFIGURE 5.9l’erreur rela-
tive moyenne par rapport à la vitesse exacte pour les différents maillages et pour les deux schémas
comparés. Ces résultat sont en accord avec l’analyse faite lors de la présentation du schéma : le
schéma sans correction est consistant et d’ordre 1, le schéma avec correction est (donc) d’ordre 2.
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FIG. 5.8 – Écoulement de Poiseuille-Marangoni : profil de vitesse obtenu pour les deux schémas
avec (•) et sans correction (F), en haut : 10 points ; en bas : 80 points. La ligne en trait plein est le
profil exact, la ligne en pointillés le profil de vitesse en l’absence d’effets Marangoni.
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FIG. 5.9 – Écoulement de Poiseuille-Marangoni : convergence en maillage des schémas avec (•)
et sans correction (F).
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Chapitre 6

Ballottement et grandes déformations d’une
interface

6.1 Ballottement dans un dièdre

Ce cas test est issu du benchmark COMPEREqui avait pour objectif de comparer divers codes de
calcul industriels. Il concerne l’écoulement d’un liquide soumis à une accélération externe (gravité
g et accélération transverseax), sans effet de tension de surface (grand nombre de Bond1 ), ni effet
visqueux (grand nombre de Galileo2 ). Ce cas test a donc été choisi pour comparer la capacité des
codes à reproduire des déformations et des oscillations de l’interface. Pour se faire, nous disposons
de résultats expérimentaux fournis par le ZARM.

Deux sous cas tests ont été définis suivant la valeur de l’accélération transverseax. Le premier
correspond à une accélération transverse dix fois plus faible que la gravité : il s’agit d’un cas
à faible nombre de Froude pour lequel les oscillations sont dans un régime linéaire. Le second
correspond à une accélération transverse égale en norme à la gravité : il s’agit cette fois d’un cas
à grand nombre de Froude, avec des effets non-linéaires conduisant au déferlement. Dans les deux
cas, l’accélération transverse n’est appliquée que pendant une duréeτ = 0.1 s.

6.1.1 Cas linéaire

Les détails concernant ce cas test sont rappelésFIGURE 6.1. Nous effectuons le calcul pour deux
maillages différents, correspondant àL/∆x = 25 et 40 points, soit un maillage respectivement
associé de 50×25 et 80×40 cellules dans le dièdre. On effectue le calcul jusqu’au temps final
t f = 10 s. Pour chacun des deux maillages, nous traçons l’évolution de la hauteur de liquide au
niveau de la paroi inclinée (za), et au niveau de la paroi verticale (zb), ainsi que leur transformée
de Fourier respective.

Sur les courbes représentant l’évolution deza et dezb en fonction du temps, on constate une légère
dispersion (une demi période sur environ une trentaine) en fin de calcul, que ce soit sur le premier
maillage (FIGURE 6.2) ou sur le second (FIGURE 6.4). La difference entre les résultats sur les deux
maillages est claire : l’amplitude des oscillations est beaucoup plus amortie pourL/∆x = 25 que
pourL/∆x= 40. Les transformées de Fourier (FIGURE 6.3et FIGURE 6.5), montrent que le premier
mode est bien capturé avec les deux maillages, mais qu’il faut plus de points pour capturer le

1Rappelons que Bo=
ρgh2

σ
.

2Ici, le nombre de Galileo Ga=
gh3

ν2 quantifie l’amortissement visqueux d’oscillations dues à la gravité.
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H=0.1 m 

h
0
=0.053 m 

L 

       Air :            
                        
ρ

1
 = 1.205 kg.m−3

                        
c

1
 = 3.4 m.s−1      

     SF−065 :           
                        
ρ

2
 = 766 kg.m−3  

                        
c

2
 = 18 m.s−1       

a
x
 = 0.981 m.s−2   

pendant ∆ t=0.1 s 

g = 9.81 m.s−2 

FIG. 6.1 – Définition du cas test 2 du benchmark Compere : cas linéaire

deuxième mode. On constate également que l’amplitude du premier mode est plus importante
pour le maillage le plus fin, allant même jusqu’à être supérieure à l’amplitude expérimentale du
premier mode.
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FIG. 6.2 – Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas linéaire,L/∆x = 25 ; en haut :za,
en bas :zb.
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FIG. 6.3 – Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas linéaire,L/∆x = 25 ; module de la
transformée de Fourier en haut :za ; en bas :zb.
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FIG. 6.4 – Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas linéaire,L/∆x = 40 ; en haut :za,
en bas :zb.
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FIG. 6.5 – Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas linéaire,L/∆x = 40 ; module de la
transformée de Fourier en haut :za ; en bas :zb.
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6.1.2 Cas non-linéaire

H=0.15 m 

h
0
=0.036 m 

L L/∆ x ∼ 30 

       Air :            
                        
ρ

1
 = 1.205 kg.m−3

        FC−77 :         
                        
ρ

2
 = 1789 kg.m−3 

g = 9.81 m.s−2 

a
x
 = 9.81 m.s−2   

pendant ∆ t=0.1 s

FIG. 6.6 – Définition du cas test 2 du benchmark Compere : cas non-linéaire

Pour ce cas, nous choisissons un maillage suffisamment fin et nous étudions l’influence du choix
des vitesses du son dans les deux fluides. Les autres paramètres sont donnésFIGURE 6.6, le maillage
correspondant étant constitué de 150× 75 cellules dans le dièdre. Les vitesses du son ont bien
sûr une influence sur la diffusion numérique de l’interface, mais nous allons voir qu’elles ont
également une influence sur le déferlement. Les différentes vitesses du son ont été choisies de la
manière suivante :
– le rapportc1/c2 est toujours le même, égal à celui du rapport des vitesses du son air-eau, avec

cair = 340 m.s−1 et ceau= 1800 m.s−1. En fait, ce rapport doit être vu comme le rapport des
compressibilités isothermes des deux fluides (voir paragraphe1.4).

– l’échelle de vitesseuref pertinente pour ce cas test est celle basée sur l’accélération transverse
ax : uref = axτ∼ 1 m.s−1. Ainsi, au vu des commentaires de la fin du paragraphe1.4, et sachant
qu’il s’agit d’un cas à grand nombre de Froude, pour que l’hypothèse de pseudo-compressibilité
soit satisfaite, il faut que la vitesse du son dans le gaz (la plus faible) soit de l’ordre de 3 m.s−1,
garantissant un nombre de Mach inférieur à 0,3.

Nous choisissons donc comme premier jeu de paramètres :

c1 =
cair

100
= 3.4 m.s−1 et c2 =

ceau

100
= 18 m.s−1 ,

les vitesses du son des deuxième et troisième couples étant respectivement trois fois plus petites
(c1 = 1.13 m.s−1, c2 = 6 m.s−1) et trois fois plus grandes (c1 = 10.2 m.s−1, c2 = 54 m.s−1). Nous
effectuons le calcul jusqu’au temps finalt f = 1.5 s, et nous comparons les grandeursza et zb (en
fonction du temps) à leur valeur expérimentale. LaFIGURE 6.7 rassemble les résultats pour le
premier couple de vitesses du son, les FIGURES 6.8 et 6.9 rassemblant ceux pour les deux autres
couples.
L’expérience se déroule en quatre temps :

Première étape : tant que l’accélération transverse continue d’agir (t < τ = 0.1 s), le liquide re-
monte le long de la paroi inclinée, et descend le long de la paroi verticale.
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Deuxième étape :l’accélération transverse cesse d’agir, le liquide continue de remonter le long
de la paroi inclinée jusqu’au tempstmax' 0.2 s, alors qu’il remonte le long de la paroi
verticale : l’interface "se creuse".

Troisième étape : le long de la paroi inclinée, le fluide retombe jusqu’à provoquer un déferlement,
le liquide déferlant de la paroi verticale vers la paroi inclinée. Côté paroi verticale, le fluide
oscille autour de sa hauteur d’équilibre, alors qu’une bulle est capturée par le déferlement.

Quatrième étape : à partir du tempst ∼ 0.4 s le fluide ballotte autour de sa position d’équilibre.

Lors du benchmark COMPERE, un des points de discrimination entre les codes a été la hauteur
maximale de remontée le long de la paroi inclinée (maximum deza), ainsi que le temps où cette
remontée maximale est atteinte (tmax). D’autre part, la hauteur minimale atteinte le long de la paroi
verticale (minimum dezb) n’a par contre pas été discriminante et on remarque que, vis à vis de
cette hauteur minimale, nos résultats ne sont pas sensibles au choix des vitesses du son. Par contre,
on peut constater que le maximum deza y est légèrement sensible ; c’est dû à l’augmentation
de la diffusion numérique avec la vitesse du son qui entraîne une remontée moins importante du
liquide sur la paroi inclinée, voirTABLEAU 6.1. Concernant les première et deuxième étapes de
l’expérience, on peut donc dire que nos résultats sont bons. Concernant la fin du calcul, on peut
également constater que le fluide finit toujours par ballotter dans le dièdre, le début de la quatrième
étape n’ayant pas toujours lieu au même moment. Il apparaît donc clairement que les vitesses du
son ont de l’influence sur la troisième étape, c’est à dire le déferlement.

c1 = 1.13 m.s−1 c1 = 3.4 m.s−1 c1 = 10.2 m.s−1 Résultats
c2 = 6 m.s−1 c2 = 18 m.s−1 c2 = 54 m.s−1 expérimentaux

za max 0.0956 m 0.0947 m 0.0925 m 0.102 m

tmax 0.181 s 0.187 s 0.197 s 0.2 s

TAB . 6.1 – Hauteur de remontée maximale le long de la paroi inclinée

En comparant les courbes dezb pour les différents couples de vitesses du son, on se rend compte
que dans le casc1 = 1.13 m.s−1, c2 = 6 m.s−1, FIGURE 6.8, il y a une remontée anormale du
liquide à partir du tempst ∼ 0.5 s. Cette anomalie s’explique par le fait que les vitesses du son
sont trop faibles. En effet, la bulle capturée par le déferlement n’est “pas assez incompressible”,
et change de volume en descendant dans le liquide. Quand elle remonte, elle se détend beaucoup
trop, et provoque une remontée du fluide côté paroi verticale, voirFIGURE 6.10. De la même façon,
si les courbesza(t) et zb(t) correspondant àc1 = 10.2 m.s−1 et c2 = 54 m.s−1 sont correctes vis à
vis des résultats expérimentaux (voirFIGURE 6.9), le tracé des isolignes de fraction volumique à
différents instants,FIGURE 6.12, prouve que les vitesses du son sont trop importantes, aboutissant à
une interface largement diffusée en fin de calcul. Enfin, les mêmes tracés correspondant au couple
c1 = 3.4 m.s−1 et c2 = 18 m.s−1, FIGURE 6.7, prouvent un bon comportement du code pour ces
valeurs.
Nous pouvons donc dire que lorsqu’on souhaite simuler un écoulement incompressible, il y a un
intervalle optimal pour le choix des “pseudo-vitesses du son” : des vitesses du son trop faibles
conduisent à des effets (attendus !) de compressibilité, alors que de trop fortes vitesses du son
conduisent à des résultats trop soumis à la diffusion numérique.
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FIG. 6.7 – Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas non-linéaire,c1 = 3.4 m.s−1,
c2 = 18 m.s−1 ; en haut :za ; en bas :zb.



160 6 - BALLOTTEMENT ET GRANDES DÉFORMATIONS D’ UNE INTERFACE

0 0.5 1 1.5

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

t (in s)

F
re

e 
su

rf
ac

e 
el

ev
at

io
n 

(in
 m

)

z
a
 vs time, ∆ y=1/1000

calculated z
a
  

experimental z
a

0 0.5 1 1.5

−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

t (in s)

F
re

e 
su

rf
ac

e 
el

ev
at

io
n 

(in
 m

)

z
b
 vs time, ∆ y=1/1000

calculated z
b
  

experimental z
b

FIG. 6.8 – Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas non-linéaire,c1 = 1.13 m.s−1,
c2 = 6 m.s−1 ; en haut :za ; en bas :zb.
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FIG. 6.9 – Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas non-linéaire,c1 = 10.2 m.s−1,
c2 = 54 m.s−1 ; en haut :za ; en bas :zb.
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Etat initial       z
a
 max            

Capture de la bulle Descente bulle     

Remontee bulle     Sortie bulle       

FIG. 6.10 – Evolution du liquide dans le domaine pourc1 = 1.13 m.s−1, c2 = 6 m.s−1.
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 max            
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Remontee bulle     Sortie bulle       

FIG. 6.11 – Evolution du liquide dans le domaine pourc1 = 3.4 m.s−1, c2 = 18 m.s−1.
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Etat initial       z
a
 max            

Capture de la bulle Descente bulle     

Diffusion bulle    Interface diffuse  

FIG. 6.12 – Evolution du liquide dans le domaine pourc1 = 10.2 m.s−1, c2 = 54 m.s−1.
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6.2 Réorientation d’une interface par reprise de poussée : for-
mation de geysers

Suite aux résultats du premier benchmark COMPERE, un deuxième benchmark devrait être orga-
nisé. Dans cette optique, les partenaires universitaires du CNES ont proposé des cas tests. Suite
à une étude expérimentale [47], le LEGI a notamment proposé d’étudier la formation de geysers
qui peut se produire en fin de phase balistique lorsque l’on réoriente le dernier étage d’un lanceur.
L’étude de ce phénomène a un intérêt double pour le CNES :
– quelle que soit la forme du geyser, il est important de pouvoir évaluer sa hauteur en fonction de

paramètres sans dimension. En effet, si le geyser formé est trop haut, il peut venir au contact
d’une paroi chaude, provoquant une vaporisation du liquide et par suite une augmentation de la
pression du gaz dans le réservoir. Rappelons que cette pression du gaz est importante pour la
tenue mécanique du réservoir.

– Lorsque le geyser se rétracte, suivant sa forme à sa hauteur maximale, du gaz peut être piégé
dans le liquide. Il est alors important d’être capable de caractériser la taille des bulles capturées
et le taux de gaz dissous, et ce dans les instants suivant la retombée du geyser. Le but serait
alors d’obtenir une échelle de temps de dégazage du liquide. Rappelons qu’un trop fort taux de
gaz dissous dans le carburant liquide est préjudiciable au moteur principal du dernier étage du
lanceur.

La géométrie des cas test proposés est présentéeFIGURE 6.13. Le couple de fluide utilisé pour les
expériences est le couple air-eau, avec :

σ
ρeau

= 7,3.10−5 N.m2.kg−1 , etµeau= 1,02.10−3 Pa.s.

Nous avons effectué des calculs pour deux des sous cas tests proposés, notre but étant d’évaluer
l’influence de l’accélération de la paroi sur la forme de l’interface, c’est à dire du geyser. Nous
n’étudierons donc pas ce qui se passe après la retombée du geyser. En effet, cette paroi n’est qu’un
moyen expérimental pour initier la formation du geyser et son influence doit être négligeable si
l’on veut que cette étude soit exploitable pour des applications de formation de geyser dans les
réservoirs de véhicules spatiaux. Exploitant les photographies issues des expériences,FIGURE 6.14,
on estime grossièrement l’accélérationa de la paroi pour obtenir :a∼ 0,7g' 7 m.s−2. Nous avons
donc effectué des calculs pour différentes accélérations de la paroi,a = 7, 14, 28, 58 m.s−2,
suivant le casA4 ou A6. Les figures pages suivantes rassemblent les résultats pour un maillage
régulier du domaine[0,R]× [0,H] comprenant 30× 120 cellules. Nous avons également réalisé
un calcul sur un maillage deux fois plus fin (60×240 cellules) et pour une accélération de paroi
a = 0,9g dans le casA4. Les résultats obtenus pour ce maillage, voirFIGURE 6.19 sont en bon
accord avec les réultats expérimentaux,FIGURE 6.14en haut.

Dans les deux cas, l’échelle de temps caractéristique de la convergence du fluide à l’axe du réser-
voir est :

t0 =
R−e√

gh0
,

correspondant au temps de parcours de la distanceR−eà la vitesse caractéristique du laché d’une
colonne de fluide de hauteurh0 soumise à la gravité. Ce temps caractéristique est de l’ordre du di-
zième de seconde. D’après notre étude, l’élément important au cours de l’expérience est la position
de la paroi à l’instant où le fluide converge à la paroi. En effet, à cet instant, le fait que la paroi soit
encore ou non en contact avec le fluide influence la forme du geyser à sa hauteur maximale. Sur
le casA4 et pour des accélérations de 7 m.s−2 et 14 m.s−2, respectivementFIGURE 6.15et FIGURE
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FIG. 6.13 – Définition des cas tests de formation de geyser.

6.16, la paroi est encore en contact au moment de la convergence. Dans ces deux cas, le geyser
prend une forme de champignon plus ou moins prononcée. Par contre, pour le même casA4 mais
pour des accélérations de la paroi plus importantes,FIGURE 6.17etFIGURE 6.18, la paroi n’est plus
en contact au moment de la convergence et les geysers n’ont pas la forme de champignon. Cette
observation est également confirmée dans le casA6, voir FIGURES6.20,6.21et6.22, où le moment
de la convergence du fluide à l’axe est toujours postérieure au moment où la paroi n’est plus en
contact avec le fluide : le geyser n’a jamais la forme d’un champignon.

L’explication qui nous semble raisonnable est la suivante. Lorsque la paroi retient encore du fluide
au moment de la convergence du fluide, le fluide retenu va alors rester proche de l’interface avec
le gaz et "glisser" sur le geyser en cours de formation comme sur un toboggan, conduisant à un
geyser en forme de champignon.

Remarques :

1. Pour confirmer notre analyse, il faudrait effectuer un calcul sur le casA6 avec une très faible
accélération de la paroi et, bien sur, que des résultats expérimentaux viennent confirmer
l’hypothèse émise.

2. La même étude, effectuée par J.P. Vila avec la méthode numérique lagrangienne SPH [14],
a donné des résultats très similaires.
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FIG. 6.14 – Aperçu des résultats expérimentaux (E. Hopfinger, LEGI) : en haut : cas A4 ; en bas :
cas A6.



168 6 - BALLOTTEMENT ET GRANDES DÉFORMATIONS D’ UNE INTERFACE

FIG. 6.15 – Formation de geysers : influence de la paroi. En haut à gauche : état initial ; en haut
à droite :t ' t0/2 ; au milieu à gauche :t = t0 ; au milieu à droite : initiation du geyser ; en bas à
gauche : la paroi n’est plus en contact ; en bas à droite : hauteur maximale du geyser.
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FIG. 6.16 – Formation de geysers : influence de la paroi. En haut à gauche : état initial ; en haut à
droite :t ' t0/2 ; au milieu à gauche :t = t0 ; au milieu à droite : la paroi n’est plus en contact ; en
bas à gauche : initiation du geyser ; en bas à droite : hauteur maximale du geyser.
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FIG. 6.17 – Formation de geysers : influence de la paroi. En haut à gauche : état initial ; en haut à
droite :t ' t0/2 ; au milieu à gauche : la paroi n’est plus en contact ; en bas à gauche : initiation du
geyser ; en bas à droite : hauteur maximale du geyser.
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FIG. 6.18 – Formation de geysers : influence de la paroi. En haut à gauche : état initial ; en haut à
droite :t ' t0/2 ; au milieu à gauche : la paroi n’est plus en contact ; au milieu à droite :t = t0 ; en
bas à gauche : initiation du geyser ; en bas à droite : hauteur maximale du geyser.
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FIG. 6.19 – Formation de geysers : influence de la paroi, maillage fin. En haut à gauche : état
initial ; en haut à droite :t ' t0/2 ; au milieu à gauche :t = t0 ; au milieu à droite : la paroi n’est
plus en contact ; en bas à gauche : hauteur maximale du geyser ; en bas à droite : descente du
geyser.
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FIG. 6.20 – Formation de geysers : influence de la paroi. En haut à gauche : état initial ; en haut à
droite :t ' t0/2 ; au milieu à gauche : la paroi n’est plus en contact ; au milieu à droite :t = t0 ; en
bas à gauche : initiation du geyser ; en bas à droite : hauteur maximale du geyser.
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FIG. 6.21 – Formation de geysers : influence de la paroi. En haut à gauche : état initial ; en haut à
droite :t ' t0/2 ; au milieu à gauche : la paroi n’est plus en contact ; au milieu à droite :t = t0 ; en
bas à gauche : initiation du geyser ; en bas à droite : hauteur maximale du geyser.
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FIG. 6.22 – Formation de geysers : influence de la paroi. En haut à gauche : état initial ; en haut à
droite :t ' t0/2 ; au milieu à gauche : la paroi n’est plus en contact ; au milieu à droite :t = t0 ; en
bas à gauche : initiation du geyser ; en bas à droite : hauteur maximale du geyser.
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Chapitre 7

Réorientation d’une interface après
réduction de gravité

7.1 Introduction

Ce cas test est également issu du benchmark COMPERE. Il a été choisi pour comparer la capacité
des codes à reproduire une réorientation de l’interface après réduction brutale de la gravité. Pour
se faire, nous disposons de résultats expérimentaux fournis par le ZARM, par ailleurs décrits dans
[87, 52]. L’expérience consiste à placer un réservoir cylindrique de petite dimension (rayonR de
l’ordre de la dizaine de centimètre) en haut d’une tour de chute libre, l’axe du réservoir étant aligné
avec la direction de la gravité. Les propriétés du fluide, et plus particulièrement le paramètreσ/ρ,
sont choisies de telle sorte que le ménisque se formant soit visible. Un quasi-vide est alors créé
dans la tour (∼ 10 Pa) de façon à réduire la trainée du réservoir lors de sa chute. Le réservoir
est alors laché. La durée de la chute, et donc de microgravité pour le liquide contenu dans le
réservoir, est d’environ 4,7 s. Au cours de la chute, une caméra filme l’interface à travers une paroi
transparente. Traitées numériquement, ces images fournissent alors la forme de l’interface tout au
long de la chute. On en déduit ensuite le signal temporel de la position de l’interface sur la paroi
et sur l’axe du cylindre.

Nous comparons les résultats obtenus avec notre méthode à ces résultats expérimentaux, ainsi
qu’aux résultats obtenus par Fluent lors du benchmark. Il faut souligner que les résultats de Fluent
que nous présentons ont été obtenus avec une condition d’angle statique.

Deux sous cas tests ont été définis suivant la valeur de l’angle statique à la paroiθs. Le premier
correspond à un petit angle statique,θs = 5,5 ◦, le second correspondant à un grand angle statique,
θs = 55 ◦. Les autres paramètres des fluides utilisés lors des expériences sont rassemblés dans le
TABLEAU 7.1.

Dans le cas du grand angle de contact, les résultats expérimentaux prouvent qu’après un cours tran-
sitoire, l’interface est "accrochée" à la paroi alors que la position de l’interface sur l’axe présente
un comportement oscillant. Afin de reproduire ces résultats, nous testerons les modèles d’angle
de contact proposés §1.2.3. Cet accrochage de la ligne triple à la paroi est en effet un élément
révélateur des phénomènes d’hysteresis. Dans le cas du petit angle de contact, les phénomènes
d’hysteresis sont absents et l’interface tend lentement vers sa position d’équilibre finale (un arc de
cercle de rayonR/cosθs).

Il s’agit de calculs dans un cylindre, en configuration axisymétrique. Pour chacun des deux cas
tests, il faut commencer par obtenir la solution initiale pour laquelle la forme de l’interface est un
ménisque résultant de l’équilibre entre la gravité et la condition d’angle de contact statique à la

177
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Tension de
Masse Viscosité surface[
kg.m−3

]
[ Pa.s]

[
N.m−1

]

Cas 1 ρ` = 902,8 µ` = 2,27.10−3 σ`/air = 2,681.10−2

Cas 2 ρ` = 878,7 µ` = 2,57.10−3 σ`/air = 1,807.10−2

Air ρg = 1,205 µg = 1,818.10−5 -

TAB . 7.1 – Propriétés des fluides utilisés pour les deux cas tests de réorientation d’interface après
réduction de gravité.

paroi du cylindre. Pour cela, nous effectuons les calculs avec des fluides dont les viscosités sont
augmentées de façon à accélérer la convergence vers l’état stationnaire. À partir de la solution
obtenue, nous relançons le calcul avec les viscosités réelles. Le nouvel état stationnaire obtenu
correspond à la solution initiale pour le cas test considéré.

7.2 Cas d’un angle de contact faible

Pour ce cas test, le rayon du réservoir cylindrique utilisé lors des expériences estR = 15 mm.
Le maillage le plus fin utilisé pour ce calcul est donnéFIGURE 7.1. Il comporte 60 cellules régu-
lièrement espacées dans la direction horizontale (∆x = 0.25 mm) et 124 cellulesirrégulièrement
espacées dans la direction verticale. Dans la zone où le maillage est le plus fin, le pas d’espace
∆y est∆y= 0.25 mm. Les résultats de comparaison entre modèle d’angle statique, modèle d’angle
dynamique, Fluent et résultats expérimentaux,FIGURE 7.3, ont été obtenus sur un maillage deux
fois plus grossiers (30×62 cellules).

La forme initiale de la surface libre (ménisque sous gravité) est représentéeFIGURE 7.2. On
constate un bon accord avec les résultats expérimentaux. LaFIGURE 7.3 rassemble les évolutions
de la hauteur de la surface libre le long de l’axe et de la paroi pour le maillage grossier. Pour ce
maillage, deux calculs ont été fait. Le premier correspond à une condition d’angle statique et le
second correspond à la loi de Tanner, le paramètre du modèle étant` = 50. On constate deux effets
du modèle d’angle dynamique :
– sur l’axe, la fréquence d’oscillation obtenue est plus proche de la fréquence expérimentale.
– À la paroi, la remontée de la surface libre est plus proche de celle observée expérimentalement.
La FIGURE 7.4présente les résultats obtenus sur le maillage fin. L’effet de ce raffinement de mail-
lage est surtout perceptible sur l’évolution de la hauteur de remontée à la paroi.
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FIG. 7.1 – Maillage fin pour le cas COMPERE3.1 (petit angle de contact).

FIG. 7.2 – Résultats du cas COMPERE 3.1 (petit angle de contact). Forme initiale de la surface
libre, maillage grossier.
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FIG. 7.3 – Résultats du cas COMPERE3.1 (petit angle de contact). En haut : évolution de la position
de la surface libre sur la paroi, maillage grossier. En bas : évolution de la position de la surface
libre sur l’axe, maillage grossier.
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FIG. 7.4 – Résultats du cas COMPERE3.1 (petit angle de contact). En haut : évolution de la position
de l’interface sur l’axe et la paroi, maillage fin. En bas : forme finale de la surface libre, maillage
fin.
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7.3 Cas d’un angle de contact élevé

Ici le rayon du réservoir estR= 10 mm. Le maillage du domaine de calcul est présentéFIGURE

7.5. Ce maillage comporte 20 cellules régulièrement espacées dans la direction horizontale (∆x =
0.5 mm) et 60 cellulesirrégulièrementespacées dans la direction verticale. Le pas d’espace vertical
dans la zone où le maillage est le plus fin est∆y = 0.25 mm.

FIG. 7.5 – Maillage pour le cas COMPERE3.2 (grand angle de contact).

La forme initiale de la surface libre est présentéeFIGURE 7.6. À nouveau, on constate un bon accord
avec les données expérimentales. Trois calculs ont été effectués, le premier avec une condition
d’angle statique à la paroi, le deuxième avec la loi de Tanner, le paramètre` étant fixé à 20, et enfin
un troisième calul avec le modèle du ZARM, les paramètres,θs et ∆θ, choisis étant ceux proposés
et utilisés dans [35] : θs = 55 ◦, ∆θ = 2,5 ◦. L’effet de la loi de Tanner sur ce cas test est moins
clair que pour le cas précédent, voirFIGURE 7.7. Seul l’amortissement des oscillations de la surface
libre à la paroi est réduit. Par contre, le deuxième modèle, qui prend en compte l’hysteresis permet
d’obtenir l’accrochage de la ligne triple à la paroi, voirFIGURE 7.8.

7.4 Conclusion sur le cas test

L’ajout d’un modèle d’angle dynamique permet d’améliorer significativement les résultats, dans le
cas à petit angle de contact à l’aide de la loi de Tanner et dans le cas d’un grand angle de contact
avec un modèle prenant en compte l’hysteresis de la ligne triple. Cependant, on peut remarquer
que les résultats obtenus avec le modèle d’angle statique sont corrects en comparaison de ceux
obtenus par Fluent lors du Benchmark.

Nous pensons que pour traiter des phénomènes de réorientation d’interface en microgravité, il est
crucial de disposer d’un modèle d’angle dynamique. Nos résultats prouvent au moins que les phé-
nomènes pariétaux méritent une modélisation qui tiennent compte d’échelles plus petites que les
échelles de discrétisation, c’est à dire de disposer de telles lois de parois. Il serait donc intéressant
de poursuivre cette étude et de déterminer les conditions d’utilisation précises de ces modèles.
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FIG. 7.6 – Résultats du cas COMPERE3.2 (grand angle de contact). Forme initiale de la surface
libre.
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FIG. 7.7 – Résultats du cas COMPERE 3.2 (grand angle de contact). En haut : évolution de la
position de la surface libre sur la paroi. En bas : évolution de la position de la surface libre sur
l’axe.
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FIG. 7.8 – Résultats du cas COMPERE3.2 (grand angle de contact). Évolution de la position de
l’interface sur l’axe et la paroi, modèle avec hysteresis.
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Conclusion

L ES travaux présentés portent sur la modélisation et la simulation numérique des écou-
lements diphasiques à interface libre, dans le contexte de l’étude du comportement des
fluides dans les réservoirs de véhicules spatiaux. Dans ce cadre, bien que s’agissant d’écou-

lements incompressibles, la modélisation proposée est basée sur l’utilisation d’un modèle à deux
fluides compressibles. Les conditions de validité de ce modèle en situation d’écoulements quasi-
incompressibles sont donc précisées. Par ailleurs, une attention particulière a été portée à la modé-
lisation des phénomènes de tension interfaciale. Les effets capillaires sont en effet pris en compte
sous forme conservative, permettant d’intégrer de façon naturelle les effets Marangoni ainsi que
l’angle de contact à la paroi, qu’il soit statique ou dynamique. Le modèle obtenu pour ces effets
constitue un aspect original de notre travail. Les aspects thermiques sont traités par une approche de
type Boussinesq, généralement bien adaptée au couplage entre convection naturelle et convection
Marangoni.

L’étude mathématique du modèle justifie nos choix de lois de fermeture de mélange. Rappelons
qu’il est nécessaire de disposer de telles lois lorsqu’il s’agit de modèles à deux fluides. Puis, l’intro-
duction d’un modèle de relaxation, dont les solutions sont proches de celle du modèle à l’équilibre,
permet de préciser les propriétés thermodynamique du modèle isotherme, et plus particulièrement
la dissipation d’énergie associée aux effets de tension superficielle. D’autre part, l’étude détaillée
des propriétés mathématiques du modèle de relaxation, utilisé dans la méthode numérique, permet
d’obtenir un schéma numérique robuste.

La méthode numérique, basée sur une approche de type volumes finis, est d’ordre deux en temps
(schéma Runge-Kutta à deux étapes) et en espace (Godunov-MUSCL). Les termes de capillarité,
de viscosité et de conduction thermique, traités de manière explicite, sont discrétisés en suivant
une démarche constructive. En imposant aux schémas correspondants l’invariance de certaines
solutions stationnaires du modèle continu, nous montrons qu’il est possible, par le biais de choix
de discrétisation, d’améliorer la précision des résultats pour des écoulements diphasiques cisaillés
(Couette plan et Poiseuille plan). En suivant la même démarche, nous obtenons un moyen simple de
modifier le schéma de discrétisation des forces de viscosité pour prendre en compte correctement
la dépendance de la tension de surface avec la température. Ce résultat original est justifié par
une étude de consistance. Il est également confirmé par les résultats numériques obtenus pour un
écoulement diphasique de Poiseuille plan en présence d’un gradient longitudinal de température.

La méthode développée est validée pour des situations de ballottement et de grandes déformations
d’une interface. Nous pensons qu’il serait souhaitable de continuer l’effort de validation dans des
situations de microgravité, sur la base, par exemple, des travaux récents de Billingham [8]. Les
résultats numériques obtenus, concernant le comportement d’une interface après réduction de la
gravité prouvent que la prise en compte de modèles d’angle dynamique, sous la forme de lois de
paroi, diminue l’erreur commise vis à vis des données expérimentales. Ces résultats, originaux
dans le cas où l’angle de contact statique avec la paroi est faible, sont encourageants quant à
l’utilisation de modèles d’angle dynamique dans les codes de calcul. La détermination plus précise
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des paramètres de ces modèles, en particulier les liens entre la vitesse de la ligne triple et la vitesse
numérique locale, ainsi que l’influence du pas de maillage, devrait améliorer encore les résultats.
La simulation des instabilités diphasiques de Rayleigh-Bénard-Marangoni, rendue possible par la
prise en compte des effets Marangoni, devrait être un premier cas intéressant de validation si l’on
veut poursuivre l’étude des aspects thermiques des problèmes posés dans le cadre du programme
COMPERE.

Sur le plan de la modélisation, nous pensons qu’il faudrait continuer les efforts d’analyse thermo-
dynamique du modèle, en particulier concernant les aspects thermiques. D’autre part, les ferme-
tures pour la viscosité et le coefficient de conduction thermique de mélange doivent également être
étudiées plus en détail. En ce qui concerne la discrétisation des effets capillaires, nous sommes
convaincus qu’il est possible de réduire l’amplitude des courants parasites en analysant de façon
détaillée les échanges énergétiques au niveau discret.
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Annexe A

Convexité de l’entropie

Il s’agit ici de montrer la convexité des entropies des modèles(E)et (R ) . Pour cela, il suffit de
montrer :

– la convexité de l’entropieSdu modèle(R )
– queα∗ est l’unique solution du problème de minimisation :

min
α∈[0,1]

{S(α, ρ̃1, ρ̃2,ρu)/ρ̃1, ρ̃2,ρu fixés}

A.1 Convexité de l’entropie du modèle(E)

Pour le second point, tous les calculs ont été faits, il suffit de remarquer que∂S
∂α =−ϕ, ϕ ayant été

utilisée dans la définition de la fraction volumique d’équilibreα∗, et dont on sait qu’elle s’annule
enα∗. La dérivée seconde∂

2S
∂α2 = −∂ϕ

∂α a également été calculée et est positive, ce qui prouve que
α∗ réalise bien le minimum deS.

Dès lors, la fonctionS∗, définie parS∗(ρ̃1, ρ̃2,ρu) = S(α∗(ρ̃1, ρ̃2), ρ̃1, ρ̃2,ρu)) sera une entropie
convexe pour le modèle(E) . En effet, la caractérisation de la convexité de l’entropieS par les
gradients s’écrit :

[∇wS(w)−∇wS(ŵ)] · (w− ŵ)≥ 0 , (A.1)

cette relation étant valable pour tous les couples de vecteur(w, ŵ). D’autre part, par définition de
S∗, on a :

∇(ρ̃1,ρ̃2,ρu)S∗ =
∂S
∂α︸ ︷︷ ︸

=0 puisqueα∗ est un minimum

∇(ρ̃1,ρ̃2,ρu)α∗+∇(ρ̃1,ρ̃2,ρu)S,

relation qui, injectée dans (A.1) écrite pourα = α∗, donne directement la convexité de l’entropie
S∗.
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A.2 Convexité de l’entropie du modèle(R )

On s’intéresse donc à la convexité de :

S(α, ρ̃1, ρ̃2,ρu) =
1
2

(ρu)2

ρ̃1 + ρ̃2
+ ρ̃1 f1(ρ̃1/α)+ ρ̃2 f2(ρ̃2/(1−α))

On rappelle que, d’une part :ρ̃2
i f ′i = α2

i pi , et d’autre part :

∇wS=



p2− p1

−1
2

(ρu)2

(ρ̃1 + ρ̃2)2 + f1 +
p1

ρ1

−1
2

(ρu)2

(ρ̃1 + ρ̃2)2 + f2 +
p2

ρ2

q
ρ̃1 + ρ̃2


On veut montrer que :

I(w, ŵ) = [∇wS(w)−∇wS(ŵ)] · (w− ŵ)≥ 0

Pour cela, on écritI = Iec+ Ip, où Iec contient les termes provenant de l’énergie cinétique, etIp

les autres. En revenant algébriquement (sans changement de variable) aux variables naturelles, on
écrit :

Iec =−1
2
(u2− û2)(ρ− ρ̂)+(u− û)(ρu− ρ̂û)

en se souvenant queρ = ρ̃1+ ρ̃2. On met(u− û) en facteur, et avec l’identité[ab] = ā[b]+ b̄[a], on
obtient :

Iec =
ρ+ ρ̂

2
(u− û)2 ≥ 0

Pour conclure, il suffit donc de prouver queIp est positif, ou ce qui revient au même, de montrer
la convexité de la fonctionSp définie parSp(α, ρ̃1, ρ̃2) = S(α, ρ̃1, ρ̃2,0).

On calcule le hessien deSp, on obtient :

H = ∇2Sp =



ρ̃1

α2c2
1 +

ρ̃2

(1−α)2c2
2 −

c2
1

α
c2

2

1−α

−
c2

1

α
c2

1

ρ̃1
0

c2
2

1−α
0

c2
2

ρ̃2


Calculant le polynôme caractéristique deSp, on montre aisément qu’il se met sous la forme :

det(H−ζI) =−ζPH(ζ)

oùPH est un polynôme de degré deux de la forme :

PH(ζ) = ζ2−Σζ+Π
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avecΠ ≥ 0 et Σ ≥ 0, ce qui prouve que ses deux racines réelles (H est symétrique réelle) sont
positives, et achève la preuve.

Le fait que 0 soit valeur propre du hessien deSp montre également queS n’est pas strictement
convexe.
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Annexe B

Propriétés de la fonctionδU

On démontre dans cette annexe les propriétés de la fonctionδU, utile lors de la résolution du pro-
blème de Riemann associé au modèle (R ). Cette étude simple mais un peu fastidieuse prend tout
son intérêt dans la mise en oeuvre, la bonne convergence de la méthode itérative étant essentielle
dans un schéma de Godunov exact.

On rappelle que les 1-courbes de choc et de détente s’écrivent sous la forme :

u1 = ug +Θg(P) , avec :Θg(P) =


cg log

(
Pg− P̃0g

P− P̃0g

)
si P 6 Pg

−
P−Pg√

ρg(P− P̃0g)
si P > Pg

,

alors que les 3-courbes de choc et de détente s’écrivent :

u3 = ud +Θd(P) , avec :Θd(P) =


−cd log

(
Pd− P̃0d

P− P̃0d

)
si P 6 Pd

P−Pd√
ρd(P− P̃0d)

si P > Pd

.

On définit alors la fonctionδU = u1−u3. Il s’agit de prouver :

– δU estC1 sur I , avecδU′ < 0, doncδU est strictement décroissante,
– lim

P→P̃0

δU = +∞

– lim
P→+∞

δU =−∞

Ainsi, sur l’intervalle I , il existe une unique solutionP∗ à l’équation (3.12) : δU(P∗) = 0.
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B.1 Décroissance

Il suffit en fait de prouver queΘg est décroissante (Θg C1 et Θ′
g < 0) puis queΘd est croissante

(Θd C1 et Θ′
d > 0).

B.1.1 1-onde

La fonctionΘg est dérivable sur]P̃0g,+∞[, avec :

Θ′
g(P) =



−
cg

P− P̃0g
si P 6 Pg

ρg

(
P̃0g−

P+Pg

2

)
(
ρg(P− P̃0g)

)3/2
si P > Pg

.

De plusΘg est mêmeC1 puisque :

lim
P→Pg+0

Θ′
g =− 1

ρgcg
= lim

P→Pg−0
Θ′

g .

Enfin, puisqueP > P̃0g etPg > P̃0g, on a bienP̃0g <
P+Pg

2
et par suite :

Θ′
g < 0 .

B.1.2 3-onde

De la même manière, la fonctionΘd est dérivable sur]P̃0d,+∞[, avec :

Θ′
d(P) =



cd

P− P̃0d
si P 6 Pd

−
ρd

(
P̃0d−

P+Pd

2

)
(
ρd(P− P̃0d)

)3/2
si P > Pd

.

De plusΘd est mêmeC1 puisque :

lim
P→Pd+0

Θ′
d =

1
ρdcd

= lim
P→Pd−0

Θ′
d .

Enfin, puisqueP > P̃0d etPd > P̃0d, on a bienP̃0d <
P+Pd

2
et par suite :

Θ′
d > 0 .

B.1.3 Bilan

En rassemblant les résultats, on a bien :

δU estC1 sur I , avecδU′ < 0, doncδU est décroissante.



B.2 - Limites aux bornes 197

B.2 Limites aux bornes

B.2.1 Pression de mélange infinie

LorsqueP est supérieur à max(Pg,Pd), on a :

δU(P) = ug−ud−

 P−Pg√
ρg(P− P̃0g)

+
P−Pd√

ρd(P− P̃0d)

 ,

donc :

δU(P)∼+∞ −
√ρd +√ρg
√ρgρd

√
P ,

et par suite :

lim
P→+∞

δU =−∞ .

B.2.2 Pression de mélange critiquẽP0

On rappelle quẽP0 = max(P̃0g, P̃0d). Il faut alors distinguer deux cas : soitP̃0 < min(Pg,Pd), soit
Pg ouPd est inférieur ou égal à̃P0.

B.2.2.1 Premier cas :P̃0 < min(Pg,Pd)

Dans ce cas, la pressionP tendant vers̃P0, on peut toujours supposerP < min(Pg,Pd), donc :

δU(P) = ug−ud +cg log

(
Pg− P̃0g

P− P̃0g

)
︸ ︷︷ ︸

(g)

+cd log

(
Pd− P̃0d

P− P̃0d

)
︸ ︷︷ ︸

(d)

.

CommeP̃0 vaut soitP̃0g, soitP̃0d, l’un des deux termes (g) ou (d) tend vers+∞, l’autre étant borné,
et on a bien lim

P→P̃0

δU(P) = +∞.

B.2.2.2 Second cas :Pg 6 P̃0 ou Pd 6 P̃0

Si Pg 6 P̃0, pourP> P̃0, on a nécessairement,P> Pg, et donc pour̃P0 = P̃0d < P6 Pd, δU s’écrit :

δU(P) = ug−ud−
P−Pg√

ρg(P− P̃0g)︸ ︷︷ ︸
borné

+cd log

(
Pd− P̃0d

P− P̃0d

)
︸ ︷︷ ︸

→+∞

,

ce qui prouve bien que lim
P→P̃0

δU(P) = +∞. De la même manière, siPd 6 P̃0, le terme provenant de

u3 reste borné, alors que le terme provenant deu1 tend vers+∞.

B.2.2.3 Bilan

Dans tous les cas, on a bien :

lim
P→P̃0

δU = +∞ .
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B.3 Convexité

Ici, on montre queδU est deux fois dérivable surI , avecδU′′ > 0, donc queδU est convexe.
Rappelons que cette propriété est utile lors de la résolution par une méthode de Newton de l’équa-
tion (3.12). À cette fin, il suffit de montrer queΘ′′

g > 0, etΘ′′
d < 0.

B.3.1 1-onde

On calcule la dérivée seconde deΘg, et on obtient :

Θ′′
g(P) =



c2
g

(P− P̃0g)2
si P 6 Pg

−
2ρ2

g

(
P̃0g−

5P+3Pg

8

)
(
ρg(P− P̃0g)

)5/2
si P > Pg

,

ce qui prouve bien que :

Θ′′
g > 0 ,

puisqueP etPg sont supérieurs à̃P0g, doncP̃0g <
5P+3Pg

8
.

B.3.2 3-onde

De la même manière, on calcule la dérivée seconde deΘd :

Θ′′
d(P) =



−
c2

d

(P− P̃0d)2
si P 6 Pd

2ρ2
d

(
P̃0d−

5P+3Pd

8

)
(
ρd(P− P̃0d)

)5/2
si P > Pd

,

ce qui prouve bien que :

Θ′′
d < 0 ,

puisqueP etPd sont supérieurs à̃P0d, doncP̃0d <
5P+3Pd

8
.

B.3.3 Remarque

Les fonctionsΘ′′
g et Θ′′

d ne sont respectivement pas continues enPg etPd, puisque d’une part :

lim
P→Pg+0

Θ′′
g(P) =

2
ρ2

gc3
g
6= 1

ρ2
gc3

g
= lim

P→Pg−0
Θ′′

g(P) ,

et d’autre part :

lim
P→Pd+0

Θ′′
d(P) =− 2

ρ2
dc3

d

6=− 1

ρ2
dc3

d

= lim
P→Pd−0

Θ′′
d(P) .



Annexe C

Version axisymétrique du code de calcul

Nous présentons ici succintement les modifications apportées au modèle de relaxation (puisque
nous intégrons numériquement les équations associées à ce modèle) et à la méthode numérique
afin de pouvoir traiter les situations où à la fois la géométrie et l’écoulement sont axisymétriques.
Nous nous plaçons également sous l’hypothèse que la vitesse orthoradiale est nulle et qu’elle le
reste.

Les coordonnées cylindriques étant particulièrement bien adaptées aux géométries axisymétriques,
nous projetons les différentes équations du modèle sur les vecteurs de base associés, que nous
notons encore(ex,ey). Nous notons doncx la coordonnée radiale,y la cordonnée axiale et(u,v)
les composantes de la vitesse dans cette base. On peut écrire les équations sous la forme suivante :

∂
∂t

(xρα)+ ∇̃ · (xραV) =
1
ε

[
p1

(
xρ̃1

xα

)
− p2

(
xρ̃2

x(1−α)

)]
∂
∂t

(xρ̃1)+ ∇̃ · (xρ̃1V) = 0

∂
∂t

(xρ̃2)+ ∇̃ · (xρ̃2V) = 0

∂
∂t

(xρV)+ ∇̃ · [x(ρV⊗̃V +PI)] = Saxi + ∇̃ ·
[
x
(

τ̃C + τ̃D
)]

, (C.1)

où l’opérateur∇̃ désigne :

∇̃ · (·) =
∂
∂x

(·)ex +
∂
∂y

(·)ey ,

et le tenseur̃τC + τ̃D est la restriction du tenseurτC + τD à ses quatre composantes suivantex⊗ex,
ex⊗ey, ey⊗ex et ey⊗ey. De la même manière, l’opérateur⊗̃ est la restriction de l’opérateur⊗ à
ses quatre composantes suivant les mêmes tenseurs, de sorte que dans la base(ex,ey), le tenseur
V⊗̃V est représenté par la matrice :

V⊗̃V =
(

u2 uv
uv v2

)
.

Enfin le terme sourceSaxi vaut :

Saxi =
(

P−σ‖∇α‖−µ
u
x

)
ex .
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Ce terme source provient de la relation :

x∇ ·T = ∇̃ ·
(
xT̃
)
−Tθθex ,

valable pour un tenseur symétrique qui, dans la base(ex,eθ,ey), est représenté par la matrice :

T =

 Txx 0 Txy

0 Tθθ 0
Txy 0 Tyy

 ,

ce qui est bien le cas pour les tenseurs des contraintesτ =−PI+ τD ainsi que pour le tenseur des
contraintes capillairesτC. Attention, les termes enTθθ ne sont pas tous nuls dans le cas des tenseurs
nous préoccupant.

Ainsi, les modifications à apporter à la méthode numérique sont minimes :

1. les termes du typẽ∇ ·A sont discétisés par :

(
∇̃ ·A

)
i, j =

xi+1/2A i+1/2, j −xi−1/2A i−1/2, j

∆x
+xi

A i, j+1/2−A i, j−1/2

∆y
. (C.2)

2. Pour la partie "schéma de relaxation" de la méthode, il suffit de remarquer que les masses
ρ̃k ont été changées enxρ̃k. Cette remarque vaut tout aussi bien pour l’étape hyperbolique
(puisque le problème de Riemann a été résolu en variables naturelles) que pour l’étape de
relaxation où il suffit, lors de la résolution de l’équation (1.28) voir § 1.4.2, de changer ˜q en
q̃/xi .

3. Enfin, les termes sources spécifiques à la géométrie axisymétrique apparaissant sur la com-
posante radiale du bilan de quantité de mouvement sont calculés au centre des cellules et
traités de manière explicite.

Remarques :

1. La prise en compte des effets capillaires sous forme conservative facilite grandement la
transposition en coordonnées cylindriques.

2. Du point de vue de la programmation, on peut disposer d’un programme unique pour les
situations d’écoulement plan et axisymétrique. Pour cela, il suffit :
– de disposer d’un booléenaξ (un réel en pratique) valant 1 dans le cas axisymétrique et 0

dans le cas plan : le terme sourceSaxi est alors remplacé paraξSaxi ;
– de définir deux routines correspondant à l’application (bijective) de passage des variables

conservatives aux variables naturelles et à son inverse. Ces routines doivent dépendre du
réel r i = (r i+1/2 + r i−1/2)/2 stocké dans chaque cellule. Lesr i±1/2, stockés sur chaque
face, doivent valoirxi+1/2 dans le cas axisymétrique et 1 dans le cas plan. Ceci est réali-
sable très simplement en remarquant que dans les deux cas :

r i+1/2 = 1−aξ
(
1−xi+1/2

)
,

de sorte que lesr i valent 1 dans le cas plan etxi dans le cas axisymétrique. Dès lors,
les masses(ρ̃k)i, j sont bienr i(ρ̃k)i, j dans les deux cas. La discrétisation des termes de
divergence est également acquise en changeant lesxi±1/2 dans (C.2) par lesr i±1/2 corres-
pondants. De la même manière, lors de l’étape de relaxation, le changement de ˜q et q̃/r i

est valable dans le cas plan comme dans le cas axisymétrique.
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