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Introduction

OUR de nombreuses applications, la connaissance de I'état thermo-mécanique des fluide:

présents dans un réservoir est cruciale. Dans les réservoirs des lanceurs spatiaux, la dive

sité des conditions extérieures durant les différentes phases de vie du lanceur (mise en froic

des réservoirs cryogéniques, transport des réservoirs stockables sur la zone de lancement, alluma

et extinction des moteurs, phase propulsée avec ou sans vidange, largage des charges utiles, phi

balistique,...) rend encore plus complexe ce probleme. S'il existe quelques outils prédictifs ayant

un niveau de fiabilité satisfaisant, ceux-ci n'ont été développés qu’au cas par cas sur la base d’hy

pothéses simplificatrices pour répondre a des besoins spécifiques et certains phénomeénes rest:
encore mal compris.

Les évolutions du lanceur Ariane 5 prévoient d'augmenter sa "versatilité" vis-a-vis des missions de
mise en orbite, par des allumages successifs des moteurs a ergols liquides de I'étage supérieur. Me
I'alimentation de ces moteurs doit étre réalisée selon des contraintes bien précises (températur
des ergols, taux de gaz dissous,...) et dans le ddme gazeux, il faut aussi maitriser la pression q
évolue en raison des conditions thermiques extérieures et de I'alimentation/prélevement en gaz
Ces évolutions d’Ariane 5 rendent donc la connaissance de I'état des fluides dans les réservoirs
la fois plus complexe, mais aussi plus capitale.

Dans les autres domaines d’activité demandeurs de solutions a ce probléme (transport de fluide:
réservoirs d’avions, de satellites,...), latendance de ces derniéres années est de chercher a mettre
point des outils de simulation numérique. Le Centre National d’Etudes Spatiales a donc décidé le
lancement du programme de recherclesPERE(CoOMPortement degrgols dans legEservoirs)

dont I'objectif est I'élaboration et la validation expérimentale de modeles physiques et numériques
permettant de prédire I'évolution des caractéristiques des fluides contenus dans des réservoirs c
lanceurs soumis a des niveaux d’accélération et de flux de chaleur variables dans le temps.

Cette thése se situe dans le cadre scientifique de ce programme de recherche. Elle porte sur
développement de modeéles et de méthodes numériques, adaptés au suivi d’interface entre del
fluides, et permettant de prendre en compte les effets capillaires ainsi que les phénomeénes d
transfert de masse et de chaleur a l'interface. Le modele obtenu doit donc étre apte a reproduire le
ecoulements diphasiques dits "a interface libre" et inclure les différents effets physiques pertinents
pour les applications visées : forces de vicosité, forces de tension superficielle (y compris les effets
Marangoni), prise en compte d’'un angle de contact entre une interface et une paroi, conductior
thermique, convection naturelle et dilatation thermique.

Le qualificatif "interface libre" se rapporte aux écoulements pour lesquels la dimension des inter-
faces entre les deux fluides en présence est comparable aux dimensions du domaine d’étude, et
par opposition (par exemple) aux écoulements a phases dispersées ou chaque interface est de pe
dimension par rapport a celles du domaine étudié. Ce type d’écoulements est également différer
des écoulements a surface libre pour lequel le domaine considéré est généralement beaucoup pl
vaste, voire non borné, et ou I'un des fluides est un gaz dont on peut considérer le plus souven

13
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gue linfluence sur le mouvement de l'autre fluide se réduit a la pression qu’il exerce sur lui a
I'interface. A chacun de ces types d’écoulements correspond une modélisation bien spécifique.
Par exemple, les équations de Saint-Venant sont particulierement adaptées aux écoulements a sur-
face libre. De la méme facon, s’agissant des eécoulements a phases dispersées, le comportement de
gouttes ou de particules dans un écoulement porteur gazeux est bien reproduit par une modélisation
lagrangienne.

Les méthodes numériques utilisées pour simuler les écoulements a interface libre sont générale-
ment basées sur la résolution de modeles dits "a un fluide incompressible". On peut distinguer (au
moins) deux types de méthodes pour résoudre les équations de ces modeles : les méthodes de cap-
ture d’interface eulériennes et lagrangiennes. Pour ces derniéres, les difficultés de mise en oeuvre
lorsque la géométrie de l'interface devient complexe, nous ont poussé a resteindre notre choix aux
méthodes eulériennes.

Dans ces approches eulériennes, une équation de transport pour une grandeur supplémentaire per-
mettant de localiser la position de l'interface est résolue. Dans le cas des méthodes VOF (Volume-
Of-Fluid) [58, 62], qui sont sans doute les plus utilisées, cette quantité peut étre interprétée comme

la fraction volumique de I'un des deux fluides et I'interface est caractérisée par une variation bru-
tale de celle-ci. Cependant, la diffusion numérique des schémas provoque un épaississement de
cette zone de transition, rendant difficile la localisation précise de 'interface. De la méme maniere,
dans la méthode Level-Sett7, 109 117], la quantité supplémentaire transportée est la distance a
l'interface, matérialisée par 'ensemble des points ou elle s’annule. Pour cette méthode, la com-
plexité de I'équation vérifiée par le champ de distance a l'interface rend difficile sa résolution et,
méme avec des schémas précis, peut conduire a une perte de masse de I'un des deux fluides. Face
aux problémes posés par ces deux méthodes, on distingue alors plusieurs types d’adaptations :
'amélioration des techniques numériqub8,[94, 100, 127 ainsi que la reconstruction d’interface

[75, 97, 98, 99 pour les méthodes de type VOF, et la redistanciation ainsi que la Ghost-Fluid-
Method B0, 41, 43] pour les méthodes de type Level-Set.

Une autre facon de faire face aux problemes des méthodes eulériennes est de revenir sur la mo-
délisation effectuée. De nombreux travaux ont été réalisés dans cette voie au cours des derniéres
années.

Une premiére solution proposée consiste a considérer les modéles a un fluide comme issus d’'un
processus de moyenng B4, 37] et donner ainsi un sens plus précis aux zones de mélange appa-
raissant dans les simulations. Dés lors, la difficulté est reportée sur le choix des lois de mélange
gue I'on peut interpréter comme des "lois de sous-mailles diphasiques".

Une deuxiéme solution consiste a introduire dans le modeéle continu une épaisseur d’interface. Ceci
peut étre un point de vue avantageux lorsqu’on cherche a modéliser les phénomeénes de tension su-
perficielle et de changement de phase : les modeles obtenus sont généralement appelés modéles
"a interface diffuse”. La dérivation de ces modeles est généralement basée sur un approche plus
thermodynamique, les différences résidant dans le choix de I'énergie libre de mélange. Parmi ces
modeles, citons I'approche Second-Gradi&® b6, 67] ou I'énergie libre de mélange est expri-

mée en fonction de la masse volumique de mélange ainsi que de son gradient, et les modeles de
type Phase-Field6d, 92, 123 ou I'énergie libre de mélange est définie a partir d’un potentiel
possédant deux minima correspondant a I'équilibre de chacune des deux phases.

Une autre classe de modéle, bien qu’ayant fait I'objet de peu d’études quant a leur application
au cas des écoulements a interface libre, propose une voie alternative : les modeles multifluides
compressibleslj03 105. Ceux-ci, ainsi que des modeles a un fluide compressible, ont été le sujet
de nombreuses études récen®L[7, 38, 39, 72, 73, 102 104, 114 pour des applications ou la
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compressibilité joue un réle prédominant. Linterface est alors une discontinuité de contact pour
le modéle. On peut ainsi utiliser les méthodes numériques issues de la simulation numérique de
écoulements compressibles. Des adaptations de ces méthodes doivent cependant étre faites, |
exemple a cause de I'existence de termes non conservatifs dans certains nmjdéles §lis-
continuités de contact, donc les interfaces, sont bien sar épaissies par la diffusion numérique de
schémas. On concoit donc aisément que pour ces modeles, le choix des lois de mélange est cruci
[27,95, 114, sil'on ne prend pas le parti de reconstruire I'interface. Ces lois de mélange sont d’au-
tant plus importantes qu’elles influent sur la nature hyperboligue du modeéle ainsi que sur I'exis-
tence d’'une entropie au sens de Lax (généralement reliée a I'entropie au sens thermodynamique
Des liens plus précis avec la thermodynamique, comme ceux dont bénéficient les approches d
type Second-Gradient et Phase-Field, peuvent d'ailleurs étre exhibés pour cette classe de model
[48].

Dans le cadre de cette these, compte tenu de I'objectif déja mentionné de développer un modele ge
néral permettant de traiter des situations dans lesquelles les phénomenes mécaniques peuvent €
étroitement couplés aux effets thermiques, nous avons privilégié ces approches récentes basées
I'utilisation d’'un modele a deux fluides compressibles. Ce choix présente en outre I'avantage de
conduire a des développements qui seront plus facilement intégrables, a terme, dans les granc
codes de mécanique des fluides de 'TONERA, tous basés sur des algorithmes et des modélisatior
spécifiques des écoulements compressibles. L'un des enjeux importants de ce travail était de mor
trer la faisabilité d’'une telle approche lorsque les écoulements a traiter sont a faible vitesse et donc
guasi-incompressibles.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante. Il comporte trois parties structurées en sept chapitre
La premiére partie (chapitres 1 et 2) concerne la présentation du modéle physique retenu et d
ses propriétés mathématiques. La deuxieme partie (chapitres 3, 4 et 5) concerne les méthode
numériques employées pour traiter les différents phénomenes physiques mis en jeu ainsi que de
cas simples de validation pour chacun de ces phénomeénes. Enfin, dans la derniére partie (chapitr
6 et 7) nous présentons des résultats numériques, obtenus avec la méthode développée, pour
cas tests qui concernent directement les activités de TONERA dans sa participation au programme
COMPERE

L'objectif du premier chapitre est d’exposer le modéle physique retenu. Les équations de bilan
de masses et de quantité de mouvement sont déduites de principes simples, ceux de la mécaniq
des milieux continus. Nous présentons ensuite la modélisation retenue pour les effets capillaire:
et nous montrons que le terme correspondant peut s’écrire sous forme conservative, c’est a dir
sous la forme de la divergence d’'un tenseur. En imposant des conditions aux limites sur ce ten
seur, nous obtenons un moyen simple d'imposer un angle de contact entre une paroi et lI'interface
Les modeles d’angle dynamique utilisés dans les applications du dernier chapitre sont détaillés
Une équation de bilan d’enthalpie permet de traiter les phénomeéenes de convection-diffusion de
la chaleur, la prise en compte de la convection naturelle étant réalisée par une approche de typ
Boussinesq. Nous cloturons ce chapitre en donnant un exemple de loi d’état possible pour chacu
des deux fluides, en vue de I'application a des écoulements quasi-incompressibles.

Les propriétés mathématiques du modéle sont étudiédsiateme chapitre Nous montrons tout

d’abord que le modele est hyperbolique et qu’il admet une entropie au sens de Lax. Cette entropi
n'est autre que la densité volumique d’énergie libre de mélange. Pour la mise en oeuvre humé
rique, nous introduisons alors un deuxiéme modele, appelé modéle de relaxation, pour lequel nou
prouvons que les solutions sont proches de celles du premier. Ce second modéle permet de précis
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les liens thermodynamiques entre I'approche adoptée et les approches du type Second-Gradient et
Phase-Fiell Nous montrons ainsi, par une méthodologie originale de dérivation, que le tenseur
des contraintes superficielles présenté au premier chapitre dérive d’une énergie de tension de sur-
face. Sur la base de la méme méthodologie, nous proposons également une extension possible pour
le cas ou un nombre quelconque de fluides non miscibles sont présents dans I'écoulement.

Dans letroisieme chapitre, nous exposons la méthode numérique retenue pour traiter la partie
hyperboliqgue du modele. Cette méthode, de type volumes finis, est basée sur le solveur exact de
Godunov, qui consiste a résoudre un probleme de Riemann a chaque face du maillage entre deux
états correpondant aux états dans les deux cellules voisines a la face. Nous présentons donc la
solution du probléme de Riemann associée au modéle et prouvons I'existence et I'unicité de cette
solution dans le cas des lois d’état que nous utilisons dans les applications. L'existence incondi-
tionnelle (absence de condition pour prévenir 'apparition du vide) confére au schéma numérique
une grande robustesse et une grande simplicité de mise en oeuvre. La validation de cette partie de
la méthode numérique, outre un cas simple de tube a choc, est effectuée sur un cas académique de
ballottement sous gravité de deux fluides dans un réservoir, de dimensions suffisamment grandes
pour que les autres effets physiques (capilarité, viscosité) soient négligeables. La facon d’obtenir
la solution exacte de ce probleme est également rappelée.

Le quatrieme chapitre rassemble les méthodes numériques retenues pour traiter les phénomenes
de diffusion de quantité de mouvement (forces de viscosité) et de diffusion thermique (conduction
thermique). Pour choisir la discrétisation de ces termes, nous avons imposé au schéma corres-
pondant de laisser invariantes certaines solutions stationnaires du modéle continu : I'écoulement
diphasique de Couette plan pour le terme de viscosité et la stratification pour le terme de conduc-
tion thermique. Les schémas obtenus sont alors validés sur des cas tests simples et pertinents pour
les applications visées.

Le cinquieme chapitre présente la discrétisation retenue pour la prise en compte des effets capil-
laires. Dans un premier temps, nous exposons le schéma retenu lorsque I'écoulement est isotherme.
En particulier, nous exposons la fagon dont nous imposons I'angle de contact a la paroi. Dans un
second temps, nous montrons que pour prendre en compte les effets Marangoni de dépendance de
la tension de surface avec la température, il est nécessaire de modifier le schéma de discrétisation
du tenseur des contraintes visqueuses. Pour cela, nous effectuons une étude de consistance rigou-
reuse qui permet de comprendre précisément les effets de la correction adoptée. Le schéma obtenu
constitue un des aspects originaux de notre travail. Un travail de validation sur des cas simples est
ensuite effectué. En particulier, le cas test académique des oscillations d’'une bulle dans un fluide
au repos permet de revenir sur des aspects théoriques du modele, a savoir la nature (dans notre
modele) des transferts eénergétiques entre capillarité et inertie.

Dans lessixieme et septieme chapitresnous présentons des résultats de simulations numé-
riques pour des situations ayant trait au comportement des fluides dans les réservoirs de veéhicules
spatiaux. Les études correspondantes ont été réalisées en accompagnement d’autres activités de
'ONERA dans le cadre scientifique du programmeMPERE comme par exemple I'organisa-

tion d’'un benchmark en 1999 et 2000, ou encore la préparation d’'un deuxiéme workshop portant
plus spécifiquement sur les aspects thermo-capilaires. Pour tous les cas traités, nous disposons de
résultats d’expériences réalisées par le ZARI ppu le LEGI [47] dans le cadre du programme
COMPERE

1 Dans notre cas, on peut parler méthode numériqué interface diffuse, alors que dans le cas des approches de
type Second-Gradient et Phase-Field on doit plutdt parlenageled interface diffuse.
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Le sixieme chapitreconcerne plus particulierement des situations de ballottement, linéaire ou non,
et de grandes déformations d’'un interface (déferlement, formation de geyser). Les expérience:
de formation de geyser que nous étudions étaient initialement prévues comme cas tests pour u
deuxieme benchmark du programmeMPERE Notre étude a permis de montrer que la paroi,
utilisée dans les expériences pour retenir le liquide a I'instant initial, a dans certaines conditions
une influence non négligeable sur la forme et la hauteur des geysers.

Dans leseptieme chapitre nous obtenons des résultats numériques de simulation de phénomenes
capillaires en microgravité. Deux cas sont étudiés, I'un ou I'angle de contact statique entre I'in-
terface et la paroi est faible, et I'autre ou cet angle est plus grand. La prise en compte de modele
d’angle dynamique permet d’améliorer significativement les résultats. Le bon accord obtenu avec
les résultats expérimentaux dans le cas d’'un angle de contact statique faible constitue un poin
original de notre travail.
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Chapitre 1

Dérivation d’'un modele bifluide pour les
écoulements diphasiques a interface libre

1.1 Etablissement des équations de bilan

On s’intéresse aux écoulements de deux fluides visqueux non miscibles. A ce stade de I'exposé
nous ne considérons de plus que des écoulements isothermes sans changement de phase. Dan
cadre, nous supposons que les fluides en présencbaoitiiopes c’est a dire que la pressigik

du fluidek est reliée a sa masse volumiguepar la relation :

Pk = Px(Pk) (1.1)

ou lespg sont des fonctions données, suffisamment régulieres, convexes et croissantes, conformé
ment a la définition donnée dansl]. Cependant, nous cherchons a obtenir un modéle pour la
simulation numérique d’écoulements quasi-incompressibles, c’est a dire pour lequel les masse
volumiques restent quasiment constantgg~ pxo. Nous aurons donc a revenir sur la validité de
I'hypothése de barotropie en situation d’écoulement quasi-incompressible isotherme (paragrapht

1.4),

Bien que dans les applications visées les fluides soient miscibles, il est plus commode (et nor
restrictif) de supposer que les fluides coexistent en tout point de I'espace, le taux de présence d
fluide k étant caractérisé par sa fraction volumigueavec :

Zak:].. (1-2)

Cette derniére équation traduit le fait que les deux fluides occupent tout le domaine en volume :
c’est la contrainte de saturation. Par convention, et dans toute la suite, o pose et donc

02 = 1—a. Le cas qui nous intéresse ici des écoulements dits “a interface libre” correspond au
cas particulier ow; (respectivementiz) est nul (ou presque nul d'un point de vue numérigue)
dans toute la partie du domaine occupée par le fluide 2 (repectivement le fluide 1). Dans le ca:s
particulier de ces écoulements, il n'y a donc qu’un seul champ de vitessé/ noté

Remarques :

1. Dans le cas de fluides non miscibles séparés par une interface infiniment fine, la fraction vo-
lumique d’un fluide est exactement la fonction indicatrice du domaine occupé par ce fluide.
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2. Cette fraction volumique s’interpréte également commaelasité volumique de volunde
fluide au sens de la mécanique des milieux continus. En eff@t, désigne un domaine
fluide contenant une interface, on a:

’Vk:/ C(kd’V,
vV

ou 74 désigne le volume occupé par le flukidans?/ .

Munis de ces hypothéses, nous pouvons écrire les lois de conservation de la masse pour chacun
des fluides ainsi que le bilan de quantité de mouvement associé a I'unité de volume de fluide.

1.1.1 Conservation de la masse

On sait que la massad’un fluide, de masse volumigye contenue dans un volunié est donnée
par :

m(?v) =/q/pd‘1/.

Dans le contexte de la mécanique des milieux contiplest alors appelégensité volumique de
massedu fluide considéré. Dans le cas d’un voluritecontenant deux fluides non miscibles (et
donc une interface), c’est a dire le cas d’un volume contenant une masieefluidek, celle-ci est
donnée par :

My =/ agpkd?
Y

puisquea vaut 1 dans le volume occupé par le fluldet O partout ailleurs. Ldensité volumique
de masse du fluidedst donaikpg. Pour plus de clarté dans la suite, nous posons :

Pk = Pk -

Avec ces notations, la conservation de la masse du fkugiécrit :

9 )
%+D-(ka) —0. (1.3)

Remarques :

1. Cette équation est valable dans tout le domaine considéré, y compris en des points ou le
fluide k n’est pas présent.

2. La quantitép = p1 + P2 représente la densité volumique de masse totale de fluide. Bien qu’au
niveau continu il n’y ait aucun mélange entre les deux fluides, nous I'appelons également
densité volumique de masse de mélamgeencorenasse volumique de mélangar abus
de language. Cette quantité obéit a I'équation :

0
P L 0.pv)=o. (1.4)

ot

Sous I'hypothese de fluides barotropésl), cette seule équation ne suffit pas. En effet,

en anticipant, la pression va dépendre des deux masses volunpigeep, et les deux

“informations” p1 et P, seront nécessaires a son évaluation.
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1.1.2 Bilan de quantité de mouvement

La loi fondamentale de la dynamique appliquée a I'unité de volume du milieu continu "de mélange”
s’écrit :

dv

Pdt

ou T est le tenseur des contraintes associé aux actions de surfdeds @ensité volumique des

forces extérieures, d’inertie ou de tension de surface agissant sur le milieu continu de mélange. L«
tenseur des contraintes s’écrit :

=0-1+F,

T=-P.I+1°,

oUP, est la pression "de mélange'"® le tenseur des contraintes visqueuses "de mélange". Ainsi,
compte tenu de la conservation de la masse volumique "de mélandg'l'€quation traduisant le
bilan de quantité de mouvement s’écrit :

%(pV)JrD(pV@VJrP*]I):D-TD+F. (1.5)

Pour les applications qui nous intéresséntontient I'accélération de la gravifgg (éventuel-
lement nulle) ainsi que la force d’inertiepye, OUYe €st une acceélération subie par le réservoir
contenant le fluide et due, par exemple, au pilotage du lanceur. Ce terme source de quantité d
mouvement contient également une densité volumique de force associée aux effets cdptllaires
sur laquelle nuos reviendronsl®. La densité volumique de forcé€ss’écrit donc :

F=p(g—VYe)+FC.

Remarques :

1. Nous notond>, la pression de mélange car elle correspond a une valeur d’équilibre en un
sens précisé au paragraphe suivant.

2. Dans le cas de deux fluides non visqueux, soumis a aucune force extérieure, on obtien
I'équation deconservatiorsuivante :

0

1.1.3 Fermetures pour le modele bifluide isotherme

Le modele, formé des équatiorisd) pour chacun des deux fluides et de I'équatibrdy, doit étre
complété par des lois de fermeture, adaptées au type d’écoulements auquel nous nous intéresso
Nous exigeons en particulier que le modéle dégénere (au moins formellement) vers les équation
de Navier-Stokes dans le cas ou les deux fluides ont exactement les mémes propriétés. Il fat
aussi que le modele dégéneére vers les équations monophasiques dans les zones ou la fracti
volumique est constante. Nous appelons ces lois de fermietude mélangecar elle peuvent

étre interprétées comme telles, méme si nous ne nous intéressons pas a des applications ou
mélange existe réellement. Un moyen de respecter facilement ces contraintes est de choisir |
guantité "mélangéef, en fonction des quantitég et ¢, issues des fluides 1 et 2 sous la forme :

Gn=0@+ (1-a)¢z, (1.6)

oua désigne la fraction volumique de fluide 1.
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L'avantage de ce type de lois de mélange est de redonner formellement les équations monopha-
sigues d’une part dans les zones ou un seul fluide est préserd pua = 1), et d’autre part dans
le cas ou les deux fluides ont les mémes propriéges-(¢,).

Leur inconvénient est d’'introduire une nouvelle inconnue, la fraction volunuglldéaut donc dis-

poser d’un modele déterminant cette fraction volumique sous la forme d’'une équation algébrique
(donnant la dépendance de la fraction volumique en fonction, par exemple, des quantités conser-
véesp; et Py), ou bien sous la forme d'une équation aux dérivées partielles. Une telle équation
doit alors étre I'expression du bilan (ou de la conservation) de la densité volumique de volume de
fluide 1, voir les remarques du début dd. & Pour le(s) modele(s) utilisé(s) dans les méthodes
VOF [62, 7], I'équation adoptée est une simple équation de transport a la vitesse de I'écoulement

V: 5
o
— +V-Oa=0
o VA=Y

gue I'on peut effectivement interpréter comme une équation de conservation du volume de fluide
1 dans le cas ou les fluides sont incompressibles (champ de vitesse a divergence nulle) :

oa

—+04-(aV)=0.

i +0-(aV)=0

Cependant, dans le cas de fluides faiblement compressibles, il n’'y a pas deargisoni pour

gu’une telle quantité se conserve. Nous reviendrons sur ce poin?2 &u §

1.1.3.1 Pression de mélange et fraction volumique d’équilibre

Supposant I'absence de glissement entre les deux phases en présence, nous n’avons écrit qu’une
seule équation de bilan de quantité de mouvement, n’introduisant ainsi qu’une seule @Pgssion
dite de mélange. Afin d’obtenir la dégénérescence vers un modele monophasique dans les zones ou
la fraction volumique est constante, nous choisissons donc de définir cette pression conformément
alarelation 1.6) :

P.=api+(1—a)pz.

La pressionp; (respectivemenpy) n'étant pas définie dans les zones ou seul le fluide 2 (resp.
fluide 1) est présent, il convient de lui donner une valeur, c’est a dire de choisir une "pression
partielle” de fluide 1 (resp. fluide 2) en de tels points : nous choisissons simplement de fixer la
valeur de la pression du fluide non présent a celle du fluide présenp;seitp,. Ce choix est

simple et arbitraire et I'on aurait pu en faire un autre. Il sera jusifi@sterioripar les propriétés
mathématiques du modeéle, notamment I'hyperbolicité du modéle obtenu. Les liens détaillés entre
fermeture en pression et hyperbolicité de ce type de modele ont été récemment étudiés par Coquel
et al[27, 5]. La loi de pression "de mélang®; = P.(p1,P2) retenue est donc :

5 5o) = Py _ P2
P.(P1,P2) = 0xp1 (or*) +(1 0‘*)92<1_a*> - 1.7)
oua.(P1,P2) est la solution de I'équation en:
P, P2
pu( ) = Pal70): (L8)

ap; etpo fixées. Ainsi la fraction volumique est définie de maniére implicite comme une fonction
de p1 et P2, deux des variables conservatives de notre systéeme. Cette définition est licite : on
peut en effet montrer, voir 8.4.2 que pour tout coupléps,p2), 'équation (L.8) posséde une
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unique solution, et ceci quelles que soient les lois de pressions choisies vérifiant les hypothese
énonceées plus haut. Cette solution sera apgedégon volumique d’équilibreDe méme que pour

la pression de mélange, le qualificatif "équilibre" se rapporte a I'équilibre des pressions des deux
fluides.

1.1.3.2 Viscosité dynamique de mélange

Comme pour la pression de mélange, un seul tenseur des contraintes visqueuses apparait da
I'équation de bilan de quantité de mouvemen§). Supposant le comportement du "milieu continu

de mélange" Newtonien, ce tenseur est proportionnel au tenseur des déformations. Le coeffi
cient de proportionnalité, la viscosité dynamique "de mélange”, demande donc une fermeture
K= (1, P1, U2, P2) qui vérifie les contraintes imposées plus haut : loin de toute interfaeeQq

oua = 1) et en situation monophasiqu& (= ), le modéle doit dégénérer vers les équations de
Navier-Stokes. Le tenseur des contraintes visqueuses retenu est donc :

©° =p(0v+iov), (1.9)
avec la viscosité dynamique "de mélange" :
M=o+ (1—as)p, (1.10)

et 1k la viscosité dynamique du fluide
Remarque :

Ce choix n’est pas le seul possible, on pourrait par exemple choisir le modele suivant de viscosité
dynamique de mélange :
H=pV = P1v1+P2Va2,

basée sur les viscosités cinématique®t v, des fluides 1 et 2 respectivement et sur la viscosité
cinématique de mélange= p/p. Cette viscosité dynamique de mélange, parmi d’autres, est testée
dans B8] et les résultats obtenudans des situations isothermes simphespermettent pas de
conclure sur le choix d’une viscosité de mélange.
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1.2 Effets capillaires

1.2.1 Manifestations

Loin de toute paroi et en situation isotherme, les effets de capilarité se manifestent par un saut de
pression de part et d'autre d’interfaces non planes, dans le cas d’'une bulle par exemple. L'intensité
de ce saut est le produit de la courbure moyenne locdel'interface par le coefficient de tension

de surfaces entre les deux fluides79, 57] :

[P] =0k, (1.11)

relation connue sous le nom e de Laplace

Ce saut est le résultat de forcestdersion superficiellgue I'on peut mettre en évidence par I'expé-
rience du film de savon tendu a l'intérieur d’un cadre rectangulaire dont I'un des cétés est mobile,
décrite par exemple danS7] : pour que le film soit en équilibre, c’est a dire pour qu’il garde une
surface constante, il faut exercer une force sur la partie mobile, ou encore appliquer au film une
certaine tension. Ainsi dans le cas d’une interface courbe en équilibre, la somme de ces forces de
tension doit étre contre-balancée par une différence de pression de part et d’autre de l'interface.

Les effets de capillarité peuvent également étre localisés prés de parois solides avec I'apparition
de ménisques de mouillage de dimensions de 'ordre de la longeur capillaire,

(6)
EZ PP
"V pg

dans le cas ou I'accélération de la gravité, d’intengitést présente. Par contre la taille de ces mé-
nisques est de I'ordre des dimensions du réservoir contenant le fluide en situation de microgravité
(ou lorsque ces dimensions sont inférieures a la longueur capillaire). A I'échelle de description a
laguelle nous nous plagons, nous supposons que la présence de ces ménisques s’explique unique-
ment par un déficit dans le bilan des forces tangentielles (par unité de longueur transverse) a la
paroi solide imposant a I'interface de former un arfjleompté depuis la paroi, différent de Q0

La relation traduisant cet équilibre est la loi de Young-Dup@® |

0CcosB = O1s— O2s,

ou01s est la tension solide/fluide 1 eps la tension solide/fluide 2. Autrement dit, la seule donnée

de cet angle de contact "macroscopique” entre l'interface et la paroi doit suffire a déterminer la
forme d’équilibre de I'interface : nous ne tiendrons pas compte de la formation éventuelle d’'un
film au dessus de la limite apparente de I'interfagd,[ni d’effets microscopiques3[l] pouvant
intervenir. Nous ne modélisons pas non plus les effets se produisant & des échelles intermédiares
[88] (petites devant la longueur capillaire, mais grandes devant les échelles de longueur associées
aux effets microscopiques) bien que ceux ci aient sans doute un réle a jouer dans les phénomenes
d’angle de contact dynamiqu®,[110 111, 112 113.

Une troisieme manifestation de la capillarité est I'effet Marangoni. Ce phénomeéne apparait par
exemple dans le cas ou le coefficient de tension de surface dépend de la température, induisant
des courants de surface si la température n’est pas homogene. Plus précisément, un gradient de
température interfacial entraine un gradient de tension superficielle, modifiant ainsi le bilan des
contraintes tangentielles a l'interfac&l] 57]. Ce gradient de tension superficielle doit étre incor-

poré au saut des contraintes visqueuses a l'interface, nul en situation isotherme :

Vi
|[“6_n|ﬂ + (Do), =0, (1.12)
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avec .
(o), = o (UT),
do

ol ot = gt mesure la variation de la tension superficielle avec la température. Généralement
ce coefficient est négatif, ce qui signifie qu’une interface chaude se tend moins qu’une interface
froide. La notationA); désigne le vecteuk projeté sur le plan tangent a I'interface :

(A)t :A—(A-n|)n| .

La notation[-] désigne le saut a travers I'interface et suivant la normealsigne de ce saut dépend
donc du choix d’orientation de la normale

Remarques :

1. Pour tenir compte des effets Marangoni dans le modele, il faut donc ajouter au second
membre de I'équation de bilan de quantité de mouvement le terme source :

6| (DO’)t ,

ou &, est la distribution de Dirac portée par l'interface.

2. Dans larelation1.12, nous avons choisi comme convention pour la définition de la tangente
a l'interface que le reperfn,,t) soit direct, c’est a dire que la tangente a l'interface soit
I'image de la normale par la rotation d’anglat/2 dans le plarin;, +t).

3. Le méme type de phénomene se produit si des gradients de concentration en tensio-actif
sont présents a l'interfac&9, 31, 57]. On parle encore dans ce cas d’effet Marang8d.|

4. On peut se demander ce que signifierait la présence d’'un gradient de tension superficielle
a l'interface entre deux fluides non visqueux. On peut faire correspondre a ce gradient de
tension superficielle un gradient interfacial de pression . Dans I'approximation de fluides
incompressibles, les ondes de pression se propagent instantanément : ce gradient de pressi
s’étend donc dans les deux fluides. Loin de linterface, le fluide se met donc en mouvement
dans la direction de la tangente a l'interface, créant un saut de vitesse tangentielle a I'in-
terface. Dans la méme situation, si la viscosité est présente, la vitesse tangentielle doit étre
continue a l'interface : le résultat se traduit alors par un raccord des contraintes visqueuses

donné par la relatiorl(12).

1.2.2 Modélisation volumique des effets de courbure

Pour rendre compte des effets de courbure, il faut adjoindre la relation delsBEA I'équation
bilan de quantité de mouvement®). Dans I'optique d’'une mise en oeuvre numérique, cette for-
mulation est difficilement exploitable car elle suppose de sa@ctementocaliser l'interface a
chaque pas de temps. C’est dans cette optique que Fedlal43, 42, 41, 12, 45, 71, 44] ont
développé la Ghost Fluid Method (GFM) sur la base de méthodes Level-Bdtl[7]. Pour les
méthodes VOFY8, 62, 99, 53, 94, 10(, d’autres travaux]1, 67] tendent a montrer qu’il suffit
d’ajouter une densité volumique de forEe au second membre de I'équation de bilan de quantité
de mouvement qui vérifie au sens des distributions :

FC~okdn, (1.13)

ou 9, est la distribution de Dirac portée par I'interfacengtia normale a l'interface, réalisant de
la sorte la bonne relation de saut. Dah$][ les auteurs proposent I'approximation, appelée CSF
(Continuum Surface Force), et largement adoptée depuis :

FC — _om. ( Da, ) Oa, | (1.14)




28 1 - DERIVATION D’ UN MODELE BIFLUIDE

ol Da,, approximed n %, et ol la courbure est modélisée par :

Da,
0. ( > |
[P

C’est cette approximation que nous retenons pour prendre en compte les effets de tension de sur-
face dans le modeéle. Toutefois, nous utilisons, pour des raisons numériques, une forme conserva-
tive équivalente de cette relation, appelée CB5 93] (Continuum Surface Stress) :

Oa,
FC =0 (0||D0( 11— OHD H®Da) (1.15)

Pour s’en convaincre, supposons le coefficient de tension de sorfamestant et développons le
second terme de la divergence au second membr&.i8.(Grace a la relation suivante, valable
pour deux vecteurA et B quelconques :

0-(A®B) = (0-A)B+(A-0)B,

nous obtenons :

Ca Ua Oa
D-( : ®Da*>:D-( * )Da*+( * oD)Da*. (1.16)
[ Oa|| | Oa|| | Dot ||

Développons ensduite le premier terme sous la divergenck 8 & I'aide de la relation de dérivée
des fonctions composées :

0 (15a.1) = 01501 = ( 75770 . 1.17)

ce qui donne bien la relatiod (14) par soustraction deL(16) a (1.17).

Les effets capillaires sont ainsi pris en compte dans le modéle sous la forme d’une densité volu-
mique de force qui s’écrit :

Ha,
FC=0-1, avect®=o|0a,|l-0— -

®|:|a*7
100 |

et qui permet donc d’interpréter les forces de tension de surface comme des forces volumiques
intérieures au "milieu continu de mélange". On s’attend a ce que ces efforts soient portés par la
direction tangente a l'interface. Afin de s’en convaincre, appliquons le tenSeaumun vecteur
guelconque, voir FIGURE 1.1:

°-a=o|/0a,|| (a—(a-n))n)

qui s’écrit encore :
°.a=o|0a.|| Mg -a, (1.18)
oun = ”BG I approxime la normale a l'interfaée ety I'opérateur de projection sur le plan

tangent a l'interface : la relatiorl (18 montre bien que les efforts intérieurs associés au tenseur
1€ sont tangents a l'interface, ce qui est bien cohérent avec des efforts de tension de surface.

LI suffit pour cela quex, soit une approximation de la fonction indicatrice de I'une des deux phases en présence.
2 Plus exactement, la valeur (vectorielle) que prend le chﬁ@gﬁ en un pointx est la normale a I'iso-fraction
volumique passant par ce point.
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Interface

FiG. 1.1 — Image d’un vecteur par le tenseur des contraintes capillairesLe vecteut; désigne
la (une) tangente a l'interface.

Remarques :

1. L'ajout de la force de tension surfack {3 au second membre de I'équation de quantité de
mouvement entraine un saut de pression (de mélange) a l'interface. Ce saut de pression
I'interface n’est pas incompatible avec la loi de fermetur@)( En effet, en un poink, de
I'interface, on a la relation de Laplace :

P(x") =P(x ) +0K.
Cette relation peut trés bien étre réalisée avec :

pix") = pa(x)
pi}) = P20x)
de chaque c6té de I'interface.

2. La quantité|Ca. || peut s'interpréter au sens de la mécanique des milieux continus. En effet,
puisquella, est une aproximation d&n;, ||da. || approched, et on a donc la relation :

[ Joa.ldv =~ [ &dv=airetnw),
4 4

ce qui signifie que{a. || est une approximation de tkensité volumique d’aire interfaciale

1.2.3 Conditions aux parois : angle de contact

Comme annoncé plus haut, nous prenons en compte I'angle de contact entre une interface et ur
paroi solide par I'intermédiaire des conditions aux limites. Nous imposons au tenseur capillaire
d’obéir a la relation :

1°-n = o||0a,||n+ocosBla, ,

ou n désigne la normale extérieure a la paroi solide. Cette relation supplémentaire introduit donc
une nouvelle inconnu@ En effet, cet angle dépend de la vitesse a laquelle se déplace la ligne triple,
intersection de l'interface avec la paroi. Au repos, cet angle de contact est donné : on I'appelle alors
angle de contact statigueoté par la suits.
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Mais cet angle statique n’est pas unique, des phénomenes d’hystérésis pouvant apparaitre. Ces
hysteresis s’expliquenB[] par des inhomogénéités de la surface solide en contact avec I'interface.
Ces inhomogénéités peuvent étre d’origines chimique (tache de substrat sur la surface) ou physique
(rugosité de la surface). Généralement on mesure qualitativement ce phénomene par I'existence de
deux angles seuils : un angle d’avanéget un angle de rec@, vérifiant I'inégalitéd, < 65 < 0,.

D’autre part, lorsque la ligne triple se déplace, I'angle n’est plus égal a cet angle statigue mais a
un angle appeléngle de contact dynamiqueotéfy, dépendant généralement de la vitegsede
déplacement de la ligne triple.

Ces effets d’angle de contact peuvent étre rassemblés danedgéie d’angle dynamiguous la
forme d’'une relation :
0= ed(e&vlt»er;ea) 9

devant vérifier les conditions :

[ 64(65,0,6,0,) = 65
lim 8 = 63

Vit—0T
im 64 = 6

\ Vii—0~

Ainsi les phénomenes d’hysteresis sont modélisés par une discontinuité dans la relation angle de
contact-vitesse. Enfin, il faudra préciser la relation entre la vitggset la vitesse local® du
fluide.

Le modele de dépendance entre vitesse et angle de contact que nous adoptons est le modéle proposé
dans B1] et appeldoi de Tannel{57] :

3Cal = tanBy (cosBs — coshy) (1.19)
ou Ca est le nombre capillaire basé sur la vitesse de déplacement de la ligne triple :

Ca= u—\'ﬁ ,
o

et/ un rapport logarithmique d’échelle. Ce nombre capillaire peut étre vu comme le rapport entre
la vitesse de la ligne triple et la vitesse visco-capil&ife= % Pour établir ce modele, les auteurs
écrivent un bilan d’énergie dans un coin de liquide et suppose que le champ de vitesse est de type
Poiseuille dans le liquide, volicurE 1.2 La vitesse de déplacement de la ligne triple est alors
la vitesse moyenne dans chaque section orthogonale a la paroi. Le modele d’angle dynamique
est ensuite obtenu en équilibrant la puissance nécessaire au déplacement de la ligne triple et une
partie de la dissipation visqueuse dans le coin de liquide. Cette dissipation étant singuliere, il faut
introduire une échelle de "coupura,'typiqguement de I'ordre d’une taille moléculaire. Le résultat
est 'apparition dans le modéle du rapport d’échéhelog % ouL estla dimension caractéristique
du coin de liquide. Expérimentalement, ce rapport vaut entre 15 &120 [

Ce modele n’est théoriguement valable que pour des angles de contact faibles et pour des nombres
capillaires modeérés. Il faut noter que la facon d’établir ce modéle n’exclut pas une vitesse négative
de ligne triple. Cependant la relation obtenue n’est valable que jusqu’a la vitesse négative limite :

_ V*
Vim = —Qsmaelim ;
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FIG. 1.2 — Coin de liquide formant un angdeavec une paroi et se déplacant a la vitesse moyenne
V. Pour établir le modele d’angle dynamique, le champ de vitesse est supposé étre parabolique.

ou Bjim est I'angle, compris entre 0 6§ :
Blim = acos[(coses)l/ 3} .

Cette vitesse limite peut étre rapprochée de la valeur limite de la vitesse de tirage d’une plaque el
contact avec une interface et en-deca de laquelle il y a formation d’un film liquide "au dessus" de
la ligne triple.

Ce modéle ne prend pas en compte les effets d’hysteresis, la relation angle de contact-vitesse éta
continue envi; = 0. Disposant d’'un modéle d’angle dynamigig6s,Vit,0a) valable pour une
vitesse de ligne triple positive, un moyen d’introduire de tels effets est de symétriser le modéle
pour les vitesses négatives avec :

[ed(es,vlt <0, 9r) - er] = [ed(e& —Vit, ea) - ea] )

avec de plus :
0. — Or + 64 ‘
2
Cette derniére relation n’a aucun caractére général, mais dans le cas d’existence d’hysteresi
'angle de contact statique n’est pas vraiment défini, puisque une interface immobile peut étre
en contact avec la paroi selon tous les angles compris éptet 6,. En général, la quantité
AB = B, — 6; mesure l'intensité de I'hysteresis et est un parameétre important de ce type de mo-

dele.

Nous disposons de deux modéles d’angle dynamique : le modéle basé sur la loi de Tanner et donr
par la relation 1.19, le second étant un modéle proposé par le ZARM d&Bkdt donné par la
relation suivante, pour les nombres capillaires Ca positifs :

By = acos|cosB, — (1+ cosea)tanh<1.4cé’-59>] , (1.20)

les valeurs d€y4 pour Ca< 0 étant définies de la maniére expliquée précédemment. Ce modéle a été
établi sur la base de corrélations avec les expériences réalisés par le ZARM et ce pour différente
valeurs de I'angle contact statigBg(veérifiant toutefoifs > 10°) ainsi que du paraméte/p. Ce
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modele a également fait I'objet d’études numériques réalisées avec |& cQYE3D et montre un
bon comportement sur les cas tests de réorientation d’interface aprés réduction de gravité, tout au
moins lorsque I'angle de contact statique est suffisamment géariti 10 °).

Nous avons représentécUre 1.3 et FIGURE 1.4la dépendance de I'angle de contact en fonction

du nombre capillaire pour ces modeles. Nous testerons I'effet de ces modeéles sur des cas test de
réorientation d’interface en microgravité, voii78C’est pourquoi, les courbes ont été tracées pour

les différents jeux de parameétres que nous avons utilisés pour les calculs.

Afin d’illustrer la dépendance du modéle d’angle dynamique donné par la loi de Tdnb@regn
fonction du parameétré nous avons tracBiGure 1.5, pour les deux valeurs de I'angle de contact

statique utilisées dans les applications dij Bangle de contact dynamique en fonction du nombre
capillaire pour différentes valeurs de

Angle dynamique en fonction de Ca

7 T T T
6 L .
5r Loi de Tanner, |=50 ]
=== partie non admissible
de la relation V=f(8)
AL i
@U

3r 1 i

[

t

\

v
\
2- \ .
Y
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\
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\\\
\
0 1 1 1 hYl | 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5
Ca x10°

FiG. 1.3 — Modele d’angle dynamiquedg en fonction du nombre capillaire, loi de Tanner pour
Bs = 5.5°, ¢ =50, paramétres utilisés pour traiter les phénoménes de réorientation d’interface
apres réduction de la gravité dans le cas d’un angle de contact faible.
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Angle dynamique en fonction de Ca

70 .

6OF e T .

50 - .

a0l =— Loi de Tanner, |=20 |
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" H de la relation V=f(0)
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FIG. 1.4 — Modéle d’angle dynamiqu@y en fonction du nombre capillaire : loi de Tannég &

55°, ¢ = 20) et modele proposé paBg] (6s = 55°, AB = 2,5°), parametres utilisés pour traiter

les phénomenes de réorientation d’interface aprés réduction de la gravité dans le cas d’'un gran
angle de contact.
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Angle dynamique Angle dynamique
o5 en fonction de Ca , en fonction de Ca
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FiG. 1.5 — Modele d’angle dynamiqu8g en fonction du nombre capillaire : loi de Tanner; en
hautbs =5,5°, ¢ varie de 5 a 80 ; en bd = 55°, ¢ varie de 10 a 200.
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1.3 Effets thermiques

1.3.1 Rappel sur le modéle Boussinesq de convection naturelle

Une condition nécessaire pour qu’un fluide soumis a une accélération, celle de la pesanteur terresti
par exemple, soit en équilibre mécanique stable (vitesse nulle) est que les gradients de températu
existants dans le fluide soient (nuls ou) de méme direction que cette accélértibi] [ Mais

cette condition n’est pas suffisante : il faut de plus que ces gradients soient de faible intensité.
I’équilibre mécanique n’étant stable qu’en deca d’'une valeur limite. Au dela de cette valeur limite,
un écoulement apparait dans le fluide. Dans le cas ou I'accélération est celle de la gravité, on parl
alors deconvection naturelle

Ces phénomeénes sont bien reproduits par le modele dit d’Oberbeck-Boussinesg. La validité de ¢

modele est contrainte par plusieurs hypotheses :

— la température et la masse volumique du fluide varient peu par rapport a leur valeur constante
d’équilibre Ty etpo;

— les perturbations de température et de masse volumique par rapport a ces valeurs d’equilibri
sont reliées par la relation :

p'=p—po=—pPoB(T—To),
——
Tl
ou B est le coefficient de dilatation thermique du fluide ;

— les variations de masse volumique ddes aux variations de pression induites par le mouvement d
fluide (effets de compressibilité), doivent rester petites devant les variations de masse volumique
dldes aux variations thermiques (effets de dilatation thermique). Ces variations de pression cor:
respondent a I'écart, notg, entre la pression réelle du fluide et la pression correspondant a
I'équilibre mécanique du fluide, lorsque celui-ci est au repos.

Avec ces hypothéses on peut déduire des équations de Navier-Stokeg 9 parf exemple, le
modele suivant :

op B

E—FD-(QV) = 0
0
a(pV)+D-(pV®V+p’H) = 0.-1°—pPT'g
%(pCpT')—f—D-(pCpT’V) = —0.q"+1°:0v

ouq" = —AOT est la densité du flux d’énergie transportée par conduction thermique. Il faut noter
gue pour obtenir la derniére équation, il est nécessaire de supposer le fluide incompressible. D’autr
part, I'nypothése de faible variation de pression par rapport a la pression d’équilibre permet de

négliger le terme eﬁu% dans I'équation d’énergie.

Ce modéle est apte a reproduire les phénoménes de convection naturelle. De nombreux article
traitent en effet de la mise en oeuvre numérique de ce modeéle, avec pour exemple le cas particulie
de linstabilité de Rayleigh-Bénare@.@.[21, 50, 26]). Le critére d’instabilité, basé sur un nombre

de Rayleigh critique, est en particulier retrouvé par le calcul avec une trés bonne précision.
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Remarques :

1. On peut constater que le couplage des équations du mouvement a I'équation d’énergie ne
se fait que par l'intermédiaire d’un terme source au second membre de I'équation de bilan
de quantité de mouvement, le terme source de dissipation visquug®/ étant souvent
négligeable devant le terme de diffusion thermiqté.

2. Le modéle de Bousinnesq n’est valable que dans la lilite= BAT < 1.

1.3.2 Application au cas du modele bifluide

Jusqgu’a présent, nous nous sommes intéresseés a la modélisation d’écouisotieerinesie deux

fluides non miscibles, pouvant étre considérés comme incompressibles, et nous avons proposé de
les approcher par des écoulements faiblement compressibles faisant intervenir des vitesses du son
finies, mais grandes devant les autres échelles de vitesse du probléme.

Les effets thermiques que nous introduisons restent dans le cadre des écoulements incompressibles
mais dans I'approximation de Boussinesq : les deux fluides sont supposés dilatables, leur masse
volumique étant une fonction affine de la température.

Cependant, comme pour le modele de Boussinesq, nous pouvons ne tenir compte de cette dépen-
dance que dans le terme source de poussée d’Archimede et/ou dans le terme de tension de surface,
via la dépendance du coefficient de tension de suréaewec la température. Ainsi I'équation
d’énergie régissant I'évolution de la température n’est couplée dans ce cas au bilan de quantité de
mouvement que par l'intermédiaire de termes sources.

L'équation de bilan d’énergie de mélange retenue est donc la suivante :

2 (PCo(T ~To)) + 0+ (pCp(T ~To)V) = - (ATIT), (1.2

ou pC, est la chaleur volumique de mélange a pression constante définie par :
pCp = P1Cp1 + P2Cp2 (1.22)

les chaleurs massiques a pression constante des deux flyidesC,, étant supposees indepen-
dantes de la température. Le coefficient de conduction thermigoer le mélange est donné par :

A :(X*)\]_—i—(l—d*))\z, (1.23)
les coefficient\; etA, désignant les coefficients de conduction thermique des deux fluides.

Il faut également introduire au second membre de I'équation de bilan de quantité de mouvement
les termes sources correspondant aux effets de dilatation thermique. Nous modélisons les effets
de la poussée d’Archiméde par I'ajout d’un terme source identique a celui intervenant dans le cas
monophasique, mais avec un coefficient de dilatation thermique pour le mélange défini par :

PB = P1B1+P2B2, (1.24)

les coefficient$3; et 3, étant les coefficients correspondant pour chacun des deux fluides.
Remarque :

L'équation de bilan d’énergie est en fait un bilan d’enthalpie pour le mélange. Nous préférons
I'enthalpie a I'énergie interne car si I'on veut introduire a I'avenir des effets de changement de
phase dans le modéle, I'enthalpie est mieux adaptée.
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1.3.3 Effet Marangoni

Nous pouvons maintenant en venir au terme source qu’il faut ajouter pour tenir compte de la va-
riation de la tension superficielle avec la température. La relatid®(permet d’écrire le tenseur
capillaire de la facon suivante :

° = of|0o, || My

En vue de la modélisation d’éventuels effets Marangoni, le calcul de la divergence de ce tenseul
montre que so dépend de la température, on obtient un terme supplémentaire :

0.t¢ = o0 (||0a.||My) +||Da. My - Oo .

effets de courbure effet Maragoni

Ce second terme donne bien un terme localisé a l'interface (proportioninét .4
la tangente a l'interface puisque :

), et porté par

My - Oo = (Do), = o7 (OT); .

Ainsi, I'écriture du terme source de tension de surface de Brackljlspus sa forme conservative,
incluant le coefficient de tension de surface sous la divergence, donne directement la bonne relatio
de saut concernant les efforts tangentiels dis aux effets Marangoni.

Pour les applications visées, on peut suppdsdrdue le coefficient de tension de surface dépend
linéairement de la température :
020'0+0'T(T—T0) , (1.25)

ou og désigne le coefficient de tension de surface a la tempéraguRappelons que nous avons
choisi de prendre comme conventiofi < 0. Théoriquement, cette relation ne peut étre valable
que pour de faibles écarts de température par rapport a la température de réfgrence

Remarque :

Signalons que le coefficient de tension de surface d’un fluide en équilibre avec sa vapeur s’annule
a la température critique et est généralement donné par une relation de laé8fme [

T n
0:00<1—?> ,
(o3

ou n est un coefficient empirique.
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1.4 Remarques sur les lois d’état

1.4.1 Choix de lois d’état

A ce stade, nous introduisons la loi d’état choisie pour chacun des deux fluides, loi que nous
employons dans les applications. Ayant fait I'nypothése d’absence d’effet thermique (dus a des
variations de pression) et de faible nombre de Mach, c’est a dire de faibles variations relatives des
masses volumiques des deux fluides :

® <,

Po
nous pouvonginéariser chacune des lois d’état autour d’'un état de référence de depsitede
pressionpg. Ainsi, nous prenons pour les deux fluides la loi suivante :

pi = Po+¢7(pi — pio), (1.26)
¢ désignant la vitesse du son (indépendante de la masse volumique) dans le fluide considéré. On
peut relier cette vitesse du son au coefficient de compressibilité isotlygrme

_1ap>
XT_pap T7

qui pour la loi d’état choisie s’écrit :
1

XT:E-

Cette loi d’état est ditéoi d’état pseudo-compressiblgn effet, en pratique (pour les effets méca-
nigues), nous ne choisirons jamais une vitesse du son réelle, introduisant ainsi une compressibilité
artificielle qu’il faudra contréler. On peut alors se poser la question de la validité de cette loi
d’état en configuration d’écoulement incompressible, c’est a dire se demander comment choisir
la pseudo-vitesse du son. Tout d’abord, rappelons gfitude incompressiblest un fluide pour
lequel la vitesse du son est infinie (ou encore le coefficient de compressibilité est nul). Ensuite, on
peut caractériser uacoulement incompressilgh@r le fait que les variations relatives de la masse
volumique du fluide sont faibles :

o <1.

Po
Pour satisfaire cette contrainte, il faudra donc s’assurer que I'ordre de grandeur des variations de
pressiomP dans les écoulements qui nous intéressent vérifie :

XTAP < 1, (1.27)

et ce pour chacun des deux fluides. Par exemple, I'ordre de grandeur des variations de pression
dans un écoulement dominé par la capillarité est :

20
AP = — |
R
ou R est la grandeur caractéristique de la courbure de l'interface. On choisira donc les vitesses du
son de maniére a ce que :
—= < 1.
pCc2R
En choisissant cette loi d’état pour les deux fluides, nous montrdnd.g que la fraction vo-
lumique d’équilibre se calcule explicitement en fonction des varigbjest po. Nous résolvons
de plus le probleme de Riemann3&) associé au modele de relaxation, introdui.8 dans le
cas particulier de ces lois d'état, ce qui nous permet d'utiliser le schéma de Godunov dans notre
méthode numérique.
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1.4.2 Fraction volumique d’équilibre
1.4.2.1 Casdes lois linéarisées isothermes

Supposons que les deux fluides suivent chacun une loi d’état delyg®. Soientpip etc; les
masse volumique et vitesse du son de référence du flupe &1 c, celles du fluide 2. On a donc :

p1(p1) = Po+Cc3(p1—P10)
P2(P2) = Po-+C3(p2— P20)

Il s’agit ici d’appliquer sur I'exemple de ces lois d’état trés simples les résultats annoncés préce-
demment : nous allons voir que la fraction volumique d’équilibrepeut ici étreexplicitement
calculée.

Tout d’abord, on note que ces deux lois de pression sont strictement croissantes, et admettent ur
limite infinie lorsque la masse volumique tend vers I'infini. Nous cherchons a résoudre I'équation
(1.8) pour ces deux lois d’état particulieres. Il s’agit donc de résoudre I'équatior en

Pici _ Pacs

2— =
0 1_q P2% P10ct =0, (1.28)

N . a .~ .
les massep; et p, étant fixées. On pose= T 9= P20C3 — P10C3, €tq = Pac3 — P1C3. Avec
ces notations, I'équatiorl (28 devient :

2G5V — y(q— ) — prci =0

On montre aisément que cette équation admet deux racines réelles, de signes opposés. On ne reti
que la racine positivg" :

a0+ V(0= 8)2+4p16poc3
n ZﬁQC%

y+

Y

la fraction volumique d’équilibrer, est alors donnée par :

v+

C(*:—.
Tryh

On retrouve bien que la solution a I'équatidng) est unique et comprise entre 0 et 1.

Remarques :

1. Nous avons fait le calcul avec la variable intermédigjrear en travaillant directement avec
a, il est difficile de prouver simplemeiat posteriorique la solution est bien comprise entre
0 et 1. Par contre ici, puisque est positive, nous sommes bien assurés de cerqaé¢0, 1].

2. Il apparait également que. est bien fonction d@; etp,.

3. Le fait qu’il existe deux solutions réelles de signes opposés de I'équdtiaf) dépend
entierement du fait que les deux maspe®t py, fixées, sont positives. En anticipant, on
voit I'importance de disposer d’'un schéma numérique respectant cette positivité si I'on veut
pouvoir calculem,,.
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1.4.2.2 Equation vérifiée par la fraction volumique d’équilibre

Il s’agit ici de prouver un résultat précédemment annoncé concernant I'existence et l'unicité de
o, solution de 1.8), moyennant quelques hypothéses non restrictives sur les lois d’état. On peut
aussi écrire une équation aux dérivées partielles vérifiée par la fraction volumique d’équilibre et
ce également pour des lois d’état quelconques. Bien sur, cette équation est redondante puisque la
fraction volumique d’équilibrex,. est fonction des deux densités volumiques de massd po.

Nous résumons ces résultats dans la proposition suivante :

Proposition 1 (Fraction volumique d’équilibre)

Pour tout couple(p1,P2) de R x R**, et pour tout couple de lois de pressiops, p2) Véri-
fiant :

— les deux loisp; et p, sont des fonction€? strictement croissantes s,

— chacune des fonctions admet une limite infinie lorsque la masse volumique tend vers l'infini,
I'équation (1.8) admet une unique solutiom = a..(P1, P2) comprise entred et 1.

De plus, dans le cas des solutio@ du modeéle formé des équation4.@) et (1.5), la fraction
volumique d’équilibrea, obéit a I'équation :

6;* +V-Oa, = K(a.,p1,p2)0-V, (1.29)
avec : 2 c2
K(0t,, P1,P2) = 0 (1— a*)a*ngﬁ(lflai)plc% . (1.30)
et: . .
plzs—i P2 = 1_sz(* :
Remarques :

1. Dans les situations qui nous intéressent, le terme au second memldr29eséra gené-
ralement petit. En effet, nous avons déja remarqué que dans le cas d'interfaces infiniment
fines, la fraction volumique n’est autre qu’une fonction caractéristique de phase : le produit
0.(1—a,) est donc identiguement nul dans ce cas. De plus, nous intéressant a des écoule-
ments artificiellement compressibles, le terithéeV sera petit.

2. L’équation (.29 s’écrit également :

oa. O
+0-(a,V) = ———0-
ot (V) p1c2pc2

Y

ol pc? est linverse de la compressibilité de mélange, vaigy, § 2.1.1 Ainsi, dans les
zones ou le fluide 2 est présent.(= 0), la fraction volumique de fluide 1, non présent, se
conserve. Dans les zones ou le fluide 1 est présent(1), on trouve que le "défaut de
conservation" de fluide 1 est inversément proportionnel a la vitesse du son dans le fluide 1.
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Preuve :
On définit la fonction} :

- P1 P2
a = —= ) - .
o(a,p1,P2) = p1 ( g > P2 (1_0()
Elle est bien définie pour towt compris strictement entre O et 1, et pour tout couje p2),
p1 > 0 etpo > 0.Les deux massgs etp, étant fixéespous appelond, la fonction qui &0 associe
d(a) = d(a,p1,p2). Cette fonction est strictement décroissante, comme somme de la composée
d’'une fonction croissantepf) par une fonction décroissantp;(p1/a) est donc décroissante), et

de la composée d’une fonction décroissant@y) par une fonction croissante-02(p2/(1—a))
est donc décroissante).

D’autre part, lorsque& tend vers 0 (respectivement vers o) tend verstco (resp.—o), par
hypothese sur la loi de pressipa (resp.pz). Ceci prouve qué s’annule une et une seule fois en
a = a,. Le raisonnement étant valable pour tout coyple p2), nous venons de définir implicite-
mentla fonctiona..(P1,P2) telle que :

q)(a*(f)l? 52)7 617 62) =0.

De plus, un corollaire du théoréme des fonctions implicites, nous assure de la méme régularité
poura, que pourp, et donne les dérivées partielles :

( 9
oa. _ 0P
0p1 ¢

da
9
oo Op2
32 i)
\ oa

On peut donc Iégitimement écrire :

ot 0p1 ot 0P ot
conservation
oo, . 0o, .
= — | =—=—0(P1V)+=—0(p2V de la masse
(apl (P1V) 352 (B2 ))

pour chacun des fluides

0o, . 0o, . . 0o, . 00,
= -V. TD +TD - — + v a-v
( (P1) (pziz (plapl pzapz)

le passage de la deuxiéme a la troisieme égalité n’étant valable que pour des s6lut@ngose

donc:
. 00, . 00,

K=—(p 22 15,29 1.31
(plapl pzapz) (1.31)
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et il suffit de retrouver1.30 pour conclure.
Calculons donc les dérivées partielleside, p1,P2) = p1(p1/a) — p2(p2/(1—a)) :

(00 _ g

061 o«

% _ g

P, 1-a ,
9% _ Prp P2
| da a2l (1—a)27?

ce qui donne pour les dérivéesaeg:

4 C%
oa, _ a.
b1 P P2
—=C C
a,2 1+(1—0(*)2 2
G
o, _ 1-a,
M P P2 o
G*201+ (1—0*)202
et finalement pouk :
K — —(5 aa*+b 60(*)
YopL TP op:

po%—plci
0, P25+ (1—0,)pac?

= o.(1—ay)

en multipliant haut et bas de la fraction man1—a.), et en posanp; = p1/a, etpr = p2/(1—
Oy).



Chapitre 2

Etude des propriétés mathématiques et de la
consistance thermodynamigue du modele
bifluide isotherme

2.1 Etude mathématique du modeéle

Il s’agit ici de présenter et prouver des résultats mathématiques relatifs au modele présenté dar
sa globalité au premier chapitre. Pour ce genre d’étude, seule les dérivées du premier ordre sor
prises en compte. D’autre part, I'invariance par rotation (de la "partie Euler" des équations) permet
de n’étudier que le modele écrit en une dimension d’espace. Par la suite, nous appelons modele
I'équilibre, et notons modeleE), le systeme de lois de conservation suivant :

o (PL) o P
gl P2 ) 5 P2u =0 , (2.1)
pu pu? + P,

ou on rappelle que la pression d’équilil?eest définie par la relatiorl(7) :

P*(ﬁlaf)2>:a*pl(pl>+(1_a*)p2( P2 )7

o, 1-a,
la fraction volumique d’équilibrer,. étant définie par la relatior (8) :
P1

pu() = pz<£2a)-

D’autre partu désigne I'uniqgue composante de la vitesse suivant la seule direction sgatiale

43
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2.1.1 Hyperbolicité

La premiére propriété que nous étudions est I'’hyperbolicité d’'un systéme linéarisé correspondant.
Il s’agit donc de prouver que :

Proposition 2 (Hyperbolicité du modele(E))
Le modéle(‘E) est hyperbolique, les valeurs propres de la jacobienne des flux &tant.,u,u+
C., oU la vitesse du son de mélange est définie par :

pc? = 0. p1CE + (1— 0)pacs — (P2G5 — PacHK | (2.2)
avec : 2 X
P2C5 — P1Cy
K(a,p1, =0,(1—qa, .
(ax,P1,P2) ( )u*pzc§+(1—a*)plcf
Remarque :

On peut réécrire la relatior2 (2) sous la forme :

i_ O, 1—a.
pCc2  piC?  Poc3

(2.3)

Or le coefficient de compressibilité isotherm%? associé au fluideest, on'avu :

W) =
T

Cpdp /) pic?]
donc on peut définir la vitesse du son de mélange par la relation :
1
C* —

VPXT’

ouxT est la compressibilité isotherme du mélange définie par :

XP =X +(1—a)xy -

La relation @.3) montre également que le carré de la vitesse du son est positif, ce qui assure que
les valeurs propres sont réelles et que le mo¢Eleest hyperbolique.

Preuve :
On réécrit le modeléE) sous la forme quasi-linéaire suivante :

o [ P o [ P
En P2 +A1& p2 | =0 ,
pu pu
avec : . . .
o, By, B
0] P 1Y
A]_: —@U &U &
oP. P oP. P
—WP+ = P+
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La matriceA; est simplement la jacobienne des flux par rapport aux variables conserVdtives
Y(P1, P2, pu). Il faut donc calculer les deux dérivées de la pression de mélange par rappetfa.
Rappelons d’abord qu&. = a..p1+ (1—a,)p2 oua.(P1, P2) est la fraction volumique d’équilibre
réalisant I'égalité des pressions partielles. Onadonc:

= + s — — +(1—a, —

0p1 P1 0p1 1091 P2 0p1 ( )pz%ap

= (P=P2) Qgi—%a 31 ( Ny Coor oo
1 2 aﬁl * 10* lap 2 p

=0 par définition dex..

= &+ (p23 — pic?)

a.
9

0P, R N _
On calculeﬁ de la méme maniére pour obtenir :
2

o0a,
= Cz + (p — [310%) B2

apz

Pour plus de clarté, nous n’introduisons ces relations qu’'a la fin du calcul, et rfggqmmjrap
k

Il faut ensuite calculer les valeurs propresAie Pour cela, développons le polynéme caractéris-
tique deA; par rapport a la premiere ligne :

b BB p) - (Bu-g) ()

On regroupe alors dans les deux premiers termes, ce(Buenl) et ceux en%. En développant

€galement le troisiéme terme, on aboutit a :

Q) = (u-UL-w)+ “’j{ w-2)- p(mpﬁﬁﬁz%z)H%}

v B {u%u— 0)— 5 (PP + Pos) +ZP4
soit, ave1+pP2=p:
27, (0) = (u—0) [(u 2 (1P + pzpf,z)]

On pose alorpc? = P1Ps, + P2Ps,, et il suffit alors d’aboutir a4.2) pour conclure. On remplace
doncP;, etPs, par leur valeur :

00, oa
2_ = 2, = 2 . 2 *
PC, = P1Cy + P2C; + (po% P1CT) (Pl 1 + P2 6p2)
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____<§ ggf_%ﬁ ggi>
B Lop1  Tops )

voir equation {.31), et on obtient bien le résultat voulu.

On reconnait :

Bien que la relation4.3) assure la positivité du carré de la vitesse du son, on peut le montrer
différemment. Pour cela, remarquons que :
— d’une part, on peut écrirgc? sous la forme :

K K
2 2 o o 209 ™
pc; = apicf(1+ G)+(1 a)p2cs(1 1_0(),

— etd’autre part,on a:

2
P2C5

p1ct B )
ap2Cs+ (1—a)pact”

ap2c5 + (1 - a)pact

K=(1-a)(1- )=—a(l

ce qui assure I'encadrementt < K < 1—a et montre quepc? est la somme de deux termes
positifs.

2.1.2 Entropie de Lax et flux associé pour le modeleE)

Nous avons ainsi prouve que le modét) est hyperbolique. Une propriété importante des sys-
temes hyperboliques de lois de conservation est I'existence d’une entropie de Lax qui confére alors
au modele une consistance thermodynamique.

Proposition 3 (Entropie de Lax pour le modéle(E))
Le couple de fonctionS,,H.) :

. 1 N ~ ) ~

H.(P1,P2,pu) = u(S.(P1,P2,pu)+ Pi(P1,p2))

ou a, est la fraction volumique d’équilibre définie parl(8), et avecf; et f, vérifiant :

2 P2

1=0 = et f=(1-0)"%
P2

est un couple d’entropie de Lax usuel pour le modgIE) .

Remarque :

La quantitépf = p1f1 + p2f2 est exactement la densité volumique d’énergie libre du mélange
et correspond au travail des forces de pression. La propodtmsdessus est donc un résultat
attendu pour un modele isotherme, elle traduit simplement le second principe de la thermodyna-
mique : I'énergie libre totale (incluant I'énergie cinétique) est une (neg-)entropie pour un systeme
en évolution isotherme. Nous reviendrons sur ce point au paragéaphe
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Preuve :

Nous vérifions simplement que, si les fonctidaset f, vérifient les conditions ci-dessus, alors le
couple(S,,H.) est bien un couple entropie-flux de Lax pour le modeéle.

Il s’agit donc de vérifier que :
‘OwS. - A1 = OwH.

Rappelons que la matridg est donnée par :

b, P, B
R P P
A=| Pz pr, P2 | |

P
—U2 4Py, —u2p+ Ps, 2u

puis calculons :

05
op1
05
P2
95
opu
Plus précisément, en se souvenantgqueépend dg; etp,, on obtient :

0S. 1, P, P, 00 p3 00,
- = ——U + f —I— f fo—
op1 2 219p; " (1—a)2 20p,

OwS: =

fl—

_ Lp . +(p2— >aa
= 73 1 ppl P2 plap

en injectant les relationﬁf’ = 0.2p; et pzfé = (1—a.)?p;. Or, par définition dex,, p; = py,
donc le dernier terme est nul.

o 0 :
Un calcul similaire vaut po ~S“ et on retient :

P2
( 0S. 1, a.
—— = —=Uu"+f1+=—
op1 2 LT M
0S, 1, 1—a,
— = —=UuU +f+ ~
op2 2 2T P
s _
[ dpu
Enfin, on a, commeél, = u(S,+P.) etP, = a.p1+ (1—0a,)p2:
u 0S,
P,) — +P;
(S+ 351 + P,
DwH = u&+P :Q‘* +Ps,
Y 0p2
Sk-l—P) u?
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Il faut ensuite calculefOwS, - Aq, et vérifier 'égalité avedwH,. Commencons par la premiére
composante :

(tDWS* 'Al)l -

u/.adS. . dS 2) <aa< )
= —— T‘f’ _+ u +u T+P~
(plapl P2 P ] P

@u(aa 9S.

2
= — 5= | tu(—u"+Ps
P \0P1 392) ( b

P 0p2

oY

Il suffit donc de calculer le terme (1) et de s’assurer qu'il vaut e P,, ce qui est immédiat.
Les calculs pour la deuxieme composante sont les mémes, et pour finir, on a :

s Ay = 1 (5,25 5,95 as
(‘OwS.-A1), = > p16[51+p26f)2 +2u6pu

=S, +P.—pu2 d’aprés ce qui précéde

§&+&Hu2

ce qui achéve le calcul.
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2.2 Modele de relaxation

Bien que le modele dispose de bonnes propriétés pour sa mise en oeuvre numerique (hyperbolicit:
existence d’'une entropie, dont la convexité est prouvée en AnAgxeelle-ci est malgré tout
difficile du fait de la complexité de la relatiom, (p1,p2). Nous introduisons donc un modele
mieux adapté pour la discrétisation et dont les solutions sont proches de celle du (Edele

2.2.1 Introduction du modele de relaxation
Nous avons vu 8.4.2que la fraction volumique.. est solution de I'équatioril(29 suivante :

da.,
ot

+V-Oo, = K(a,,p1,p2)0-V.

Dans le modélé£), la fraction volumiquex,. est complétement déterminée par la loi de fermeture
(1.8). Nous avons également vu que le systéme formé des lois de conservation d@1, P2, pV)

et de la loi d’équilibre des pressionk.§) était relié au systeme formé des mémes lois de conser-
vation et de I'équationl(.29).

Il est donc naturel de "relaxer” la conditioh.8) en une équation sur la fraction volumique, équa-
tion devant contenir un parametre de vitesse de relaxation destiné a tendre vers l'infini. Le fait que
cette vitesse de relaxation soit infinie correspond a I'idée que I'équilibre des pressions doit étre
instantané pour retrouver le systérelj avec la fermeturel(8).

Connaissant I'équationl(29, équivalente a la fermeturd..g) pour des solutions réguliéres, il
parait naturel de proposer :

oa PL— P2

—+V-Ua = 2.4

ou € est un petit parametre destiné a tendre vers 0.

Ainsi pour ce modéle, que nous appelomsdéle de relaxationet notons modeélég), la fraction
volumique est une inconnue. De plus, la pression de mélange dépend maintenant également de
fraction volumique et est définie par la relation :

1-a

Pla.pupo) —apr (52) + (1-pa (72 ) @5

Remarques :

1. Pour se convaincre de la relation naturelle gu'il existe entre les mo@E)e= (X ), on peut
remarquer qu’en multipliant 'équatio2 ) pare puis en faisant tendre ce parametre vers 0,
on retrouve exactement la relation de définition de la fraction volumique d’équilitre-:
p2. Remarquons également que ce raisonnement ne dépend pas du sigimreldeerminé
pour l'instant.

2. Du fait de I'équation de conservation de la masse de mélahdg (équation @.4) peut
également s’écrire :

opa —

%—FD-(DGV) = ppls P2 (2.6)

1Cette appellation provient du terme sou@gﬂ qui "ressemble" a des termes sources, dits de relaxation et
modélisant des effets de retour & I'équilibre. Nous aurions également pu appeler le (oé&teodéle augmenté”,
puisqu’il contient une équation supplémentaire.
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Méme si elle a la forme d’une équation de bilan, il est difficile de l'interpréter en tant que
telle. En effet, il est difficile de donner un sens précis a la quaptitéPar contre, on peut
écrire le bilan de volume de fluide 1 suivant :

da P1L— P2

E—FD-(C{V) = T—I—O(D~V.
Nous commentons cette équation de bilah3

3. L'équation @.4) a été initialement proposée par R. Saurel et R. Abgrall d&03.[Elle a
€galement été reprise par S. Dellacherie et N. Rency @&2hs [

4. Il existe bien-s0r une relation entre les pressions de mélange des mgBg&$R ) :

P*(f)la 62) =P (G*(ﬁl, 62)5 617 ﬁZ) )

relation qui justifie la notatiof®, adoptée pour la pression de mélange intervenant dans le
modele(E).

Avant d’aller plus avant dans I'étude des liens existant entre les modg)es (X ), nous devons
étudier les propriétés de ce dernier afin de vérifier qu’il est bien adapté a une discrétisation.

2.2.2 Propriétés mathématiques du modéler)
2.2.2.1 Hyperbolicité

Pour ce modéle, nous étudions les éléments propres du systeme quasi-linéaire correspondant, la
“linéarisation” s’effectuant par rapport aux variables dites "naturelles"(a, p1,p2,u). Comme

pour le modélg(E), I'étude porte sur le modéle écrit en une seule dimension d’espace. On se
propose d’établir le résultat suivant :

Proposition 4 (Hyperbolicité du modele(R))
Le modéle(R ) est hyperbolique, les valeurs propres de la jacobienne des flux étant, u, u+c,
la valeur propreu étant de multiplicité deux, et la vitesse du sornle mélange étant définie par :

pC? = ap1CE+ (1—a)p2cs . (2.7)

Preuve :
A nouveau, commencgons par montrer que le systéme s’écrit sous la forme quasi-linéaire suivante :

a (o
P1 0| p1
at | p2 +Aza_x P2 =%
u u
avec .
P1—p2
€
u 0 0 0
0 u 0 o1 _P1P1—p2
A= 0 0 u po | ets.= a ¢
p—pr o (1-a) P2 PL— P2
P P P 1—-a €
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Cette fois-ci, la linéarisation a été effectuée par rapport aux variables dites naturelles. Il s’agit donc
de montrer que les équations :

Ja  da Ap

EHJ& = — (2.8a)
% +006F)>(1U _ 0 (2.8b)
0(1;td>pz+0(l—az)pzu _ 0 (2.8¢)
2
agtu+apu +apg(l—0()pz _ F (2.8d)
s’écrivent, (en tout cas pour des solutions regulieres) :

%_‘: +ug_‘:‘( _ A_Ep (2.92)
aaptl+ aap;1+plgx _ _%A?p (2.9b)
a;2+ aGF;(ZerZ%( _ 1PZGA:’ (2.9¢)

NSRRI - e

ou I'on a posé\p = p1 — p2. En effet, en développant le premier membre 21819, il vient :

dp1  Opyu da  da B
(T+W)+pl (E“‘&) =9,
%,_/

p d’'apres 2.89
ce qui donneZ.9b). On obtient 2.99 de la méme maniére.
En écrivant successivement :
oP oPoa o0Podp;y OP @

X 00 0x opyox ' opy ox

B da 20p1 20p2
= (p1—p2) ax+0‘01 X +(1-0)c3 ax

puis en développant le premier membre 28¢) :
ou du Jp dpu oP
p(E—FU&)-F (6t+ﬁ)+ax F,
~—_———
=0 d'aprés 1.4

on obtient bienZ.90d).
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On obtient les valeurs propres Ag en calculant le déterminant :

u—Z 0 0 0
0 u—_¢ 0 P1
Pp,(0) = 0 0 u—¢ P2
pL—pz acz (1-a)c3 u_?
P P )
2
= -0 ]w-0 (w-02-p %) piu- 2]

(U—0)? (<u_<>2_ §<ap1c%+<1—a>pzc%>)

et en posanpc® = aplc§+ (1—a)pzc§, qui est bien un réel positif, on obtient bien les valeurs
propres réelles — c,u,u+C.

Pour conclure, il faut prouver que la matridg est bien diagonalisable. Pour cela, il faut montrer
gue les vecteurs propres forment une base. Or les quatre vecteurs :

1
0
P1—p2
0 — 0
pP1 _(1_0)0% C% P1
Ry = , Ro1= , Roo= , etR3 = ,
EZC qc% _P1—Pp2 %2
c5
0
0

sont vecteurs propres a droite Ag pour les valeurs proprédg = u—c, {1 = (2= U, etl{z =

u+ c respectivement, et la matrice, dont les colonnes sont formées de ces quatre vecteurs, est bien
inversible, son déterminant valarpc.

2.2.2.2 Entropie de Lax et flux associé pour le modéler)

Comme pour le modélgE), il faut s’assurer de I'existence d’une entropie.

Proposition 5 (Entropie de Lax pour le modele(R))
Si le petit paramétre est positif, le couple de fonctiofS H) :

1
{ S(a,p1,p2,u) = EPU2+0(plf1(pl)+(1—0()pzf2(92)
H(G,p1,p2,U> = U(S+P(aap17p2)
avecf et f, deux fonctions dep; etp2 respectivement vérifiant :
fl(on) = P8 et gy(py) = P2O2
p1 p2

est un couple d’entropie de Lax usuel pour le mod€IR ) .
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Remarques :

1. Le signe du petit paraméteeest ainsi fixé par un argument de consistance thermodynamique
du terme source de relaxation.

2. Il s’agit d’'un résultat trés général sur le modé#), qui ne dépend pas du choix des lois de
pression.

3. Lentropie du modél¢E) est reliée a I'entropie du modé&(& ) par la relation :

P1 P2 pu >

P1,02)" 1— 0, (P1,P2) Pr+P2/

4. Pour étre rigoureuy, il faut également vérifier que ces entropies sont convexes. Nous ren-
voyons le lecteur intéressé a I’Anne&Xepour une preuve de la convexité des deux entropies.
La démonstration utilise le fait que la fraction volumique d’équilibreminimise I'entropie
S du modele(R), donnant un sens plus précis (et plus fort) a la dénominatiomatiele

a I'équilibre pour le modélg E) : I'équilibre des pressions n’est pas seulement un choix
"délibéré" de fermeture mais correspond a la minimisation de I'énergie libre totale.

S (P pu) = (. (o). o

Preuve :

On cherche une entropie sous la forme donnée dans la proposition, sans seadpriogrles
fonctions f1 et fp. Il faut alors trouver des conditions sty et f, pour que le gradient du flux
d’entropie par rapport aux variables natureflamit relié au gradient de I'entropie par rapport aux
mémes variables naturelles par la relation :

'OvS- Ao =0vH

car ainsi, pour les solutions régulieres, on aura :
ov ov 0S oH
t t
v (at+ 2ax) o ok T Ve

ou Sg est le terme source défini propositidn

P1— P2
€

_P1pP1—p2
Se = a €

P2 P1—P2
1-a €
0

Nous aurons également a prouver que le prodiytS- S. est négatif pour assurer que le couple
(S H) est bien un couple d’entropie de Lax usuel.
On rappelle que :

u 0 0 0
0 u 0 P1
Ay = 0 0 u P2
pi—p ot (1-a)cs
p P P

2Par exemple, mais on pourrait également faire le calcul en variables conservatives.
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On calcule d’autre part :

0S
oa
1 2
0S E(pl—pz)u +p1fi—p2fa
FI 1
vS= & = 1 éauz+a(fl+plfi) )
95 Z(1— o)W+ (1—a)(fo+ pafh)
0p2 2
pu
0S
ou
puis :
NC.
aa P1— P2
< 0S 2)
u( -—+oacg
OyH = op1
u (ﬁ +(1- 0()02>
op2 2
u%+8+ap1+(1—a)p2
Seule I'équation sur la vitesse est porteuse d’information et on trouve la condition :
0S 0S
~— +P25—=S+ap1+(1-a ,
P155, T P25 p1+(1—a)p2
qui s’écrit :

apifi+ (1—a)p3fs = api+(1-a)p,
Il suffit donc de choisirf; et f> tels que :
P1 ;P2
fil="> et fj=>5
p7 p3
Enfin, il faut vérifier que le terme source de relaxatifrest bien compatible, dans le sens ou |l
contribue a faire décroitre I'entropie, c’est a dire qu’il faut :
‘OvS- 8 <0
Effectuant le calcul, on trouve :
P1— P2
R CLEEANE
soit, puisquepi2 f/ = pi (i=1,2) d’aprés ce qui précéde :

2
tDvS'ng—(pl SpZ) 7

tDVS‘Ss -

qui est bien négatif puisque nous avons suppEqsesitif.
Remarque :

En revenant aux variables conservatives, le terme source n’ayant plus qu’'une seule composante,
voir la définition du modéléR® ), on peut montrer qu’alors :

dS
a__(pl_DZ) )

ce qui donne directement le résultat voulu concernant la compatibilité du terme source.
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2.2.3 Developpement de type Chapman-Enskog

Nous avons donc prouvé I'hyperbolicité et la “consistance thermodynamique" du ni@deél&e
rendant propice a une mise en oeuvre numérique. Il faut toutefois s’assurer que les solutions de ¢
modele sont proches de celles du modé&gen un sens que nous précisons maintenant.

L'objet de la proposition qui suit est de montrer que le mod&g constitue une approximation
correcte, au sens de I'analyse asymptotique, du mddele Ce résultat justifie donc I'utilisation
du modele R ) pour la résolution numérique du mod¢(g) .

Pour faire le lien entre les deux modeéles, on s’intéresse au développement asymptotique formel, a
premier ordre e, du modéle de relaxation, et ce dans I'esprit d’'un développement de Chapman-
Enskog comme le font F. Coquel et B. Perthame d28k On se donne donc une solutigf =
Y(a®, p5, p5, peVE) du modele de relaxation "proche" d'une solution du modele & I'équilibre dans
le sens own® est pris sous la forme :

of = a, +ea§ + O(e?)

0. étant solution de I'équation de la loi de fermetute8f du modéle(‘£). On montre le résultat
suivant :

Proposition 6 (Développement de type Chapman-Enskog)
Au premier ordre erg, le modele de relaxation est formellement équivalent au systeme suivant :

5[ B pove 0
P ps +0- pEVe - = ~0 ) ,  (2.10)
pEVE PEVE® VE + P, (5, P5)1 el (n(a.,p3,p5)0- VE)
avec :
204 N2
0(5:0(*—8< a- é}s a.) K2~s 2) 0-VE, (2.11)
(1—0,)2p8c? + a.2p5c3

ou a, est solution de I'équation de fermeturel 8), K est donné par I'équation.30, et oun
désigne la fonction suivante :

a?(1—a)*(P1+p2) (@-)

G,~ 7~ - ~ ~ *
n(a,p1.P2) (1—0)2P1C2 + a2Pacs

Remarques :

1. Une condition nécessaire pour que le systéme obtenu soit bien posé, c’est a dire pour qu'il
constitue un@pproximation paraboliqudu modele a I'équilibre, est la positivité de la fonc-
tion . On obtient ici la condition :

2 <.

%

On reconnait la condition diteubcaractéristiquevoir [28] par exemple. Cette relation est
bien vérifiée dans notre cds Le lien entre les modele&E) et (R ) est donc établi : une
solution du modél¢R ), proche d’une solution du modg(€), est solution au premier ordre
ene d’un systéme constituant une approximation parabolique du mé¢#éleCe résultat est

3En effet, d’aprés les équation.) et (2.2), il faut vérifier que le produi(pzcg — plc%)K est positif, ce qui est
immédiat vu I'expression di, équation {.30).
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capital pour la mise en oeuvre numérique. Il assure en effet (au moins formellement) qu’en
résolvant numériquement le modél® ) pour des conditions initiales compatibles avec la
condition d’équilibre 1.8), la solution obtenue sera bien solution du modé&l¢a des termes
d’ordree pres.

2. Le terme visqueux étant proportionnettdl — o), il n'agira qu’'a l'interface entre les deux
fluides.

3. Onretrouve également que la fraction volumigiieest découplée du reste du systéme : une
fois le systemeZ.10 résolu,a® est calculable grace 2.11).

4. Il est intéressant de remarquer quest sans dimension, alors ga@ la dimension d’une
viscosité dynamique] = Pa.s).

5. En général et pour des modeles plus simples (scalaires unidimensionnels par exemple), la
validité d’un tel développement est étroitement lié & I'existence d’une entropie de Lax pour
le modele de relaxation, voiRf] pour plus de détails a ce sujet.

Preuve :
Il s’agit d’abord de trouver I'expression d€. En substituant le développement de dans la
premiére équation du mode(& ), équation 2.4) et en vertu de I'équatiornl(29 vérifiée par la
fraction volumique d’équilibre, on obtient :

Ap = p1— pz = eKO-V*
Or, avec les notations de la preuve de la propositicon a :

e 09

Ap= ¢(a87 ﬁg_a 6;) = (I)(G*, ﬁiv ﬁ%) + sala_a(a*v ﬁia ﬁg) + 0(82> .

I ey 0 .
Sachant quep(a.,p1,P2) = 0 par définition dea,, et en remplagan% par sa valeur (voir la
preuve de la propositiof), on obtient poun :

2 2
= a g e @1
* 1~1 * F2V2

On substitue ensuite le développementéi@ans I'expression de la pression de mélange :

o o P
P(a®,p3,B3) = P(0., BT, B5) +£0f 5 (a., B, B5) + 0(€?),

etavec:

P2 o P1

1-a)2? a2

o

O (@ pr.p2) =
%0 P1,P2) =

Y

et:
P(G*, 6%_7 b%) = P*(ﬁia [35) )
ainsi que I'équationq.12) de définition den§, on trouve bien le développement de la pression de
mélange sous la forme :
P(a®,p,P3) = P.(P%, P5) —en (0w, PL. P50 - Ve + O(e?)

oun désigne la fonction suivante :

a?(1—a)?(P1+p2) (@-)
(1—0)2[510%—|-02f)2C% *

Enfin, en substituant I'expression de la pression de mélange dans I'équation de quantité de mou-
vement, on trouve bien le terme visqueux annoncé au second memi.dde (

r](aa [317 62) =
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2.3 Etude du modéle bifluide isotherme : une dérivation ther-
modynamiquement consistante du terme source de tension
de surface

Au travers de I'existence d’une entropie de Lax pour le modéle présenté au premier chapitre, nous
avons montré la consistance thermodynamique du modele, c’est a dire la compatibilité du modele
avec le second principe de la thermodynamique. L'objectif de ce chapitre est de proposer une
facon de retrouver la modélisation des effets capillaires (présentéd gut en tenant compte

du second principe de la thermodynamique. Nous pensons que la méthodologie proposée est to
aussi importante que le(s) résultat(s) obtenu(s). Ce paragraphe constituera une partie d’un articl
en cours de rédactior®@] et est issu d’'une collaboration avec D. Jamet. Nous nous placons ici
dans un contexte moins général et prenons comme point de départ les équations générales de bil
écrites pour un mélange de deux fluides en évolution isotherme. Bgnkeg auteurs proposeront

une dérivation de ces équations a partir du principe de moindre action.

La méthodologie proposée ici consiste a se donner ces équations de bilan sous la forme la plu
générale possible, c’est a dire en se laissant des "degrés de liberté", mais tout en respectant I
grands principes de la thermodynamique des milieux continus, notamment le second principe de
la thermodynamique. Ce principe nous aide alors a faire des choix de modélisation.

2.3.1 Equations de bilan pour un mélange de deux fluides compressibles
soumis a des effets de tension de surface

Supposons que deux fluides compressibles évoluent en situation isotherme et se déplacent a
méme vitessd/. La présence de I'un d’entre eux est caractérisée par sa fraction volumnjque

qui est également, on I'a vu, la densité volumique de volume qui lui est associée. La contrainte
de saturation impose que la fraction volumique de l'autre fluide seitil On dispose donc de

deux équations pour chacun des deux fluides, la conservation de la masse et I'équation de bilan ¢
volume associée :

%+D-(bKV):0, k=12, (2.13)
do
E‘I-D-(GkV):S]k, k:1,2, (2.14)

ou les&,, sont des termes sources a déterminer. La contrainte de satuxatioo, = 1 permet
d’éliminer 'une des deux équations et I'un des d&yx, par exemple,, :

S,=0V-S,.

Cette derniere relation prouve au passage que ces termes sources, en tout cas en situation d’écc
lement compressible, ne sont pas nécessairement nuls : le volume de chacun des deux fluides |
se conserve donc pas. Par contre, si I'on envisage les termes s&yrcesnme des "défauts de
conservation" du volumay, il est rassurant de constater que la somme de ces "défauts" est la va-
riation de volumél-V associée a I'écoulement. Dans la suite et comme nous I'avons fait jusqu’ici,
nous notons = 01 et &y, = K.

En vertu du principe fondamental de la dynamique appliqué a un milieu vérifiant I'nypothése du
continu, I'équation bilan de quantité de mouvement, sans préjuger du comportement rhéologique
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du "milieu continu de mélange", s’écrit (sous forme non conservative) :

av

Pt =

ou T est le tenseur des contraintes. Dans le premier chapitre, nous avions fermé le systeme ainsi
obtenu en nous donnaatpriori ce tenseur des contraintes, puis nous avions constate, sans tenir

compte des effets capillaires, que ce choix de modélisation était compatible avec le second prin-

cipe de la thermodynamique. Ici, nous commencons par écrire les deux premiers principes de la
thermodynamique dont I'application se traduit par une équation de bilan d’énergie libre totale :

0.1, (2.15)

d

Py (f+e)=-0-a+0-(V-1) - Ar, (2.16)

olie; = ||V||?/2 est la densité massique d'énergie cinétiduke, densité massique d’énergie libre,

g un flux d’énergie (a déterminer) At la dissipation d’énergie, qui doit étre positive en vertu du
second principe. Ce flux d’énergie est associé, nous le verrons, aux effets capillaires. On obtient le
bilan d’énergie cinétique en multipliant scalairement I'équation bilan de quantité de mouvement
(2.195 parV :

de;
—=(0-1)-V 2.17
que I'on retranche au bilan d’énergie totale pour obtenir finalement le bilan d’énergie libre :
df

Nous disposons donc d'un systeme qgu'’il convient de fermer. Il faut commencer par choisir les
variables dont dépend I'énergie libre. Cette dépendance sera explicitée dans un second temps, en
fonction des phénomeénes physiques que I'on veut modéliser. Mais il faut également connaitre le
terme de fluxg, le tenseur des contrainteset le terme sourc&, si 'on veut pouvoir connaitre
complétement I'état des deux fluides. tkoix des fermetures a effectuer va étre guidé par la
positivité de la dissipation d’énergie libre.

2.3.2 Calcul de la dissipation d’énergie libre

On suppose que I'énergie libre dépend des varighlék = 1, 2), de la fraction volumiquer mais
aussi de son gradiefnta afin de tenir compte des effets de tension interfaciale :

f = f (Br,p2.0,00). (2.19)

Dans le cas de deux fluides, le principe d’'indifférence matérielle permet de montrer que la dépen-
dance de I'énergie libre est une fonction|(déu ||, voir [68]. Cependant, en vue d’une extension au
cas de plus de deux fluides, il est plus commode de garder une dépendance plus géhtrale en

A partir de @.19 et en supposant I'équilibre thermodynamique local, on peut écrire :

df _ (9fdps  0of dp2) ~ofda  of dOa
Pat ~P\ap dt " ap, dt ) "Paaat Pada Tat

(2.20)

Le calcul de la dissipation d’énergie libre totdle s’effectue alors en remplacant les dérivées en
temps par leurs expressions issues des bilans, sauf pour les deux derniers termes qui demandent un
traitement particulier. On peut voir que I'on obtient deux types de termes : des termes conservatifs
de la formelJ- (-) et des termes tensoriels contractés au¥c Le terme en‘fj—? constitue en fait
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un troisieme type de terme associé a la dissipation d’énergie dtamaportde volume par
I'écoulement. Afin de pouvoir faire des regroupements, nous allons chercher a écrire le dernier
terme au second membre d&40 sous la forme d’une somme de termes de I'un de ces trois
types. Pour cela, posons :

of
o= pﬁ ; (2.21)

et calculons la quantitg - (32 - @) :

da da da
o(Ge) - Goeren(q)

= z—TD~<p+<p~ <6%+thma+(v-m)ma) :

da dla
= ED-(IH-CP-W-F((Q@DG) OV

et on obtient finalement pour le dernier terme 220 :

dla da da
(p-T:D-(a-cp)—aﬂ-(p—(cpébma).mv, (2.22)

qui est bien la somme de trois termes des différentes formes souhaitées.

Egalant .20 avec @.18 ety introduisant les relations issues 8€l@), (2.14) et (2.22), on obtient
la dissipation d’énergie :

- —D-(q+(Sa—0(D-V)<p>

. of _ of .

~(&-00v) (o5 - 0-0)

relation qui nous permet de fermer le systeme. En effet, si nous assurons la positivité de cette
dissipation d’énergie en rendant chacun des trois types de termes positifs (ou nuls), nous obtenor
des conditions sur les trois inconnues et S, en étant assuré de la consistance thermodynamique
du systeme résultant.

A ce stade, il faut noter que nous avons déja fait des choix dans le regroupement des termes, sal
toutefois que ces choix conduisent a fermer complétement le probleme. Nous allons égalemen
voir que plusieurs choix sont possibles, dont deux ont un intérét particulier pour nous puisqu’ils
vont nous permettre de retrouver a la fois le modéle de relaxation, ou malglest un modéle

que nous utilisons dans la méthode numérique présergée 8§

Remarque :

Tel que nous avons effectué les regroupements lors du caldyl,ad®us avons en fait "découplé”
le choix du tenseur des contraintede celui des deux autres inconnugst .
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2.3.2.1 Choix du tenseur des contraintes

Pour s’assurer de la positivité du terme faisant intervenir le tenseur des contraiiates 2.23),
il suffit de choisir celui-ci sous la forme :

/. of  _ of o
T——p(pl(a—m—kpza—f)z)]l—(p@Da%—T , (224)

outP est le tenseur de dissipation de quantité de mouvement devant vérifier :
°:0V >0,
et qu’il suffit de prendre sous la forme newtonienne classique :
P =p('Ov+0v),

pour assurer la positivité de la source d’énergie libre.

Une fois la forme de I'énergie libre fixée, nous pourrons calculer le tenseur des contraintes. I
comporte également une partie non sphérique, en partie responsable de I'apparition de la tension
interfaciale.

2.3.2.2 Choix du flux d’énergie et du terme source de bilan de volume

Nous retenons deux facons simplesctieisir le flux d’énergieq et la source de volume de fluide
Sy Le premier consiste a prendre :

S = ad-v
qg=10

gui donne une simple équation de conservation pour le volume de chacun des deux fluides. Le mo-
dele associé a ce choix nous servira lors d'une étape, dite de transport, de notre méthode numérique
de résolution du modelgr) .

La seconde possibilité consiste a prendre :

1/ of
S = aD-V—E<p£—D-¢>

Y LAY

ou € est un réel positif. Le modéle associé a ce choix est le modéle de relaxation intr@d®it §

avec toutefois la prise en compte de la tension superficielle. La source d’énecpabtenue dans

ce cas est connue dans la littérature sous le normadail intersticiel [36, 123 92, 13]. Cela

montre aussi que le premier choix ne conduit pas a un modéle satisfaisant quant a la consistance
thermodynamique.

: (2.25)

Remarques :

1. On peut remarquer que dans le cas ou il n'y a pas de tension de surface, nous venons simple-
ment de retrouver que le terme source de relaxation est compatible avec I'entropie de Lax
du modélgR).
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2. Isenberg §3] propose une interprétation de I'existence du travail intersticiel. L'auteur se
place dans le cas d’un film de savon, tendu entre les quatre c6tés d’'un cadre rectangulaire
dont un de longueut est mobile. Lorsqu’on augmente la surface du fdneempérature
constanteen déplagant la partie mobile du cadredke le film doit absorber de la chaleur
du milieu extérieur pour maintenir la température du film constante. Donc, en sus du gain
d’énergiec;Lox de part 'augmentation de la surface du film, il y a une absorption d’énergie
0Q. Dans cette étude, nous avons traduit cette absorption d’énergie par le-terngeaux
seconds membres d2.16) et (2.18.

2.3.3 Fermeture thermodynamique

Il convient maintenant de choisir la dépendance explicite de I'énergie libre. Ce choix, motivé par
des considérations simples, va nous permettre d’expliciter les différentes inconnues de notre pro
bleme : le tenseur des contraintede flux d’énergieq et la source de volumg&,. La relation
classique de la thermostatique des interfad8sd0] :

F=—pdV+odA, (2.26)

ouA désigne l'aire de I'interface, montre que I'énergie libre doit étre la somme de deux termes : un
terme correspondant au travail des forces de pression et un autre correspondant a I'énergie porte
par l'interface. Nous écrivons donc la densité volumique d’énergie libre sous la forme (avec des
notations évidentes) :

pf (61,52,0, DG) = Fp (517627(1) +Fg (CX, DG) .

En effet, le travail des forces de presskndoit déependre des masses de chacun des deux fluides,
mais aussi de la fraction volumigue puique les pressions des deux fluides en dépendent. Le
terme associé a la tension de surface doit dépendre quant a lui du gradient de fraction volumique
Oa, mais aussi de la fraction volumigue En fait, cette dépendance em’intervient pas dans

le cas de deux fluides. D’autre part, nous avons déja remarquélepie représente la densité
volumique d’aire interfaciale.

Le terme d’énergie libre de mélange correspondant au travail des forces de pression n’est autre gL
I'entropie de Lax associé au mod&l® ) :

< ox o xoc (P1) - P2
Fp(pl7p27a)—plfl(a>+p2f2 (—1_0() ; (2.27)

ou lesfy sont les fonctions définies par :

dfc  px

T =5 2.28

dpx P2 (2.28)
soit encore :

dfc=—pdVk,

ouVx = 1/pk est le volume massique. L'énergie libre volumique de mélange, grandeur extensive,
est donc définie comme la somme des énergies libres volumiques de chacun des deux fluides. .
cette énergie de mélange va correspondre une pression de mélange que, cette fois-ci, nous n’auro
paschoisiecomme nous I'avons fait au précédent chapitre.

L'énergieFy est une quantité volumique qui, d’apr&s26), doit vérifier :

dF, = odA. (2.29)
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Si nous supposons qiig s’écrit7 (||a||) ou ‘T est une fonctiom priori inconnue, on peut mon-
trer, voir [68], qu’une condition nécessaire pour que la relation de Laplthdd)(soit indépedante
de I'épaisseur de l'interface estZ:’ = g. On obtient donc la contribution des effets capillaires a
I'énergie libre :

Fo(a,0a) =o||Cal|, (2.30)

ce qui correspond bien &.29 puisque||Ua|| est la densité volumique d’aire interfaciale.

Finalement, la densité volumique d’énergie libre que nous retenons est :
- p1 6
pf (P1,P2,0,00) =pP1f1 q +p2f2 +o||Cal| . (2.31)

2.3.4 Retour aux éguations de bilan

Nous pouvons a présent en déduire les équations de bilan résultant de la fermeture effectuée. Il
s’agit donc de calculer le tenseur des contraintes donné &) ainsi queS, et q donnés par
(2.29, qui dépendent tous de la quantjdefinie par 2.21). Le termef, ne dépendant pas de,

onadonc:
o0Fs Oa

g =0
?= %00 =~ %o
qui n’est autre quen;, oun; est la normale a l'interface.

(2.32)

2.3.4.1 Bilan de quantité de mouvement : tenseur des contraintes et pression de meélange

Il s’agit ici de calculer le tenseur des contraintes, en ommettant toutefois le tenseur des contraintes
visqueusesP :

1=— af +~ of I—@® Oa

Outre le terme de tension de surfage Cla, il faut calculer le premier terme, sphérique, du tenseur
des contraintes :
P—p <l5 of +5 of )
= 13 T P23x
op1 op2
On s’attend a ce que ce terme contienne la pression de meélange :

P=ap1+(1-a)pz,

ainsi qu’une correction du terme de tension de surface assurant la bonne relation de saut de pres-
sion. Il s'agit donc de calculer le ternv:

, of L of

(pf) —pPof=x- 9p —ﬁzfa—p

0
f)+ =
(PT) + P25z 0p1 op2

B 0
= P1x 95,

0p1

B . la’p 1 (1-0)?p
= Pl(Pl— 52 +f1)+p2(p21 g 52 +f2)—Pf

= ap1+(1-a)p2—Fs
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On trouve donc bien le résultat attendu : la terme sphérijda tenseur des contraintes contient

la pression de mélange. Remarquons qu'il est plus satisfaisant d’avoir choisi I'énergie libre
de mélange (qui est nous I'avons dit une grandeur extensive) puis d’en avoir déduit la pression
de mélange plutdt que d’avoir fait le choix, difficile a justifier, d’'une pression de mélBnge

ap1+ (1—a)p.. Le terme supplémentaifg va compenser une partie du terge Do de maniére

a assurer la bonne relation de saut de pression a l'interfat® (

Compte tenu de ce que nous avons obtenu goat de .32, on aboutit finalement au tenseur
des contraintes suivant :

Ua
r:—(ap1+(1—0()p2)]l+0(||D0(||I[—W®Du> : (2.33)

gui est exactement, avec les notations introduites au premier chapitre :

T=_—PI+1°.

2.3.4.2 Bilans de volume de fluide et d’énergie : termes sources de relaxation

Il s'agit ici de calculer le terme sourc® ainsi que le flux d’énergig donnés parZ.25. Pour
cela, il suffit de calculer les deux quantité%é et-@. Pour la premiére, on montre que :

f
pﬁsz—Fﬁ,

et la seconde, compte tenu du fait e on;, est :

Ua
000 (22,
| Oall

qui n'est autre quél- @ = —ok, 'opposeé du saut de pression intervenant dans la loi de Laplace.
Rassemblant ces résultats, on obtient finalement pour la source de volume de fluide 1 :

1 Ua
S,_O(D-V+E<p1—pz+0D-(”Da”)>, (2.34)
et le flux d’énergigy :
o Ua Ua
a=—(m-petoD <HDGH)>HDGH | (2:35)

Ce flux d’énergie est donc porté par la normale a I'interface. De ce flux d’énergie résulte un terme
supplémentaire au second membre du bilan d’enthalp2d), En pratique et pour les applications
visées, c'est a dire dans le cadre de I'approximation de type Boussinesq, nous supposons qu
les transferts associés a ce travail intersticiel sont négligeables devant les transferts associés a
conduction thermique.

Le bilan de volume de fluide 2(14) devient donc :

da 1 Oa
a (Pt <uma||)) ’

ce qui donne la facon dont il faut modifier le terme source de relaxation introduit dans le mo-
déle (R ) afin de tenir compte correctement des effets capillaires. Ce terme source modifie égale-
ment la pression d’équilibrB, du modeéle a I'équilibre. En effet, la nouvelle fraction volumique
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d’équilibre, que nous notons, tenant compte des effets capillaires, est maintenant solution de

I'équation :
P1 P2 06 \
(&) -92(5%%) +oo (o) =©

la pression d’équilibr® correspondante étant :

B(p1.52) = Aps (pl) 1-&)p (i) |

a 1-4G

La nouvelle équation donnant la fraction volumique d’équilibre est beaucoup plus complexe que
dans le cas ou il N’y a pas de tension de surface, et ce méme dans le cas de deux fluides suivant
des lois linéarisées isothermkZ6) : ce n’est plus une relation locale du type lois d’état, mais une
équation elliptique fortement non linéaire. Nous allons voir gu'’il n’est pourtant pas nécessaire de
la résoudre.

Nous pouvons en effet estimer I'erreur commise en gardant la méme fraction volumique d’équilibre
o, et la méme pression d’équilibie. Pour cela, nous utilisons la fonctidn utilisée lors de la
démonstration de la propositidn

d(a)=p1—p2.
Ona: o
3(@) = 9(01.) +2(0.) (G—0) + O((G—00)?) |
~—~ ~—— oa
=0K =0
soit : G K
L By
da
or 2 (a,) a déja été calculé et vérifie :
1 aZ(1—a,)?
%y (-aPuci+atc
oa
Introduisant la compressibilité de mélange, équatibB)( on aboutit a :
1 a2(1-o)?pd
0% . Picpac3
aa (a*)

ce qui donne poudi —q, :

2 2 A2
~ as(1—a, C.
plclp2C2

Remarquons tout d’abord que, sans surprise, la différence entre ces deux fractions volumiques est
nulle dans les zones ax,. vaut 0 ou 1, c’est a dire loin de l'interface. Ensuite, lorsque nous avons
donné au §.4.2les criteres de choix des vitesses du son dans les deux fluides, nous avons conclu
gu'il fallait, entre autre :

condition qui assurent que les variations de pression dues aux effets capillaires sont d’un ordre
de grandeur supérieur a celles dues aux effets de compressibilité, artificielle dans les écoulements
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qui nous intéressent. Cette condition assure donc également que la diff@renag| reste petite.
Ainsi, nous gardons la fraction volumiquae et la pression d’équilibr@, dans le modeléE), ce
qui signifie encore que nous ne changeons pas le modele de relaxation.

Nous retenons donc la source de bilan de volume de fluide 1 sous la forme :
1
S=_(pL—p2). (2.36)

Remarque :

D’un point de vue énergétique, cela signifie que nous ne minimisons pas exactement I'énergie libre
de mélange. Par contre, nous sommes assures d’étre dans un proche voisinage de cet équilibre.

2.3.5 Proposition d’extension de la modélisation de la tension de surface au
cas den fluides

Nous proposons ici succintement une extension du modele au cas plus géméftaldes sont en
présence. Ce paragraphe est I'occasion pour nous d'illustrer I'application de la méthode de dériva
tion proposée au-dessus. Reproduire par exemple la remontée d’'une goutte d’huile dans de l'ea
jusqu’a ce qu’elle parvienne a une surface libre avec de I'air, et ce sur les bases d’'une modélisatiol
de la tension de surface de type CSF, n’est pas chose aisée. L'enjeu réside principalement sur |
forme du terme source de tension superficielle. La méthodologie proposée, si elle reporte la dif-
ficulté sur la forme de I'énergie libre et I'interprétation du modeéle obtenu, permet toutefois d’en
assurer la consistance thermodynamique.

De la méme maniére que précédemment, la présence de chacun des fluides est caractérisée pal
fraction volumiqueny, avec la contrainte de saturation :

a=1. (2.37)

M

k=1

Cette équation montre que lag sont liés, mais aussi que leur gradient le sont selon :

n
Z Ook=0. (2.38)
K=1
Il y a n équations de conservation de la masse :
ap ~
%m- (BrV) = 0. (2.39)
Il'y a égalemenh équations de bilan de volume de fluide :
% = Sy -V, (2.40)

et les,, sont donc liés par la relation :
n
> S =0-V. (2.41)
K=1

Enfin, les équations de bilan de quantité de mouvement et d’énergie libre sont :

av

pgr =01, (2.42)
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df
pa:—D'Q"‘T:DV—Af, (2.43)
Il faut donc déterminen — 1 desS,,, le dernier étant donné p&t.@1), ainsi quet, q etAs, la dissi-
pation d’énergie qui doit &tre positive. A cette fin, nous supposons que les variables indépendantes
sont lesn densités de mas$g, lesn— 1 premieres densités de volumg ainsi que leur gradient

Oak. Procédant comme précédemment, nous calculons la source d’éhgergiaous obtenons :

n-1
A = —0-(a+ Y (Sy -l V@)
k=1

n—1 n-1

of
T+prk ]I+z<n<®D0(k OV, (2.44)

nilSu od-Vv of O
Y s-ao (s o)

ou @y désigne :

__of
etp la masse volumique de mélange :
n—-1
pP=> P
K=1

Le tenseur des contraintes obtenu est donc :

f n-1
——pZPk—H— Z%@dea
&

auquel on peut également ajouter un tenseur des contraintes visqueuses. De la méme facon, le flux

d’énergieq est :
n—1

q=-— Z (SXk_akD'V>(n(7
k=1

et ce quel que soit le choix d&, . Il existe sans doute beaucoup de facon de rendre positif le
dernier groupe de termes d244). Nous retenons une facon simple qui consiste a rendre positif
chacun des termes de la somme, en choisissant pog,les

da

ou lesgy, sont des constantes positives, qui n'ont aucune raison d’étre égales.

S, = - V—i(paf _o. %)

On constate bien a ce stade que tout repose sur le choix de la densité massique d’éneffgie libre
Nous choisissons toujours de I'écrire sous la forme :

P (Px, ak, Do) = Fp(Pk, 0k) + Fo(ak, Day) ,

avec le terme correspondant au travail des forces de pression sous la forme :
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ou lesfy sont des fonctions dg vérifiant :

d fi

Of oy Pk
dpk

_pa.

A partir de ce terme de pression, on obtient le premier groupe de terme du tenseur des contraintes

(Pk)

n-1 of n—-1
0 — = a —F ,
pk;pkapk ; kPk — Fo

et ce quel que soit le choix d&. Etant donné que nous avons choisi que seul le terme capillaire
d’énergie libre dépende dé&,, le tenseur des contraintes capillaitesest donc :

n—1

oF,
C o
° =Rl — Doy, . 2.45
° égamak® k (2:49)

A nouveau, on voit ici la généralité de la méthodologie présentée : quel que soit le cligixjde

I'on fasse, nous disposons de la forme du terme source capillaire pour que le modéle complet soi
thermodynamiquement consistant. |l faut bien sur que la densité volurRigsit représentative

des effets que I'on cherche a reproduire. Outre le tenseur des contraintes capillaires, le terme sourc
du bilan de volume de fluid&,, donne la fermeture en fraction volumiqae pour le modele a
I'équilibre, ou, ce qui revient au méme, la fagon dont il faut modifier le retour a I'équilibre dans
le modeéle de relaxation. Nous nous contentons ici de proposer une facon de Ehajsimous
semble satisfaisante.

La forme de I'équationd.45 nous pousse a choisir :

n—1
Fo=Y okl Dol .
k=1

ou Ok est le "coefficient de tension de surface de mélange" associé aux interfaces que partage |
fluidek avec les autres fluides. Nous supposons simplement qu’il dépend des diftér&dsette
maniere, on trouve le tenseur des contraintes capillaires sous la forme de la somme des opérateu
de projection sur les tangentes aux différentes interfaces :

rczfgfak(Hmaﬂm-ulﬁﬂingmak>
& Do
puisqu’avec la forme choisie, on a:
= Ok .
oo [0

Il faudrait alors montrer que la forme obtenue potisuffit & assurer la relation ditle Neumann
[31] qui stipule qu’a l'intersection d’interfaces entre plusieurs fluides, on a:

n n
Zl Z ajjtij =0,
i=1j=1]<i

outj; désigne la tangente a l'interface entre les fluides]. Il reste a préciser le coefficient de
tension de surface de mélange, que nous choisissons sous la forme :

>

Ok = ) Qi0ijk ,



68 2 - ETUDE DU MODELE

ou lesoj sont les coefficient de tension de surface entre les fluidek. On a donaoj, = oy et
on peut toujours choisir comme conventign= 0.

Remarque :

Le choix pouroy fait apparaitre dang; des produitsJay. Ces produits de distribution de Dirac

et d’Heaviside sont bien définis du fait que l'intersection des surfaces de discontinuités associées
est de codimension égale a 2 dans I'espace ou l'on se situe. Par exemple, en deux dimensions
d’espace et pour trois fluides, I'intersection de deux (ou trois) interfaces est un point.
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Chapitre 3

Schéma numérique pour la partie
hyperbolique des equations

3.1 Schéma de relaxation pour le modéle bifluide

Comme proposé par Saurel et AbgrdlDB, le modéle de relaxation est résolu selon le schéma
de relaxation qui consiste a figer le terme source de relaxation a zéro dans un premier temp:
(étape de transport), puis a faire relaxer la solution obtenue vers I'équilibre des pressions (étape d
relaxation).

3.1.1 Etape de transport

Lors de cette étape, on intégre le systeme d’équations aux dérivées partielles associé au modeé
(R), avec toutefois les termes sources associés aux forces de volume ainsi que les termes capillair:
et visqueux, le terme source de relaxation n’étant pas pris en compte durant cette étape. Le systén
a intégrer se présente donc comme un systéme d’équations bilans de la forme (en deux dimensiol
d’espace) :

W, L%,

ot ox oy
le vecteuiW des variables conservatives état=" (pa, p1, P2, pu, pv), F le flux suivantx, G le
flux suivanty et § le terme source, qui n’a de composante que sur les équations de bilan de quantité
de mouvement :

S =804 s 5 =0 (TDHC) +P(G-Ve) .

Nous sommes donc ramenés a la résolution d’un systéme de lois de conservation des Vdriables
par la méthode des volumes finis sur un maillage cartésien formé des cellules :

Cij = [Xi—1/2:%11/2) X [Yj—1/2:Yj+1/2] -

Nos inconnues sont donc legj définis par :

1
W= —— wWdv .
"G gy
Nous notons§ ; la quantité :
1
Sij=— Sdv/.
1G] oy

71



72 3 - SCHEMA NUMERIQUE POUR LA PARTIE HYPERBOLIQUE DES EQUATIONS

Intégrant le systéme de lois de conservations a résoudre, nous obtenons le schéma semi-discret :

aw”-

1
s =Sim Y e f(Fect 6o neds.

ou la somme t4ces pOrte sur les facettels de la celluleCi j et ou l'intégrale porte sur chacune
de ces facettes. Généralement, on suppose que ces flux sont constants le long de la facette, et on
obtient :

J(Fect Goyneds = [F(fec+og) 0,

ou f etg sont les fonctions flux numériques dépendant des inconmyesans les cellules de part
et d’autre de la face considérée. Dans le cas d’'un maillage structuré, on obtient donc :

oW j fiveoj—ficy2)  Gijer2—9j-1/2
= =S ; + . ;
ot AX; Ay;

ou Ax; et Ay;j sont les pas d’espace locaux (non constant) efgudésigne le flux a travers la
face "d'abscisseX, sur "la jéme ligne" du maillage, & q le flux a travers la face "d’ordonnée”
Yq sur "laieme colonne” du maillage. Les flux, 1,5 j €t g; j+1/2 sont approchés numeériquement
par les fonctions flux numeriquigw; j,wi+1 j) etg(wi j,wi j+1) des états des cellules voisines des
interfaces '+ 1/2" et "j + 1/2" respectivement. Nous précisons ces fonctions flux plus bas.

3.1.1.1 Schéma en temps

Le schéma en temps retenu est le schéma de Runge-Kutta a deux étapes :

( W2 e A a2 = o, +gir:j+1/2_gir:j—1/2 +A_t“Sq_
5] 1] 2 AX ij 2 )
fn+1/2 _ fn+1/2 gn+1/2 _gn+l/2 ,
wit = wh - At A + By +At"S

\

OUAt" =t,, 1 —t, est le pas de temps calculé a chaque itération par la condition CFL suivante :

. DX Ay;
A" = cFme( Y ) :

avecuy; j (resp.v; j) la vitesse suivant (resp.y) dans la celluleCj, ¢; j la vitesse locale du son, et
CFL une constante. Par exemple, pour le schéma de Godunov la stabilité et la positivité du schéma
sont assurées sous la condition :

1 . . . .
CFLK > en 2 dimensions, et CHK1 en 1dimension

Remarque :

Les termes sources sont traités de maniére explicite.
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3.1.1.2 Schéma en espace

Nous avons remarquélg4.2qu’il était important de disposer d’un schéma qui respecte la positivité
des masses. D’autre part, Saurel et Abgd ont prouvé que les schémas laissant invariantes les
solutions a pression et vitesse constantes sont de bons candidats lorsqu’on veut plus particuliere
ment s’intéresser aux interfaces. Or un schéma exact sur les discontinuités de contact stationnaire
alignées avec une ligne maillage vérifie en particulier cette propriété. Parmi les schémas exact
sur les discontinuités de contact stationnaires, il en est un pour lequel la diffusion numérigue es
minimale : le schéma de Godunov.

Le schéma en espace retenu est donc le schéma de Godunov qui consiste a prendre comme foncti
flux numérique, le flux correspondant a la solution exacte du probléme de Riemann associé au mo
dele R), avec comme condition initiale les états dans les cellules de part et d’autre de l'interface.
Plus précisément :

firajz) = F(Wj,Wirsj) = F (WO j,Wir1,j)) ,

wR étant la solution du probléme de Riemann associé au moddlevpir § 3.2, avec comme
condition initialeWy = w; j etWg = Wi j, et prise erx/t = 0. Le flux numériqueg; j,1/» est
construit de la méme maniére.

L'ordre deux en espace est obtenu grace a la méthode MUSZ, [avec le limiteur de pentes
appelémonotonized centraEn pratique, au lieu de calculér, o = f(Wi j,Wit1j) €tgj 12 =
g(Wi j,Wi j+1), la méthode MUSCL consiste a calculer :

1 1
fi+1/2 = f<W|] + ési,WH-l,j - ési—Fl)?

et:
1 1
9j+1/2 = 9(Wi,j + 58), Wi j+1 — 5Sj+1),

ous ets; sont les pentes limitées définies par :

{s = moncerA; x(Wi j),A_x(Wi j))

sj = moncerA; y(wij),A—y(Wij)) ’
avec :
: . la+b|
moncetria, b) = max(sign(ab), 0) min(m|a, 5 m|b|) ,

le parametren étant compris entre 1 et 2. Ce parametre régle la “raideur” du limiteur et en pratique,
nous prenonsm= 1.8.

A ce stade et a partir de la donnée des valeurs des variables auttem@sgs avons calculé les
valeurs des variables conservatives au tetaps: W™ =*(pa, p1, B2, pu, pv), ces valeurs dé-

pendant toutes des variables "natureld8™=t(a, p1, p2, u,v) au tempsy,. La fraction volumique
n+1 ) < e
obtenue est donca™! = &Lﬂ%. Mais cette valeur ne correspond pas a I'équilibre des pres-
. , . 1P .. s .
sions. Il est nécessaire de la mettre a jour lors de I'étape de relaxation.
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3.1.2 Etape de relaxation

A € non nul fixé, il s'agit de résoudre le systéme d’équations entre chaque étape de la méthode
Runge-Kutta :

o P1—p2
a| P 8
_ p2 — 0
0
T ou 0
pv 0

Il apparait donc clairement que pendant cette étape, seule la fraction volumique varie. Or on sait
gue lorsque tend vers 0, la fraction volumique solution de ce systeme tendadraction volu-

mique d’équilibre définie par I'équatiod ). On sait également que dans le cas particulier de lois
d’état du type 1.26), cette fraction volumique d’équilibre se calcule explicitement et s’écrit, voir

§1.4.2:
eix m Y (P1,P2)
a ) = T I~ ~
(P, P2) 1+y*(P1,P2)
avec .
_—_— Q—(B1.P2) +1/(a— A(P1. B2))? + 4p163P203
Y (P1,P2) = 262C§ ,
et:
{ o q = 92005 _~p100%
G(P1.P2) = Pacs—pact

Ainsi, I'étape de relaxation consiste simplement, dans le cas des lois d’état choisies, a mettre a jour
dans chaque cellule la fraction volumique par la relation :
n+1 _ *x/xn+1l =xn+l
aij ™ = a*(Pyyj Pz ) -
Il N’y a donc pas a proprement parler de schéma "explicitement écrit" sur la fraction volumique.

3.2 Reésolution du probleme de Riemann

|l s’agit ici de résoudre le probléme de Riemann unidimensidrswVant, associé au modelg):

oW, 9F (W)

ot 0x

=0,

oUW ="(pa, B1, B2, pu) et F (W) =" (pau, pau, Pou, pu? + apr + (1— a) pa),

avec la condition initiale : (3.1
Wy, six< 0

W(x,0) =
Wy, six>0

\
Le calcul des invariants de Riemann nous permet de caractériser les ondes de détente, alors que
les relations de Rankine-Hugoniot (associées aux inégalités de Lax) permettent de caractériser
les ondes de choc. Enfin, nous montrons I'existence et I'unicité de la solution du probleme de
Riemann, et donnons les éléments nécessaires a sa résolution pratique.

1 une seule dimension d’espace suffit pour construire le schéma.
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3.2.1 Eléments propres et champs associés

Dans les zones ou la solution est réguliere, nous avons vu que nous pouvions réécrire le systen

sous forme quasi-linéaire :

ov ov
b ' 3.2
P +A Ix 0 , (3.2)

ouV = '(a,p1,p2,u). Nous allons maintenant déterminer la nature des champs caractéristiques
associés aux valeurs propi&as= u—c, {2 = u et{z = u+ c. Pour cela, nous aurons besoin de la
définition suivante :

Définition :

On dit que lek-ieme champ caractéristique est :
— vraiment non linéaire (VNL) sily{x-Rc # 0

— linéairement dégénéré (LD) By (k- R« =0
3.2.1.1 Champ associé& =u—c

Rappelons qu’un vecteur propre associg ast :

0

P2

On montre que :

le champ associé &1 = u— c est vraiment non linéaire et correspond donc a une détente ou

a un choc.
En effet : 5 5
C C
vii-Ri = —(pP1z—+pP2s—+C
v(1-Rt (plapl p26p2 )

__(oeip+(1-a)pip”
2pc

Ov(1-Ry < O du fait de la convexité des lois de pression.

3.2.1.2 Champ associé & = u

Rappelons que la valeur propuest de multiplicité 2, et que deux vecteurs propres associés sont :

1
0
_P1i—P2
—(1-a)c3 cf
Ro1 = , etRyy =
ac? _p1—p2
¢
0
0

On en déduit que :
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le champ associé &, = u est linéairement dégénéré, et correspond donc a une discontinuité

de contact.
En effet :
0
0
Ovlo = 0
1
donc:
Ovl2-Ryi =0, i=12.

3.2.1.3 Champ associé & =u-+c

Nous avons vu qu’un vecteur propre associés ast :

0
Ry = P1

P2
C

Comme poul 1, on montre que :

le champ associé &3 = u+ c est vraiment non linéaire et correspond donc a un choc ou a
une détente.

En effet, le calcul est identique a celui pour le champ asso€iéavec cette fois ci :

[(viz-Rs > 0

3.2.2 Invariants de Riemann

Le calcul des invariants de Riemann est important, car on peut montrer qu’ils sont constants dans
la détente associés : ils vont nous permettre de calculer les courbes de détente. Rappelons leur
définition :
Définition :
On appellek-invariant de Rieman(k-IR) associé a la valeur propig toute fonctionwy solution
de I'équation :

Ovex-Rq = 0

3.2.2.1 Invariants de Riemann associésa

Comme il s’agit d’'un champ linéairement dégénéré, on voit par définitiord gaeu est 2-IR. On
montre aussi quB = ap; + (1—a)pz est 2-IR. On retient donc :

w =u, P.

Remarque :

Comme en dynamique des gaz, on retrouve ici le fait qu’a travers une discontinuité de contact,
vitesse et pression (de mélange) se conservent.
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3.2.2.2 Invariants de Riemann associéswa+ec, €=+1

On peut regrouper les calculs pour les deux champs vraiment non linéaires et I'équation a résoudr

est:

99 4 0,20 16?0 g
plapl p26p2 U

Pour cela, on cherche un changement de varigXeg) = Y(p1, p2) tel que :

. . . . 14 -
Dés lors, on aura deux invariants de Riemalvnetu — €/, avec/ tel quea—x = c. On vérifie que
le changement de variables suivant convient :

1 P1P2 )
X = Zlog| —=

2 g(plopzo
P1

P2

P10 et p2o étant deux valeurs de référence des densités des deux fluides. Enfin, il est aisé de voi
guea est invariant de Riemann pour les deux champs 1 et 3. On retient donc :

Y =

W =a, u+/, P1
P2 1 P1P2
, avecﬁz/ch,X:—Iog :
P1 2 P10P20
w=a, u—+~¢, —
P2

Remarques :

. . oc .
1. Dans le cas de lois d’état du typ&.26), on peut montrer qu%? =0 (voir le calcul de
[v{1-Ry), et doncl = cX. De plus,c n’est fonction que d&, doncc est 1 et 3-IR.
2. On peut aussi remarquer qoeeste constant dans les détentes. On verra que cette propriété

reste aussi vraie dans le cas des chocs.
3.2.2.3 Récapitulatif

Le TaBLEAU 3.1résume les résultats obtenus ci-dessus.

3.2.3 Lois d'état particulieres

On se place désormais sous I'’hypothéese que les deux lois d’état sont dd.8@e (

p1(P1) = Po+CZ(P1—pP10) €t pa(P2) = Po+C5 (P2 —P20).

On rappelle qu'alorg = cX et que la vitesse du son de mélamgest 1 et 3-IR.
Pour ce choix de lois d’état, la pression de mélange :

~

P(a,pP1,P2) = apy (%) +(1-a)ps <£)

1-a
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(1=u-c (2=u {z=u+cC
choc discontinuité choc
Nature ou de ou
détente contact détente
Vecteurs Ro1='(0,—(1—a)c3,—ac?,0)
propres | Ry ="(0,p1,p2, —C) et Rs ="(0,p1,p2.C)
deAZ R22:t(17_p1_p27_p1_2p270)
ct G
Invariants
de (A)]_:a,u—f—g,& (L)ZIU,P (*)SZG;U—a&
) P2 P2
Riemann
TaB. 3.1 — Vecteurs propres et invariants de Riemann
s’écrit aussi :

P(a,B1,P2) = (P1+ P2)c® + Po(ar), (3.3)

ou I5o(a) = po— aploci —(1- a)pzocg. Cette pressioﬁ’o(a) représente la valeur minimale de la
pression de mélange pour une fraction volumiquexée.

Remarque :

Il est important de noter qué)(a) peut trés bien étre négative ave@ppartenant 0, 1]. Ainsi,

la pression de mélange pourra également étre négative. Si tel est le cas, cela signifie qu’il y a
cavitation En pratique, nous choisirons les constantes de telle sorte que cela n’arrive pas. D’autre
part, si 'on devait introduire un modele de cavitation dans le modele, il faudrait réfléchir a cette
pression seuify(a).

3.2.4 Ondes de choc et discontinuités de contact
3.2.4.1 Rappel: définitions

On rappelle ici une définition d’'uneonde de choc et d’'unlediscontinuité de contact.
Définition :

W est unek-onde de choc ou urlediscontinuité de contact associée a la valeur prdprsi elle
relie les état¥\y etWy de la maniere suivante :

Wy, six<st
W(x,t) = ,
Wy, six> st
ou s est la vitesse de propagation de la discontinuité, vérifiant la relation de Rankine-Hugoniot,
c'estadire:
S(Wa —Wg) = F (Wa) — F (W) -
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Deux cas sont alors possibles :
— Sis= {x(Wy) = {k(Wa), on a une discontinuité de contact.
— Si{k-1(Wy) < s < Le(Wy) etlk(Wg) < s < {k+1(Wy), on a un cho@ntropique.

Remarque :

Ces inégalités sont appelées inégalités de Lax.

3.2.4.2 Relations de Rankine-Hugoniot

Etant donné deux états droite et gauche, notés (g) et (d), on cherche & les connecter par une onde
choc ou une discontinuité de contact. Pour se faire, on a d’abord besoin des relations de Rankine
Hugoniot (RH) associées &.().

Ces relations, introduisant I'inconnue supplémentsiggécrivent pour le modeler) :

slap] = [opu] (3.4a)
slapi] = [apiy] (3.4b)
s[(1-a)pz] = [(1—a)paul (3.4c)
slpu) = [pu?+P] (3.4d)

En sommantg.4b et (3.49, on obtients|p] = [pu], puis en posaniy = ug—Setvyg = ug —S, on
obtient :

[pv]=0.

En posantM = pgvg = pgVvg, ON voit que la relation précedente exprime simplement le fait que
le saut de la quantit® est nul,M représentant le débit au travers de la discontinuité, dans le
référentiel se déplacant a la vitessde celle-ci. Notons que I'équatio.@3 devient alors :

Mla] =0.

On distingue alors deux cast = 0 ouM # 0.

3.2.4.3 Discontinuité de contact

Supposon$/ = 0.

Des lors,ug = ug = s et (3.4d donnePy = Py : d’apres la définition rappelée plus haut, il s'agit
donc d’une discontinuité de contact. On retrouve au passage que vitesse et pression sont constan
au travers d’'une discontinuité de contact.

Remarques :

1. Notons qu€a], [p1] et[pz] sont quelconques a travers une discontinuité de contact.

2. Endimension d’espace supérieure ou égale a 2, la quantité constante sera la vitesse normal
le saut de vitesse tangentielle étant quelconque.
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3.2.4.4 Onde de choc

Traitons maintenant le cag £ 0.
D’ores et déja, on a vu qud[a] = 0, donc icija] = 0, d’ou la propriété :

o reste constant a travers les chocs.
Pour un 1-choentropique(ou admissiblg, les inégalités de Lax donnent en particulier :
S < Ug, doncvg > 0 et donaM > 0

De la méme fagon, pour un 3-chentropique on aM < 0.

Premier casM > 0: 1-choc

On suppose I'état gauche (¢ = (ag, p1g, P2g; Ug) CONNU, €t on cherche a paramétrer 'état
t(oypl, p2,u) de l'autre coté de la discontinuite.

On sait déja quer = ag et[p(u—s)] = 0, ce dont on se sert pour réécrire (RH) sous la forme :

p(u—s) = pig(Ug—9) (3.53)
p2(U—s) = pog(Ug—S9) (3.5b)
Pg(Ug—s)(Ug—u) = —(Pg—P) (3.5¢)

Si I'on exprime, a partir de3.59 et (3.50), p1 et p2, en fonction de 'état (g), de et des, qu'on
les injecte dans la définition d&2 , on obtient une relation de liaison eng@ et P. Nous aurons
donc éliminép1, p2 ets, tous exprimés (ou exprimables) en fonctionudet P. Tous calculs faits,
on obtient les relations :

B Ug—S
P1 = Pig U_s
_ Ug—S 36
P2 = P2g (3.6)
B >U—Ug
s = u—|—pgcgp_Pg
On injecte alors la derniere relation daBs5@ pour obtenir :
Pg—P)?
(u— ug)2 = M7
Pg (P —Pog)
~ ~ _ P . :
ou Pog = Py(ag). En réécrivant§.59 sous la formeM = —% > 0, on voit queu et P doivent

varier en sens contraire au travers d’'un 1-choc. On obtient donc finalement la 1-courbe de choc :

P—Py

U=Ug— —F——
Pg(P — Pog)

La partieadmissiblede cette 1-courbe de choc, est la partie pour lagiretiePy (et doncu < ug).

2C’est & ce niveau du raisonnement que I'on introduit les lois d’état particuli&28.(
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Remarques :

1.

2.

Il faut bien str vérifier qué® > Pog, ce qui est vrai puisque, comnae= og, on aPy(a) =

Po(dlg), et donc, en vertu de8(3) : P — Pog = pc? > 0.

En pratique, lors de la résolution pratique du probléme de Riemann, lorsque nous aurons
besoin de la vitesse de propagation du chgmus remplagons la troisieme relation 8e5(

par la relation :
2
C
s—u—, /P99
pcC

En effet, la derniére relation d8.6) peut poser probléme lors de la mise en oeuvre numé-
rigue dans le cas des discontinuités de contaet (g etP = Py).

Second cadM < 0: 3-choc

Ici, on suppose connu I'état droite (&) = *(dq,P1d,P2d,Ud), €L ON veut paramétrer I'état =
Y(a,p1,p2,u) de l'autre coté de la discontinuité. En raisonnant comme précédemment, on obtient

successivement :
o Ug—S
P1 = Pud7 ¢
Ug—S
= 3.7
P2 Pad 5 (3.7)
s = u C
TP,
et:

2 (Ps—P)°
(U=ta) ~ pa (P—Poa)

A nouveau, le signe d® permet de conclure quant au sens de variation relatif @eP, et on
obtient la 3-courbe de choc :

P—Py
U=Ug+ —F———n—
Pd(P—Pod)
Encore, la parti@dmissiblede cette 3-courbe de choc, est la partie pour laqiretlePy (et donc
u> uq).
Remarque :

On peut faire les mémes remarques que dans le cas du 1-choc : orPa-biggg > 0 et la relation
donnant la vitesse de propagation du choc s’écrit également :

2
s—u+ /P08
pC

3.2.5 Détentes

D’aprés la définition d'uné&-onde de détente, on sait qu'’il faft(\Wy) < {k(Wa), ce qui, compte
tenu du fait que la vitesse du serest un invariant de Riemann pour les lois d’état choisies, se
traduit par :

— Dans le cas d’'une 1-déetenteg < u

— Dans le cas d’'une 3-détenta < uqg
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3.2.5.1 Etat gauche connu i-détente

u+%|og (_plpz ) =

P10oP20

pP1
p2

On écrit les invariants de Riemann, en se rappelantast IR :

Cq (plgng>
Ug+ —=log | ———=
gt 29 P10P20

P1g
p2g

Il suffit donc de substituer dans la premiere relatmnpar sa valeur donnée par la deuxiéme
éguation pour obteng, puisp :

pL=p exp(ug_u)
1= Pl -
? Cg

2 = 2
g C

En substituant ces relations dans la définition de la pression de mélange, on obtient bien une rela-
tion entreu, P et I'état gauche. Tous calculs faits, on obtient la 1-courbe de détente sous la forme :

(3.8)

Py—Po
u=u log 2.2
0+ % g<P—POg)

La partieadmissiblede cette 1-courbe de détente est la partie pour laquetleg, et doncP < Py.

Remarque :

L'argument du logarithme est bien positif, puisdeye- F3og = pgcé >0etP > F3og pour des raisons
déja évoquées plus haut.

3.2.5.2 Etat droite connu :3-détente

En procédant de la méme maniére, on trouve pour les densités :

p1=p exp(—ud_u)
1 1d Cq

Ug—u
P2 = P2d exp(— o )

et on obtient la 3-courbe de détente :

Py— P
u:ud—cdlog(;_ﬁ;?)

, (3.9)

Lorsqueu < uq (partieadmissiblg, on trouve qué® < Py.
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3.2.6 Reécapitulatif et résolution pratique du probleme de Riemann
3.2.6.1 Récapitulatif

1-onde On peut écrire les 1-courbes de choc et de détente sous la forme :

Py — Pog .
CglOg(P—f’og) si P< Py
Uy = Ug+Oq4(P) , avec :0g(P) = PP (3.10)
3 siP>Py
Py(P — Pog)

\

3-onde De la méme maniere, on peut écrire les 3-courbes de choc et de détente sous la forme :

—cdlog<|:‘3_g°d) si P < Py
—Pog

uz = Ug+ Oq4(P) , avec :04(P) = (3.11)
P—Py

Pd(P — Pog)

si P> Py

3.2.6.2 Résolution pratique du probléeme de Riemann

Etant donnés deux étatg; et\Wy, résoudre le probléme de Riemardj, consiste a calculer les
deux états intermediair&y; etW; respectivement reliés\& par une 1-onde (choc ou détente) et
aWgy par une 3-onde (choc ou détente). De plus, ces deux\§faes W sont reliés entre eux par
une 2-discontinuité de contact, c’est a dire qu’ils vérifient :

— €galité des vitesseslg = U = U",

— égalité des pression$y = Py = P,

Rappelons que nous disposons de deux fonctioris:de

1-onde : uy(P) = ug+ Og(P), définie siP > Py,

3-onde : ug(P) = ugq + Oq(P), définie siP > P,

ol u; etus sont données respectivement gadQ et (3.11).

Soit alorsdU = u; — ug, définie siP > ma><(|509,|50d). Dire que les deux étawg etW; sont
reliés entre eux par une 2-discontinuité de contact, est équivafetif’) = 0; la résolution du
probleme de Riemanr3(1) est donc ramenée a la résolution de I'équat®i?) suivante :

SU(P*) = Uy — Uy + Og(P*) — O4(P*) = 0| (3.12)
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Etude dedU

Tout d’abord,dU est définie sP > ~F~>o = max(Pog, Pog)- Ceci revient a dire que, si solutid?

il y a, on aura nécessairemepit > Py. D’autre part cette fonction e€t* sur le méme domaine
| :]Po,—f—oo[.

Plus précisément, on montre que (voir Ann&e

— 03U estCl sur | avecdU’ < 0, doncdU est strictement décroissante,

— lim 87U = oo
P—Py

— lim dU=—oo
P—+oo

Ainsi, il existe une unique solutionP* a I'équation (3.12) sur l'intervalle | =] I50,+00[.
Ce résultat entraine que :

Proposition 7 (Existence et unicité de la solution au probléeme de Riemann)
Quels que soient les deux étatg; etV\y, il existe une unique solution au probleme de Riemann
(3.1 associé au modeleR). On la note :

wR(%(;Wg,Wd) .

Remarques :

1. Dans l'optique de la résolution numérique du modeéke) avec le schéma de Godunov, ce
résultat capital confére une grande robustesse au schéma de discrétisation spatiale.

2. Il est intéressant de remarquer que nous n'avons aucune condition de "proximité" entre les
deux étatd\y etWy sur I'existence d’une solution au probléme de Rienfa@i tel n’était
pas le cas, il aurait fallu traiter le cas de I'apparition du vide, comme le fait S. Rouy (par
exemple) dans I'étude du probléeme de Riemann associé a un modéle compressible dipha-
sique monofluideJ02.

3. On peut également montrer qd@! est deux fois dérivable suif, avecd?” > 0, doncdU
est convexe. Si on adopte une méthode de Newton pour la résolution de I'éqBat@ndn
est assuré de la convergence de la méthode pour peu que la pRessioisie pour initialiser
la méthode veérifi®@u(P,) > 0.

Application a la résolution du probléme de Riemann La résolution de3.1) se résume aux
guatre étapes suivantes :

1. On commence par résoudre I'équati@il@ : on obtientP*.
2. On calculeu* = uy (P*) = ug(P*), u; etug étant respectivement donnés pal(Q et (3.11).
3. 1-onde : calcul de I'etaty; :
— SiP* <Ry, il s’agit d’'une 1-détente, onag = ag et P1g et p5gy sont données paB(g).
— SiP* > Ry, il sagit d’'un 1-chocag = ag et P14 EtP3g SONt données paB(6).
4. 3-onde : calcul de I'étaty; :
— SiP* < Py, il s'agit d'une 3-détente, on@; = aq etpj, etps, sont données paB(9).
— SiP* > Py, il s'agit d’'un 3-chocaj = aq etpj, etps, sont données paB(7).

3 On peut rapprocher cette remarque de celle sur la cavitation, voir parag@@pke
43U est mémeC? surl, sauf enPy et Py, mais admet toutefois des limites finies & droite et & gauche en ces deux
points, voir Annexes.
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3.3 \Validation 1D de I'étape hyperbolique

Il s’agit ici de valider le schéma de Godunov appliqué au modg[e Pour cela, nous effectuons
deux calculs de probleme de Riemann, en les comparant a leur solution exacte, le domaine d
calcul étant le segmerfid, 1] discrétisé sur 50 points. Ces cas tests sont définis par la donnée des
états droite et gauche initiaux de la fortde=" (a, p1, P2, u) :

e Discontinuité de contact instationnaire :

1-XAo Ao

1 1
Ys=1| 1000 | € Y= 1000
0.15 0.15

La discontinuité est initialement placée = 0.25; le temps final est de telle sorte que la
discontinuité de contact parcouré0n (¢; = 3.333 ).

e Tube a choc:

1-Xo Ao
100 1
Ug=| 100 | © Y= 1000
0 0

La discontinuité est initialement placéexgn= 0.3; le temps final est = 0.03 s.

Les fractions volumiques initiales sont définies aXge= 10~ ’. Les deux fluides suivent des lois
d’état de type 1.26), avec les parametres :

— pro=1kg.m 3, c; =3m.s 1 pour le fluide 1,

— P20 = 1000 kg.m3, ¢; = 15 m.s'* pour le fluide 2,

la pression de référence pour les deux fluides éignt 10° Pa. Pour les deux cas, nous comparons
les résultats obtenus a I'ordre 1 et a I'ordre 2. Les résultats sont rasséntlés 3.1

Le premier cas test nous permet de vérifier la diffusion du schéma sur les discontinuités de contact
Remarquons qu'’il s’agit d’une discontinuité se déplacakt & 102 dans le liquide. A l'instant

final la discontinuité de contact s’est bien déplacée.8er0

Le deuxieme cas test est un cas 1-détente 3-choc. La discontinuité de contact se déplace tres p
et reste erx = Xg = 0.3, c’est pourquoi on n'observe qu’une tres faible diffusion, le schéma étant
exact sur les discontinuités de contact stationnaires. Rappelons que le maillage ne comporte que £
points. On constate également que la position du choc est correet@.75) que ce soit a I'ordre
1oualordre 2.
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3.4 Cas simple de ballottement

3.4.1 Présentation du probléeme et solution analytique

Il s’agit de trouver une solution exacte a I'écoulement de deux fluides non visqueux de gensité
et p2 > p1 dans un bassin (2D) limité par quatre parois, et dont la géométrie est daciitee

3.2 Les deux fluides sont soumis a la grawtédirigé suivant—y, le fluide le plus lourd étant
placé en dessous. A I'état initial, les deux fluides sont au repos= 8, on soumet le bassin & une

y

hl

-h2

FIG. 3.2 — Definition du probleme de ballottement

accélération suivant, notée—a. Cette acceélération dépend du temps.
Remarque :
Le fluide va donc subir une acélératieae, dans le repere se déplacant avec le bassin.

3.4.1.1 Hypothéses et mise en équation

On suppose que I'accélération transveasst suffisamment faible pour que les oscillations créées
restent dans un régime linéaire. On suppose également les deux fluides incompressibles, et c
néglige les termes d’'inertie devant les termes instationnaires, ce qui revient a supposer que I'am
plitude des oscillations est petite devant la longueur d’'onde de I'onde se propageant suivant
L’écoulement de chacun des deux fluides est alors potentiel. Spien-, les potentiels des deux
fluides. Dans ce cadre, les équations d’Euler s’'integrent en :

9
p1 = —pP1gy+ pla(t)X—pl%
a .
P2 = —pP20y+ pza(t)X—pz%

L’équation de conservation de la masse pour chacun des fluides devient :

A1 = O
{A¢2:0'
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Les fluides étant non visqueux, a la paroi, seule la composante normale de la vitesse doit étre nulle.
Les conditions aux limites aux parois sont donc :

00 B
(&>X:O7L =0

()
oy y=—hy,hy

Il ne reste plus qu’a traduire les conditions a l'interface.

Condition aux limites a I'interface Pour cela, on suppose que les effets de tension de surface
sont négligeables devant les effets de gravité. Les pressions des deux fluides doivent donc étre
égales a l'interface. Les fluides étant supposés non visqueux, il y a également égalité des vitesses
normales et de leurs dérivées (normale). On ddeecoordonnég des points de l'interface entre

les deux fluides. Dans la limites des petites oscillations, on ya-ei® (en linéarisant autour de

y =0, en confondant les dérivées s 0 et eny = (X)) :

p2  0¢2 p1 091
QE—aqupz_p1 X oppy ot =0 (3.13)
001 0% 0bo
dy ot oy (3.14)

Les équations3.13 et (3.14) traduisent respectivement I'égalité des pressions et des vitesses a
l'interface. En dérivant3.13 par rapport &, on obtient I'équation suivante :

¢
Iat p2—p1 02  pp—pp Ot2

2 2
P2 0°%2 p1 0701 _0 (3.15)

Forme des solutions : séparation des variablesDans le cas d'un bassin 3; et¢, vérifient a
l'intérieur du domainé¢; = 0. Mais la hauteur du bassin (I'épaisseur de chacune des deux couches
de fluidesh; ethy) ne dépend ni dg, ni dez. Il est alors intéressant de réécrire le laplacien sous la
forme :

62 .
Or on sait (voir P6]) que les fonctions propres du laplacien A, (et vérifiant des conditions de
paroi,ie de Neumann homogéne) forment une base de I'espiagonc on peut décomposer les

i sur cette base. Soient Iémp)n,p les vecteurs de cette base, définis par :
( Dxz€np(X,2) = Anpenp(X.2)

oo

= 0enx=0etx=L
()4

oo

= 0enz=0etz="¢
\ 0z
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T
etop = P Les

: nTt
Ces fonctions propres sont connues, ce sont legkeosogqpz), aveck, = —, /

L
valeurs propres associées sontNgs= — (k3 -+ 05).

En faisant tendré vers [l'infini, on retrouve le cas 2D, il suffit alors de prendge= O dans les
fonctions et valeurs propres. On peut maintenant décomposgrdes la nouvelle base :

di = 3 ah(y:)en(X),
n
gue I'on injecte dans3;16) pour obtenir :
0%al,
ay?2

dont les solutions sont des combinaisons_ d’exponentielles. Les conditions de parsi-elm, hy
permettent ensuite d’obtenir la forme d®sa une constante (fonction du temps) multiplicative
pres, et d’avoir finalement pour lés :

b1 = 3 gh(t)costike(y— hu)) cosknx)

—k2alh, =0,

(3.17)
02 = 5 @(t)cost{kn(y+ h2)) cogknx)

Les conditions aux limites a I'interfac8.(4) et (3.15 vont nous permettre de calculer kgs

Obtention des équations sur lesg, En rempla(;antg—(E dans 8.15 par ( ;)yl) puis par
y=0

<%2> , on obtient deux EDP couplées pduret¢, eny = 0.

En projetant sur les,, on obtient alors deux EDO couplées surdgs

g@tknsinh(—kahy) + pzcﬁcosl"knhz— Fl)iiﬁcosfknhl = aX,

g@knsinh(kahy) + pz(pﬁcosrknh — Fl)i'g%cosrknhl = aX,

oUAp = p2 — p1 et X, =< X, e, > désigne la projection de I'identité d@, L] sur la base de&,).
L'égalité des vitesses gn= 0 donne :

@ (t) sinhkohy + @?(t) sinhkahy = 0. (3.18)

En substituant, on obtient finalement ;

I T p—— s

knsmhknhl
S )
. 2 B a’Xn(oﬁ
| BEOE = G Sn,
ou:
W = Gk (3.19)

p1 cothk,hy + p2 cothkahy |
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Cette derniére relation est la relation de dispersion des ondes étudiées.

Pour pouvoir résoudre ces équations, nous devons avoir des conditions initialespsurdesieux
potentiels étant définis & une constante prés, on peut toujours chge) = @2(0) = 0.

On obtient les conditions initiales sur les dérivées en dérivads) par rapport au temps, et en
écrivant 8.13 at = 0, sachant qu&(x,0) = 0. Tous calculs faits, on a:

@(0) = 0 @%(0) = 0

- _a0)XR _ a(0)Xup
h0) = gknsmhknhl %O = o sinhkohs
Remarque :

Dans 'équation3.19), lorsqueh; tend vers I'infini, etp; < p2, on retrouve la relation de disper-
sion des ondes gravitationnelles a la surface d’un liquide de proforidew? = gktanhkh, voir
[79] par exemple.

3.4.1.2 Résolution : calcul deg,

Le but étant d’avoir la forme de la surface libre, d’apr@4.9), il faut obtenir IesipL. Pour cela, on
remarque tout d’abord que les deux EDO surgesont de la forme :

P+’ = Alt)
@0 =0
o0 = @

Reésolution de I'équation Pour résoudre cette équation scalaire d’ordre 2, on se ramene a un
systeme a deux équations d’ordre 1, en pogast@. La matrice associée a ce systeme est :

0 -1
w=(@ o)
et les solutions sont :

(3)-e()- ()

On obtient donc poup:
cp()costhr/ T) cosw(t —1)dT.

A partir de 1, on peut reconstruire lgk; tous calculs faits, on obtient :

G = —%;ﬁ"fﬁ(ﬂm (a(t)—/Ota(r)wnsinwn(t—r)dT>

¢ = ﬁﬁ(ﬂm(a(t)—/Ota(r)oqqsinwn(t—T)dr)

(3.20)
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Ainsi, les solutions dépendront de la forme choisie pour I'excitadion
Remarque :

Le calcul desg, n’est pas nécessaire puisqu’en vertu 849, il suffit de connaitre Ie% pour
calculer le profil de l'interfacé(x,t).

Expression desX,, Les solutions dépendent également Hgsqu'il faut donc calculer. La pro-
jection dex sur lese, coincide suffO,L] avec le développement en série de Fourier de la fonction
qui vaut|x| sur[—L, L] et prolongée parl2périodicité suiR. Ce développement est connu et s’écrit
sur[O,L]:

L 4L (2n+1)T(x
OL], x=-— S .
TXEOLx=5" ) Gz L
Ainsi, lesX, s’écrivent :
L
=3
2L
Xn = —nznz((—l)“—l),n>1

3.4.1.3 Reconstruction d& pour une excitationa en échelon

Lorsquea est un échelon d’amplitud®), on trouve pour Ieépi1 :

Y aoXnwh
% = gknsinhk,hy SOt
. ) (3.22)
) - aOXn n
® = +—gknsinhknh2 coSswnt
et avec 8.13, on a finalement :
do
&= 5 (x— an COSWt cosknx>,
n
soit, en remplacant lex, par leurs valeurs :
L 4
n> 2n+-1

Remarque :

L'ordre de grandeur de I'amplitude du premier mode (le plus “énergétique”) estagbrig. Nos
hypothéses de régime linéaire seront donc satisfaites si cette amplitude reste petite devant la large
L du bassin ainsi que devant les hautdursthy, c’est a dire si :

L
%<<1 et ai<<1,

gh

la deuxiéme condition étant une conséquence de la premiére pour péy lyuet h, soient du
méme ordre de grandeur.
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Air :
p,=1 kg.m_3

¢, =285 m.st

h1:1.25 m

Eau :

p, = 1000 kg.m™>

— -1
c,= 300 m.s

L=1m

Fic. 3.3 — Définition du cas test de ballottement

3.4.2 Reésultats numérigues
On se place dans les conditions décritesure 3.3. Les limites du domaine sont traitées comme
des parois. Les paramétres des deux lois d’état sont :

Fluide 1 : le fluide 1 est de I'air, de densiffo= 1 kg.m 3 & la pressiorpg = 10° Pa. La vitesse
du son est fixée & = 285 m.s 1.

Fluide 2 : le fluide 2 est de I'eau, de densjtég = 1000 kg.m7® & la pressiorpy = 10° Pa. La
vitesse du son est fixéeca= 300 m.s 1.

Rappelons gu’initialement le bassin n’est soumis qu’a la gravité, dirigée suivant I'axeyles
et de normey = 9.81 m.s2. A linstant initial, on soumet le fluide & un échelon d’accélération

transverse, dirigée suivant les positifs® , et de norme";—o =102
Nous donnons les signaux temporels des deux points de la surface lbre@atx = L, que nous
comparons a leur valeur analytique respective :

)
ag L 4
& = —|—5+ ZO ———— COSUpn 1t
g 2 n> Lk§n+1

a (L 4
EL = <_ - ZO COSU)ZrH_lt)
\ 9\2 & Lk

et ce pour deux maillages, I'un comprenantd@00 cellules (40 points dans le premier mode),
I'autre 80x 150 cellules (80 points dans le premier mode).

STout se passe donc comme si on tirait brutalement le réservoir vers la gauche (guivent
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Side wall free surface evolution, Ax=L/40
0.01 T T

0.008

0.006

0.004

0.002

—— Analytical, x=0
—— Analytical, x=L
— — Calculated, x=0
— — Calculated, x=L

& (inm)
o

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01 L L L I

t(ins)

Side wall free surface evolution, Ax=L/80
0.01 T T T

0.008

0.006

0.004

0.002
— Analytical, x=0
— Analytical, x=L

— — Calculated, x=
— — Calculated, x=

& (inm)
o

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3

t(ins)

FIG. 3.4 — Résultats du cas simple de ballottement. En haut : maillagel@0, en bas : maillage
80x 150.
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Chapitre 4

Schéma numeérique pour les termes de
diffusion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons, en suivant une démarche constructive, les schémas retenus p
discrétiser les termes de diffusion de quantité de mouvement (forces visqueuses) et de diffusior
thermique (flux de conduction). Nous imposons a ces schémas de laisser invariantes certaines sol
tions stationnaires du modéle continu, avec saut a l'interface, ce qui dans de nombreuses situatior
pratiques est plus important, du point de vue de la précision a pas de maillage fixé, que la simple
consistance du schéma au sens usuel. Ce probléme est bien connu en dynamique des gaz co
pressibles pour le traitement des discontinuités de contact. Ce point de vue a également été adop
dans plusieurs travaux récents pour I'élaboration de schémas dits "équilibres" pour le traitemen
des termes sources. Pour le traitement des forces visqueuses, la solution exacte privilégiée est ce
de I'écoulement de Couette plan, pour lequel le profil de vitesse est linéaire dans chaque fluide. Or
appligue la méme approche en ce qui concerne les phénoménes de conduction thermique. Not
concluons le chapitre par des cas de validation sur des configurations académiques permetta
d’illustrer la précision des schémas retenus.

4.2 Traitement des forces de viscosité

4.2.1 Discrétisation

Nous exposons ici le schéma numérique choisi pour discrétiser le terme source de viscosité al
second membre de I'équation bilan de quantité de mouveriéB)t (| s’agit donc de discrétier la
divergence du tenseur des contraintes visqueuses donng @ar (

sse—pg.P=0. <p(DV+t DV)) :
Cependant, en situation d’écoulements quasi-incompressibles, étant donné l'identité :

0 (1ov) =0(Q.Y)

~0

nous négligeons le ternie - (utDV) devant[ - <uDV) et ne discrétisons donc que ce dernier
terme.

95
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Intégrant la divergence sur la celllg, on obtient le schema de discrétisation suivant :

: 9 0 0 0
§%° = Aix. K“a_)li>i+1/2,j - <“a_)li>i_1/27j + (u%>i,j+l/2_ (ua_;J/)i,j—l/z}ek
, (4.1)

+ AiyJ [(ug_\;)wl/z,j B <“g_\>z)i1/zvi + (ug_\):)LHl/Z_ (“g_\;)ivil/z} &

ou les composantes de la vitesseslans le repéréey, ey) sont notéegu,v). On peut remarquer
gue seules des dérivées normales a chaque face interviennent dans le schéma. Il faut ensuite se
donner une fagon de discrétiser les termes du type :

(“Z_D i+1/2,j

Dans le cas d’'un maillage régulier (sk constant), nous choisissons de les écrire sous la forme :

ou o Uipn Ui
(ua_x>i+1/2,j — M2

nous donnant ainsi la liberté spy, 1/, j, la viscosité reconstruite a la face de la cellule. Cette
viscosité reconstruite doit dépendre des viscosités dans les deux cellules voisines, c’est a dire :

Miy1/2, = KM} Hita)) 5

D’autre part, la fonctioq doit vérifierpu(; 1) = p, ce qui correspond au fait que dans une zone ou
o est constant, la viscosité a la face doit étre celle du fluide présent dans les deux cellules voisines
afin d’obtenir la consistance avec les équations de Navier-Stokes monophasiques.

Le choix des viscosités reconstruites aux faces est effectué de maniere a ce que le schéma préserve
exactement les champs de vitesses linéaires par morceaux, c'est a dire les écoulements de type
Couette plan. Plus précisément, considérons I'écoulement diphasique défini par le champ de vitesse
Suivant :

T
Vexact= Uexac€x = (UO + r;)(y_ yO))eX )

| m siy=yo
“(y)_{ e Siy<yo ’

et outg est le cisaillement a I'interface, située s yp :

avec :

ou n ou .
To = —_— = = —_— = .
0 ulay(y ¥o) uzay(y Yo)
Cette derniere relation traduit I'égalité des contraintes a l'interface. Nous supposons de plus que
l'interface, la ligney = yp, est exactement située sur une ligne de maillage, que I'on suppose
régulier Ay constant). Ecrivons les deux termes sources correspondant aux deux &ljuégs
Ci,j+1 situées de part et d'autre de l'interface :

DY’S'SS & = Mirg/a(Ujr2—Ujs1) — Hjpa/2(Ujs1—Uj)
. ; (4.2)
A3’25\1'"30"9>< = Hj+1/2(Uj+1—Uj) — Hj-1/2(Uj — Uj-1)
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ou I'on a omis les indices de colonne, tout étant invariant en Dire que le schéma respecte
exactement I'écoulement envisagé revient a dire que ces deux termes sources doivent étre nuls. L
profil de vitesse étant linéaire par morceau, on a :

1 Ay
= ) o, Vet = {30 ).

et de la méme maniére :
3Ay
Uj—1 = Uexact| Yo — > |

Ay
Uj+1 = Uexact| Yo+ R

3Ay
Uj4+2 = Uexact| Yo+ R

ce qui donne, en remplacamiactpar sa valeur, les différences de vitesses :

To
uj+2 - uj+1 = _Ay7
Ha

To
Uj —Uj-1= —A4y,
Ho

u u T (—1 + 1)A
Sl Mj+1 M/ 2

Nous avons tenu compte de ce que les cellGlgs etG j,» sont toutes deux situées au dessus
de l'interface et qu’aingilj+2 = Hj+1 (= H1). On obtient de la méme facen_, = p;j (= ). Cette
remarque permet également d'écrire les deux viscosités aujfacg@s2 etj —1/2 :

Mj+3/2 = R(Hj+1, Hj+2) = Mj+1 = Ha

Mj—1/2 = K(Hj, Hj—1) = K = k2.
Revenant au bilan discret.@), on obtient :

10 Ay, 11
b =By — 1 /2T0— (— +——) =0,
&Y sty ()

Ay, 1 1

To
i12l0—=(—+—) ——Ay=0,
Mj+1/2%0 5 (Uj Hj+1) llzuz Yy

ce qui donne dans les deux cas la viscosité a la face :
2UjMj+1
)
Mj +Hj+1

c’est a dire la moyenne harmonique des viscosités dans les cellules adjacentes a la face considére

Hjt1/2 = (4.3)

On peut généraliser ce raisonnement au cas de maillages non réguliers. On retient donc le schén
numérique des flux visqueux suivant (par exempleLsyu) :

( 6u> _ Ml (A%ign %) 2 (Ui — Uig) | (4.4)

Hox i+1/2,) DX+ OXibip1 DX+ AX
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Remarques :

1. Nous montrons &.4.1I'effet de cette viscosité moyenne a la face, en particulier I'impor-
tance que cela peut avoir dans le cas de I'écoulement de Poiseuille diphasique, comme sug-

géreé dansT].
2. Dans le cas d’'un maillage régulier, il est intéressant de remarquer que le sehdns&¢rit
également :
(H@> _ Hivalivl — iU _U—MH—M‘
ox/i+1/2 JAVY Ax
en ommettant I'indicg et avec :
g — Hibi T Wialiva (4.5)
Mi+1+ M

c’est a dire une discrétisation @dg(pu) — udxlL. Ainsi, si nous avions choisi au départ de

se donner comme degré de liberté sur le schéma la vitesse reconstruite a la face plutét que
la viscosité, puis de chercher quelle vitesse reconstruite donnait un schéma respectant les
profils de vitesse de type Couette, nous aurions obtenu la vitesse ci-dessus et du méme coup
un schéma identique.

3. Dans le cas de I'écoulement de Couette, la vitdsseut exactement. On peut méme
montrer que si I'on cherche la vitesdede la formeyiu; +yi;1Ui+1, la seule solution condui-
sant dJ = ug est celle donnée pa4 ).

4. La viscosité reconstruite a la face dépend entierement du choix fait pour discrétiser les gra-
dients de vitesse. Pour s’en convaincre, sur le méme exemple, supposons que I'on ait choisi
de discrétiser les gradients de vitesse avec le schéma :

(&) =2 (o )

ce qui donne en remplacgant les vitesses par leur valeur :

(G_U> _T_o(£+i)
oy/j+1/2 2 \Mj MHj+1/

On obtient alors pour le terme source dans la cellijig 1 :

IS¢ 6 — (Wi — L Tgii)

S21 &= (Wisa2 = W1/2) 2 (uj +Hj+1 ,
qui n’est pas nul sjy,1/> €t 3/> sont les moyennes harmoniques des viscosités dans
les cellles voisines. Un moyen d’assurer que le terme source soit nul serait d’évaluer les
viscosités de face au centre de la cellule pour laquelle on calcule le terme source, c’est a dire
Hj+1/2 = Hj4+3/2 = Hj+1 lorsqu’on calcule le terme source visqueux dans la ceQuje;. Le
probleme d’une telle formulation est qu’elle n’est pas conservative, dans le sens ou le flux
visqueux a la facg+ 1/2 serait différent selon qu'’il est évalué dans la celtlgouC; j 1.
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4.2.2 Stabilité du schéma numerique

Les termes sources sont traités de maniere explicite dans la méthode numérique. Il y a donc un
condition de stabilité du schéma associée au terme source visqueux. La stabilité de cette discrét
sation n’a pas été rigoureusement étudiée. Le principe général de notre méthode numérique repo:
en outre sur I'idée que, puisque les fluides sont supposés faiblement compressibles, la plus petit
échelle de temps discrete doit étre le pas de temps acoustigue

Atge~ —

puisque la méthode est complétement explicite. Pour que le calcul d’écoulements incompressible
sous I'hypothese faite de fluides faiblement compressibles ait un sens, I'échelle de temps discret
associé a la viscosité, notésc, doit étre trés supérieure au pas de temps acoustique : intui-
tivement, il faut donc que la vitesse du son soit suffisamment grande. Des lors, le terme source
visqueux sera stable et avec :

AX?

Atvisc ~ 5

2V
nous retenons la condition de stabilité sous la forme :

AX> ‘é , (4.6)

ouV est la viscosité cinématique.
Remarque :

La condition de stabilité obtenue peut également se retrouver en comparant une variation de pres
sion due au terme source visqueux, a la compressibilité isotherme du milieu, comme expliqué §
1.4. Considérons donc une perturbation acoustique se propageant a la visessene distance
Ax. La variation de pression due aux forces visqueuses subit par cette perturbation est de I'ordre
de: e

AP = A

Ecrire la condition {.27) : xTAP < 1, revient exactement a la conditioh ).

4.3 Traitement de la conduction thermique

4.3.1 Discrétisation et stabilité

Nous donnons ici le schéma de discrétisation adoptée pour le terme source de conduction thel
mique du second membre de I'équation bilan d’énergi2l] :

5COI’1d: —D _qT — |:| (ADT) ,

ou A est le coefficient de conduction thermique de mélange défini par la relati@®.(Intégrant
sur la cellule de calcul; j et appliquant le théoréme de la divergence, on obtient le schéma de
discrétisation suivant :

$?nd: é( [(A%>i+1/2,j B (Ag_-)z)il/z,j] + é/ [(Ag_;)i,Hl/Z_ <)\g_-;>i,jl/2} - (@)
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De méme que dans le cas de la viscosité nous choisissons comme évaluation des quantités aux
faces, par exemple pour le termvéT, le schéma suivant :

()\a_T) EPVRIES S el ]
oxJis1yz) Y2 Ax

ou le coefficient de conduction thermique reconstruit a la }age), j, fonction des deux coeffi-

cients de conduction thermique dans les deux cellules adjacentes aGafagetC j, est tel que

les profils de température linéaires par fluide soient exactement préservés. De la méme maniére
gue précédemment, nous obtenons :

ZANUESY

; 4.8
Aij+ A, (48)

A1) =
c’est a dire la moyenne harmonique des coefficients de conduction thermique dans les cellules

adjacentes.

Le raisonnement se généralise au cas d’'un maillage non régulier, et on retient le schéma (par
exemple suhoyT) :

<A0T> AN (Bign +8) 2(Tieaj — Tig) (4.9)

X i+1/2,j DX +DXiAipr AXi 1+ DX

La stabilité de la méthode numérique est assurée sous une condition du méme type que pour le
terme source visqueux ), mais la viscosité cinématiqueest remplacée par la diffusivité ther-
mique, notée' :

KT
AxX> e (4.10)
avec : N
KN=—.
PCp
Remarques :

1. Le fait que le schéma numérique de discrétisation de la conduction thermique respecte exac-
tement les profils de température "linéaire par phase" revet un caractére particulier pour les
applications visées de comportement des fluides dans les réservoirs de véhicules spatiaux.
En effet, les phénoménes de stratification thermique interviennent dans de nombreux cas
ayant trait a ces applications.

2. On peut également écrire le schéma de discrétisation du terme de conduction thermique sous
la forme (par exemple swo,T, en omettant I'indicg et pour un maillage régulier) :

(AG_T> _ AT — AT _-IT)\i+l—)\i
0x/i+1/2 AX Ax

avec la température évaluée a la face :

Aig1Tiva +AT

T=—
Aip1+Ai

, (4.11)

température reconstruite a la face dont I'analogie avec la vitesse équivalente reconstruite a
la face pour le schéma du terme source de visco$i& €st évidente.
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4.3.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur I'équation de bilan d’énergie que nous envisageons par la suite son
de deux types, les conditions de Dirichlet (température imposée a la paroi) et de Neumann (flux
thermique imposé a la paroi). Numériguement, il faut donc impssela facedes cellules limites

des quantités exprimées en fonction de la valeur de la seule cellule de calcul adjacente a cette parc
Pour cela, nous avons recours a des cellules fictives. La question est donc de déterminer les valeu
qgu’il faut donner aux variables dans ces cellules fictives, et en particulier ici, a la température.

Dans ce qui suit, nous écrivons les variables dans une cellule fictive avieemexposant, alors
que les variables de la cellule de calcul correspondante seront écrites sans indice. Nous supposo
en outre que la cellule fictive est de méme dimension que la cellule de calcul lui correspondant (le
maillage est "localement” régulier). Tout d’abord, nous supposons que le fluide fictif occupant la
cellule fictive est "le méme" que celui occupant la cellule de calcul correspondante, c’est a dire :

f f f
a :G, p]_:pla p2:p23
et donc en particuliek’ = \. En vertu de 4.9) et (4.9), le flux calculé & la face frontiére qui nous
préoccupe, et entrant dans la cellule, s’écrit donc :

T-Tf
.
— = A

qpar0| An

ouAn est donné par :
An = (Axex+ Ayey) - Nparoi -

SiI'on veut imposer un flux thermiqu@ﬁnp a travers cette paroi, il suffit donc de prendre comme
température dans la cellule fictive :

TN=T-Andf,,.

Si par contre, le but est d'imposer la tempéraflig a la face, un moyen d’obtenir la température
dans la cellule fictive est de supposer que le flux est "localement constant”, c’est a dire qu’il s’écrit :

T-Tf _ 3 AT = Tiomp)
An An ’
qui correspond au rapport de la variation de température entre le centre de la cellule de calcul e

celui de la face, a la distance entre le centre de la cellule et celui de lafwaf8i,On obtient donc
la température dans la cellule fictive :

_q-pl)—aroi =A

TN =2Tmp—T. (4.12)

Remarques :

1. Une autre fagon de voir les choses et de dire que la température de face "consistante” avec |
schéma est celle donnée pdrl(l). Avec A = A, cette température de face est simplement
la demi-somme des températures dans les cellules adjacentes. Imposer cette température
face aTimp :

T4+Tf
—; :Timpa

revient exactement &(12).
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2. Lors de la validation de la discrétisation des effets visquedd 8§, il sera nécessaire d’'im-
poser le vitesse tangentielle a la paroi mettant en mouvement les deux fluides, a la valeur,
notéeVimp. De la méme maniere que pour imposer la température a la face frontiere d'une
cellule en contact avec la paroi, nous prenons la vit¢dsgans la cellule fictive adjacente :

{ V1= Kol o (4.13)
“Hparoi= —V * paroi

puisque la vitesse normale a la paroi, imperméable, doit étre nulle.

4.4 Validation des schémas

4.4.1 \Viscosité

L'objectif de ce paragraphe est dans un premier temps, de vérifier que le schéma de discrétisation
du terme source de viscosité donné par les schdnindt (4.4) est bien exact dans le cas d’'un
écoulement diphasique de Couette plan. Nous comparons les résultats obtenus par ce schéma a
ceux obtenus pour un schéma de viscosité reconstruite a la face des cellules donné par :

1
Mit1/2j = > (Mir1+ 1), (4.14)

c’est a dire la moyenne arithmétique des viscosités dans les cellules adjacentes. Dans un second
temps, nous comparons a nouveau ces deux schémas de viscosité a la face dans le cas d’'un écou-
lement diphasique de type Poiseuille plan, pour lequel le profil de vitesse est parabolique par
morceau. Dans les deux cas, il s'agit d’écoulements paralléles pour lesquels le champ de vitesse
est de la forme :

V =u(y)ex,

le champ de pression étant uniforme a la presgipa 10° Pa. L'échelle de vitesse pour les deux
écoulements est de I'ordre e~ 1 m.s 1. Cette échelle de vitesse est importante car elle condi-
tionne le choix des vitesses du son des deux fluides. En effet, la pression étant constante, le critére
a retenir est le nombre de Mach, qui doit rester inférieur & Omite classique de validité de
'approximation pour les écoulements incompressibles. Les vitesses du son dans les deux fluides
devront donc vérifier :

G>3mst,

et ce indépendamment des autres propriétés (masse volumique, viscosité) des deux fluides. Ces
propriétés sont rassemblées dansdeLEAU 4.1

Le domaine de calcul envisagé est un rectangle dont la dimension suivant I'axe des ordonnées est
H (= 1 m). Les frontieres limitant le domaine suivant 'axe des abcisses sont traitées comme des
conditions aux limites périodiques, de sorte que le domaine est discrétisé sur 3 rangées de cellules
suivant I'axe dex. En effet, les écoulements considérés étant paralleles, nous nous attendons a
ce que le schéma numérique préserve cette propriété et, les conditions périodiques aidant, trois
rangées de cellules suffisent.

Le maillage choisi pour ces cas test est régulier dans les deux directions, le pas d’espace étant
Ax=Ay=5.10"2 m. La condition de stabilité pour le terme source visqueux, donnée par la relation
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Masse Viscosité
[ kg.m3] [Pa.g

Fluide 1| p1o=100 | py =5.1072

Fluide 2| p20 = 1000 =5

TAB. 4.1 — Propriétés des fluides utilisés pour les deux cas tests de validation du terme source
visqueux.

(4.6), impose donc aux vitesses du son des fluides 1 et 2 de vérifier :

H1 2 1
c1 > =10"“m.s
! P10AX
Ho 1 ~1
c;c > ——=10"m.s
? P20AX

Compte tenu des contraintes obtenues sur les vitesses du son, nous choisissons donc pour les de
fluides :
c=5m.s?t.

_ , H . . y
Pour les deux cas tests, l'interface est placg enyg = > (=0,5 m). Enfin, la viscosité(y) et la
masse volumique de mélangéy) sont constantes de part et d’autre de I'interface, c’est & dire :

M1 Siy>Yo
— . 4.15
et: _
P1 SIYy=Yo
— ) . 4.16
p(y) { 07 Siy<yo (4.16)

4.4.1.1 Ecoulement diphasique de type Couette plan

Pour ce premier cas de validation de la discrétisation des termes visqueux, le profil dewitesse
est linéaire par morceau :

T
Ucouettd) = U+ r;)(y— Yo) ,

ou la viscositéu(y) est donnée pai(15, ol 1o(= 10~ Pa est le cisaillement a l'interface, et
Up(= 0,5 m.s?) la vitesse a l'interface. Les frontiérgs= 0 ety = H sont des parois mobiles
entrainant les deux fluides. Le cisaillema&gtétant fixé, nous en déduisons donc les vitesses des
deux parois :

u0) = Umin = Up — %yo = 049m.s!?

UH) = Umax = Uo+;2(H-Yo) = 15ms*
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gui sont des conditions de Dirichlet sur la vitesseritesse tangente a ces frontieres. Les deux

conditions aux limites correspondantes sont traitées par I'intermédiaire d’une cellule fictive dans
laquelle la vitesse est donnee parlQd, avecVimp = Umin €Ny = 0 etVimp = Umax €ny = H.

Rappelons que pour cette écoulement la pression est constante, ce qui signifie pour notre modéle

Pi = Pio : la masse volumique de mélange vérifie biéri@).

gue les masses volumiques sont constantes (et doivent le rester), égales a leur valeur de référence,

Apres calcul pour les deux schémas de viscosité, il s'avére que la différence obtenue sur le champ

Le débit moyen exact a travers une surface unité vaut :

de vitesse est faible. Par contre, on peut mesurer cette différence sur le débit a travers une section.

H
Q= /0 p(Y)u(y)dy = (pP20yo + p1o(H —yo))uO+(

V2

2 H_ 2
Yo , ( YO))T_O
Vi

2 b

soit tous calculs faits, un débit @@= 297,5 kg.s * & travers I'unité de surface. Nous représentons
FIGURE 4.11'évolution au cours du temps de ce débit moyen. L'erreur relative finale commise par
le calcul ou la viscosité de face est donnée par

AQ

le schdrid)(est de :

— =0.4%.
Q

L'erreur commise reste donc faible, mais nous allons voir au paragraphe suivant que cette erreur
de débit peut devenir plus importante.

Evolution du debit moyen, erreur finale AQ/ Q=04 %
29?6 T T T T T T
\
1
297.4 1% .
— H —— Moyenne harmonique
T H === Moyenne arithmetique
@« [
o 297.21 .
~ 1
— 1
— 1
5 \
s 297 4
[ i
o 1
= i
© 2968 [}
)
@ i
z '
£ \
+~ 296.6 A
o
[ *
[a)] \\
296.4 "s,_q_
2962 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400

temps [s]

FIG. 4.1 — Ecoulement diphasique de Couette plan, évolution du débit moyen au cours du temps.
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4.4.1.2 Ecoulement diphasique de type Poisedille plan

Cet écoulement a été proposé comme cas test de validation de la discrétisation du terme sourc
visqueux dans7]. Pour cet écoulement paralléle stationnaire, le bilan de quantité de mouvement
se réduit a sa projection sur l'aeg:

oP 0 Ju
B —0= a3 (H05) o0, (4.17)

ou, comme précédemmentyy) et p(y) sont repectivement donnés pdari5 et(4.16), et oug
désigne lintensité de I'accélération de la gravité dirigé suient.a gravité est ici ajoutée de
maniere a créer un gradient de pression équivalent, nécessaire a I'écoulement des deux fluide

Nous préférons en effet vérifier le comportement du terme source de viscosité dans un champ d
pression uniforme, de maniére a éviter tout couplage éventuel avec le solveur de Riemann.

Les parois, situées gn= 0 ety = H, sont cette fois-ci des parois fixes ou la vitesse doit étre nulle.
Ces conditions aux limites permettent d’intégrer I'équatibi ) et d’obtenir le profil de vitesse :

p(y) (Y—Yo0)? , To
) g + (Y—Yo) +Uo ,

2 H(y)
ouTp désigne le cisaillement a l'interface :

UpoiseuildY) = —

_9Yo P1oH2 — P20k
Tgp= ———- 7=
2 Mt

et ouug est la vitesse a l'interface :

_ P2og¥%  To, _ P9 _To

u
T 2 T w2

Avecg=10"2m.s 2, on obtientrg ~ 0,22 Pa etig ~ 0,27 m.s L. Il faut également vérifier que la
vitesse reste bien de I'ordre de 1 m‘sle facon a ce que le choix des vitesses du son reste correct.
On peut calculer la vitesse maximale, atteinte dans le fluidgnix~ 0,77 m.s't et nous gardons
doncc =5 m.s ™! pour les vitesses du son des deux fluides.

Les profils de vitesse obtenus avec les deux schémas de viscosité a la face sont reserees

4.2 en haut. Nous avons également effectué un calcul sur un maillage 4 fois plus fin dans le cas de
la viscosité de face donnée pdr14). On peut constater que I'erreur sur le débit moyen, obtenue
dans le cas de ce maillage fin, est toujours supérieure a celle obtenue sur le maillage grossier ave
la moyenne harmonique (respectivema@/Q ~ 1,8% etAQ/Q ~ 1%).

Au vue des profils de différence a la vitesse exacte, il est clair que I'erreur "se propage” depuis le
premier point situé cété fluide 1 de l'interface. En effet, en ce point, il est visible que le schéma

(4.14) conduit a une vitesse sous-évaluée. L'écoulement ayant lieu dans le fluide 1, entiérement
déterminé par cette vitesse a l'interface et par la gravité (le gradient de pression moteur), s’adapt:
alors, aboutissant a une perte de débit.
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Profil de vitesse, double Poiseluille

1 L
— Profil exact
09+ .
® Moyenne harmonigue
0.8 .
o G Moyenne arithmetique
0.7+ . .
06" 1| * Moyenne arithmetique
— Maillage 4 fois plus fin
E 05; ]
-
0.4+ .
03+ .
0.2 .
01r .
0 , ‘ .
0 0.2 0.4 0.6 0.8
Vitesse [m.s™"]
Difference relative au profil exact
1 . : : . ;
: é i ¢ o Moyenne harmonigue,
0OFbL ............ ......................... L : ! . ........ erreur moyenne : 0.94 %
0.8 . . . T3 : 11 ©  Moyenne arithmetique,
0.7 3 e | erreur moyenne : -6.66 %
06 | 5 i 1l =  Moyenne arithmetique,
_ ; ; ; : erreur moyenne : -1.78 %
E o5l b AN Maillage 4 fois plus fin
> :

04 Lol ............ ......................... ........ g

02k ............ ........................ ............... ......... _

OqF ........................ ......... : 3;,:_ ........ i

Erreur [%]

FIG. 4.2 — Ecoulement diphasique de Poiseuille plan. En haut : comparaison au profil exact des
profils de vitesse obtenus avec les deux schémas de viseb8jtehjoyenne harmonique) et.(L4)
(moyenne arithmétique). En bas : différence relative a la vitesse exacte et erreur sur le débit moyen.
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4.4.2 Conduction thermique

Les deux cas tests qui suivent visent a valider la discrétisation du terme de conduction thermique
Nous ne comparerons pas ici les résultats obtenus par deux schémas de coefficient de condu
tion thermique reconstruit a la face : celui donné par la relatdo8),(et celui correspondant a la
moyenne arithmétique des coefficients de conduction thermique comme nous venons de le faire
pour la viscosité. Il s’agit ici de vérifier que le schémag] laisse invariant les profils de tempéra-
ture linéaires par morceau du type :
_ Jo

T(Y) =To+-(Y=Y0) ; (4.18)
ou qp est le flux thermique a I'interface (située g&- yp), To la température a I'interface, atle
coefficient de conduction thermique de mélange, constant par fludiags le fluide). Il s’agit
également de tester les deux types de conditions aux limites proposés plus haut, les conditions ¢
type Dirichlet en situation stationnaire et celle de type Neumann en situation instationnaire.

Le domaine de calcul est le réservoir rectangul@xé] x [0,H], avecL = H = 1 m, délimité

en outre par quatre parois. Les deux parois O etx = L sont supposées adiabatiques, c’est a
dire que nous y imposons un flux nul. La nature des deux autres parois est précisée plus loin, e
fonction du cas considéré. Linterface est placéggen 0.6 m, le flux thermique a I'interface étant

o = 0.1 W.m~2. Les propriétés des deux fluides utilisés pour ces deux cas test sont rassemblée:
dans leTaBLEAU 4.2 Le domaine est discrétisé par un maillage régulier, les pas d’espace dans les
deux directions vérifiankx = Ay = 25 mm pour le cas des conditions aux limites de type Dirichlet,

et Ax = Ay = 50 mm dans l'autre cas. Il y a donc 4310 cellules (respectivement 220).

Capacité
Masse Conduction calorifique
[kg.m3] | [WmLK™1] | [JkgtK1]

Fluide 1| p1o=0,5| A =107 Cpr =2

Fluide 2| pxo=50 | A;=210° | Cp=107?

TAB. 4.2 — Propriétés des fluides utilisés pour les deux cas tests de validation de la discrétisatior
de la conduction thermique.

Les vitesses du son sont fixées par la condition de stabilité du terme source de conduction ther

mique dans les deux fluides :
T

Ki <G
AX 1

ce qui donne; > 0.4 m.s ! etc, > 0,16 m.s L. Nous choisissons; = ¢, = 15 m.s L.
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Remarques :

1. Beaucoup d’autre cas de validation sont possibles. On peut par exemple envisager I'existence
d’'un terme source de chauffage volumique, constant par fluide, qui donnerait un profil de
température parabolique par fluide. Un tel cas test, pour lequel le paralléle avec I'écoulement
de Poisedille diphasique étudié plus haut est évident, aurait fournit les mémes conclusions
gue celles obtenues dans le cas de la viscosité quant a la comparaison des deux discrétisations
des coefficients de conduction thermique reconstruits a la face (équivalents a celles étudiées
dans le cas de la viscosité). On obtient également de nouveaux cas tests en se donnant des
termes de chauffage volumique dépendant de la seule coordgruréeintégration donnant
alors le profil de température.

2. Nous avons seulement envisagé jusqu’ici des situations ou le champ de vitesse est nul. Ce-
pendant, la solution exacte de I'équation bilan d’énergie reste la méme s'il existe un champ
de vitesse stationnaire vérifiant :

V-OT =0,

ce qui est le cas, par exemple \&i= u(y)ey, c’'est a dire si I'écoulement est paralléle. La
vitesseu, transverse au gradient de température, est solution de I'’équation bilan de quantité

de mouvement, qui se réduit a :
9 (29 g
ay llay -

puisque les termes provenant @é- 1)V sont nuls. On obtient donc encore une nouvelle
classe d’écoulements. Ceux-ci restent trés particuliers, puisqu’il n’y a aucun cogplage
vectif entre équations d’énergie et de quantité de mouvement. Nous étudioh8SE cas

ou il existe un couplage entre ces deux équations par l'intermédiaire d’un terme source de
poussée d’Archimede due a la dilatation thermique des fluides en présence : on parle alors
deconvection naturellebien que ces termes convectifs soient toujours nuls.

4.4.2.1 Réservoir stratifié

Pour ce cas test, les conditions aux limiteyen0 ety = H sont de type Dirichlet sur la tempéra-
ture, soit d’aprés4.19) :

Jo

T(y=0 = To—Yo = 270K
A2
do

T(y=H) = TO‘f‘)\—(H—YO) = 304 K
1

Nous présentonBicurE 4.3 le profil de température obtenu superposé au profil exact, ainsi que
I’évolution au cours du calcul de la variation de I'enthalpie moyennée sur le domaine. On constate
gue la solution initiale n’est pas exactement la solution stationnaire obtenue.

4.4.2.2 Stratification par chauffage aux parois

Ici, les conditions aux limites sont de type Neumann pour les parois situégs-éhety = H,

c’est a dire que I'on y impose un flux. On sait que pour qu’il y ait une solution stationnaire a
ce probleme, il faut que les flux imposés en ces deux parois s’opposent, de facon a ce qu'il n'y
ait aucune accumulation d’énergie dans le domaine. Une condition nécessaire pour que le profil
stationnaire de température obtenu soit celui donné par la définitiaB),(est que ces flux aux
parois valent:qp. Mais ce n’est pas suffisant. En effet, s’agissant d’un probleme de Neumann,
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la solution stationnaire, puisqu’elle existe, dépend de la condition initiale. Cependant, I'intégrale
de I'enthalpiepCp(T — To) sur la totalité du domaine est conservée au cours du temps. Egalant
enthalpie finale et enthalpie initiale, on peut voir que la condition initiale suivante convient :

(H-yo)* 3
K[ K]

Ti=To+ 2

2pCp

ol pCp = Yop2Cp, + (H — Yo)p1Cp1. Il faut de plus imposer les conditions aux limites :

—q'(y=0) = Azg—;’,(y=0>(—e\/> = —0o
—q'(y=H) = Mg—;(y:H)Hey) = o

ce qui correspond bien au fait que, partanflde T;, il faille refroidir la paroi en contact avec le
fluide 2 dans lequel la température est inférieurig a I'état stationnaire, et chauffer la paroi en
contact avec le fluide 1 dans lequel la température est supéridugel’atat stationnaire.

Nous présentonBiGurE 4.4 le profil de température obtenue aprés un temps de calcyl e

300 s. Nous y avons également représenté quelques profils de température a des instants internr
diaires. Nous vérifions de plus que I'enthalpie est bien conservée au cours de la mise en températul
du réservaoir.



110 4 - SCHEMA NUMERIQUE POUR LES TERMES DE DIFFUSION
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FIG. 4.3 — Réservoir stratifié : en haut : profil de température ; en bas : évolution de la variation de
I'enthalpie moyenne au cours du temps.
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Stratification par chauffage aux parois
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FIG. 4.4 — Stratification d’un réservoir par chauffage aux parois : en haut : profils de température a
différents instants, profil de température final et exact; en bas évolution de la variation d’enthalpie
moyenne au cours du temps.
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4.4.3 Phénomenes de convection naturelle

Il s’agit ici de valider les effets de convection naturelle associés aux phénomenes de dilatation
thermique des deux fluides et modélisés par le terme source :

ajouté au second membre de I'équation bilan de quantité de mouveh@®niNous commencons

par un cas test de validation simple, celui de I'’écoulement parallele de deux fluides soumis a un
gradient transverse de température. Dans un deuxieme temps, nous nous plagons dans la situation
(monophasique) de l'instabilité de Rayleigh-Bénard qui est un cas test répandu de validation de la
convection naturelle.

Ces deux cas test ont en outre 'intérét de bien illustrer les phénomenes de convection naturelle et
d’aider a la compréhension de leurs deux mécanismes fondamentaux : la création de quantité de
mouvement dle a I'existence d’'une composante du gradient de température normale a la gravité,
et I'existence d’un seuil de gradient de température de méme direction (mais de sens opposé) que
la gravité, au-dela duquel toute pertubation du champ de vitesse ou de température est exponen-
tiellement amplifiée (dans les limites habituelles de la théorie linéaire).

4.4.3.1 Création de quantité de mouvement par un gradient de température normal a la
gravité

Ce cas test vise a vérifier que deux fluides soumis a un gradient de températaré, Te, ne

peuvent pagtre en équilibre s’il existe une accélération de la grayagant une composante non

nulle dans la direction normale a ce gradient de température. Afin de valider uniquement la partie
"couplage faible" des équations de bilan de quantité de mouvement et d’entivédpie terme

source de dilatation thermique) nous voulons que les termes de convection associés au transport de
la température par I'écoulement soient nuls : ceci imposeggat suivante, et il s’agit bien de
I'écoulement parallele de deux fluides soumis a un gradient transverse de température. Il est alors
possible d’obtenir une solution stationnaire, extension au cas de deux fluides de celle, classique,
obtenue en monophasique, vadi7] par exemple.

Deux fluides sont placés entre deux plaques paralléles d’extension infinie suivant I'axéNdes
tonsH la distance qui sépare les deux plaques. Linterface entre les deux fluides est située en
Yo =H/2. Les champs des quantités de mélapgep, p, A et sont donc du type :

_J @& siy=2yo
¢= @ sinon ’

qui sont ainsi des quantités connues une fois les différentes propriétés des deux fluides fixées.

La plaque confondue avec le plgr= 0 est maintenue a la températurg inférieure a la tem-
pératureT; a laquelle est maintenue la plaque placég enH. A I'état stationnaire, les champs

de vitesse et de température, en plus de vérifier les conditions aux limites imposées par les deux
plaques, doivent étre solution du systéme d’équations suivant :

0 Jdu
0 = a/( @)—pBQ(T—TO)

0 oT
= (Aa—y)
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La deuxieme équation donne le profil de température, linéaire par fluide :
Jo
T=To+—>(Y—Y0),
AY) (Y—Yo)

et aprés intégration de la premiére on obtient alors le champ de vitesse, cubique par fluide, qu
nous prenons sous la forme :

U=+ i (y=Y0) + e (01,

ou E(y) est la quantité, constante par fluide et homogéne a une énergie, définie par la relation :
A
E= M
PBg

Supposanip, T1, T> etg (doncE; et Ey) connues, nous obtenons avec les conditions aux limites
les relations de compatibilité suivantes :

( 2 Ti-Th
B = AM+A2 Yo
o = — Goyp Makz(E1 + Ep)

6 EiEa(l+H2)

2
_ o (To %%
o= y0<u2+6E2>

\

ce qui permet de calculer complétement la solution. Les propriétés des deux fluides choisies pour |
simulation numeérique ainsi que les valeurs des autres constantes sont rassemblédadansle
4.3

Le domaine de calcul (d’extension finie gnest le rectanglé0,L] x [0,H]. Les conditions aux
limites enx = 0 etx = H sont périodiques. Le maillage se compose de2® cellules, soit pour
H = 1m etL = 3Ax des pas d’espace tels g = Ay = 0,1 m. Rassemblant les différentes
conditions sur les vitesses du son dans les deux fluides, nous choisissons :

G=5m.s?,

assurant ainsi a la fois, rappelons le, la stabilité numérique des différents termes sources interve
nant dans ce calcul et la cohérence du calcul vis-a-vis des effets de compressibilité issus de |
modélisation effectuée.

A Iinstant initial nous supposons que le profil de température est établi et que les deux fluides sont
au repos. Avec cette condition initiale, la moyenne sur le domaine de calcul de la densité volu-
mique d’enthalpie doit étre constante. Les profils de vitesse et de température finaux obtenus sor
présenté$&icure 4.5. Nous obtenons bien la solution attendue. On peut estimer le temps au bout
duquel la solution stationnaire est atteinte, grace a la courbe d’évolution de la moyenne de la den
sité volumique d’énergie cinétique au cours du temps, représentéefsauke 4.6. Ce temps est

de l'ordre de grandeur des échelles de temps associé a la diffusion de quantité de mouvement dal
les deux fluidesty’s® = 2500 s ety's® = 5000 s). Nous avons également représenté les évolutions
au cours du temps des valeurs moyennes de la vitesse sur tout le domaine, dans le gaz et dans
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Conduction Dilatation

Masse Viscosité | [WmtK1] | thermique Vitesse Température
[kg.m3] [Pa.g Convection [K™1] [m.s?t] (K]
[JkgtK1]
Fluide 1 | p1o=10% | p =1072 M =5102 | B1=510*| Unn~—1,66| T, =3025
Cp1 =5.1072
Fluide 2 | pao=10® | pp =5.10"2 A=5 Bo=102 | Umax~1,23 | T, =299 975
Cpe=5.10"1
Interface — To~—0,12pa | g =0,25wm2 | g= 10ms> up ~ 0,87 To = 300

TAB. 4.3 — Propriétés des deux fluides et valeurs des constantes utilisées pour le cas test de convec-
tion naturelle.

liquide. Ces courbes montrent les différences d’évolution de la vitesse dans les deux fluides, dues
a la différence des ordres de grandeur des phénomeénes physiques y entrant en jeu.

Remarque :

Le quotient de I'échelle de grandeur de variation de I'enthalpie dans le fluiggpCp|Ti — To|
a I'énergieE; (apparaissant dans la définition du profil de vitesse) est exactement le nombre de
Rayleigh associé a la couche de fluide

_ 9BiIT —Tolyg

R
3 Vik{

b

qui joue un rdle important dans I'étude de I'instabilité de Rayleigh-Bénard. Avec les valeurs choi-
sies, les nombres de Rayleigh pour les deux couches de fluideR&0oat15625 etRa = 625.

Ces deux nombres sont bien inférieurs a la valeur $&ait~ 1708, ce qui assure qu'aucune des
perturbations de vitessene seront amplifi€ées. En patrticulier, si toutefois des erreurs numériques
apparaissaient dans le schéma de discrétisation des termes convectifs (schéma de Godunov), ces
erreurs ne seraient pas amplifiées.
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FIG. 4.5 — Mise en vitesse de deux fluides du fait de I'existence d’'un gradient de température
transverse a la direction de la gravité : en haut : profil de vitegsea{culé, () exact; en bas :
profil de températures calculé, () exact.
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FIG. 4.6 — Mise en vitesse de deux fluides du fait de I'existence d’'un gradient de température
transverse a la direction de la gravité : en haut : évolution de I'énergie cinétique en fonction du
temps; en bas : évolution au cours du temps de la vitesse moyenhéair( tout le domaine,
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4.4.3.2 Instabilité de Rayleigh-Bénard

Le but de ce paragraphe est d’exposer des résultats numeériques relatifs au probleme de I'instabilit
de Rayleigh-Bénard qui est un cas test classique pour la validation du phénomene de convectio
thermique. Ce cas test est également I'occasion de vérifier gu'’il est possible d’utiliser le modele
dans une situation monophasique. Pour cela, nous effectuons les calculs avec deux fluides aya
exactement les mémes propriétés. Nous nous proposons de vérifier que la méthode développe
permet de retrouver le nombre de Rayleigh critique, seuil de l'instabilité. Nous nous plagons dans
le domaine rectangl®, 7 x [0, 1t/2], discrétisé par un maillage 420 celulles. Les conditions aux
limitesy = 0 ety = 1tsont des parois isothermes (respectiveniest To+ AT /2) non glissantes.

Nous fixonsAT = 1 K et nous faisons varier I'accélération de la gravité pour faire varier le nombre
de Rayleigh. Les propriétés physiques du fluide utilisé pour le calcul sont rassemblées dans le
TABLEAU 4.4. Le nombre de Rayleigh est donc :

ATH?3
Ra = g[3 ,
VK
ce qui donne avec les valeurs choisies :
Ra~ 43 069 .

Le nombre de Rayleigh critique étant généralement pris égal @"Ra1708, on obtient ainsi
ge ~ 39,66 m.s 2. Les conditions initiales sont les suivantes :

V = (Upsin2xcosy) e, — (Upcos Xsiny) ey,

pour la vitesse, et :

2y

T =To+AT (1——
Tt

+6pcos 2() ,

pour la température et aveg = 103 m.s ! et0g = 2,5%.

Masse Viscosité Conduction | Dilatation
[kgm™3] | [Pag | [WmlkK1]| [K™]

p=1 |p=3102| A=310% |pB=1072

TAB. 4.4 — Propriétés du fluide pour le cas test de I'instabilité de Rayleigh-Bénard. La capacité
calorifique a pression constante est telle que le nombre de PRandtl.

Nous commencons par effectuer deux calculs corespondant a des nombres de Rayleigh respecti
deRa~ 990 @ =23 m.s ), etRa~ 3000 @ = 69.7 m.s 2). Nous nous attendons & obtenir deux
états stationnaires correspondant respectivement a une situation stable et instable. Les champs
température finaux ainsi que I'évolution de la moyenne sur le domaine de la norme du rotationnel
sont représentédaGURE 4.7 et FIGURE 4.8 les résultats sont bien ceux attendus, en particulier on
obtient bien la décroissance de la norme du rotationnel dans le cas stable.
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Nous avons ensuite effectué des calculs autour du nombre de Rayleigh critique supposé et nous
retenons deux calculs correspondant & des gravit§s-d@9, 764 m.s 2 etg = 39,765 m.s 2, dont
le premier aboutit a une décroissance de I'énergie cinétigaere 4.9 en haut, et I'autre a une
croissance de I'énergie cinétigeesure 4.9en bas. Nous en déduisons I'estimation du nombre de
Rayleigh critique :

Ra, ~ 1712,

ce qui donne une erreur de l'ordre de28% par rapport a la valeur expérimentale classique
Rac® ~ 1708. La suite & donner & ce probléme serait d’abord d’effectuer le méme type de re-
cherche de nombre de Rayleigh critique sur un maillage plus fin, puis d’étudier le méme probleme
en situation diphasique, en tenant compte des effets Marangoni. Cette situation présente une grande
diversité de comportement$Zl, 70] et en faire une étude approfondie permettrait de valider com-
pletement la méthode développée quant aux différents phénoménes de convection.
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FIG. 4.7 — Instabilité de Rayleigh-Bénard, cas staBa+{ 10°) : en haut : champ de température
final, isothermes espacées dd. 0, (——) : T <300, () : T > 300; en bas : évolution de la
moyenne sur le domaine de la norme du rotationnel.
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FIG. 4.8 — Instabilité de Rayleigh-Bénard, cas instaBa+{ 3.10°) : en haut : champ de tempéra-

ture final, isothermes espacées d&¢Q (——) : T < 300, () : T > 300; en bas : évolution de la
moyenne sur le domaine de la norme du rotationnel.
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FIG. 4.9 — Instabilité de Rayleigh-Bénard, évolution de la moyenne de I'énergie cinétique sur le
domaine au cours du temps : en hagt= 39.764 m.s2; en bas g = 39.765 m.s 2.
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Chapitre 5

Schéma numerique pour les termes
capillaires

5.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est de présenter, & nouveau en suivant une démarche constructive, la discri
tisation retenue des effets capillaires. Du fait de la forme conservative adoptée pour rendre compt
de ces effets, il s'agit de discrétiser un terme de la forfge = 1€ - ntace SUr chaque facette et
représentant la contrainte capillaire locale. Sachant que d’un point de vue physique, les forces d
tension superficielles sont tangentielles a 'interface, nous avons choisi de discrétiser les différents
termes intervenants dans I'expressiorifle, de sorte que, sur chaque face du maillagg, soit

un vecteur orthogonal au gradient local de fraction volumique, qui par définition est aligné avec la
direction normale a I'interface. Dans le cas ou la dépendance de la tension de surface par rappo
a la température est prise en compte, une discontinuité des contraintes visqueuses peut apparai
a l'interface. Ceci nous a amené a introduire une correction dans le schéma présenté au chapit
précédent pour la discrétisation du flux de diffusion de quantité de mouvement. Pour fixer cette
modification, nous imposons que le schéma numérique global (effets capillaires et diffusion) ré-
solve de maniéere exacte un écoulement de Couette plan diphasique, en présence d’'un gradient ¢
température parallele a I'interface, supposée alignée avec le maillage. Nous terminons ce chapitr
par des études numériques de validation permettant de juger de la pertinence des schémas reten

5.2 Traitement du tenseur des forces superficielles

5.2.1 Choix du schéma de discrétisation dans le cas isotherme

Il s’agit ici de donner la discrétisation retenue pour prendre en compte le terme source de tensior
de surfaces®™ = - 1¢ au second membre de I'équation de bilan de quantité de mouvemBnt (
Dans un premier temps, nous nous placons en situation isotherme. Afin d’alléger les notations
nous notons dans ce chapitr€au lieu dea,) la fraction volumique d’équilibre.

On integre la relation](.15 sur la cellule de calcu; j pour obtenir le schema de discreétisation du
terme source capillaire :

1/c c 1/c C
Stsj = Ax (Ti+l/2,j _Ti—l/z,j> -85<+A—y <Ti,j+1/2_ri,j—l/2> &,
out&

1/2,41/2 sont les tenseurs des contraintes superficielles évalués au centre des faces corre:
pondantes. Plus précisément, on choisit de discrétiser ces différents termes par le schéma (p:

123
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exemple pou1tic+1/2 )

1c
g litt/2j &= 00128 —Nita2 D12, (5.1)
olnit1/»,; est une discrétisation dg - &, que nous nous donnons comme degre de liberte. De la
méme maniéere, nous ne nous donnons pas pour 'instant la fagon de calculer Iﬁtﬂermlgl/m,

c’est a dire la fagon de calculer la norme d’un vecteur au centre d’'une face.

D’aprés I'équation 1.18 et en tout point, le vecteur - g, doit étre tangent a l'interface. Nous
choisissons donc d'imposer que cette condition soit respectée au niveau discret, c’est a dire :

C
(Ti+1/2,j ek) -Haiy12;=0,
ce qui donne la relation :

100 iy 1/2,j (B0t €)iy1/2 ) —Nivayz,j (Oo-Oat)i g5 =0. (5.2)

Cette relation donng; 1/, j en fonction de la discrétisation choisie palm au centre de la face
(i+1/2,j), mais aussi en fonction du choix fait pour calculer un produit scalaire ainsi que la
norme d’un vecteur au centre d’une face. Da6¥§,[les auteurs montrent que ces choix de discré-
tisation ne sont pas anodins et peuvent conduire a I'élimination des courants parasites s'ils sont
faits suivant certaines régles (dont celle de la consistance bien s(r). Nous n’avons pas pu adapter la
meéthodologie proposée a notre modélisation, bien que nous soyons convaincu que celle-ci puisse
effectivement s’y appliquer. Nous nous contentons donc de faire les choix les plus simples, la
contre-partie étant d’ailleurs la présence de courants parasites dans le cas de validation concernant
I'équilibre d’une bulle, voir 8&.3.1

Ainsi, pour deux vecteurs quelconquas= A*e, + AVg, et B = B*e  + BYgy, nouschoisissons
commedéfinitionsdu "produit scalaire discret” et de "la norme discrete" les schémas suivants :

_ y y
(A B)iyaj2j =AS1/2Bha2j +A 12812

[Alliv1/25 =1/ (A-A)it/ -

Ces choix ainsi faits, la conditio® 2) que nous voulons imposer a notre schéma devient :

(0x0)iy1/2,]
o H/2) 5.3
M41/21 = [Ba o &)
avec :
o0\ 2 oa\ 2
ativsei=y| (5¢) . +(5) - (5.4)
H+1/2] 0X /) i11/2,] Y /it1/2,]

seule la discrétisation des gradients au centre des faces devant étre précisée. Nous pouvons consta-
ter que la discrétisation obtenue paopu= n; - e est la plus naturelle sachant qu’au niveau continu,

nous approchons la normale a I'interfagepar _Hggl\ i

Pour choisir les discrétisations des gradients au centre des faces, nous nous placons dans la si-
tuation d’une interface plane alignée avec une ligne de maillage. Nous voulons que notre schéma
numeérique respecte exactement cette situation, méme dans le cas d’'un maillage non régulier. La
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discrétisation retenue des gradients de la fraction volumique au centre des faces est (par exemp
pourdi /2 j)

(a_a> _ (A=) (5.50)
i+1/2, AXiJrl + AX
oa AV <aa) AV (aa)
o _ = R RN [ 5.5b
(ay>i+1/2.,j AXip1+0x% \ oy i AXip1+D0% \ 0y i1, ( )
avec :
<a—°‘) _ _2(Gj1=Gij-1) (5.6)
oy /)i AYj+1+208yj+Ayj-1 '

5.2.2 Condition aux limites et angle de contact

Dans le cas d’'une face située au bord du domaine, on peut imposer I'angle de contact 8fatique
avec :

n — n coso
face paroi— 77— ~!face paroi—™ — S
P [1mted] P ’

OU Ntace paroi€St la normalesortanteau domaine en la face paroi considéree. Du point de vue du
schéma numeérique, cela signifie que seuls)|gg), j+1/» Sont imposés a la paroi.

La prise en compte d’une éventuelle loi d’angle de contact dynanfigast réalisée en remplacant
Bs par 684 donné par I'un des modeles d’angle dynamique présentt®.8 Ces modeles font
intervenir la vitesse de déplacement de la ligne thfyl@ar I'intermédiaire du nombre Capillaire.
Dans I'établissement de la loi de Tanner, la vitesse de la ligne triple est exactement :

1 e
Vii= — / u(z)dz,
0

e(x)

ou e(x) est I'épaisseur de la couche de liquideuefa composante de la vitesse parallele a la

paroi. Pour une mise en oeuvre numériqgue de ces modeéles d’angle dynamique, il y a donc deu:

possibilités :

— ou bien on calcule effectivement une vitesse moyenne sur plusieurs cellules dans la directior
normale a la paroi, auquel cas il faut étre capable de déterminer I'échelle de longueur associée
cette moyenne;

— ou bien ces modeles sont vus comme ldesde paroj auquel cas on peut prendre :

\/|t:V7

ouV désigne la vitesse au centre de la cellule immédiatement en contact avec la facette limite.
Cette vitesse est aussi une vitesse moyenne. Par contre, dans ce cas, il faut étre capable
déterminer la plage de taille de maille pour laguelle la modélisation est justifiée.
Pour une question de simplicité de mise en oeuvre, nous optons pour la deuxieme solution mai
réservons a la suite donnée a notre étude I'analyse qui permettra la détermination des parametr
numériques (pas d’espace) en fonction des parameétres physiques (pafaaedadoi de Tanner,
etc..).
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5.2.3 Modification des schémas numeériques lorsque la tension superficielle
dépend de la température

5.2.3.1 Position du probleme

Il est difficile de trouver dans la littérature des méthodes numériques de simulation directe ou les
effets Marangoni sont pris en compte a la fois dans le gaz et dans le liduifle Généralement,
s’agissant d’écoulements liquide-gaz, seules les équations pour la phase liquide sont résolues, une
condition aux limites d’interface permettant alors de prendre en compte la contrainte tangentielle
due a la dépendance du coefficient de tension de surface avec la temp&%5tA6g |La prise en

compte de tels effets dans une méthode de simulation directe représente donc un enjeu d’autant
plus intéressant qu’il permettra dans la suite éventuelle donnée a cette étude d’étudier les phéno-
menes d’instabilité de type Rayleigh-Bénard et Bénard-Marangoni dans le cas de deux couches de
fluide de masse volumique, viscosité et coefficient de conduction thermique différents. Ces phéno-
menes font d’ailleurs I'objet de nombreuses études théoriques récéatés,[80, 84, 85, 121] et
pourraient étre d’un intéret particulier quant a I'étude du comportement des fluides contenus dans
les réservoirs de véhicules spatia®d,[107]. Pour une revue détaillée, le lecteur intéressé peut
consulter Andereckt al[3] et Juelet al [70].

Nous avons vu §.3.3que, du point de vue de la modélisation effectuée, l'introduction des effets
Marangoni est réalisé en incluant le coefficient de tension de surface sous la divergence, donnant
une formulation totalement conservative du terme source de tension superficielle. Ainsi, dans le
cas ou le coefficient de tension de surface dépend de la température, par exemple selon la relation
(2.29, le schéma numérique donnant le tenseur des contraintes superficielles évalué au centre
d’'une face, relationq.1), devient (ici sur la facéi +1/2, j)) :

Tic+1/2,j &= 0jy1/2,j 100 li11/2,i8& — Oiy1/2,iNi+1/2,0%i41/2,) » (5.7)

ou 0j,1/2j est une valeur moyenne du coefficient de tension de surface évaluée au centre de la
face, que nous choisissons de la forme, conforméemeh§)(:

Oit1/2j =00+ 07 (Tis12j—To) ,

ou la température de fack, 1/, j est la température reconstruite a la face consistante avec le
schéma de discrétisation du flux de conduction thermique a la face :

Aip1Tiv1 AT
ANip1+AN

Tiy12) =

Nous avons également vul82 que les effets Marangoni étaient étroitement liés a la viscosité.
D’autre part, le saut de cisaillement a I'interface, modifié en présence d’un gradient surfacique de
température, crée un champ de vitesse. Ce champ de vitesse, suffisamment proche de l'interface,
est linéaire dans chaque fluide. Nous allons donc chercher des conditions pour que, dans cette
situation, la somme des schémas de discrétisation des termes sources de tension de surface et de
viscosité soit exactement nulle.

On se place donc dans la situation d’un écoulement de Couette plan pour lequel le champ de vitesse
est donné par:

V = u(y)ex = U+ fl(y—yo)ey , (5.8)
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ouYp est la coordonnée de I'interface, horizontale et exactement située sur une ligne de maillage,
est le champ de viscosité de mélange donné4ab| ett le champ de cisaillement "de mélange"

suivant, dépendant de:
T1 Siy>
.[(y) { 1 Y=2Yo ,

To, Ssinon
avect; ety qui vérifient :

AT
T2—T1:0'TT s (5-9)

ou L désigne la longueur suivant I'axe des abcisses sur laquelle la température vAfie lde
champ de température est donc du type :

T(x) :To+%x. (5.10)

L'écoulement ainsi défini est une solution stationnaire d’équilibre du systeme d’équations que
nous cherchons a résoudre, pour peu que nous supposions que les échelles de temps convecti
dans les deux fluides soient longues devant les échelles de temps de diffusion the@pique (
infinies). L'introduction de la dépendance deavec la température change simplement le bilan
discret associé a la discrétisation du terme de tension superficielle, projeté sur I'axe des abcisse
Ce bilan discret doit se compenser avec le bilan associé aux forces de viscosité.

Remarques :

1. Afin d’assurer I'absence de convection, nous pourrions également supposer la présence d’ul
terme source de chauffage volumique non homogene égal a :

AT
-

T(y)
PCp <Uo + ) (y— YO)>

L’hypothése de la présence d’un tel terme source, en comparaison de I'hypothése de capaci
tés calorifiques a pression constante infinies dans les deux fluides, change seulement I'évo
lution en temps de la vitesse et de la température si I'on choisit comme condition initiale au
problemeu=0,T = Ty.

2. Pour connaitre complétement I'écoulement de Couette-Marangoni défini ci-dessus, il suffit
de se donner une condition au limite sur la vitesgg sur une ligney = cte (autre qugo),
par exemple ey = 0.

5.2.3.2 Conditions d’'invariance de I'’écoulement de Couette-Marangoni

Comme nous l'avons fait 4.2.1, nous nous plagons dans la cell(lg, immédiatement située en
dessous de l'interface confondue avec la fécg+ 1/2). Le terme source de tension de surface,
calculé dans cette cellule avee ), n’a qu’'une composante suivasyt:

1 (0it1/2,j —Oi-1/2,]
S. . —_ ) 9
e Ay ( JAVS ’

soit, en remplacant les .15 ; par leur valeur et les températures par leur valeur exacte :

1 AT 1
Ay;SS e = 50T = E(Tz—Tl).
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De la méme maniere, dans la celldg, 1, située immédiatement au dessus de l'interface, nous

obtenons :
1 AT 1

AYS1 &= 50T = 5(t2—Ta).

Ces deux relations montrent que ce terme source n'interviendra que dans les deuxCgllates
Gt
J+1

Nous avons remarqué2.1que la vitesse reconstruite a la faded, consistante avec le choix de
moyenne harmonique des viscosités, valait alors exactement la vitesse a l'intgréteoes le cas
isotherme. Il est facile de constater que dans la situation qui nous intéresse ici, la vitesse moyenne
donnée par4.5) ne vérifie pas) = up, ce qui signifie que la viscosité reconstruite a la face obtenue
dans le cas isotherme ne convient plus. D’autre part, une spécificité de la situation non isotherme
dans laquelle nous nous sommes placés ici est la non continuité de la contrainte a l'interface. Il
faut donc revenir sur la discrétisation méme du terme visqueux. Pour cela, nous 'écrivons :

AYySSC e =Ti 12— Tij 1/2-

Comme la facdi, j — 1/2) est "loin" de l'interface, on a nécessairement 1, = 1. Sommant
les termes source de viscosité et de tension de surface ainsi obtenus, on aboutit a la condition :

1
Tij+1/2= 5 (T4 T2) .

Cette relation donne la facon dont il faut définir la grandgulr 1 />, qui est une certaine moyenne

de la contrainte autour du point de coordonngey;,1/2) en lequel la contrainte n’est pas définie

au niveau continu. De plus, dans cette situation particuliére, les contraintes sont constantes par
morceaux, done et 12 doivent étre vues comme les valeurs limites que prend la contrainte de
part et d’autre de l'interface. C’est pourquoi, nous introduisons de nouvelles variables au centre

des cellules :
-[-- B u- (au)
i=Hi\3ag ] >
ay J-

qui sont, elles, définies. La condition a retenir pour la suite est donc :
1
Tijr12= 5 (T +Ti+) -

Remarque :

Nous aurions obtenu la méme condition a partir de I'étude effectuée dans la Gllule Par
ailleurs, nous avons vu que le terme source capillaire n’était non nul que dans ces deux cellules
Ci,j etGi j+1. Nous pouvons écrire le bilan obtenu sur les deux cellules :

AT
tij+3/2 = Tij-1/2= 0T >

qui est bien la relation de saut attendue, projesie le domaine sur lequel nous avons rendu
volumique les forces capillaires.

1au sens des volumes finis.



5.2 - Traitement du tenseur des forces superficielles 129

5.2.3.3 Modification du schéma de discrétisation des contraintes visqueuses

Nous nous plagons désormais dans un contexte un peu plus général que celui de I'écoulemer
particulier du paragraphe précédent. Nous supposons toujours que l'interface est plane, exacteme
située sur la ligne de maillagg 1/, de sorte que seules les composantes susadés termes
sources de viscosité et de tension superficielle apparaissent dans les bilans. Enfin, nous supposc
gue les dérivées d’ordre supérieur ou égal a deux du champ de vitesse restent partout bornée
hypothése raisonnable dans les situations qui nous intéressent. Plus précisément, &ppelons
I'hypothese : ]
o"u
(n>2 = ayn_ou)).

Cette hypothése nous permet d’écrire les développements limités suivant :

()

gu\ Ay
Ui = U; 12—<—> — + 0(4y) (5.11a)
J Iy oY/ jr1/2 2
o\ A
U = “i+1/2+<a—) ¥ oy (5.11b)
j+1/2

ou (6yu)ji+l/2 sont les valeurs limites que prend la dérivée de la vitesse de part et d’autre de

linterface, etu; 1/, est la vitesse a l'interface, quantité bien definie, mais inconnue pour l'instant.
Le terme de reste n’est un(Ay) qu’a la condition que#) soit vraie. On peut alors donner un
sens a la définition de la dérivée de la vitessg erl/2 en la définissant comme la demi somme
des valeurs limites de part et d’autre de l'interface et obtenir :

au) Uj+1— U
o =———+0(4y).
(ay j+1/2 Ay

Comme nous l'avons dit, nous devons nous intéresser aux quantitdéfinies au centre des
cellules, et qui dans le cas de la présence des effets Marangoni ne sont pas définids 2rPar
contre, lorsque le pas de maillage tend vers 0, ces quantités vont bien tendre vers la valeur limite
correpondante de la contrainte. Sous I'hypoth@&¢e, nous pouvons légitimement écrire :

Tj <6u> (0u)
T (ouy _ (ou +0(dy) (5.12a)
b \9y/; Y/ jr1/2
) +
ﬂz(@) _ (@) +o(by) (5.12b)
Mi+1  \0Y/ i1 Y/ jr1/2

Ces relations permettent d’obtenir une autre estimation de la dérivée de la vitejsselgh : la
demi somme des/p de part et d’autre de l'interface. Nous retenons donc la relation :

ou Uj+1— Uj 1/7 Tj
— =——40Qy)=-(—+—=)+0(4y),
(ay),~+1/z By (&) 2<uj uj+1> (&)

qui donne deux fagons possibles de calciu); 1 /,. Cette relation montre également que I'on
sait estimer &(Ay) pres la demi somme degp par :

4+ O(Ay) . 5.13
TR (Ay) (5.13)

1 T T'+1 U'+]_—U'
(J+ j >: j j

2 Ay
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Le but étant de calculer la quantitg; + 1j+1)/2, combinant les relation&(11) et (5.12), on
obtient :

Ui 1/2 — Uj
1 o= 2y %y] + 0(by) (5.143)
Tjp1 = 2u,-+1“A—y’“/2 +0(ay) (5.14b)

donnant donc les; de part et d’autre de l'interface en fonction de la vitesse reconstruite a la face.
On peut alors en déduire :

1 1
5 (Tt 1) = Ay [MjaUj 41— MU — Uja (M1 — 1)) + O(4y) (5.15)

ainsi que le saut de contrainte a l'interface :
2
U =T =gy [MjaUj 1+ MU — Uja2(Mjr1 -+ 1)) + O(4y) . (5.16)

Retour au cas isotherme

Afin de comprendre, plagons-nous a nouveau dans le cas isotherme ou, au niveau continu, la
contrainte visqueuse est continue a l'interface. Pour que notre approximation soit consistante avec
cette condition, il suffit d’assurer, moyennant que I'hypoth@ge soit vraie :

Tj+1—Tj = 0(4y),

car ainsi, le pas de maillage tendant vers 0, le saut de contrainte tend bien vers 0. D’aprés la relation
(5.16, une facon simple d’y arriver est @@oisir :
T Hj+1Uj+1 + HjUj
Iy Mj1+ Hj

Y

de reporter cette expression daBslf) pour obtenir le schéma pour la contrainte a la féce+
1/2):
Uj+1— U
Tjt12= HJ+1/2A—y )
ou Y11/ est la viscosité recontruite a la face précedemment utilisée, relaigng4.2.1 La
vitesse a l'interface joue donc un role particulier, meigratiqueon voit qu’il n’est pas nécessaire
de la calculer explicitement, seule I'expression finale de la contrainte étant utilisée.

Remarque :

La relation donnant la vitesse reconstruite a la facg , n'est autre que la relatior (). Nous
donnons donc ici un sens au qualificatif "consistante" employé jusqu’ici a propos de cette vitesse.
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Cas Marangoni

En situation non isotherme et dans la configuration d’interface dans laquelle nous nous somme:
placés, le saut des contraintes est la valeur du gradient local de tension superficielle. Afin de ne pa
compliquer le propos, appelod§ la valeur de ce saut de la contrainte. La condition de consistance
que doivent vérifier les; est donc, toujours sous I'hypoth&s) :

Tj1—Tj =K+ 0(y), (5.17)

condition que I'on peut réaliser simplement si, d’'ap@4.§), I'on choisitla vitesse reconstruite a
la face suivante, que nous notcu:ﬁsfl/2 pour la différencier de celle obtenue dans le cas isotherme :

T Hj+aUj+1+ Hju; 1 Ky
ul = _ _ (5.18)
I+1/2 TIEEET W+Hj1 2

En reportant dan$(15), on en déduit alors aisément un schéma pour la contrainte a la face :

S H
j+1/2 j+1/2 Ay 2 TIERT 2|

A nouveau, il n’est pas nécessa@ne pratiquede calculer la vitesse reconstruite a la face.

Il faut maintenant préciser la facon d’évaluer le saut de la contré{nf@our cela, il faut remarquer

que nous cherchons en fetprojectionsur 'axe dex du "saut de contrainte suivant la normale a
I'interface", qui est un vecteur. Or, au niveau continu, le vecteur en question doit étre 'opposé du
gradient de tension superficielle suivant la tangente a l'interface. Le saut cherché doit donc valoir :

K =—Uot-e&.
S’agissant du saut a la fa¢e j + 1/2), le saut de contraint& doit donc vérifier :
K= _<Dot)j+l/2'e5<+ O(Ay) :

Finalement, le schéma de discrétisation de la contrainte visqueuse reconstruite a la face s’écrit :

Up—u 1/ 1 1\1
Tjt1/2 = Hjt1/2 {A—eri(m_u_J E(Dct)j+1/2'65< . (5.19)

Il reste maintenant a donner la fagcon de discrétiser le terme de gradient tangentiel de tensior
superficielle. Ce gradient, dans le cadre de notre modélisation, est approché par la projection sur |
plan tangent a I'interface du gradient de tension superficielle, puisque nous avons rendu ce dernie
volumique. Introduisant I'opératelit;; utilisé §1.2.2 le terme cherché est :

oy =M -Uo.
Pour évaluer ce terme au centre de la face, nous choisissons le schéma :
(Dct)j+1/2 = (Mit)j11/2° (HO)j 112
C'estadire:

Do Haja/2
0o — 0o — (0o —— T = e TE— 5.20
( c’t)1+1/2 it/ ( ? HDO‘||>j+1/2HDO(||j+1/27 o0
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ol oj, 1/, est calculé de la méme maniére due;, 1/», c'est a dire (dans le cas d’un maillage
régulier) :

1 Oj+1—0Oj
D0'j+1/2:E(D0j+1+DO'j)‘e>(+—J Ay J )
avec :
Oit+1,j — Oi-1, 0ij+1—0j,j—1
Uoj i =
1] ZAX Q(+ 2Ay ’
et:

0jj=0p+O0T (Ti,j —TO) .

5.2.3.4 Remarques finales

La vitesse reconstruite a la face

L'expression .18 donnant la vitesse reconstruite a la face appelle un commentaire. En effet, le
terme correctif par rapport a la vitesse obtenu dans le cas isothdériegt proportionnel ay.
Or la minoration :

Hj+1+ Hj = 2max(p, W) ,

montre que :
U 1/0 = Uj1/2+ O(4Y) ,

pour peu que I'approximation d& soit & unO(Ay) prég. Ceci prouve que le schéma de discré-
tisation des contraintes visqueuses correspondant a la vitesse reconstruite a la face obtenue

dans le cas isotherme est consistant. Cela prouve également que le terme correctif permet d’obtenir
un schéma d’un ordre plus grand d’une unité que le schéma sans le terme correctif. Cependant, la
minoration précédente montre que la constante intervenant daraye est en ¥, ce qui peut
conduire a une grande erreur sur la vitesse au voisinage de I'interface comme nous le montrons 8
5.3.5

Un autre point de vue

Il existe une facon plus simple d’obtenir le résultat firmll®. Posons le probleme de la maniere
Suivante :

1meaar)
1 ) . _
Calculer E(tj+1+rj) connaissant -4 2 \Hi+1 i

Tj+1 =T

ce qui est bien ce qui nous intéresse puisque d’'une part, d'&pe}, (hous savons calculer sim-
plement la premiere quantité et d’autre part, d’apBe$4) nous cherchons a imposer la deuxiéme.
Laréponse est alors acquise sil'on connait la relatigébrique suivante, valable quels que soient

les quatre réela™,a ,b" etb™ :
_~l7ay 1[1] [a]
a=b [(5) "2 H 7] ’ (5:21)

2 ce qu'il est raisonnable de supposer.
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avec les notations usuelles :

[1 = O =0

- 2()+()7
N OARON

En effet, appliquant cette relation aux quatre nombyes, T, 41 ety;, on obtient :

1 1 /71 Tj 1/ 1 1 Tjit1—Tj
fnmoma] (D) A(Ao1) mw )
2 2 \Mj+1 M 2 \Mj+1 M N 2 y
T X
_ u’%yu’ +0(dy), (5.13 -5 +0y), (6.17)

qui donne bien le schéma obtertuX9.
Remarque :

La relation 6.21) se démontre par applications successives de la relation :

[ab] = afb] +b[a] .
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5.3 Validation des effets introduits

5.3.1 Bulle statique et courants parasites

On considere une bulle de gaz bidimensionnelle, de masse volupggsel kg.m 3, de rayon

R = 0.25 m, entouré d'un liquide de masse volumigue= 1000 kg.m 2 dans un domaine carré

de coté 1 m discrétisé sur 80 cellules. Le coefficient de tension de surface entre les deux fluides est
fixé a0 = 1.25 N.nT %, de sorte que le saut de presion @$Ry = 5 Pa. Les vitesses du son sont
choisies selon le critere expliquél&. Trois jeux de vitesses du son sont choisies, de sorte que les
coefficients de compressibilité vérifient :

Premier calcul : (XT)gaz= (XT)iiquide = 1000 Pa?l,
Deuxiéme calcul : (XT)gaz= 1000 Pa?, (X1)gaz= 10(XT )iiquide:
Troisiéme calcul : (XT)gaz= 1000 Pa?, (X1)gaz= 100X )iiquide-

Les résultats correspondant au premier jeu de vitesses du son sont présemtés.1 La bulle

garde bien sa forme cylindrique, le saut de pression étant bien de 5 Pa entre 'intérieur et I'extérieur
de la bulle. Cependant, des courants parasites apparaissent, le champ de vitesse n’étant plus nul.
Les deux fluides étant non visqueux, nous adimensionnalisons la norme de la vitesse sur le domaine
selon le critére exposé dang.[La masse volumique de référence choisie est la masse volumique

du liquide.

Une étude de sensibilité des courants parasites en fonction du rapport des compressibilités iso-
thermes des deux fluides est présem@re 5.2 On constate que l'intensité des courants para-
sites est une fonction croissante du rappiit)gaz/ (XT )iiquide- Toutefois I'ordre de grandeur est
toujours le méme. A titre de comparaison et pour un calcul similaire (rapport de masse volumique,
nombre de cellules de discrétisation et saut de pression identiques), I'auteur obtier dans [

1/2
max(|ul, |v]) (%() —0.48.

Nous obtenons donc une intensité de courants parasites du méme ordre de grandeur que la mé-
thode VOF sans reconstruction d’interface présentée darsd¢pendant, la forme de ces courants
parasites est différente dans notre méthode, I'intensité des courants parasites dans le liquide étant
d’un ordre de grandeur inférieur a ceux dans le gaz :

. . L, 1/2
Premier calcul : Pour(XT)gaz= (XT )iiquide, 'intensité est(%‘) max(||(1—a)V||) = 0.029,
Deuxieme calcul : Pour(XT)gaz= 10(XT )liquide
. . Ax\ 1/2
lintensité est(%) max(||(1—a)V||) = 0.021,

1/2
Troisiéme calcul : Pour (XT)gaz = 100(XT )iiquide: I'intensité est(%) max(|[(1—a)V||) =
0.012.

Ainsi, plus la vitesse du son dans le liquide augmente (donc plus son coefficient de compressibilité
diminue), plus I'intensité des courants parasites dans le liquide diminue.



5.3 - Validation des effets introduits 135

(p A x /6)""2 max(||V||) = 0.12061

(4]

n

w

pe]

[y

(=]

FiG. 5.1 — Résultats bulle statique : en haut, courants parasites ; en bas, champ de pression
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(p Ax /6)""2 max(||V|]) = 0.12069

FIG. 5.2 — Résultats bulle statique. Courants parasites en fonction du rapport des compressibilités
gaz et liquide : en haut, rapport 10 ; en bas, rapport 100
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5.3.2 Ménisques et microgravité

Afin de valider la prise en compte d’un angle de contact a la paroi, hous avons effectué deux cas
tests d’établissement d’un ménisque en microgravité, le premier en configuration bidimensionnelle
et le second en configuration axisymétrique. Rappelons que les détails concernant le modeéle ¢
la méthode numérique en situation d’écoulement axisymétrique sont exposés en @nhexe
domaine de calcul est un carré de cdté 3 cm, discrétisé par un maillage régulier de>660
cellules. La forme de I'interface solution (stationnaire) du probleme envisagé est dans les deux ca:
un arc de cercle, de rayddh= d/ cosbs, ou 65 est I'angle de contact statique, imposé a la paroi.

Les deux fluides considérés ont les caractéristiques suivantes :
Gaz : La masse volumique epfy = 1 kg.m 3, la vitesse du son esy = 10 m.s L.
Liquide : La masse volumique ept = 1000 kg.m' 3, la vitesse du son esf = 1 m.s 1.

Le coefficient de tension de surface est tel gqu& = 1 Pa, I'angle de contact étaf§ = 55 °.
Les vitesses du son choisies vérifient le critere expligl&i8Afin d’accélérer la convergence (en
temps) vers la solution stationnaire, les deux fluides sont trés visqueux.

La condition initiale est une interface plane, déckteure 5.3. La condition d’angle de contact

est imposée sur la paroi gauche du domaine pour la configuration bidimensionnelle et sur la paro
droite pour la configuration axisymeétrique (I'axe étant a gauche). Une condition d’angle statique
égal & 90 est imposée sur la paroi opposée.

Etat initial

H=3cm

Liquide

L=3cm

FIG. 5.3 — Configuration initiale pour les cas de ménisques en microgravite.

Les solutions finales sont représentéesure 5.4, la ligne rouge étant la solution théorique. On
constate donc un bon accord avec la solution théorique, ce qui valide la prise en compte de I
condition d’angle statique a une paroi.
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Etat Final

Etat Final

FIG. 5.4 — Cas de ménisques en microgravité, solution stationnaire : en haut configuration bidi-
mensionnelle, en bas configuration axisymétrique. La ligne rouge est la solution théorique corres-
pondante.
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5.3.3 Oscillations de forme d’une bulle et transferts d’énergie

Ce cas test vise a valider les effets de capillarité en situation dynamique. Plus précisément, il s’agi
de vérifier que le couplage entre les effets d’inertie et de capillarité est correct. Il existe de plus une
solution théorique pour ce cas test, due a Lai@).[La pulsation des oscillations d’'une bulle non
visqueuse (dans un fluide non visqueux) est donné par la relation :

> _ n(n—1)(n+1)(n+2)0
[(n+1)pi +npe| RS

ou n est le “numéro du mode’h; la masse volumique du fluide intérieur a la bufyg,la masse
volumique du fluide extérieuRy le rayon de la bulle et le coefficient de tension de surface entre

le fluide intérieur et le fluide extérieur. Les modes sont définis par la forme de l'interface, donnée
par la position radiale de l'interface :

(5.22)

R(6,t) = Ry + €Py(cosB) sin(wnt) , 0< 0 < 2m,

ou P, est le polynome de Legendre d’ordreete la déformation maximale de la bulle.

La forme initiale de la bulle choisie pour notre calcul est une ellipse, de rayon équitRalent
0.25 m. Le fluide intérieur est un gaz de masse volumigyie 1 kg.m 3, le fluide extérieur étant
un liquide de masse volumiqye = 1000 kg.nT3. Le coefficient de tension de surface entre les
deux fluides est fixé & = 0.125 N.n7, de sorte que le saut de pression initial estRy = 1 Pa.
Les vitesses du son choisies pour le calcul ggat 15 m.stetc, =3 m.sL.

La période obtenue pour le mode= 2 (excité par la forme initiale ellipsoidale de la bulle) avec
ces valeurs esl, = 20.27 s. On doit retrouver cette période par exemple sur le signal en temps
de I'un des diamétres de la bulle. Cependant nous nous intéressons a des grandeurs plus globals
les difféerentes énergies intervenant dans ce probleme et en particulier les énergies cinétique ¢
capillaire sur 'ensemble du domaine de calcul. Les fréquences théoriques que I'on doit observel
sur ces quantités sont deux fois plus grandes que celles données par la rélaton (

D’autre part, ce cas test sera I'occasion pour nous de Vvérifier certains aspects théoriques de |

méthode développée :

— I'énergie libre totale doit rester constante, la décroissance (éventuelle) n’étant due qu’a I'étape
de relaxation.

— Le volume total de la bulle doit rester constant, 'amplitude de ses variations devant rester faible
devant le volume total

Ainsi, d’'un point de vue global, la bulle et le liquide environnant contenu dans le domaine de calcul

doivent se comporter comme un ressort oscillant sous I'action de son poids ou I'énergie mécanique

totale reste constante, alors que les énergies cinétique et potentielle (associée a la gravité) oscille

a la méme fréquence et en opposition de phase.

Il s’agit en outre d'un calcul axisymétrique, le domaine de calcul étant le rectéd@y| x
[—2Rp,2Ry|. Le maillage est régulier dans les deux directions et comporte8Mcellules, soit
des pas d’espace tels gie= Ay = 0.0125 m.

3 Ceci correspond au fait que I'écoulement est isovolume.
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Les résultats sont rassembésure 5.5.

Energie totale : L'énergie totale sur tout le domaine est bien décroissante, mais les variations
relatives sont faibles. D’autre part, I'évolution de la quantité :

OF _ maxp(F) —ming(F)
F F ’

montre que I'énergie totale varie trés peu sur le domaine.

Energies capillaire et cinétique : Ces deux énergies oscillent bien & la méme fréquence, le pic
principal de la transformée de Fourier discréte correspondant bien a la fréquence théorique
attendue (premiére raie rouge).

Variation relative de volume : la variation relative du volume de la bulle oscille a une fréquence
de l'ordre de 18 Hz, 'amplitude étant de I'ordre de.@ % : le volume de la bulle est
bien constant, aux effets acoustiques pres (effets dus au modele). Ces effets acoustiques
n'interférent d’ailleurs pas avec les phénoménes qui nous intéressent. On retrouve d’ailleurs
ce pic fréquentiel sur le diagramme de la DFT de la variation de I'énergie totale sur le
domaine.

Diametre vertical de la bulle : ce diamétre oscille & une fréequence deux fois plus faible que les
énergies capillare et cinétique, ce que I'on attendait.
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FiG. 5.5 — Oscillation d’une bulle dans un fluide non visqueux. En haut a gauche : énergie totale
en fonction du temps. En haut a droite : variation de I'énergie totale sur le dofa@mecours

du temps et sa transformée de Fourier discréte (DFT). Au milieu, a gauche : énergie capillaire ef
sa DFT. Au milieu, a droite : énergie cinétique et sa DFT. En bas a gauche : variation relative du
volume de la bulle et sa DFT. En bas a droite : diametre vertical (selon I'axe) de la bulle et sa
DFT. Les raies rouges dans les diagrammes de Fourier correspondent aux fréquences théoriqu
des modes =2 etn=4.



142 5 - SCHEMA NUMERIQUE POUR LES TERMES CAPILLAIRES

5.3.4 Ecoulement de Couette en présence d'un gradient de température :
effet Marangoni

Nous présentons ici des résultats numériques associés au cas test de Couette en présence d’'un
gradient transverse de température qui nous a servi a établir les modifications a apporter a la dis-
crétisation du terme source de dissipation visqueuse pour prendre en compte les effets Marangoni.
Rappelons que les champs de vitesse et de température, linéaires par fluide, sont respectivement
donnés par.8) et (5.10.

Le domaine de calcul est du type de celui utilis€.8.1 c’est a dire le rectangl®, L] x [0,H], les
conditions aux limites pour les parois= 0 etx = L étant périodiques sur les variables de masse
et de quantité de mouvement. Par contre, la température y est imposeée, respectivégneint a
To+ AT. Nous supposons également que les conditions aux limite8 ety = H sont des parois
adiabatiques respectivement fixe et animeée d’une Vvitégsgi = Umaxex. Les valeurs numériques
des constantes définissant cet écoulement sont rassemblées Tenshes 5.1 D’autre part, les
temps caractéristiques de diffusion obtenus avec ces valeurs sont :

¢ = 18s
tfo"d = 16s
¢ = 160s °
tS°"d — 200s
Masse Viscosité Conduction | Cisaillement Vitesse
[ kg.m3] [ Pa.g [W.m 1K1] [ Pa] [m.s?]
Fluide 1| p1o=0,5 | pp =102 M=102 |11=16102| Unax=1
Fluide 2| po=50 | p=5102| Ap=2102 | 1,=510° |up=4.107?

TAB. 5.1 — Grandeurs caractéristiques définissant le cas test de Couette-Marangoni.

La hauteurH du domaine est fixée H = 1 m, la largeur. valantL = 0.4 m. Le domaine est
discrétisé par un maillage régulier de<4.0 cellules, soit des pas d’espace tels fue= Ay =
10 mm. L'interface est placée ag = 0.4 m, la vitesseaup veérifiant up = yot2/[. De la méme
maniere, on peut relier la vitessgax au cisaillement; par la relationumax = (H — yo)T1/H1.
Enfin, le coefficient de variation de la tension de surface avec la tempéwgtiest fixé aor =
—2,5.1073 N.m~1.K~1, I'¢élévation de température résultante étifit= L (1, —11) /0T = 1,76 K.

Méme si nous cherchons une solution stationnaire, nous résolvons des équations contenant des
termes instationnaires, en particulier dans I'équation bilan d’enthalp®d)( Dans cette méme
éguation nous avons négligé les termes convectifs, supposant par exemple qu’ils sont compen-
sés par un terme source de chauffage volumique. Il faut donc choisir des capacités calorifiques
a pression constante, qui vont fixer les échelles de temps de dissipation de chaleur dans chacun
des deux fluides. Ces coefficients interviennent également dans le choix des vitesses du son, plus
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précisément dans la condition de stabilité associée au terme source de conduction thermique. Le
capacités calorifiques que nous choisissons sont tellepigDg = 1 J.m3.K~1 Les vitesses du
son assurant la stabilité des termes sources de diffusion et de tension de surface doivent alol
verifier :

c1>0,2m.ss?!, etc,>002ms?.

Les conditions pour s’assurer de la quasi-incompressibilité de I'écoulement s’écrivent :
c1>3ms?t, etc;>012ms?,

celles-ci résultant de la condition sur le nombre de Mach dans les deux fluides. Nous choisisson:
donc les vitesses du son suivantes :

cit=15m.s!  etc;=15m.s?.

A linstant initial, la vitesse est nulle et la température est fixég & 300 K. Nous présentons
FIGURE 5.6 les profils stationnaires de vitesse et de température obtenus, comparés aux profils
exacts correspondants : nous obtenons bien la bonne solution. Nous avons représemé.7

les évolutions au cours du temps des températures moyennes dans les deux fluides. On conste
que I'état stationnaire est atteint beaucoup plus vite dans le fluide 1 que dans le fluide 2, ce qui es
en accord avec les valeurs des temps caractéristiques donnés plus haut.

Remarques :

1. Nous avons également superposé aux profils de vitesse numérique et exact, le profil de vi-
tesse correspondant aux mémes conditions aux limites en vitesse mais en situation isotherme
On peut ainsi voir I'influence de I'effet Marangoni : la gradient de température provoque un
ralentissement de I'écoulement par I'intermédiaire de la tension de surface.

2. Nous avons également effectué le méme calcul en utilisant le schéma de contrainte visqueus
reconstruite a la face sans le terme correcteur par rapport au cas isotherme. De la mém
maniere que lors de la comparaison entre viscosité reconstruite a la face du type moyenne
harmonique et arithmétique, I'écoulement de type Couette ne permet pas de conclure.
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Temperature
301.8 ! ) ) ! T !

Temperature [ K]
g
co

i 1 i i i I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4
X[m]

300

Vitesse suivant x

1 ! ! ! ! ! ‘ ! !
0.9} - |
: : : : : ’f :
. i
Interface

i I I | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Vitesse [m.s™' ]

0 | | | |

FiG. 5.6 — Ecoulement de Couette-Marangoni : en haut : profil de température calp@é (
exactt); en bas : profil de vitesse calcule)(exact () et profil isotherme correspondant aux
mémes conditions aux limites sur la vitesse).
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FIG. 5.7 — Ecoulement de Couette-Marangoni : en haut : évolution au cours du temps des tempéra
tures moyennes dans les deux fluides ; en bas : évolution au cours du temps des vitesses moyenr
dans les deux fluides.
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5.3.5 Ecoulement de Poiseuille en présence d’'un gradient de température

Nous effectuons ici une comparaison des deux schémas, avec et sans correction, sur un écoulement
de Poiseuille en présence d’'un gradient de température, c’est a dire d’effets Marangoni. De la
méme maniere que dans le cas isotherme étudiieé. 8.2 I'écoulement en question est défini par

les champs de vitesse et de pression suivant :

P = po=10CPa
T Pg 2
U = U+ —(y—Yo)—5-(Y—Yo
L (=Y0) =5, (Y= 0)
ou ici T n’est plus une constante mais vérifie :
_J 11 siy=2yo
T(y)_{ T2 siy<yo ’
avec la relation :
To—T1= GTT )

traduisant le saut de cisaillement a I'interface di a la présence d’'un gradient constant de tempé-
rature, le champ de température étant donné a0 Enfin, masse volumique et viscosité de
mélange sont respectivement définies gat§ et (4.15).

Lintensité de I'accélération de la gravité egt= 102 m.s 2. Le coefficient de variation de la
tension superficielle avec la température est fixara= —2,5.10 2 N.m~1.K~1, la variation de
température étant fixéeI = 5 K. Les autres constantes intervenant dans le probléeme sont ras-
sembléegaBLEAU 5.2 On notera que la contrainte change de signe a l'interface.

Masse Viscosité Conduction | Cisaillement| Vitesse

[ kg.m3] [Pa.g [W.m LK1] [ Pa] [m.s?]
Flude 1| p1o=0,5 | iy =510%| A1 =102 11 ~102 | Unax~0,8
Fluide 2| p2o=50 | =5102| Ap=2103 |1,~-3102| up~0,558

TAB. 5.2 — Grandeurs caractéristiques définissant le cas test de Poiseuille-Marangoni.

Le domaine de calcul est le méme que celui utilisé au paragraphe précédent. Les conditions au
limites eny = 0, x = 0 etx = L restent inchangées, la condition au limiteyea H devenant une
condition d’adhérence. Nous effectuons les calculs pour quatre maillages différents, comprenant
resepctivement 4 10, 8x 20, 16x 40 et 32x 80 cellules. Nous présentoRssURE 5.8les profils
stationnaires de vitesse, obtenus aprés 600 s environ, pour le premier et le dernier de ces maillages.
L'apport de la correction proposée est donc claire. Nous avons représeoté 5.9 'erreur rela-

tive moyenne par rapport a la vitesse exacte pour les différents maillages et pour les deux schémas
comparés. Ces résultat sont en accord avec I'analyse faite lors de la présentation du schéma : le
schéma sans correction est consistant et d'ordre 1, le schéma avec correction est (donc) d’ordre 2.
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FIG. 5.8 — Ecoulement de Poiseuille-Marangoni : profil de vitesse obtenu pour les deux schémas
avec @) et sans correctionk), en haut : 10 points ; en bas : 80 points. La ligne en trait plein est le
profil exact, la ligne en pointillés le profil de vitesse en I'absence d’effets Marangoni.



148 5 - SCHEMA NUMERIQUE POUR LES TERMES CAPILLAIRES

Convergence en malllage des schemas 1 et 2
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FiG. 5.9 — Ecoulement de Poiseuille-Marangoni : convergence en maillage des schémag avec (
et sans correctionk).



Troisieme partie

Application au comportement des fluides
dans les réservoirs de véhicules spatiaux

149






Chapitre 6

Ballottement et grandes déeformations d’'une
Interface

6.1 Ballottement dans un diedre

Ce cas test est issu du benchmadMPEREqui avait pour objectif de comparer divers codes de
calcul industriels. Il concerne I'écoulement d’un liquide soumis a une accélération externe (gravité
g et accélération transverag), sans effet de tension de surface (grand nombre de Bpmd effet
visqueux (grand nombre de Galil9. Ce cas test a donc été choisi pour comparer la capacité des
codes a reproduire des déformations et des oscillations de I'interface. Pour se faire, nous disposor
de résultats expérimentaux fournis par le ZARM.

Deux sous cas tests ont été définis suivant la valeur de I'accélération trangyelrsepremier
correspond a une accélération transverse dix fois plus faible que la gravité : il s’agit d'un cas
a faible nombre de Froude pour lequel les oscillations sont dans un régime linéaire. Le seconc
correspond a une accélération transverse égale en norme a la gravité : il s’agit cette fois d’'un ca
a grand nombre de Froude, avec des effets non-linéaires conduisant au déferlement. Dans les de
cas, I'accélération transverse n’est appliquée que pendant unetdur@é s.

6.1.1 Cas linéaire

Les détails concernant ce cas test sont rapget&sre 6.1 Nous effectuons le calcul pour deux
maillages différents, correspondantL@Ax = 25 et 40 points, soit un maillage respectivement
associé de 58 25 et 80x 40 cellules dans le diedre. On effectue le calcul jusqu’'au temps final

ts = 10 s. Pour chacun des deux maillages, nous tracons I'évolution de la hauteur de liquide au
niveau de la paroi inclinéez{), et au niveau de la paroi verticalg), ainsi que leur transformée

de Fourier respective.

Sur les courbes représentant I'évolutioreget dez, en fonction du temps, on constate une légére
dispersion (une demi période sur environ une trentaine) en fin de calcul, que ce soit sur le premie
maillage FIGURE 6.2) ou sur le secondq{GuRE 6.4). La difference entre les résultats sur les deux
maillages est claire : I'amplitude des oscillations est beaucoup plus amortid pwie= 25 que
pourL/Ax = 40. Les transformées de Fouri€r¢ure 6.3 et FIGURE 6.5), montrent que le premier
mode est bien capturé avec les deux maillages, mais qu'il faut plus de points pour capturer le

1Rappelons que Be: @.

?|ci, le nombre de Galileo Ga %—2 quantifie 'amortissement visqueux d'oscillations dues a la gravité.
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Air :
p, = 1.205 kg.m™>

- — -1
a =0981ms c,=34ms

pendant At=0.1s

SF-065 :
p, =766 kg.m™®

g=9.81m.s 2 1

c,= 18 m.s

h0:0.053 m

FIG. 6.1 — Définition du cas test 2 du benchmark Compere : cas linéaire

deuxiéeme mode. On constate également que I'amplitude du premier mode est plus importante
pour le maillage le plus fin, allant méme jusqu’a étre supérieure a 'amplitude expérimentale du
premier mode.
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FIG. 6.2 — Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas linéawe— 25 ; en haut z,,
en bas z,.
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FIG. 6.3 — Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas linédwe— 25 ; module de la
transformée de Fourier en haw:; en bas z,.
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FIG. 6.4 — Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas linéawe—= 40 ; en haut z,,
en bas z,.
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FiIG. 6.5 — Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas linédwe— 40 ; module de la
transformée de Fourier en haw:; en bas z,.
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6.1.2 Cas non-linéaire

Air :
a =981 m.s™2 3

pendant At=0.1s

-—

p, =1.205 kg.m™

g=9.81 m.s?
L/Ax O30

FC-77:

p,= 1789 kg.m™>
h0:0.036 m

FIG. 6.6 — Définition du cas test 2 du benchmark Compere : cas non-linéaire

Pour ce cas, nous choisissons un maillage suffisamment fin et nous étudions I'influence du choi
des vitesses du son dans les deux fluides. Les autres parametres sonEFdowwe8.6, le maillage
correspondant étant constitué de 3505 cellules dans le diédre. Les vitesses du son ont bien
sOr une influence sur la diffusion numérique de linterface, mais nous allons voir qu’elles ont
également une influence sur le déferlement. Les différentes vitesses du son ont été choisies de
maniere suivante :

— le rapportcy /c; est toujours le méme, égal a celui du rapport des vitesses du son air-eau, avec
Cair = 340 m.s1 et ceau= 1800 m.s. En fait, ce rapport doit &tre vu comme le rapport des
compressibilités isothermes des deux fluides (voir paragraghe

— I'’échelle de vitesseyes pertinente pour ce cas test est celle basée sur I'accélération transverse
ay : Uref = axT ~ 1 m.s L. Ainsi, au vu des commentaires de la fin du paragrdpfest sachant
gu'’il s’agit d'un cas a grand nombre de Froude, pour que I'hypothése de pseudo-compressibilité
soit satisfaite, il faut que la vitesse du son dans le gaz (la plus faible) soit de I'ordre de’3 m.s
garantissant un nombre de Mach inférieur, 3.0

Nous choisissons donc comme premier jeu de parametres :

Cair 1 Ceau 1
C1= ﬁ)_BA m.s - etcy = 100 18 m.s—,

les vitesses du son des deuxiéme et troisieme couples étant respectivement trois fois plus petite

(cp =1.13 m.s 1, ¢, = 6 m.s ) et trois fois plus grandes{ = 10.2 m.s %, ¢, = 54 m.s ). Nous

effectuons le calcul jusqu’au temps final= 1.5 s, et nous comparons les grandezjrst z, (en

fonction du temps) a leur valeur expérimentale. fiaure 6.7 rassemble les résultats pour le
premier couple de vitesses du son, lesURES 6.8 et 6.9 rassemblant ceux pour les deux autres
couples.

L'expérience se déroule en quatre temps :

Premiére étape : tant que I'accélération transverse continue d’agi { = 0.1 s), le liquide re-
monte le long de la paroi inclinée, et descend le long de la paroi verticale.
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Deuxieme étape :I'accélération transverse cesse d’agir, le liquide continue de remonter le long
de la paroi inclinée jusqu’au tempgax ~ 0.2 s, alors qu'il remonte le long de la paroi
verticale : I'interface "se creuse".

Troisieme étape : le long de la paroi inclinée, le fluide retombe jusqu’a provoquer un déferlement,
le liquide déferlant de la paroi verticale vers la paroi inclinée. C6té paroi verticale, le fluide
oscille autour de sa hauteur d’équilibre, alors qu’une bulle est capturée par le déferlement.

Quatrieme étape : a partir du temps ~ 0.4 s le fluide ballotte autour de sa position d’équilibre.

Lors du benchmark GMPERE un des points de discrimination entre les codes a été la hauteur
maximale de remontée le long de la paroi inclinée (maximum,jleainsi que le temps ou cette
remontée maximale est atteintgdy). D’autre part, la hauteur minimale atteinte le long de la paroi
verticale (minimum deg,) n'a par contre pas été discriminante et on remarque que, Vvis a vis de
cette hauteur minimale, nos résultats ne sont pas sensibles au choix des vitesses du son. Par contre,
on peut constater que le maximum #gey est [égerement sensible ; c’est di a 'augmentation

de la diffusion numérique avec la vitesse du son qui entraine une remontée moins importante du
liquide sur la paroi inclinée, voiTaBLEau 6.1 Concernant les premiere et deuxiéme étapes de
I'expérience, on peut donc dire que nos résultats sont bons. Concernant la fin du calcul, on peut
également constater que le fluide finit toujours par ballotter dans le diedre, le début de la quatrieme
étape n’ayant pas toujours lieu au méme moment. Il apparait donc clairement que les vitesses du
son ont de l'influence sur la troisieme étape, c’est a dire le déferlement.

ci=113mst

ci=34ms?

cp=102m.s 1

Résultats

co=6ms?! | co=18ms?! | c;=54m.s?! | expérimentaux
Za max 0.0956 m 0.0947 m 0.0925m 0.102m
tmax 0.181 s 0.187 s 0.197 s 0.2s

TAB. 6.1 — Hauteur de remontée maximale le long de la paroi inclinée

En comparant les courbes gepour les différents couples de vitesses du son, on se rend compte
gue dans le cas; = 1.13 m.s1 ¢, =6m.s !, FIGURE 6.8, il y a une remontée anormale du
liquide a partir du temps ~ 0.5 s. Cette anomalie s’explique par le fait que les vitesses du son
sont trop faibles. En effet, la bulle capturée par le déferlement n’est “pas assez incompressible”,
et change de volume en descendant dans le liquide. Quand elle remonte, elle se détend beaucoup
trop, et provoque une remontée du fluide c6té paroi verticaleFueirre 6.10 De la méme facon,

si les courbeg,(t) etz,(t) correspondant & = 10.2 m.s ! etc, = 54 m.s ! sont correctes vis a

vis des résultats expérimentaux (vBiGURE 6.9), le tracé des isolignes de fraction volumique a
différents instantsfiIGURE 6.12, prouve que les vitesses du son sont trop importantes, aboutissant a
une interface largement diffusée en fin de calcul. Enfin, les mémes tracés correspondant au couple
ct=34mstetc,=18m.s !, FIGURE 6.7, prouvent un bon comportement du code pour ces
valeurs.

Nous pouvons donc dire que lorsqu’on souhaite simuler un écoulement incompressible, il y a un
intervalle optimal pour le choix des “pseudo-vitesses du son” : des vitesses du son trop faibles
conduisent a des effets (attendus!) de compressibilité, alors que de trop fortes vitesses du son
conduisent a des résultats trop soumis a la diffusion numérique.
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z, Vs time, A y=1/1000
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FIG. 6.7 — Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas non-lirgiaife3.4 m.s ™1,
c, =18 m.s1: enhaut z; en bas z,.
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z, Vs time, A y=1/1000

T
_ _ calculated z,

0.07 ____ experimental z;

Free surface elevation (in m)

t(ins)
z, Vs time, A y=1/1000
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FIG. 6.8 — Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas non-lirgaired,. 13 m.s 1,
c, =6 m.s1:enhautz;enbas z,
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z Vs time, A y=1/1000

T
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____ experimental z[]
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FIG. 6.9 — Résultats du cas test 2 du benchmark Compere : cas non-limgaie,0.2 m.s ™1,
c, =54 m.s1:enhaut z:; enbas z,.
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Etat initial Z, max

Capture de la bulle Descente bulle

Remontee bulle Sortie bulle

FIG. 6.10 — Evolution du liquide dans le domaine pour=1.13 m.s %, c; =6 m.s ™.
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Etat initial

Capture de la bulle

Remontee bulle

Z_max
a

Descente bulle

Sortie bulle

FiG. 6.11 — Evolution du liquide dans le domaine pout=3.4m.st, c; =18 m.s’1.
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Etat initial

Capture de la bulle

Diffusion bulle

Z_max
a

Descente bulle

Interface diffuse

FIG. 6.12 — Evolution du liquide dans le domaine pour= 10.2 m.si c,=54m.s?
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6.2 Reéorientation d’une interface par reprise de poussée : for-
mation de geysers

Suite aux résultats du premier benchmaMPERE un deuxieme benchmark devrait étre orga-
nisé. Dans cette optique, les partenaires universitaires du CNES ont proposé des cas tests. Sui
a une étude expérimentalé7], le LEGI a notamment proposé d’étudier la formation de geysers
qui peut se produire en fin de phase balistique lorsque I'on réoriente le dernier étage d’un lanceur
L'étude de ce phénomene a un intérét double pour le CNES :

— quelle que soit la forme du geyser, il est important de pouvoir évaluer sa hauteur en fonction de
parametres sans dimension. En effet, si le geyser formé est trop haut, il peut venir au contac
d’une paroi chaude, provoquant une vaporisation du liquide et par suite une augmentation de |z
pression du gaz dans le réservoir. Rappelons que cette pression du gaz est importante pour
tenue mécanique du réservoir.

— Lorsque le geyser se rétracte, suivant sa forme a sa hauteur maximale, du gaz peut étre piéc
dans le liquide. Il est alors important d’étre capable de caractériser la taille des bulles capturées
et le taux de gaz dissous, et ce dans les instants suivant la retombée du geyser. Le but sere
alors d’obtenir une échelle de temps de dégazage du liquide. Rappelons qu’un trop fort taux de
gaz dissous dans le carburant liquide est préjudiciable au moteur principal du dernier étage dt
lanceur.

La géométrie des cas test proposés est préseéntéee 6.13 Le couple de fluide utilisé pour les
expériences est le couple air-eau, avec :

9 _73105N.mPkgl,  etpeay—1,02103Pas

Peau
Nous avons effectué des calculs pour deux des sous cas tests proposés, notre but étant d’évalt
I'influence de I'accélération de la paroi sur la forme de l'interface, c’est a dire du geyser. Nous
n'étudierons donc pas ce qui se passe apres la retombée du geyser. En effet, cette paroi n’est qu’t
moyen experimental pour initier la formation du geyser et son influence doit étre négligeable si
I'on veut que cette étude soit exploitable pour des applications de formation de geyser dans les
réservoirs de véhicules spatiaux. Exploitant les photographies issues des expéfiences.14
on estime grossiérement I'accélératide la paroi pour obtenira~ 0,7g~ 7 m.s 2. Nous avons
donc effectué des calculs pour différentes accélérations de la pafoif, 14, 28, 58 m.s 2,
suivant le cas®d ou A6. Les figures pages suivantes rassemblent les résultats pour un maillage
régulier du domaing0, R] x [0,H] comprenant 3& 120 cellules. Nous avons également réalisé
un calcul sur un maillage deux fois plus fin (8®40 cellules) et pour une accélération de paroi
a = 0,99 dans le cag\. Les résultats obtenus pour ce maillage, Yo@Uure 6.19 sont en bon
accord avec les réultats expérimentaigUre 6.14en haut.

Dans les deux cas, I'échelle de temps caractéristique de la convergence du fluide a I'axe du rése
Voir est :

R—e

lo=—=,

Vaho
correspondant au temps de parcours de la distBrcea la vitesse caractéristique du laché d’'une
colonne de fluide de hautebg soumise a la gravité. Ce temps caractéristique est de I'ordre du di-
zieme de seconde. D’apres notre étude, I'élément important au cours de I'expérience est la positio
de la paroi a I'instant ou le fluide converge a la paroi. En effet, a cet instant, le fait que la paroi soit
encore ou non en contact avec le fluide influence la forme du geyser a sa hauteur maximale. Su

le casA4 et pour des accélérations de 7 nf.st 14 m.s?, respectivemerfiGure 6.15et FIGURE
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R=15cm

paroi mobile :
accélération a

h,= 14.1 cm (A4)

avite
& ou 5.5 cm (A6)

g=9 .81 m/s?

—
1

e=5cm

FIG. 6.13 — Définition des cas tests de formation de geyser.

6.16 la paroi est encore en contact au moment de la convergence. Dans ces deux cas, le geyser
prend une forme de champignon plus ou moins prononcée. Par contre, pour le méJercas

pour des accélérations de la paroi plus importamesjre 6.17et FIGURE 6.18 la paroi n’est plus

en contact au moment de la convergence et les geysers n'ont pas la forme de champignon. Cette
observation est également confirmée dans leA6éasoir FIGURES6.206.21et6.22 ou le moment

de la convergence du fluide a I'axe est toujours postérieure au moment ou la paroi n'est plus en
contact avec le fluide : le geyser n’a jamais la forme d’'un champignon.

L'explication qui nous semble raisonnable est la suivante. Lorsque la paroi retient encore du fluide
au moment de la convergence du fluide, le fluide retenu va alors rester proche de l'interface avec
le gaz et "glisser" sur le geyser en cours de formation comme sur un toboggan, conduisant a un
geyser en forme de champignon.

Remarques :

1. Pour confirmer notre analyse, il faudrait effectuer un calcul sur I&6aec une trés faible
accélération de la paroi et, bien sur, que des résultats expérimentaux viennent confirmer
'hypothése émise.

2. La méme étude, effectuée par J.P. Vila avec la méthode numérique lagrangienne4EPH [
a donné des résultats tres similaires.
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FIG. 6.14 — Apercu des résultats expérimentaux (E. Hopfinger, LEGI) : en haut : cas A4 ; en bas :
cas AG.
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Cas Ad,a=7m.s2

t=0s t=005s

1 1

0.4 : 0.4 L

0.35 : 0.35 :

0.3 ' 0.3 '

0.25 : 0.25 1

0.2 i 0.2 i

0.15 ' 0.15 '

1 l 1

1 1

1 1

t=016s

1

0.4 0.4 :

0.35 0.35 :

0.3 0.3 '

0.25 0.25 :

0.2 0.2 ;

0.15 0.15 .
0.4 0.4
0.35 0.35
0.3 0.3

0.25 0.25
0.2 0.2

0.15 0.15

FiG. 6.15 — Formation de geysers : influence de la paroi. En haut a gauche : état initial ; en haut
a droite it ~tp/2; au milieu a gauchet:=tp; au milieu a droite : initiation du geyser; en bas a
gauche : la paroi n’est plus en contact; en bas a droite : hauteur maximale du geyser.
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Cas A4, a =14 m.s™2

t=0s t=0051s
! !
0.4 : 0.4 :
0.35 : 0.35 :
0.3 ; 0.3 ;
0.25 ; 0.25 ;
0.2 i 0.2 i
0.15 ' 0.15 :
i l i
i i
i i
t=01s t=013s
1
0.4 0.4 :
0.35 0.35 :
0.3 0.3 '
0.25 0.25 :
0.2 0.2 ;
0.15 0.15 ;
1
t=016+s t=04s
' ]
0.4 : 0.4 o
0.35 , 0.35
0.3 ; 0.3 : qﬂ:}
0.25 ; 0.25 =
0.2 i 0.2 L T
0.15 0.15 X
71N — -
i i

FIG. 6.16 — Formation de geysers : influence de la paroi. En haut a gauche : état initial ; en haut &
droite :t ~tp/2; au milieu & gauchet:= tp; au milieu a droite : la paroi n’est plus en contact; en
bas a gauche : initiation du geyser ; en bas a droite : hauteur maximale du geyser.
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Cas A4, a = 28 m.s~2

t=0s t=0051s
1 1
0.4 : 0.4 :
0.35 : 0.35 :
0.3 ' 03 '
0.25 ; 0.25 ;
0.2 i 0.2 g
0.15 i 0.15 ;
1 1
i l i
1 1
t=0.094s t=01s
1
0.4 0.4 :
0.35 0.35 :
0.3 03 '
0.25 0.25 ;
0.2 0.2 i
0.15 0.15 .
i
U
t=013s t=039s
| 1
0.4 L 0.4 b
0.35 i 0.35 (;},
0.3 ' 0.3 -t
0.25 ; 0.25 ¢ T |
0.2 I 0.2 g il
; A §
0.15 + 0.15 74
.
i i

FIG. 6.17 — Formation de geysers : influence de la paroi. En haut & gauche : état initial ; en haut a
droite :t ~tp/2; au milieu a gauche : la paroi n’est plus en contact ; en bas a gauche : initiation du
geyser ; en bas a droite : hauteur maximale du geyser.
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Cas A4, a = 56 m.s~>

t=0s t=0051s
' '
0.4 : 0.4 :
0.35 : 0.35 :
03 ' 03 '
0.25 : 0.25 ;
0.2 I 0.2 I
0.15 ' 0.15 :
! i
! | i
! . !
t=0.069s t=01s
' !
0.4 : 0.4
0.35 : 0.35
03 ' 03
0.25 : 0.25
0.2 ; 0.2
0.15 : 0.15
1
L !
t=0.13s
1
0.4 : 0.4
0.35 : 0.35
0.3 ; 0.3
0.25 : 0.25
0.2 i 0.2
0.15 : 0.15

FIG. 6.18 — Formation de geysers : influence de la paroi. En haut a gauche : état initial ; en haut a
droite :t ~tp/2 ; au milieu a gauche : la paroi n’est plus en contact ; au milieu a drbitety ; en
bas a gauche : initiation du geyser ; en bas a droite : hauteur maximale du geyser.
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CasA4,a=09¢g

t=0s t=0049s
' '
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FiG. 6.19 — Formation de geysers : influence de la paroi, maillage fin. En haut a gauche : état
initial ; en haut a droite t ~ tp/2 ; au milieu & gauchet:= tp; au milieu a droite : la paroi n’est

plus en contact; en bas a gauche : hauteur maximale du geyser; en bas a droite : descente du
geyser.
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Cas A6, a =7 m.s™2

t=0s t=005s
1 1
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FIG. 6.20 — Formation de geysers : influence de la paroi. En haut a gauche : état initial ; en haut &
droite :t ~tp/2; au milieu & gauche : la paroi n’est plus en contact; au milieu a drbitety ; en
bas a gauche : initiation du geyser ; en bas a droite : hauteur maximale du geyser.
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Cas A6,a =14 m.s™°

t=0s t=0051s
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FIG. 6.21 — Formation de geysers : influence de la paroi. En haut & gauche : état initial ; en haut a
droite :t ~tp/2; au milieu & gauche : la paroi n’est plus en contact ; au milieu a drbitety ; en
bas a gauche : initiation du geyser ; en bas a droite : hauteur maximale du geyser.
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Cas A6, a = 28 m.s™2

t=0s 1=0051s
1 1
0.25 . 0.25 .
0.2 : 0.2 :
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1 1
I I
I I
I —-L I
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t=0.063s
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0.15 : 0.15
]
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'
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t=016s
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0.2 : 0.2
0.15 : 0.15
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FIG. 6.22 — Formation de geysers : influence de la paroi. En haut & gauche : état initial ; en haut &
droite :t ~tp/2; au milieu & gauche : la paroi n’est plus en contact; au milieu a drbitety ; en
bas a gauche : initiation du geyser ; en bas a droite : hauteur maximale du geyser.



176 6 - BALLOTTEMENT ET GRANDES DEFORMATIONS DUNE INTERFACE




Chapitre 7

Réorientation d’'une interface apres
reduction de gravité

7.1 Introduction

Ce cas test est également issu du benchmark®ERE 1l a été choisi pour comparer la capacité

des codes a reproduire une réorientation de l'interface apres réduction brutale de la gravité. Pou
se faire, nous disposons de résultats expérimentaux fournis par le ZARM, par ailleurs décrits dan:
[87, 52]. Lexpérience consiste a placer un réservoir cylindriqgue de petite dimension (Raglen
I'ordre de la dizaine de centimetre) en haut d’'une tour de chute libre, I'axe du réservoir étant aligné
avec la direction de la gravité. Les propriétés du fluide, et plus particulierement le parargtre

sont choisies de telle sorte que le ménisque se formant soit visible. Un quasi-vide est alors crée
dans la tour £ 10 Pa) de facon a réduire la trainée du réservoir lors de sa chute. Le réservoir
est alors laché. La durée de la chute, et donc de microgravité pour le liquide contenu dans le
réservoir, est d’environ,Z s. Au cours de la chute, une caméra filme I'interface a travers une paroi
transparente. Traitées numériquement, ces images fournissent alors la forme de l'interface tout a
long de la chute. On en déduit ensuite le signal temporel de la position de l'interface sur la paroi
et sur I'axe du cylindre.

Nous comparons les résultats obtenus avec notre méthode a ces résultats expérimentaux, air
gu’aux résultats obtenus par Fluent lors du benchmark. Il faut souligner que les résultats de Fluen
gue nous présentons ont été obtenus avec une condition d’angle statique.

Deux sous cas tests ont été définis suivant la valeur de I'angle statique a |®&pamipremier
correspond a un petit angle statig8e=5,5°, le second correspondant a un grand angle statique,
Bs = 55°. Les autres parametres des fluides utilisés lors des expériences sont rassemblés dans
TABLEAU 7.1

Dans le cas du grand angle de contact, les résultats expérimentaux prouvent qu’aprés un cours tra
sitoire, l'interface est "accrochée" a la paroi alors que la position de l'interface sur I'axe présente
un comportement oscillant. Afin de reproduire ces résultats, nous testerons les modéles d’angl
de contact proposés 2.3 Cet accrochage de la ligne triple a la paroi est en effet un élément
révélateur des phénomeénes d’hysteresis. Dans le cas du petit angle de contact, les phénomen
d’hysteresis sont absents et l'interface tend lentement vers sa position d’équilibre finale (un arc de
cercle de rayofr/ coss).

Il s’agit de calculs dans un cylindre, en configuration axisymétrique. Pour chacun des deux cas
tests, il faut commencer par obtenir la solution initiale pour laguelle la forme de l'interface est un
ménisque résultant de I'équilibre entre la gravité et la condition d’angle de contact statique a la
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Tension de
Masse Viscosité surface
[ kg.m3] [Pa.g [N.m™1]

Cas1| p;=9028 | W =2,2710"3 | O/ =2,6811072

Cas2| p;=8787 | W =2,57.10"2 | 0/ = 1,807.1072

Air | pg=1,205| pg=1,81810"° -

TAB. 7.1 — Propriétés des fluides utilisés pour les deux cas tests de réorientation d’interface apres
réduction de gravité.

paroi du cylindre. Pour cela, nous effectuons les calculs avec des fluides dont les viscosités sont
augmentées de facon & accélérer la convergence vers I'état stationnaire. A partir de la solution
obtenue, nous relancons le calcul avec les viscosités réelles. Le nouvel état stationnaire obtenu
correspond a la solution initiale pour le cas test considéré.

7.2 Cas d'un angle de contact faible

Pour ce cas test, le rayon du réservoir cylindrique utilisé lors des expériend@s=eEb mm.

Le maillage le plus fin utilisé pour ce calcul est dorméure 7.1 || comporte 60 cellules régu-
lierement espacées dans la direction horizont#e={ 0.25 mm) et 124 cellulegrégulierement
espacées dans la direction verticale. Dans la zone ou le maillage est le plus fin, le pas d’espace
Ay estAy = 0.25 mm. Les résultats de comparaison entre modele d’angle statique, modele d’angle
dynamique, Fluent et résultats expérimentaugure 7.3, ont été obtenus sur un maillage deux

fois plus grossiers (38 62 cellules).

La forme initiale de la surface libre (ménisque sous gravité) est représerere 7.2 On
constate un bon accord avec les résultats expérimentauxclu&e 7.3 rassemble les évolutions

de la hauteur de la surface libre le long de I'axe et de la paroi pour le maillage grossier. Pour ce
maillage, deux calculs ont été fait. Le premier correspond a une condition d’angle statique et le
second correspond a la loi de Tanner, le parametre du modele étdift. On constate deux effets

du modele d’angle dynamique :

— sur l'axe, la fréquence d’'oscillation obtenue est plus proche de la fréquence expérimentale.

— A la paroi, la remontée de la surface libre est plus proche de celle observée expérimentalement.
La FIGURE 7.4 présente les résultats obtenus sur le maillage fin. L'effet de ce raffinement de mail-
lage est surtout perceptible sur I'évolution de la hauteur de remontée a la paroi.
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FIG. 7.1 — Malllage fin pour le cas@vPERE3.1 (petit angle de contact).

Cas test 3.1: forme initiale de la surface libre

=—— numeérique, t=0
—— expérience, t= 0

25

hauteur (mm)

05

. .
5 10 15
abcisse (mm)

FIG. 7.2 — Résultats du casamPeERE 3.1 (petit angle de contact). Forme initiale de la surface
libre, maillage grossier.
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Cas test 3.1 (petit angle de contact) : Paroi (za)

14 . . .
=== Angle dynamigue
=== Angle statique
—— experience
12 1| = fluent
E 10} 1
E
a "ﬂ--—“"
o
& 1
| o
=y
o
o 1
o
o
L
:‘%
O J
o
4 5
temps (s)
Cas test 3.1 (petit angle de contact) : Axe (zb)
1 T T T
=== Angle dynamigue
=== Angle statique
0 || = experience
— fluent

|
—
L

|
a%]
I

|
I

Position de la ligne triple {mm)
]
&)

FIG. 7.3 — Résultats du cassmPERE3.1 (petit angle de contact). En haut : évolution de la position
de la surface libre sur la paroi, maillage grossier. En bas : évolution de la position de la surface
libre sur 'axe, maillage grossier.



7.2 - Cas d’un angle de contact faible 181

Test case 3.1 (small contact angle)

10 T T T T
| | Axis, numerical
__....-...._-....---- — Axis, experiment
8 === Wall, numerical
— Wall, experiment
6
E 4
P
k=l
g 2f |
[«
QO
Q
£ 0 _
: %
£
]
) o

0 1 2 3 4
time (s)

Test case 3.1 : final shape of the free surface
- — numerical, t= 4.7
— gxperiment, t= 4.68

FIG. 7.4 — Résultats du cassmMPERE3.1 (petit angle de contact). En haut : évolution de la position
de l'interface sur I'axe et la paroi, maillage fin. En bas : forme finale de la surface libre, maillage
fin.
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7.3 Cas d’'un angle de contact élevé

Ici le rayon du réservoir e = 10 mm. Le maillage du domaine de calcul est présEntére

7.5. Ce maillage comporte 20 cellules régulierement espacées dans la direction horizbntale (
0.5 mm) et 60 cellulegrégulieremeniespacées dans la direction verticale. Le pas d’espace vertical
dans la zone ou le maillage est le plus fin&gt= 0.25 mm.

0.01

-0.01

E 002t
)

-0.03

-0.04

-0.048

_0.05 I I I I
0 0.01 0 05 1 1.5 2 25

Ay [mm]

FIG. 7.5 — Maillage pour le cas@vPERE3.2 (grand angle de contact).

La forme initiale de la surface libre est préserféaure 7.6. A nouveau, on constate un bon accord

avec les données expérimentales. Trois calculs ont été effectués, le premier avec une condition
d’angle statique a la paroi, le deuxieme avec la loi de Tanner, le parafrédtnet fixé a 20, et enfin

un troisiéme calul avec le modele du ZARM, les parametigst AB, choisis étant ceux proposés

et utilisés dans3g| : 65 = 55°, AB = 2,5°. L'effet de la loi de Tanner sur ce cas test est moins
clair que pour le cas précédent, vBicUrE 7.7. Seul 'amortissement des oscillations de la surface
libre a la paroi est réduit. Par contre, le deuxieme modéle, qui prend en compte I'hysteresis permet
d’obtenir I'accrochage de la ligne triple a la paroi, vBiGURE 7.8.

7.4 Conclusion sur le cas test

L'ajout d’'un modeéle d’angle dynamique permet d’améliorer significativement les résultats, dans le
cas a petit angle de contact a I'aide de la loi de Tanner et dans le cas d’'un grand angle de contact
avec un modele prenant en compte I'hysteresis de la ligne triple. Cependant, on peut remarquer
gue les résultats obtenus avec le modéle d’angle statique sont corrects en comparaison de ceux
obtenus par Fluent lors du Benchmark.

Nous pensons que pour traiter des phénomeénes de réorientation d’interface en microgravité, il est
crucial de disposer d’'un modéle d’angle dynamique. Nos résultats prouvent au moins que les phé-
nomenes pariétaux méritent une modélisation qui tiennent compte d’échelles plus petites que les
échelles de discrétisation, c’est a dire de disposer de telles lois de parois. Il serait donc intéressant
de poursuivre cette étude et de déterminer les conditions d’utilisation précises de ces modeles.
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Cas test 3.2 : forme initiale de la surface libre

—— numerique, t= 0
— gxperience, t=0
0.8+

06 B

021 B

hauteur {mmy)
o
|

abcisse (mm)

FIG. 7.6 — Résultats du casdMPERE 3.2 (grand angle de contact). Forme initiale de la surface
libre.



184 7 - REORIENTATION D' UNE INTERFACE APRES REDUCTION DE GRAVITE

Cas test 3.2 (grand angle de contact) : Paroi (za)

26 ' ' ' ' ' === Angle dynamigue
=== Angle statique
2.4 | == experience
— fluent
221 .

Position de la ligne triple (mm)
(o))

0.8 .

06 1 1 1 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 12 14 16

temps {s)

Cas test 3.2 (grand angle de contact) : Axe (zb)

05 ' ' ' ' ' === Angle dynamigue
=== Angle statique
— gxperience
0} 7 — fluent

gne triple (mm)
= S
(8] (33}

Position de lali
R

0 02 04 06 08 1 12 14 186
temps (s)

FIG. 7.7 — Résultats du casdMPERE 3.2 (grand angle de contact). En haut : évolution de la
position de la surface libre sur la paroi. En bas : évolution de la position de la surface libre sur
l'axe.
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Cas test 3.2 (grand angle de contact)

=== Axe, numerique
7| = Axe, experience
mms | === Pgroi, numerigue
—— Paroi, experience

Position de l'interface [ mm |
. ©
- (4] (=)

1
w

|
N

0 0.5 1 1.5
temps[s]

FIG. 7.8 — Résultats du casdmPERE 3.2 (grand angle de contact). Evolution de la position de
I'interface sur I'axe et la paroi, modéle avec hysteresis.
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Conclusion

ES travaux présentés portent sur la modélisation et la simulation numérique des écou-

lements diphasiques a interface libre, dans le contexte de I'étude du comportement des

fluides dans les réservoirs de véhicules spatiaux. Dans ce cadre, bien que s’agissant d’écol
lements incompressibles, la modélisation proposée est basée sur I'utilisation d’'un modéle a deu:
fluides compressibles. Les conditions de validité de ce modéle en situation d’écoulements quasi
incompressibles sont donc précisées. Par ailleurs, une attention particuliere a été portée a la mod
lisation des phénomenes de tension interfaciale. Les effets capillaires sont en effet pris en compt
sous forme conservative, permettant d’'intégrer de facon naturelle les effets Marangoni ainsi que
I'angle de contact a la paroi, qu'il soit statique ou dynamique. Le modéle obtenu pour ces effets
constitue un aspect original de notre travail. Les aspects thermiques sont traités par une approche ¢
type Boussinesq, généralement bien adaptée au couplage entre convection naturelle et convectic
Marangoni.

L'étude mathématique du modéle justifie nos choix de lois de fermeture de mélange. Rappelons
gu'il est nécessaire de disposer de telles lois lorsqu'’il s’agit de modéles a deux fluides. Puis, I'intro-
duction d’'un modéle de relaxation, dont les solutions sont proches de celle du modéle a I'équilibre,
permet de préciser les propriétés thermodynamique du modele isotherme, et plus particulieremer
la dissipation d’énergie associée aux effets de tension superficielle. D’autre part, I'étude détaillée
des propriétés mathématiques du modeéle de relaxation, utilisé dans la méthode numérique, perm
d’obtenir un schéma numérique robuste.

La méthode numérique, basée sur une approche de type volumes finis, est d’ordre deux en temy
(schéma Runge-Kutta a deux étapes) et en espace (Godunov-MUSCL). Les termes de capillarité
de viscosité et de conduction thermique, traités de maniere explicite, sont discrétisés en suivan
une démarche constructive. En imposant aux schémas correspondants I'invariance de certaine
solutions stationnaires du modele continu, nous montrons qu’il est possible, par le biais de choix
de discrétisation, d’améliorer la précision des résultats pour des écoulements diphasiques cisaillé
(Couette plan et Poiseuille plan). En suivant la méme démarche, nous obtenons un moyen simple d
modifier le schéma de discrétisation des forces de viscosité pour prendre en compte correctemet
la dépendance de la tension de surface avec la température. Ce résultat original est justifié pe
une étude de consistance. Il est également confirmé par les résultats numériques obtenus pour |
écoulement diphasique de Poiseuille plan en présence d’'un gradient longitudinal de température.

La méthode développée est validée pour des situations de ballottement et de grandes déformatiot
d’une interface. Nous pensons qu'’il serait souhaitable de continuer 'effort de validation dans des
situations de microgravité, sur la base, par exemple, des travaux récents de Billir@jhaes|

résultats numériques obtenus, concernant le comportement d’'une interface apres réduction de |
gravité prouvent que la prise en compte de modeéles d’angle dynamique, sous la forme de lois d¢
paroi, diminue I'erreur commise vis a vis des données expérimentales. Ces résultats, originau
dans le cas ou I'angle de contact statique avec la paroi est faible, sont encourageants quant
I'utilisation de modeles d’angle dynamique dans les codes de calcul. La détermination plus précise
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des parametres de ces modéles, en patrticulier les liens entre la vitesse de la ligne triple et la vitesse
numeérigue locale, ainsi que I'influence du pas de maillage, devrait améliorer encore les résultats.
La simulation des instabilités diphasiques de Rayleigh-Bénard-Marangoni, rendue possible par la
prise en compte des effets Marangoni, devrait étre un premier cas intéressant de validation si I'on
veut poursuivre I'étude des aspects thermiques des problemes posés dans le cadre du programme
COMPERE

Sur le plan de la modélisation, nous pensons qu'il faudrait continuer les efforts d’analyse thermo-
dynamigue du modele, en particulier concernant les aspects thermiques. D’autre part, les ferme-
tures pour la viscosité et le coefficient de conduction thermique de mélange doivent également étre
etudiées plus en détail. En ce qui concerne la discrétisation des effets capillaires, nous sommes
convaincus qu'il est possible de réduire 'amplitude des courants parasites en analysant de fagcon
détaillée les échanges énergétiques au niveau discret.
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Annexe A

Convexité de I'entropie

Il s’agit ici de montrer la convexité des entropies des mod@l®et (R ). Pour cela, il suffit de
montrer :

— la convexité de I'entropi&du modelg R)
— quea, est l'unique solution du probleme de minimisation :

min {S(G, ﬁl? 627 pu)/ﬁla 627 pu fIXéS}
ae[0,]

A.1 Convexité de I'entropie du modele(E)

Pour le second point, tous les calculs ont été faits, il suffit de remarqu%qﬂeuq), ¢ ayant été
utilisée dans la définition de la fraction volumique d’équilibrg et dont on sait qu’elle s’annule

L.z 2 P L4z L, .- .
ena,. La dérivée second%%’ = —% a également été calculée et est positive, ce qui prouve que
a, réalise bien le minimum dg.

Dés lors, la fonctiorss,, définie parS,(p1, P2, pu) = S(0.(P1,P2),P1,P2,PU)) Sera une entropie
convexe pour le modeléE). En effet, la caractérisation de la convexité de I'entrdpigar les
gradients s’écrit :

[OwS(w) — OwS(W)] - (W—W) >0, (A.1)
cette relation étant valable pour tous les couples de vettewr). D’autre part, par définition de

S.,ona:

0S
D(ﬁl,ﬁz,pu)sr = aa D(ﬁl,ﬁz,pu)a* + D(517527PU)S’

=0 puisquen, est un minimum

relation qui, injectée dan#\(1) écrite poura = a,, donne directement la convexité de I'entropie
S.
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A.2 Convexité de I'entropie du modele(R)

On s’intéresse donc a la convexité de :

A 1 (pu)? ., . N e n
Sa,p1,P2,pu) = = == +P1f1(P1/a) + P2 f2(P2/(1—a))
2P1+P2

On rappelle que, d’une parf? f/ = a?p;, et d’autre part :

p22—p1
1 (pu) p1
2(B1+P2)? ' p1
v ——fLN.zﬁ—fz—f—&
2(P1+p2) 2
q
P1+ P2

On veut montrer que :
| (w, W) = [OwS(W) — OwS(W)] - (W—W) >0

Pour cela, on écrit = lec+ Ip, OU lgc contient les termes provenant de I'énergie cinetiqué, et
les autres. En revenant algébriguement (sans changement de variable) aux variables naturelles, on
écrit :
1.2 A - PN
lec=—5(u"— %) (p—P) + (u—0)(pu—pa)

en se souvenant qye= pP1 + P2. On met(u— Q) en facteur, et avec I'identit@b] = alb] + b[a], on
obtient :

Pour conclure, il suffit donc de prouver glgest positif, ou ce qui revient au méme, de montrer
la convexité de la fonctioB, définie parSy(a, p1, P2) = S(a, P1,P2,0).

On calcule le hessien d&, on obtient :

b, B g & &
a2t (1—0a)2 a 1-a
2 2
H =028, = G S 9
a P1
1-a P2

Calculant le polynéme caractéristique $g on montre aisement qu’il se met sous la forme :
detH — 1) = —CP4 ()
ou Py est un polyndme de degré deux de la forme :

PH(Q) =2 —2¢+N
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avecll > 0 etX > 0, ce qui prouve que ses deux racines réellée$t symétrique réelle) sont
positives, et achéve la preuve.

Le fait que O soit valeur propre du hessien$emontre également qudn’est pas strictement
convexe.
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Annexe B

Propriétés de la fonctiondU

On démontre dans cette annexe les propriétés de la fori&tiontile lors de la résolution du pro-
bleme de Riemann associé au modétg.(Cette étude simple mais un peu fastidieuse prend tout
son intérét dans la mise en oeuvre, la bonne convergence de la méthode itérative étant essentiel
dans un schéma de Godunov exact.

On rappelle que les 1-courbes de choc et de détente s’écrivent sous la forme :

( Py— P
cglog (F?——F%(f) si P<Py
Up = Ug+Oqy(P) , avec :Oy(P) = b_p :
—Py _
-3 siP>Ry

\ Pg(P—Pog)

alors que les 3-courbes de choc et de détente s’écrivent :

Py — Pog .
—Cglo ~ si P<PR,
Cd g(P_POd) ‘
Uz = Uq + Oq4(P) , avec :04(P) =
P—Py

v/ Pd(P—Pod)

si P> Py

On définit alors la fonctio® U = u1 — us. |l s’agit de prouver :

— dU estC sur |, avecdU’ < 0, doncd est strictement décroissante,

— lim 37 = 4
P—Po

— lim 37 = —oo
P—+o

Ainsi, sur l'intervalle |, il existe une unique solutionP* a I'équation (3.12 : 3U(P*) = 0.
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B.1 Décroissance

Il suffit en fait de prouver qu@®y est décroissantedy Clet G)gJ < 0) puis quedy est croissante
(@4 Clete®] > 0).

B.1.1 1-onde

La fonction®yg est dérivable suiPog, +oo[, avec :

C .
(% sSiP<Py

OL(P) = ~

( (Pg(P— '509))3/2

si P> Py

De plus©q est méme! puisque :

= |lim ©

im O, =— g
P—Py—0

P—Py+0 9 PgCy

+Py

, : 5 5 I P ,
Enfin, puisqueP > Pog etPy > Pyg, 0n a bienPyg < et par suite :

/
®g<0

B.1.2 3-onde

De la méme maniére, la fonctid@y est dérivable sulPyg, +o|, avec :

r C .
d si P< Py
P —Pod

O4(P) = (- 25

\ R (Pa(P— |f500|))3/2

De plus©y est mémec! puisque :

. 1 :
im ©j=—= Im .
P—Py+0 PdCd P—Py4—0

+ Py

. : = ~ - P ,
Enfin, puisque® > Py etPy > Pyg, on a bienPyy < et par suite :

9y >0

B.1.3 Bilan
En rassemblant les résultats, on a bien :

30U estCl sur 1, avecdU’ < 0, doncdU est décroissante.
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B.2 Limites aux bornes

B.2.1 Pression de mélange infinie

LorsqueP est supérieur a méky, Py), on a :

P—PR P—PR
6‘ZI(P) = Ug —Ug — 9 \/ P dp

\/pg(P— Fog) VPd(P—Poa)

donc : —
OU(P) ~4w _ VPt VP \/_\/_
v/PgPd

et par suite :

lim &U=—

P—-4o0

B.2.2 Pression de mélange critiqu&

On rappelle qué = max(Pog, Pog). Il faut alors distinguer deux cas : sé < min(Py, Py), soit
Py ou Py est inférieur ou égal By.

B.2.2.1 Premier cas Py < min(Py, Py)

Dans ce cas, la pressi®tendant ver$, on peut toujours supposer< min(Py, Py), donc :

P—|Sog Pd_|50d
oU(P | | ~
() ()
(© (@)

CommeP, vaut soitPyg, soitPog, I'un des deux termes (g) ou (d) tend vers, I'autre étant borné,

et on a bien limMdU(P) = 4.
P—Py

B.2.2.2 Second casPy < PyouPy <Py

SiPy < P, pourP > Py, on a nécessairemeift;> Py, etdonc pouPo — Pyg < P< Py, 83U s'écrit

P—PR Py—P
6‘ll(P):ug—ud——g~ Cd|09< d POd) )
_,—/ — 00
borné

ce qui prouve bien que i U(P) = +o. De la méme maniére, By < Py, le terme provenant de

—Fo

uz reste borné, alors que le terme provenantgdieend verst-co.

B.2.2.3 Bilan

Dans tous les cas, on a bien :

lim 0U = +oo|.
P—Py
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B.3 Convexité

Ici, on montre qued est deux fois dérivable sur avecd” > 0, donc qued est convexe.
Rappelons que cette propriété est utile lors de la résolution par une méthode de Newton de I'équa-
tion (3.12. A cette fin, il suffit de montrer qu@’g’ >0, et@) < 0.

B.3.1 1-onde
On calcule la dérivée seconde @g, et on obtient :
( 2
C—9~2 si P <Py
(P —Pog)
O/I(P) —
9 ~  5P+3PR ’
203 (A £ 150)
- 52 si P>Fy
\ (pg(P_ POQ))
ce qui prouve bien que :
//
Oy >0/,
. L ~ ~ 5P + 3P,
puisqueP et Py sont supérieurs Byg, doncPyg < %.
B.3.2 3-onde
De la méme maniere, on calcule la dérivée second@yde
/ CZ .
~-—% — siP<Py
(P— Poa)
O4(P) = . 5P+3P :
o (- %)
siP>Py
5 \\5/2
L (pa(P—Foa))”

ce qui prouve bien que :

5 <0,
5P + 3P4
—g

puisqueP et Py sont supérieurs §0d, doncF~>0d <

B.3.3 Remarque

Les fonctionsE)’g’ et@f ne sont respectivement pas continue®gat Py, puisque d’une part :

2 1
lim O)(P)= —=%#—5== lim Q)P
P—Py+0 o(P) pgcg#pécg P—P;—0 9(P)
et d’autre part :

2 1 :
4 — ———==_lim ©j(P).
P—Py+0 pdCd pdCd P—Py—0




Annexe C

Version axisymétrique du code de calcul

Nous présentons ici succintement les modifications apportées au modéle de relaxation (puisqu
nous intégrons numériquement les équations associées a ce modéle) et a la méthode numériq
afin de pouvoir traiter les situations ou a la fois la géométrie et I'écoulement sont axisymétriques.
Nous nous placons également sous I'hypothése que la vitesse orthoradiale est nulle et qu’elle s
reste.

Les coordonnées cylindriques étant particulierement bien adaptées aux géoméetries axisymétrique
nous projetons les différentes équations du modéle sur les vecteurs de base associés, que nc
notons encorg¢ey, ey). Nous notons dong la coordonnée radialg,la cordonnée axiale €u,v)

les composantes de la vitesse dans cette base. On peut écrire les équations sous la forme suivan

( 0 ~ 1 P\ XP2
ot (xpa) +0- (xpaV) = P {pl <ﬁ) P2 <m) ]
d , . ~
E (xpl) + - (xp1V) =0
; (C.1)
0, . ~
g 0P2) +0-(p2V) = 0
0 ~ ~ ~ ~C =
| 5 00V) + 0 [X(VEV+PD)] = Saa+0- [x (TC +rD>}

ou I’opérateurﬁ désigne :
~ 0 d

0-() = — (- — (.

()= 3008t 5,008
et le tenseuf® + TP est la restriction du tenset’t + t° & ses quatre composantes Suiva e,
& ® gy, 8 ® e ete ®e,. De la méme maniére, 'opératedrest la restriction de I'opératew a
ses quatre composantes suivant les mémes tenseurs, de sorte que danégadyase tenseur
V&V est représenté par la matrice :

2
~ us uv
vav- ().
Enfin le terme sourcgayi vaut :
u
Saxi = (P— o||0a|| — u)—() € .
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Ce terme source provient de la relation :
x0-T=0-(xT) — Toeex,

valable pour un tenseur symétrique qui, dans la lpaseg, &), est représente par la matrice :

T= O Tgg O ,

ce qui est bien le cas pour les tenseurs des contrairtesPI+ 1P ainsi que pour le tenseur des
contraintes capillaireg”. Attention, les termes €efyg Ne sont pas tous nuls dans le cas des tenseurs
nous préoccupant.

Ainsi, les modifications a apporter a la méthode numérique sont minimes :

1. lestermes du typé - A sont discétisés par :
~ Xip1/2Riv1/2,) —Xi-12Ai—1/2,) Aijrr2—Aij-1/2
(D .A)LJ' = + Xi .

o 5y (C.2)

2. Pour la partie "schéma de relaxation" de la méthode, il suffit de remarquer que les masses
Pk ont été changées eqy. Cette remarque vaut tout aussi bien pour I'étape hyperbolique
(puisque le probleme de Riemann a été résolu en variables naturelles) que pour I'étape de
relaxation ou il suffit, lors de la résolution de I'équatidnd8 voir § 1.4.2 de changeq én
a/xi.

3. Enfin, les termes sources spécifiques a la géométrie axisymétrique apparaissant sur la com-
posante radiale du bilan de quantité de mouvement sont calculés au centre des cellules et
traités de maniere explicite.

Remarques :

1. La prise en compte des effets capillaires sous forme conservative facilite grandement la
transposition en coordonnées cylindriques.

2. Du point de vue de la programmation, on peut disposer d’'un programme unique pour les
situations d’écoulement plan et axisymétrique. Pour cela, il suffit :

— de disposer d’'un boolées (un réel en pratique) valant 1 dans le cas axisymétrique et O
dans le cas plan : le terme sou&g; est alors remplacé paf Sy ;

— de définir deux routines correspondant a I'application (bijective) de passage des variables
conservatives aux variables naturelles et a son inverse. Ces routines doivent dépendre du
réelri = (ri;1/2 +ri—1/2)/2 stocké dans chaque cellule. Ligs; ,, stockés sur chaque
face, doivent valoix; 1/, dans le cas axisymétrique et 1 dans le cas plan. Ceci est réali-
sable trés simplement en remarquant que dans les deux cas :

fiz12=1—as (1—%11/2) ,

de sorte que les; valent 1 dans le cas plan gtdans le cas axisymétrique. Des lors,
les masse$py)i,j sont bienr;(Py)i,; dans les deux cas. La discrétisation des termes de
divergence est également acquise en changeaxtlgs dans C.2) par lesr;./, corres-
pondants. De la méme maniére, lors de I'étape de relaxation, le changenteet @é; ~

est valable dans le cas plan comme dans le cas axisymétrique.
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