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IntrodutionLa modélisation de la di�usion par des matériaux hétérogènes rugueux est un sujetomplexe tant au niveau théorique que numérique. Elle omporte de nombreux domainesd'appliation omme la télédétetion [2℄, les appliations biomédiales [135℄, les osmé-tiques [46℄ ou enore la aratérisation de matériaux. La diversité des thèmes abordésre�ète l'étendue des paramètres à prendre en ompte pour la modélisation ainsi que lesdegrés de liberté possibles dans leur hoix. Dans le adre de ette thèse nous étudierons unmilieu hétérogène rugueux dans le domaine résonant dont les propriétés sont aratéris-tiques du domaine optique ou infrarouge. Nous herherons à aluler numériquement laFontion de Distribution de la Ré�etane Bidiretionnelle (FDRB ou BRDF en anglais).Parmi l'ensemble des appliations possibles, prenons l'exemple des peintures. Elles seomposent d'un mélange d'un liant et de pigments. L'interfae ave le milieu extérieur estrugueuse. La di�usion par es matériaux a prinipalement deux ontributions :� La di�usion volumique due à la présene des pigments, elle i est fortement dépen-dante de leur taille, de leur forme, de leurs propriétés optiques et de leur distributionspatiale ;� La di�usion surfaique due aux rugosités qui dépend de leurs formes, et de leurspropriétés optiques.La prise en ompte de toutes les interations entre les di�érents éléments onstituant lemilieu hétérogène rugueux est oûteuse en ressoures informatiques. Ainsi de nombreusesméthodes proposent de traiter un problème plus simple sous ertaines onditions dé�nis-sant leur domaine de validité. On parlera alors de méthodes approhées (par oppositionaux méthodes numériques).Les di�usions surfaique et volumique ont souvent été étudiées séparément. De nom-breuses méthodes ont été développées pour traiter séparément haune des deux faettesde e problème. Dans la suite de ette introdution, nous allons iter les prinipales ap-prohes qui ont été utilisées.Di�usion par une surfae rugueuse La di�usion par une surfae rugueuse a été lar-gement étudiée et de nombreuses approhes ont été développées [130℄. Suivant les approxi-mations hoisies, on peut lasser es méthodes en deux grandes atégories : les méthodesasymptotiques et les méthodes rigoureuses. 9



10 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONLes méthodes asymptotiques sont basées sur un développement asymptotique des équa-tions de Maxwell suivant un paramètre donné, par exemple le nombre d'onde. Cetteapproximation induit un domaine de validité pour lequel la préision des résultats estsu�sante. On trouve une étude de es méthodes, de leurs impliations et de leur do-maine de validité dans les artiles [49, 35℄. Elles sont relativement nombreuses, plusieursdéveloppement asymptotiques étant possibles. Nous allons en iter quelques unes.La méthode des faibles perturbations (Small Perturbation Method - SPM) permet detraiter très rapidement des surfaes très peu rugueuses [117℄. Cette méthode est baséesur le théorème d'extintion et donne une expression analytique et expliite du hampdi�raté. Elle est extrêmement rapide mais son domaine de validité est très réduit.La méthode la plus ouramment utilisée est l'approximation de Kirhho� (KA) [125,72, 23℄. Les hamps sont remplaés par leur valeur sur un plan tangent à la surfae. Cetteapprohe est valable pour des rayons de ourbure grands devant la longueur d'onde. Uneextension très largement utilisée est l'IEM.L'approximation de Rayleigh suppose que le hamp peut se déomposer en une sommed'ondes planes progressives rayonnées et reçues dans tout l'espae (même au niveau de lasurfae rugueuse)[65, 81℄. Cette approximation n'est valable que pour de faibles pentes.L'approximation des faibles pentes (Small Slope Approximation - SSA) est basée sur undéveloppement vis à vis de la pente de la surfae [128℄. C'est une approhe qui ombinela méthode des faibles perturbations et l'approximation de Kirhho�. Son domaine devalidité est limité par la pente de la surfae. Elle est partiulièrement utile lorsque lasurfae présente deux éhelles de rugosité omme la surfae de la mer.L'optique géométrique (OG) [98, 11, 28℄ suppose que tous les paramètres aratéris-tiques de la surfae sont très grands devant la longueur d'onde. Les ondes sont remplaéespar des rayons qui sont suivis de la soure à la sortie du domaine de alul.Dans la Mean Field Theory (MFT) [114, 113, 15℄, la surfae est onsidérée omme unehétérogénéité en volume. La valeur moyenne de la permittivité est uniquement dépendantede la profondeur. Le domaine de validité de ette approhe est plus limité par l'amplitudedes variations de la permittivité que par la géométrie du problème. Cette méthode, quitraite la surfae de manière volumique, permet de traiter la surfae et le volume de manièreidentique.L'approhe de Brown [10, 34℄ suppose que la surfae rugueuse peut être remplaée parun ensemble de plans ave des élévations aléatoires qui seraient vues de la même façonpar le hamp moyen. Cette approximation donne des bons résultats lorsque la surfae estfaiblement rugueuse.La ombinaison de toutes es méthodes rapides permet de traiter un grand nombrede as de di�usion par une surfae rugueuse. Néanmoins lorsque la taille de ses rugositésest dans le domaine résonant ou lorsque les pentes sont trop fortes, es approhes ne sontplus appliables. De plus, dans la plupart des as, leur domaine de validité exat n'est pas



11onnu. Ces limitations onduisent à l'utilisation de méthodes rigoureuses pour la résolutionnumérique des équations de Maxwell. Elles permettent de déterminer la di�usion dessurfaes quelonques au prix d'un temps de alul largement supérieur, notamment dû àl'utilisation d'un algorithme de Monte Carlo.Les méthodes numériques les plus utilisées pour le alul de la di�usion par une surfaerugueuse sont les méthodes intégrales [108, 45, 86, 112℄. Si la surfae est un onduteurparfait le problème se résout sous la forme d'une équation intégrale de surfae dont lesourant de surfaes sont les inonnues. Lorsque l'interfae est diéletrique, l'étude se réduità deux équations intégrales ouplées. Celles-i se résolvent le plus souvent par la méthodedes moments (MoM). Il s'agit d'une proédure de disrétisation des équations intégralespar le développement des ourants inonnus sur des fontions de base ayant pour supportla surfae. Les hamps rayonnés sont projetés sur des fontions tests dans l'ériture desrelations de ontinuité, l'ensemble formant un système linéaire de dimension �nie. Lapréision du résultat dépend du pas de disrétisation de la surfae. Le oût numérique deette méthode varie en O(N3) pour le shéma numérique le plus simple où N est le nombred'inonnues. Son oupation mémoire varie en O(N2). Par onséquent, ette méthode estrapidement limitée par le nombre d'inonnues du problème.Cette ontrainte a été largement dépassée par les nombreux développements qui ont eulieu es dernières années. En e�et, on peut utiliser une approhe itérative pour la résolutiondu système linéaire. Cette solution diminue le oût numérique de la MoM en O(pN2)ou p est le nombre d'itérations [17℄. L'apparition de la Fast Multipole Method (FMM- Méthode des multipoles rapides) ombinée à un algorithme multiniveau (MLFMM) apermis de diminuer de manière signi�ative la omplexité et la plae mémoire qui roissentdésormais en O(NlogN) [77℄. L'adjontion d'un algorithme d'optimisation (SDFMM)permet d'atteindre une omplexité en O(N)[60℄. Toutes es améliorations ont ontribué àfaire de la MoM une des méthodes les plus performantes pour l'étude de la di�usion pardes surfaes rugueuses.L'utilisation de méthodes numériques volumiques est moins ourante pour le alulde la di�usion par une surfae rugueuse puisqu'elle requiert un maillage volumique detout l'espae de alul. Le nombre total d'inonnues est don plus grand que pour uneméthode intégrale de frontière. Néanmoins, omme nous le verrons, elles peuvent traiterplus failement un milieu inhomogène.Les di�érenes �nies dans le domaine temporel (Finite Di�erene Time Domain -FDTD) sont basées sur l'approximation des dérivées dans les équations de Maxwell entemporel par des di�érenes �nies entrées d'ordre 2 [30, 51, 50, 132, 63℄. Malgré sarelative simpliité, son utilisation pour traiter les surfaes n'est pas triviale. Néanmoins,omme le alul s'e�etue dans le domaine temporel, ette méthode permet d'avoir uneinformation sur une large bande de fréquenes quand plusieurs aluls sont néessaires aveune méthode spetrale. La omplexité et la plae mémoire oupée par ette méthode sont



12 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONen O(N).Dans l'algorithme de la matrie T [108, 112, 45℄, l'espae de alul est disrétisé per-pendiulairement à la surfae. A partir d'une déomposition spetrale des hamps, on endéduit un système d'équations di�érentielles que l'on peut résoudre ave un algorithmeaux di�érenes �nies. Cependant, ette méthode n'est ni très stable ni très rapide.La FEM est basée sur des éléments �nis [76, 64℄. Elle permet de traiter des milieuxave une géométrie omplexe sur un maillage en général tétraédrique.De nombreuses autres méthodes rigoureuses existent dans la littérature, omme parexemple la méthode C [7, 5, 6℄. Leur utilisation reste marginale pour l'instant.Les méthodes rigoureuses sont désormais une alternative possible pour l'étude de ladi�usion par une surfae rugueuse. Leur utilisation permet de prendre en ompte tousles phénomènes présents omme par exemple les di�usions multiples sur la surfae. Leurdomaine d'appliation (taille et géométrie des éhantillons traitables) ne esse de roîtreave la puissane des ordinateurs.Di�usion et propagation dans un matériau hétérogène Ce sujet est très vaste etva de la détermination de paramètres équivalents dans les équations de Maxwell standardà la réation d'un nouvel ensemble d'équations stohastiques dérivant la propagation deshamps életromagnétiques dans le milieu hétérogène [43℄. La première approhe n'estsouvent pas possible mais reste largement la plus utilisée. Dans e adre, on herhe àobtenir des paramètres équivalents (ou e�etifs) au milieu hétérogène.Les deux approhes les plus onnues sont issues de l'életrostatique ave les théoriesde Maxwell Garnett (MG) [42℄ et de Bruggeman [12℄. Ces théories ne font intervenirni la taille des partiules ni leur forme. En fait le hoix de la loi de mélange utilisée endépendra et de nombreuses études omparent les approhes d'homogénéisation disponibles[111, 73, 36, 80, 126℄ en fontion de la géométrie étudiée. Les di�érentes approhes sontomparées à des résultats expérimentaux [22, 105, 94℄. D'autres lois existent en fontiondes appliations, par exemple on peut utiliser pour des ellipsoïdes les lois dérites dans[44, 88℄, ou à proximité de la perolation [115℄.Lorsque la taille des hétérogénéités augmente par rapport à la longueur d'onde, onne peut plus utiliser es lois de mélange du fait de l'augmentation de la di�usion. Lanotion d'indie e�etif devient fortement dépendante du phénomène que l'on herheà synthétiser. Dans la plupart des as, il s'agira de représenter l'évolution du hampohérent (la partie non di�usée de l'onde inidente) dans le milieu hétérogène. Les théoriespréédentes ont été étendues pour prendre en ompte la taille des partiules [107℄ etreprésenter ette évolution. Cette approhe permet de traiter des di�useurs isotropes peunombreux dans un milieu h�te homogène. D'autres travaux portent sur la réation denouvelles lois de mélanges [37, 41℄.On herhera plut�t à obtenir la onstante de propagation e�etive à partir de laquelle



13on pourra remonter à l'indie e�etif. Il s'agit le plus souvent d'une approhe perturba-tive : la onstante de propagation du milieu h�te est modi�ée par la prise en ompte del'hétérogénéité. Plusieurs théories ont été développées suivant la fration volumique ou-pée par les di�useurs. Lorsque elle i est faible, on pourra utiliser le modèle de Foldy-Lax(ou Foldy-Twersky suivant l'auteur) [39℄. La prise en ompte de la di�usion double pourrase faire en utilisant le modèle de Keller [69℄ ou l'approximation quasi-ristalline (Quasi-Christaline Approximation - QCA) [29℄. Ces théories permettent de aluler la onstantede propagation e�etive dans de nombreux matériaux hétérogènes, mais leur domaine devalidité est peu onnu. Celui-i peut être déterminé en omparant les résultats de es mo-dèles ave des expérienes [59, 54℄. La seonde solution onsiste à aluler la di�usion parun ensemble de partiules par une méthode életromagnétique pour remonter à l'indiee�etif. Il s'agit de retrouver le omportement d'un matériau homogène à partir de la ré-ponse d'un matériau hétérogène. On retrouve les méthodes présentées préédemment. LaMoM est utilisée dans [109, 33, 4℄ pour des géométries 2D et en 3D pour des distributionsmonodisperses ou polydisperses de partiules. Les matries T sont utilisées dans [131℄ etla FDTD en 2D dans [68℄ pour de très petites partiules.L'utilisation de et indie e�etif permet de reproduire le omportement en propaga-tion du hamp ohérent mais il ne su�t pas à déterminer le diagramme de rayonnementomplet d'un milieu hétérogène. Ces informations sont utiles pour l'équation du transfertradiatif (ETR) [55, 33, 106, 136℄. Cette équation permet de aluler la di�usion par unmilieu hétérogène. Il s'agit d'une approhe phénoménologique du transport de la lumièredans un milieu aléatoire. Elle est relativement rapide en fontion des ordres de di�u-sion multiple pris en ompte. Néanmoins, elle ne peut prédire des phénomènes ohérentsomme le pi de rétrodifusion exalté. De plus, les limites de son domaine de validité nesont pas toujours onnues.De nombreuses autres méthodes sont utilisées omme la théorie du hamp moyen(MFT) lorsque la di�usion multiple peut être négligée et que les variations d'indies sontfaibles [14℄. Lorsque les dimensions sont très grandes devant la longueur d'onde, on pourrautiliser l'optique géométrique (OG) [124℄ . D'autres théories approhées sont répanduesomme par exemple la Distorded Born Approximation (DBA)[75℄, la méthode des matriesS [87℄ ou elle des soures �tives [87℄.Les méthodes numériques sont employées lorsque la taille des hétérogénéités se rap-prohe de la longueur d'onde, ou que la forme des partiules est omplexe [20℄. La FDTDest largement utilisée, notamment grâe à sa apaité à traiter des géométries quelonques[120, 122℄ ou des indies optiques variants ontinûment dans l'espae [91℄. Ainsi, elle estutilisée pour l'étude de la réponse optique sur une large bande spetrale de ellules de peauprésentant des variations d'indie rapide et des hétérogénéités de la taille de la longueurd'onde [52, 31, 32℄. En e�et l'utilisation d'une méthode numérique di�érentielle, ommela FDTD, permet de traiter un nombre arbitraire de partiules sans augmenter le nombre



14 CHAPITRE 0. INTRODUCTIONd'inonnues grâe à son maillage volumique.Les méthodes intégrales de surfaes sont moins employées, ar leur utilisation est iiplus lourde que pour le alul de la di�usion par une surfae rugueuse. La Méthode desMoments est utilisée dans [33, 4, 109, 2℄ pour diverses tailles et formes de partiules en2D et en 3D.D'autres approhes sont néanmoins possibles, ainsi Stout et al dérivent la di�usionpar un demi-espae omportant des sphères en utilisant les matries de transfert [118℄.Mishenko et al présentent, dans leur livre, également la FDTD ou la DDA (Disrete DipoleApproximation) qui est une méthode intégrale de volume[90℄.Di�usion par un milieu hétérogène rugueux La di�usion par un matériau hétéro-gène rugueux fait intervenir les deux parties préédentes [58℄. Néanmoins, la littératuredisponible sur e sujet est beauoup plus réduite. Deux approhes sont représentées :� L'utilisation de deux méthodes di�érentes pour traiter la surfae et le volume, onparlera alors d'hybridation de méthodes ;� L'utilisation d'une méthode pouvant traiter simultanément un problème surfae/volume.La première approhe est en général plus rapide mais repose souvent sur de nombreuseshypothèses. On trouve dans ette atégorie les méthodes ombinant deux modèles appro-hés. L'approhe la plus utilisée est l'ETR pour la di�usion volumique ave le modèle deKirhho� pour la di�usion surfaique [74, 18, 53, 33℄.Partant sur une base di�érente, les artiles [112, 87℄ montrent qu'il est possible deséparer la di�usion due au volume de la di�usion due à la surfae. Le résultat est alorsla somme des deux ontributions. Cette approhe est validée numériquement sur les asprésentés par une méthode basée sur la MoM pour l'étude de la di�usion par la surfae etsur le formalisme des matries S pour le alul de la di�usion par le volume. Une méthodedes moments hybride est aussi utilisée dans [110℄ ombinée à la théorie des images pourl'étude de bosses hétérogènes.Les approhes perturbatives sont aussi utilisées. Ainsi, la MFT [14℄ permet d'étudierun milieu hétérogène rugueux pour des hétérogénéités dans le régime d'homogénéisationet pour de faibles ontrastes d'indie. On retrouve une approhe perturbative dans l'artile[92℄ pour un domaine de validité équivalent.Les méthodes rigoureuses pures n'ont pas été beauoup appliquées à l'étude d'un milieuhétérogène rugueux. Leur oût numérique est en e�et important. Néanmoins la FDTDa été utilisée pour l'étude de la glae [95℄ dans le domaine miro-onde. Dans e as, lataille des partiules est très faible devant la longueur d'onde. La FEM a été utilisée pourl'étude d'un milieu hétérogène lamellaire rugueux [99℄ ou pour une partiule unique surune surfae rugueuse [64℄.On trouvera dans [9℄ une étude expérimentale de la ontribution de la di�usion surfa-ique par rapport à la di�usion volumique dans le as de la glae.



15Notre travail de thèse se propose d'approfondir es aspets en s'appuyant sur une mé-thode numérique.Nous présenterons dans le premier et dans le deuxième hapitre la méthode de alulretenue pour l'étude de la di�usion par un milieu hétérogène rugueux. Elle se base surl'algorithme de la FDTD en 2D ouplé à une génération de milieu basé sur l'algorithmede Metropolis. La méthode numérique de résolution du problème életromagnétique aété hoisie pour sa apaité à traiter simplement le problème de surfae/volume sansfaire d'approximation ou d'hypothèses de ouplage. Nous validerons notre approhe enomparant les résultats obtenus par la FDTD au diagramme de di�usion analytique enhamp lointain de ylindres à setion irulaire. Nous �nirons le alul de l'étude demilieux semi-in�ni et par des exemples de BRDF.Dans le troisième hapitre, nous expliiterons les algorithmes de génération de la sur-fae et du milieu hétérogène. Nous montrerons des fontions de représentation des sta-tistiques des milieux générés. Nous �nirons par un algorithme de génération de surfaesreposant sur les partiules.Nous aurons alors une méthode numérique et un générateur de milieu polyvalent pourétudier la di�usion par des matériaux hétérogènes rugueux. Les prohains hapitres mon-treront des appliations de ette méthode.Dans le quatrième hapitre de e manusrit nous présenterons l'utilisation de la mé-thode pour déterminer le diagramme de di�usion par un matériau homogène rugueux.Cette étude sera faite en omparant les résultats obtenus par la FDTD ave une autreméthode rigoureuse : la MoM. Nous herherons à déterminer un domaine de validationroisé des deux approhes pour des surfaes rugueuses hors du domaine d'appliationdes méthodes asymptotiques. Cette étude sera faite pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle et gaussienne.Le inquième hapitre sera orienté vers la détermination de paramètres e�etifs pour lapropagation du hamp ohérent et sur le diagramme de di�usion de milieux hétérogènes.Nous présenterons une approhe nouvelle de détermination de l'indie e�etif basée surl'étude de la déroissane du hamp à l'intérieur du milieu étudié. Ces résultats pour desmilieux monodisperses seront omparés ave des modèles analytiques approhés. Nousappliquerons ette méthode à l'homogénéisation des petites partiules dans un ensemblebidisperse de partiules.Le sixième et dernier hapitre sera relatif à l'étude du ouplage surfae volume. Nousl'étudierons pour di�érentes tailles et indie de partiule ave des surfaes de fontiond'auto-orrélation gaussienne et exponentielle. Nous �nirons par une étude plus originaleen utilisant des surfaes orrélées à la position des partiules.
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Chapitre 1Chaîne de modélisation
1.1 IntrodutionNous avons présenté dans l'introdution plusieurs méthodes permettant de modéliser ladi�usion par des matériaux hétérogènes rugueux. Dans notre as, nous herhons à obtenirune méthode de référene pour le alul du problème omplet et pour la déterminationdu domaine de validité de méthodes approhées.Ces exigenes nous ont onduit à hoisir une méthode rigoureuse de résolution deséquations de Maxwell. Nous avons retenu la FDTD, ar elle permet de traiter les problèmesde di�usion surfaique, volumique ou ouplant les deux de la même façon et sans faired'hypothèses. Elle est don adaptée pour servir méthode de référene pour les études surles matériaux hétérogènes rugueux quelles que soient leurs géométries ou leurs propriétésphysiques.Nous allons ommener e hapitre par la dé�nition d'une grandeur souvent utiliséedans le domaine optique pour étudier le hamp lointain rayonné : la BRDF (BidiretionalRe�etane Diretional Funtion). Nous poursuivrons en dé�nissant l'objet de notre étudeet notamment le modèle utilisé pour représenter es matériaux. Nous �nirons en montrantomment la FDTD s'intègre dans une haîne de modélisation pour le alul de la di�usion.1.2 BRDF d'un matériauNous herhons à obtenir par la modélisation la BRDF [119℄ de matériaux hétérogènesrugueux à partir de leurs propriétés statistiques et physiques. Cette grandeur repose surdeux autres quantités radiatives : la luminane et l'élairement. Nous ommenerons parles dé�nir pour aboutir dans le hapitre 2 à une formulation de la BRDF pour une géo-métrie bidimensionnelle adaptée à notre algorithme.� La luminane : 19
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Fig. 1.1 � LuminaneLa luminane L est dé�nie omme le �ux d'énergie émis par unité d'angle solide dansla diretion (θ, φ) par unité de surfae. Si on appelle d2F le �ux rayonné à travers unesurfae élémentaire orientée dS à l'intérieur d'un angle solide dΩ dans une diretion (θ, φ)alors la luminane se dé�nit omme :
L(θ, φ) =

d2F (θ, φ)

dΩdσ
(1.1)L'angle θ est dé�ni par la diretion d'émission par rapport à la normale à la surfae.

dσ est la surfae apparente et vaut dσ = dScosθ. La géométrie de alul est représentéeFigure 1.1.Lorsque la luminane L ne dépend pas de (θ, φ) on dit que le rayonnement est lam-bertien.� L'élairementL'élairement E est dé�ni omme la densité de �ux F traversant la surfae dS à l'intérieurd'un angle solide Ω. Il s'obtient en intégrant la luminane :
E =

∫

Ω

L(θ, φ)cosθdΩ� La Fontion de Distribution de la Ré�etane Bidiretionnelle (FDRB)La FDRB est plus onnue sous son aronyme anglais BRDF (Bidiretional Re�etaneDistribution Funtion). Cette grandeur aratérise la réponse optique en ré�exion d'unmatériau. Elle dépend de l'angle d'inidene et de l'angle d'observation, des paramètresstatistiques et physiques du matériau. Elle est notée ρ′′, et elle est dé�nie omme le rapportde la luminane diretionnelle di�usée Lr par l'éhantillon à l'élairement diretionnelinident Ei de diretion (θi, φi). Dans la diretion (θr, φr), elle s'érit :
ρ′′(θi, φi, θr, φr) =

Lr(θr, φr)

Ei(θi, φi)
(1.2)Son unité est le [sr−1]. La géométrie de alul est présentée Figure 1.2.On peut dé�nir de même la BTDF (Bidiretional Transmittane Distribution Fun-tion) pour la lumière transmise. Le terme BSDF (Bidiretional Sattered DistributionFuntion) désigne quand à lui l'ensemble BRDF et BTDF.



1.3. MODÈLE 21
z

x

ydΩi

dΩr

φi φr

θi
θr

Lr
iΕ

Fig. 1.2 � La ré�etane bidiretionnelleDans notre as, nous sommes dans une géométrie bidimensionnelle. On a don dΩ = dθet dσ = cosθdl. La luminane s'érit alors :
L(θ) =

d2F

cosθdldθ
(1.3)Nous verrons dans le hapitre suivant une dé�nition de la BRDF pour les géométriesétudiées.1.3 ModèleNous étudions, dans le adre de ette thèse, des matériaux hétérogènes rugueux om-prenant (Figure 1.3) :� Un milieu h�te homogène (1) aratérisé par son indie optique ;� Une surfae rugueuse (2) séparant le milieu h�te du vide aratérisée par ses para-mètres statistiques ;� Un ensemble polydisperse de partiules (3) aratérisées par leur forme, leur distri-bution spatiale, leur taille, leur indie optique.
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Fig. 1.3 � Objet de l'étude



22 CHAPITRE 1. CHAÎNE DE MODÉLISATIONComme nous le verrons dans le prohain hapitre, la FDTD nous permet de modéliserle hamp lointain di�raté par un milieu déterminé (la permittivité et la perméabilitédoivent être onnues dans tout l'espae de alul). Un exemple de résultat du alul dela di�usion par une surfae rugueuse déterministe élairée par un faiseau gaussien estprésenté �gure 1.4(a). On observe une �gure de tavelure (plus ommunément appeléespekle en anglais).
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 (b)Fig. 1.4 � Intensité di�usée par une réalisation d'une surfae rugueuse (a) et moyennee�etuée pour 150 réalisations (b)Les osillations rapides du diagramme proviennent de la nature parfaitement ohérentede l'onde inidente. En e�et, les ondes ré�éhies par la surfae interagissent de manièredestrutive ou onstrutive suivant leur phase. On montre [108℄ que l'ouverture angulaire

δθ des pis de la �gure de tavelure dépend de la taille L de la surfae illuminée parle faiseau inident et de la longueur d'onde λ étudiée. Elle vaut grossièrement δθ =

λL−1. Expérimentalement, la longueur de ohérene �nie des soures lasers et l'intégrationangulaire des déteteurs masquent en partie e phénomène.Ainsi, la �gure 1.4(a) dépend de la surfae étudiée et de l'onde inidente. Elle présentedon un intérêt limité. A�n d'obtenir une BRDF uniquement dépendante des paramètresstatistiques et physiques de la surfae, le résultat du alul par la FDTD du hamp lointainest moyenné sur un grand nombre de réalisations. La �gure 1.4(b) présente le résultat de lamoyenne e�etuée sur 150 réalisations. La plupart des méthodes asymptotiques donnentdiretement le résultat pour une in�nité de réalisations.La première étape de alul onsiste don à générer un ensemble de réalisations respe-tant les aratéristiques physiques et statistiques du as onsidéré. Cette étape fait appelà un générateur de milieu basé sur l'algorithme de Metropolis pour le positionnement deshétérogénéités. Son utilisation nous permet de prendre en ompte des ontraintes phy-siques (omme le fait que les partiules ne doivent pas s'interpénétrer) et d'atteindre desfortes frations volumiques dans un temps de alul raisonnable.En résumé la haîne de modélisation omportera les éléments suivants :



1.3. MODÈLE 23� Un générateur de milieux aléatoires ;� Un solveur életromagnétique.Le tout étant intégré dans un algorithme de Monte Carlo.Nous allons maintenant présenter es deux omposantes plus en détail au ours desdeux hapitres suivants.
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Chapitre 2Méthode de résolutionéletromagnétique
2.1 IntrodutionLa FDTD est une méthode numérique di�érentielle proposée en 1966 par Yee [134, 123℄suivant un algorithme e�ae. Elle se base sur des di�érenes �nies entrées d'ordre deuxen espae et en temps appliquées aux équations de Maxwell. Il s'agit d'une méthode derésolution des équations de Maxwell sous leur forme di�érentielle ; l'espae étudié entierest disrétisé. Cette méthode présente plusieurs avantages numériques. Tout d'abord, sonshéma est expliite failitant son implémentation. De plus, sa omplexité roit en O(N)où N est le nombre d'inonnues. Elle permet don de aluler la di�ration par des objetsde grande taille devant la longueur d'onde [38℄. L'objetif de e hapitre est de présenterles grandes lignes de ette méthode et de donner les adaptations e�etuées pour traiterdes matériaux hétérogène rugueux. Cette présentation sera orientée sur l'appliation dela FDTD à l'étude de la di�usion par un milieu semi-in�ni et son utilisation en tant queméthode de référene.Dans la première partie de e hapitre, nous déterminerons les équations de base dela FDTD à partir des équations de Maxwell dans les milieux diéletrique l.h.i. (linéairehomogène isotropes) [24℄. Nous étudierons notamment l'insertion du hamp inident dansle domaine de alul ave une formulation hamp total / hamp di�raté. Puis, nousverrons omment aluler les hamps lointains rayonnés par l'objet étudié à partir desrésultats en hamp prohe de la FDTD. Car, en e�et, 'est à partir des hamps lointainsque nous pourrons aluler la BRDF.Dans une deuxième partie, nous présenterons les résultats de la validation de notrealgorithme sur des géométries anoniques (ylindres diéletriques in�nis en inidene nor-male). Cette étape nous permettra de déterminer les paramètres de alul pour avoir unepréision su�sante dans la suite de l'étude pour le alul de la di�usion de volume. Nous25



26 CHAPITRE 2. MÉTHODE DE RÉSOLUTION ÉLECTROMAGNÉTIQUEommenerons par omparer le résultat en hamp lointain de la FDTD ave le résultatanalytique du modèle de Rayleigh [70℄ pour di�érentes tailles de ylindres et di�érentsindies. Nous omparerons �nalement nos résultats numériques ave un modèle négli-geant l'interation entre partiules pour deux ylindres en faisant varier leur distaneinter-entre.La troisième partie de e hapitre exposera les adaptations apportées à l'algorithmeFDTD en espae libre pour pouvoir traiter des milieux semi-in�nis. Nous étudierons uneapprohe originale d'insertion du hamp inident dans le domaine de alul basée surl'utilisation d'un faiseau gaussien. Nous présenterons notamment son omportement eninidene.Finalement, dans la quatrième partie, nous étudierons des exemples de BRDF aluléesave l'algorithme présenté dans e hapitre. Nous ferons la distintion entre hamp ohé-rent et hamp inohérent. Puis, nous présenterons des phénomènes ohérents di�ilementmodélisables sans une approhe rigoureuse de résolution des équations de Maxwell.2.2 Implémentation en espae libre2.2.1 Équations de Maxwell dans les milieuxLa FDTD est une méthode basée sur la disrétisation des équations de Maxwell entemporel dans les milieux. Celles-i régissent, à un niveau mésosopique, le omporte-ment du hamp életrique ~E et du hamp magnétique ~H à partir des aratéristiqueséletromagnétiques du milieu : la permittivité ǫ, la perméabilité µ, et la ondutivité σ.Ces équations sont exprimées pour un milieu diéletrique homogène linéaire isotrope ets'obtiennent à partir des équations de Maxwell dans le vide. Nous supposerons qu'il n'ya pas de dispersion sur la partie réelle de la permittivité ǫ et que les ourants ~j suivent laloi d'Ohm loale :
~j = σ ~E (2.1)Elles s'érivent :

∂ ~H

∂t
= −1

µ

−→
rot ~E (2.2)

∂ ~E

∂t
=

1

ǫ

−→
rot ~H − σ

ǫ
~E (2.3)A�n de symétriser es équations et de pouvoir par la suite réer un matériau �tifabsorbant, nous introduisons une ondutivité magnétique ρ′ :
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∂ ~H

∂t
= −1

µ

−→
rot ~E − ρ′

µ
~H (2.4)

∂ ~E

∂t
=

1

ǫ

−→
rot ~H − σ

ǫ
~E (2.5)La ondutivité magnétique n'ayant pas de sens physique, elle est nulle pour un ma-tériau réel. En projetant es équations sur un système de oordonnées artésiennes, ontrouve :

∂Hx

∂t
=

1

µ

(

∂Ey

∂z
− ∂Ez

∂y
− ρ′Hx

) (2.6)
∂Hy

∂t
=

1

µ

(

∂Ez

∂x
− ∂Ex

∂z
− ρ′Hy

) (2.7)
∂Hz

∂t
=

1

µ

(

∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x
− ρ′Hz

) (2.8)
∂Ex

∂t
=

1

ǫ

(

∂Hz

∂y
− ∂Hy

∂z
− σEx

) (2.9)
∂Ey

∂t
=

1

ǫ

(

∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x
− σEy

) (2.10)
∂Ez

∂t
=

1

ǫ

(

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
− σEz

) (2.11)Lorsque le problème est bidimensionnel, 'est à dire lorsqu'il possède une diretiond'invariane, le système i-dessus peut se déoupler en deux sous-systèmes disjoints detrois équations assoiées à deux polarisations indépendantes. Les orientations utiliséessont présentées Figure 2.1.
plan d’incidencez y

x

Fig. 2.1 � Géométrie de alul bidimensionnelleNous prendrons ii les onventions suivantes :� La polarisation TE ou H// ou VV pour laquelle le hamp életrique est transverseet le hamp magnétique parallèle à la diretion d'invariane ;



28 CHAPITRE 2. MÉTHODE DE RÉSOLUTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE� La polarisation TM ou E// ou HH pour laquelle le hamp magnétique est transverseet le hamp életrique parallèle à la diretion d'invariane.Si l'on prend l'axe z omme diretion d'invariane, les deux sous-systèmes sont :� En polarisation TM :
∂Hx

∂t
=

1

µ

(

−∂Ez

∂y
− ρ′Hx

) (2.12)
∂Hy

∂t
=

1

µ

(

∂Ez

∂x
− ρ′Hy

) (2.13)
∂Ez

∂t
=

1

ǫ

(

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
− σEz

) (2.14)� En polarisation TE :
∂Ex

∂t
=

1

ǫ

(

∂Hz

∂y
− σEx

) (2.15)
∂Ey

∂t
=

1

ǫ

(

−∂Hz

∂x
− σEy

) (2.16)
∂Hz

∂t
=

1

µ

(

∂Ex

∂y
− ∂Ey

∂x
− ρ′Hz

) (2.17)Ce sont es équations que nous allons disrétiser dans la suite de e hapitre. Onremarque qu'elles satisfont au prinipe de dualité selon lequel un hamp életrique doitêtre remplaé par un hamp magnétique sans hangement de signe tandis qu'un hampmagnétique doit être remplaé par un hamp életrique ave hangement de signe. Les ǫet µ doivent être éhangées sans hangement de signe.2.2.2 Disrétisation des équations de MaxwellNous allons rappeler les grandes étapes de leur disrétisation. Nous étudierons ii lapolarisation TM, sahant que l'on peut appliquer le même raisonnement dans l'autrepolarisation. Le passage de l'une à l'autre se fait par interversion des hamps et desonstantes életromagnétiques.Le domaine de alul est disrétisé par un maillage régulier retangulaire (.f. Figure2.2). Les hamps ~E et ~H sont déalés d'un demi pas d'espae et de temps.On pose (∆x,∆y) omme pas de maillage spatial respetivement sur l'axe x et l'axe yet ∆t le pas de maillage temporel. On assoie à un point M de oordonnées (i, j) dans ledomaine de alul disrétisé, ses oordonnées artésiennes (i∆x, j∆y) dans l'espae réel.On notera de la même façon F n(i, j) la valeur d'une fontion dépendant de l'espae etdu temps pour représenter F (i∆x, j∆y, n∆t). n est le numéro d'itération en temps del'algorithme.
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Fig. 2.2 � Maille FDTD en polarisation TM
Le shéma de Yee est basé sur des di�érenes �nies entrées d'ordre 2 en espae et entemps. La disrétisation des dérivées spatiales ou temporelles d'un hamp F représentant

E ou H est e�etuée grâe aux expressions suivantes :
∂F n(i, j)

∂t
=

F n+ 1

2 (i, j)− F n− 1

2 (i, j)

∆t
(2.18)

∂F n(i, j)

∂x
=

F n(i+ 1
2
, j)− F n(i− 1

2
, j)

∆x
(2.19)L'approximation des dérivées est entrée. Cette aratéristique du shéma de Yee luipermet d'avoir une préision d'ordre deux (en o(∆x2) et en o(∆t2)) et d'être plus stableet plus préis. L'interpolation de la fontion F s'e�etue à l'aide d'une fontion linéaire :

F n(i, j) =
F n(i+ 1

2
, j) + F n(i− 1

2
, j)

2
(2.20)Les équations (2.18) à (2.20) sont utilisées pour disrétiser les équations de Maxwell.Par exemple pour le as TM (équations 2.12 à 2.14), on obtient :
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 (2.23)où ǫij , σij , µij et ρ′ij représentent les valeurs de ǫ, σ, µ et ρ′ au noeud (i, j).Ces équations permettent de aluler le hamp au pas de temps n à partir des hampslimitrophes au pas de temps préédant. Ainsi, tous les aluls sont e�etués de manièreloale. Néanmoins, la valeur des hamps aux bords du domaine de alul doit être onnue.Nous verrons omment traiter e problème à l'aide de onditions aux limites absorbantes.2.2.3 Représentation des surfaes ourbesLa disrétisation de l'espae de alul pour la FDTD modi�e la représentation dessurfaes ourbes ou transverses en introduisant des marhes d'esaliers [56, 66, 16℄. Cetteapproximation peut onduire à des erreurs signi�atives lors de la modélisation de stru-ture �nes [116℄. Kaneda et al. [67℄ proposent une méthode pour prendre en ompte lesellules FDTD remplies d'un matériau de permittivité ǫ1 et d'un matériau de permittivité
ǫ2 de frations volumiques respetive (1 − fv) et fv. Pour ela, en polarisation TM, ilsutilisent la loi d'Ampère appliquée sur une maille de surfae S et de ontour C :

∂

∂t

∫

S

~Dd~S =

∮

C

~Hd~l (2.24)Soit, après disrétisation :
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y (i, j + 1
2
)−Hn+ 1

2

y (i, j − 1
2
))(2.25)Comme la omposante parallèle du hamp életrique est ontinue à l'interfae, on peutexprimer Dz omme :

Dz = (fvǫ2 + (1− fv)ǫ1)Ez (2.26)On retrouve alors une équation similaire à l'équation (2.23) ave ǫ = (fvǫ2+(1−fv)ǫ1).Nous en verrons une appliation dans le hapitre 4 pour l'étude de surfaes rugueuses defontion d'auto-orrélation exponentielle.2.2.4 Équivalene ondutivité/partie imaginaire de la permitti-vitéUn matériau absorbant est représenté par une permittivité omplexe. Or l'algorithmeFDTD [61℄ que nous utilisons ne permet de prendre en ompte que des permittivitésréelles. A�n de pouvoir prendre en ompte la partie imaginaire de la permittivité, nous uti-lisons la ondutivité. En e�et, les équations de Maxwell en régime harmonique s'érivent(ave la onvention ∂
∂t
↔ −iω) :

∇× ~H = −iωǫ ~E + σ ~E (2.27)
∇× ~E = iωµ0

~H (2.28)En exprimant la permittivité sous forme omplexe, il vient :
ǫ = ǫ1 + iǫ2 (2.29)En introduisant l'équation (2.29) dans (2.27), on trouve :

∇× ~H = −iωǫ1 ~E + (σ + ωǫ2) ~E (2.30)On dé�nit don la ondutivité équivalente par :
σeq = σ + ωǫ2 (2.31)Celle-i est réelle et permet don de modéliser un matériau absorbant dans notre al-



32 CHAPITRE 2. MÉTHODE DE RÉSOLUTION ÉLECTROMAGNÉTIQUEgorithme. Néanmoins, la valeur de σeq obtenue dépend de la fréquene ; nous prendronsla fréquene prinipale de l'onde inidente. La permittivité du milieu ne sera don plusreprésentative que sur un domaine restreint du spetre életromagnétique. Cette approxi-mation onduit à des erreurs négligeables dans le domaine temporel [61℄ mais pourraitintroduire des erreurs importantes lorsque nous nous intéressons à une fréquene partiu-lière du spetre. Il faudra don prendre en ompte et e�et lorsque les aluls ne seront pase�etués à la fréquene entrale de l'onde inidente et utiliser une permittivité orrigée.2.2.5 Condition de stabilité du shéma de YeeLa ondition de stabilité permet de s'assurer que l'erreur générée par l'approximationde Yee ne diverge pas lors de l'éoulement du temps. Elle relie le pas de disrétisationspatial au pas de disrétisation temporel. Elle s'érit :
c∆t ≤ 1

√

1
∆x2 + 1

∆y2

(2.32)où  est la vitesse maximale de l'onde dans le domaine de alul. Dans le as généraloù ∆x = ∆y (que nous onsidérerons par la suite), la ondition de stabilité s'érit :
c∆t ≤ ∆x√

2
(2.33)En fait, pour un problème de dimension D, ette ondition s'érit c∆t ≤ ∆x/
√
D.Dans notre as (géométrie bidimensionnelle) nous utiliserons la ondition c∆t = ∆x

2
.2.2.6 Conditions absorbantesComme nous l'avons vu dans les équations (2.21) à (2.23), nous devons pouvoironnaître les valeurs des hamps aux limites du domaine de alul. On distingue deuxapprohes di�érentes pour traiter e problème :� L'absorption numérique : il s'agit d'équations mathématiques permettant de alulerle hamp sur le bord du domaine de alul omme si elui-i était ouvert sur l'espaelibre. Les plus onnues sont les onditions de Mur [93℄, ou plus réemment desonditions exates par hybridation ave des équations intégrales temporelles [78℄.� Des matériaux absorbants : il s'agit d'absorber l'onde avant qu'elle n'arrive auxbords du domaine de alul à l'aide de matériaux absorbants adaptés. Les onditionsabsorbantes les plus performantes et les plus utilisées sont les PML [13℄.Le ode de alul utilise une ombinaison de es deux méthodes : les Absorbants LargeBande (ALB) omme matériau absorbant et les onditions de Mur du premier ordreomme absorption numérique. La desription du hoix de es onditions et de leur implé-mentation est faite dans la thèse de Jaureguy [61℄.



2.2. IMPLÉMENTATION EN ESPACE LIBRE 332.2.7 Dispersion numériqueLa disrétisation spatiale et temporelle du shéma de Yee modi�e la vitesse de pro-pagation des ondes dans le milieu. Cet e�et, dont l'amplitude dépend de la fréqueneprovoque une modi�ation de la forme de l'onde (.f. Figure 2.3). C'est un des e�ets lesplus gênants lors de l'utilisation d'algorithmes tel que la FDTD.
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Fig. 2.3 � E�et de la dispersion numérique pour un pas de disrétisation spatial de λ0/15sur le hamp |Ez| pris en deux points de l'espae de alul, la �gure (a) représente l'ondeinitiale et la �gure (b) l'onde propagéeLa dispersion numérique dépend :� du pas de maillage spatial et de la longueur d'onde ;� des indies des milieux renontrés ;� de l'orientation du veteur d'onde par rapport à l'orientation du maillage ;� de la taille du domaine de alul.Cet e�et diminue ave le pas de maillage et peut être pris en ompte [83, 91, 129℄. Onpeut ainsi parfois intégrer son e�et lors du alul des observables. Nous verrons ommentnous prenons en ompte et e�et lors de l'insertion du hamp inident.2.2.8 Onde inidente2.2.8.1 Expression temporelleNous devons hoisir la variation temporelle de l'amplitude de la soure. Cette forme estsouvent �xée par le phénomène étudié. Dans notre as, nous herhons à disposer d'uneinformation du omportement du matériau sur le spetre le plus large possible. Ainsi nousavons hoisi [61℄ d'utiliser une impulsion ourte large bande : l'ondelette de Rayleigh. Autemps t et pour une distane x par rapport à la soure, son expression est donnée par :
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(2.34)

ℜe représente la partie réelle, c la vitesse de la lumière dans le vide et f la fréqueneentrale de l'onde inidente. La forme de l'impulsion est représentée Figure 2.3(a). Nouspourrons ensuite utiliser une transformée de Fourier pour remonter au omportement dumatériau sur un large spetre. Cette transformation permet d'étudier le omportement enrégime ontinu plus ommun en optique.2.2.8.2 Déoupage hamp total/hamp di�ratéLe domaine de alul FDTD est limité spatialement. A�n de modéliser une souresituée à l'in�ni et de pouvoir séparer failement le hamp di�raté par l'objet du hampinident, deux approhes sont possibles :� Le déoupage du domaine de alul en deux zones : une zone de hamp total danslaquelle le hamp inident et le hamp di�raté sont alulés ensemble et une zonede hamp di�raté seul ;� Le alul en hamp di�raté seul.La seonde solution onduit à des erreurs plus importantes dues à la dispersion numérique[61℄. Notre algorithme utilise don un déoupage en hamp total/hamp di�raté ommemontré sur la Figure 2.4. La surfae séparatrie s'appelle surfae de Huygens et elle serviraà introduire le hamp inident.
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Fig. 2.4 � Déoupage hamp total / hamp di�raté dans le domaine de alul FDTDpour un objet en espae libre



2.2. IMPLÉMENTATION EN ESPACE LIBRE 35Pour la suite de la thèse, les oordonnées des oins de la surfae de Huygens serontdénommées (i1, j1), (i1, j2), (i2, j1), (i2, j2).2.2.8.3 Introdution du hamp inidentLa tehnique présentée dans l'artile de Mur et Ta�ove [123℄) repose sur le priniped'équivalene. L'équation (2.34) permet d'obtenir analytiquement la valeur du hampinident dans tout l'espae de alul, et en partiulier sur la surfae de Huygens. Lehamp inident est inséré dans le domaine de alul en ajoutant sa valeur sur la surfaede Huygens dans la zone de hamp total dans les équations (2.21) à (2.23). Elle agit alorsomme une antenne qui rayonne le hamp désiré. A�n de limiter son extension à la zonede hamp total il est ré-émis sur une surfae éartée d'une demi-maille en opposition dephase (il est retranhé) dans la zone de hamps di�raté (voir Figure 2.5).
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Fig. 2.5 � Insertion du hamp inident sur une maille de la surfae de HuygensPar exemple, pour la partie de la surfae du Huygens située entre les points de oor-données (i1, j1) et (i1, j2), on obtient les équations suivantes en polarisation TM :
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) (2.36)On e�etue des opérations similaires sur les trois autres faes. Néanmoins, omme ila été expliqué dans la partie 2.2.7, toute onde qui se propage dans le domaine de alulFDTD subit une dispersion numérique. Ainsi, au fur et à mesure de la propagation del'onde dans le domaine, la soustration de l'onde inidente analytique à l'onde inidenteréelle sera de moins en moins exate. Cet e�et entraîne des fuites sur la surfae de Huygenssuseptible de masquer les phénomènes que nous souhaitons observer. Par exemple, laFigure 2.6 représente l'amplitude du hamp Ez dans tout le domaine de alul pour une



36 CHAPITRE 2. MÉTHODE DE RÉSOLUTION ÉLECTROMAGNÉTIQUEzone de hamp total située au entre du domaine de alul entre les mailles 50 et 150 dansles deux dimensions. Comme, il n'y a pas d'éléments di�usant, la zone de hamp di�ratédevrait être vide. Les fuites sont ii faibles (-25 dB par rapport à l'amplitude maximale)pour les deux inidenes représentées et ne sont pas gênantes lorsque la di�usion parl'objet étudié est su�samment forte. Néanmoins, elles peuvent masquer des phénomènesde di�usion assez faibles, par exemple, lorsque les indies optiques des objets étudiés sontprohes de elui de l'environnement extérieur.2.2.8.4 Initialisation numériqueCes fuites ne sont pas toujours aeptables pour l'étude de phénomènes �ns pour ladi�usion par des partiules ou des objets en espae libre. En e�et, la di�usion de l'objetpeut devenir plus faible que les fuites sur la surfae de Huygens, omme par exemple despartiules dont l'indie est prohe du milieu h�te. Ainsi, nous allons utiliser une autreforme d'initialisation pour améliorer la soustration du hamp inident sur la surfae deHuygens [62℄. Nous utilisons pour ela un algorithme FDTD monodimensionnel alulanten parallèle la propagation de l'onde inidente. Ce shéma est soumis aux mêmes erreursque le shéma prinipal. L'utilisation de ette méthode est simple et rapide. Ainsi parexemple en TM, les équations de et algorithme FDTD sont :
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) (2.38)En prenant pour ondition de stabilité ∆t = ∆x
2c
, 'est à dire la même que elle priseen géométrie bidimensionnelle, les onditions numériques de rayonnement s'érivent exa-tement :

Ẽn+1
z (imin − 1) = 0 (2.39)
H̃

n+ 1

2

y (imax) = H̃
n− 3

2

y (imax − 2) (2.40)
Ẽn+1

z (imax − 1) = 0 (2.41)L'insertion du hamp inident dans l'algorithme de alul bidimensionnel se fait de lamême façon que pour l'initialisation de Mur et Ta�ove. Le résultat est présenté Figure 2.7et est à omparer ave la Figure 2.6. Les fuites sur les bords de la surfae de Huygens ontomplètement disparu. Cette approhe nous permet don d'étudier des objets faiblementdi�ratants pour un oût numérique très faible. Néanmoins, elle n'est failement utilisable
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Fig. 2.6 � E�et de la dispersion numérique sur la déomposition hamp total / hampdi�raté pour deux inidenes (0o et 45o) en polarisation TM pour un pas de disrétisationde λ0/30. Les éhelles sont en mailles et l'intensité du hamp Ez est représentée en dB aupas de temps onsidéré. La surfae de Huygens est située en i1 = 50, j1 = 50, i2 = 150 et
j2 = 150.
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Fig. 2.7 � Déoupage hamp total / hamp di�raté ave l'initialisation numérique enpolarisation TM pour un pas de disrétisation de λ0/30 pour une inidene de 0o.qu'en inidene normale pour laquelle le maillage temporel et spatial des deux algorithmesest identique. L'inidene peut être traitée ave une interpolation des valeurs du hampobtenues grâe à l'algorithme monodimensionnel sur le maillage bidimensionnel [48, 47℄.
2.2.9 Calul du hamp lointainLa FDTD alule les hamps életromagnétiques loalement. Or nous herhons à dé-terminer le hamp lointain di�raté pour obtenir la BRDF. Nous utilisons pour ela uneproédure de transformation hamp prohe/hamp lointain basée sur le prinipe d'équi-valene [82℄.La valeur des hamps est olletée en fréquentiel sur un ontour fermé en zone de hampdi�raté. La géométrie de alul est présentée Figure 2.8. Le point d'observation étantsitué à une distane r en zone lointaine (kρr ≫ 1), les potentiels veteurs magnétiques ~Aet életriques ~F s'érivent :
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~A(~r) =

µ

4j

∫

~J(~r′)H2
0 (k|~r − ~r′|)dL′ (2.42)

~F (~r) =
ǫ

4j
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0 (k|~r − ~r′|)dL′ (2.43)
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Fig. 2.8 � Géométrie utilisée pour le alul du hamp lointainOù H2
0 est la fontion de Hankel du deuxième ordre. Les ourants életriques et ma-gnétiques équivalents se alulent par :

~Js = ~n× ~H (2.44)
~Ms = −~n× ~E (2.45)Les hamps ~E et ~H ne sont pas alulés au même endroit sur le maillage de Yee. Lesourants ~J et ~M sont don alulés sur deux surfaes déalées d'un demi-pas spatial [82℄.En polarisation TM, le hamp ~E est porté par l'axe z. En hamp lointain, on peutdéomposer la ontribution à Ez des ourants életriques et magnétiques :� La ontribution du ourant életrique intervient via sa omposante sur l'axe z par :

Ez(~r)|Jz
= −jω~z · ~A(~r) (2.46)où le produit salaire est noté · .� La ontribution du ourant magnétique intervient via sa omposante tangentielle à
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Ez(~r)|Mt

= −ηHϕ(~r) (2.47)ave :
Hϕ(~r) = −jω~Φ · ~F (~r) (2.48)A�n d'obtenir le hamp rayonné total sur Ez, on somme les équations (2.46) et (2.47),et on remplae les potentiels veteurs par leur valeur donnée dans les équations (2.42) et(2.43). On a alors :

Ez(~r) = −ωµ
4

∫

L′

Jz(~r
′)H2

0 (k|~r − ~r′|)dL′

+
ηωµ

4

∫

L′′

(~Φ · ~t′′)Mt(~r
′′)H2

0(k|~r − ~r′′|)dL′′ (2.49)où L′ représente le premier ontour d'intégration (sur H) et L′′ le seond ontourd'intégration (sur E), ~t est le veteur tangent à la surfae d'intégration. On note Σ′
T lepremier ontour d'intégration disrétisé et Σ′′

T le seond ontour. Le pas de disrétisationhoisi est elui de la grille FDTD ∆x. Dans le as d'un ontour retangulaire entourantl'objet, omme montré sur la Figure 2.8, on pose Σ′
T = Σ′

1 ∪ Σ′
2 ∪ Σ′

3 ∪ Σ′
4. Ave esnotations, la diretion avant est pour θ = 0o et la diretion arrière pour θ = 180o. On aalors :
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0 (k|~r − ~r′′|)∆x (2.50)En oordonnées ylindriques, on pose ~r = (r, θ). Lorsque |kr| → ∞, la fontion deHankel H2
0 tend vers :

H2
0(kr) ∼

√

2j

πkr
e−jkr (2.51)En utilisant l'expression (2.51) dans l'équation (2.50), on trouve :
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Ez(r, θ) =
e−jkr

√
r
Ēz(θ) (2.53)En oordonnées artésiennes, on pose ‖~r‖ = r = xcos(θ) + ysin(θ). On a alors pourla polarisation TM :

Ēz(θ) = −ωµ
4

√

2j

πk





∑

Σ′

1

(−Hy(r
′))ejkr′∆x+

∑

Σ′

2

(Hx(r
′))ejkr′∆x

+
∑

Σ′

3

(−Hx(r
′))ejkr′∆x+

∑

Σ′

4

(Hy(r
′))ejkr′∆x





+
ηωǫ

4

√

2j

πk



−cos(θ)
∑

Σ′′

1

Ez(r
′′)ejkr′′∆x− sin(θ)

∑

Σ′′

2

Ez(r
′′)ejkr′′∆x

+ sin(θ)
∑

Σ′′

3

Ez(r
′′)ejkr′′∆x+ cos(θ)

∑

Σ′′

4

Ez(r
′′)ejkr′′∆x



 (2.54)On montre de même que le hamps lointain rayonné porté sur Hz en polarisation TEest :
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42 CHAPITRE 2. MÉTHODE DE RÉSOLUTION ÉLECTROMAGNÉTIQUE2.2.10 Obtention des hamps dans le domaine fréquentielLes hamps alulés dans l'algorithme FDTD sont les hamps prohes réels obtenus àtous les pas de temps. Nous herhons à pouvoir aluler la valeur des hamps à ertainesfréquenes a�n de déterminer le omportement du matériau en régime monohromatique.Ce alul est de plus néessaire pour la transformation hamp prohe / hamp lointain.Nous utilisons pour ela la réponse temporelle di�usée par l'élément étudié. Nous pouvonsaéder aux fréquenes présentes dans l'impulsion inidente. Pour aluler la réponsespetrale, nous avons plusieurs possibilités :� La première solution est d'enregistrer à tous les pas de temps les hamps aux pointsdu maillage d'intérêt. Les hamps fréquentiels sont ensuite obtenus par une trans-formation de Fourier rapide (FFT). Cette méthode permet de remonter à l'ensembledu spetre mais la plae mémoire requise est très importante (nombre de points xnombre de pas de temps x 3 hamps).� La seonde solution est de revenir à la dé�nition de la transformation de Fourier etd'e�etuer une transformée de Fourier disrète. En e�et la transformée de Fourierd'une fontion F est :
F (ω) =

∫ +∞

−∞

F (t)e−iωtdt (2.56)Si on applique ette formule à un hamp E et un pas de disrétisation temporel ∆tpour N pas de temps (E est nul pour les t < 0 et supposé nul ou à valeur moyenne nullepour t > N∆t) :
E(ω) =

∑

n<N

E(n∆t)e−jωn∆t∆t (2.57)Cette formule permet de aluler la transformée de Fourier des hamps pour un en-semble �ni de fréquenes. Ce alul peut s'e�etuer en même temps que le alul FDTDet ne requiert don qu'une plae mémoire minime (le nombre de points x 3 hamps). Deplus, les aluls ne sont e�etués qu'aux fréquenes d'intérêt. Cette méthode est en gé-néral plus rapide et onsomme nettement moins de mémoire que la première. C'est donelle-i que nous avons hoisi d'intégrer dans notre ode de alul.2.3 Étude et validation du alul életromagnétiqueA�n de tester les résultats de notre algorithme et pour déterminer les paramètres dealul qu'il nous faudra utiliser dans la suite (omme le pas de disrétisation), nous avonsomparé les résultats obtenus pour le alul du hamp lointain sur un as anonique :la di�usion par des ylindres homogènes. Ces omparaisons ont lieu pour des di�érenesd'indie faibles ou importantes et pour diverses tailles de partiule. Le rayon de la partiuleest noté r et son indie n. La diretion avant est pour θ = 0o et la diretion arrière pour
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θ = 180o. Le alul de la di�usion est omplexe [57℄ puisque les surfaes à traiter sontourbes, représentées par des marhes d'esalier et que les dimensions de l'objet sont dansle domaine résonant. On trouve de nombreuses appliations de la FDTD pour le alulde la di�usion par des partiules de formes omplexes [133, 32, 122, 31, 120℄.Tous les essais e�etués ne sont pas présentés dans e manusrit. Nous avons retenuii deux tailles de partiules représentatives des as renontrés dans le domaine optique etdans les études que nous ferons dans la suite. Nous présenterons tout d'abord l'in�uene dupas de disrétisation sur des �grosses� partiules de rayon r = 2λ0. Nous poursuivrons parl'étude de �petites� partiules, de l'ordre du pas de disrétisation et nous nous intéresseronsnotamment à leur représentation.2.3.1 Partiule de rayon r = 2λ0 et d'indie n = 1.6Pour e premier as, nous allons étudier une partiule fortement résonnante. Nousherhons à véri�er si notre algorithme permet de suivre les variations de l'intensité dif-fusée sur tout le domaine angulaire. En e�et, la di�usion ii est omplexe et su�sammentforte pour masquer les bruits numériques.Les hamps prohes en TE et en TM sont représentés Figure 2.9. La partiule est situéeau entre du domaine de alul et ses limites sont matérialisées par un �n trait blan.Cette �gure permet d'observer la struture omplexe du hamp rayonné. La séparationentre les zones de hamp total et de hamp di�raté est située entre les points d'indie 100et 300 dans les deux diretions du maillage. La déroissane du hamp dans les onditionsabsorbantes est visible sur les bords du domaine de alul (dans les 30 dernières mailles).Les partiules de ette taille présentent de nombreuses ré�exions internes. Le alulnumérique par FDTD de leur diagramme de di�usion est don omplexe. Un apteurpositionné dans la diretion de rétro-di�usion relevant les valeurs du hamp életrique enfontion du temps permet d'observer les battements de l'onde dans la partiule (Figure2.10).Nous allons omparer les résultats en hamp lointain ave la matrie de di�usion S(θ)[70, 33℄ (.f Annexe A). Tout d'abord, la Figure 2.11 présente les résultats obtenus pourun pas de disrétisation de λ0/30. Le diagramme obtenu par FDTD présente des erreurssigni�atives par rapport au résultat analytique. Cette di�érene est très importante enpolarisation TE notamment dans la diretion de rétro-di�usion où elle atteint plus de 5dB.Le ra�nement du pas de maillage permet d'obtenir une préision orrete ave l'algo-rithme FDTD, omme on peut le voir sur la Figure 2.12 ave un pas de disrétisation de
λ0/40. Ces résultats on�rment la néessité d'e�etuer le alul ave de bons paramètrespour traiter numériquement des partiules de ette taille. De plus, les nombreux batte-ments à l'intérieur de la partiule augmentent les erreurs dues à la représentation de sa
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Fig. 2.9 � Champ prohe di�usé par un ylindre de rayon r = 2λ0 et d'indie n = 1.6pour un pas de disrétisation de λ0/30 en polarisation TM (en haut) et TE (en bas) pourune inidene de 0o.
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Fig. 2.11 � Comparaison entre |S(θ)| et le résultat du alul FDTD pour un pas dedisrétisation de λ0/30 en polarisation TM (gauhe) et TE (droite) pour des partiulesde rayon 2λ0.



46 CHAPITRE 2. MÉTHODE DE RÉSOLUTION ÉLECTROMAGNÉTIQUEsurfae et l'e�et de la dispersion numérique dû à l'allongement du trajet parouru.L'algorithme FDTD développé nous permet de aluler la phase à une onstante prèsdue à la phase initiale de l'onde inidente (Figure 2.13). L'origine des phases est prise à 0dans la diretion de propagation avant. Pour ette partiule, nous arrivons parfaitementà aluler ave notre algorithme la phase di�usée.
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Fig. 2.12 � Comparaison entre |S(θ)| (traits pointillés) et le résultat du alul FDTD(trait plein) pour un pas de disrétisation de λ0/40 en polarisation TM (gauhe) et TE(droite) pour des partiules de rayon 2λ0.
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Fig. 2.13 � Comparaison entre la phase de S(θ) et le résultat du alul FDTD pour un pasde disrétisation de λ0/40 en polarisation TM (gauhe) et TE (droite) pour des partiulesde rayon 2λ0. La phase est exprimée en radians.Nous avons don pu remonter à la di�usion omplète en hamp lointain (intensité etphase) à partir des résultats FDTD. En résumé, a�n de pouvoir représenter orretementla di�usion par la partiule nous devons disrétiser le domaine de alul ave un pasd'environ λ/25 où λ est la longueur d'onde dans le milieu d'indie n = 1.6 (la partiule).



2.3. ÉTUDE ET VALIDATION DU CALCUL ÉLECTROMAGNÉTIQUE 472.3.2 Partiules de rayon r = λ0/40 et d'indie n = 1.02, n = 1.6 et
n = 4Ce sont les plus petites partiules que nous traiterons. Le rayon est égal à la tailled'une maille du domaine de alul. Elles sont don représentées par des petits arrés pourla FDTD. Pour obtenir des résultats équivalents à eux d'un ylindre, nous utiliserons unrayon e�etif permettant d'avoir des partiules de même surfae. Le rayon reff e�etif duylindre équivalent est, en appelant r le demi oté du arré représentant une partiule :

πr2
eff = (2r)2 (2.58)soit :

reff =
2√
π
r (2.59)Les aluls analytiques sont e�etués ave un rayon e�etif reff = λ0/35.4. Les résul-tats sont présentés sur la Figure 2.14 pour les mêmes indies que préédemment et pourle même pas de disrétisation.Pour ette taille de partiule, le diagramme de di�usion est partiulièrement simple :la polarisation TM présente un omportement isotrope tandis que la polarisation TEprésente deux lobes. Cette situation est uniquement due à la géométrie bidimensionnelledu problème. Comme préédemment, en polarisation TM, la di�érene entre les résultatsFDTD et le modèle analytique est faible (< 1dB). Le omportement isotrope est bienreprésenté et le niveau de di�usion est bon pour tous les as onsidérés. On remarqueque pour les partiules d'indie très faible (n = 1.02), le niveau de di�usion est lui aussitrès faible (-60dB) et le résultat FDTD reste orret. La pertinene de l'initialisationnumérique est ainsi on�rmée. La polarisation TE représente orretement la di�usionpar la partiule dans les as d'indie n = 1.02 et n = 1.6. Pour le as n = 4, un déalageangulaire apparaît, sans doute dû à la forme arrée de la partiule et à la mauvaisereprésentation de la permittivité ǫ dans ette polarisation. Néanmoins la préision desrésultats reste aeptable (inférieure à 1.5 dB). En e�et, pour avoir des résultats pluspréis, il faudrait mailler à λ/25 soit λ0/100.2.3.3 Deux partiules de rayon r = λ0/2 et d'indie n = 2.25 enpolarisation TMNous avons ommené par étudier dans ette partie des paramètres de alul FDTDpour l'étude d'objet en espae libre. Nous pouvons maintenant appliquer ette méthodepour l'étude de la di�usion par des objets omplexes ou des agrégats.Pour ette étude, nous utilisons deux partiules donnant un diagramme de di�usion
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Fig. 2.14 � Comparaison entre |S(θ)| et le résultat du alul FDTD pour un pas dedisrétisation de λ0/40 en polarisation TM (gauhe) et TE (droite) pour des partiulesde rayon λ0/40.



2.3. ÉTUDE ET VALIDATION DU CALCUL ÉLECTROMAGNÉTIQUE 49non trivial (r = λ0/2) ave un indie n = 2.25. La polarisation de l'onde inidente estTM. Le pas de disrétisation est λ0/40. Les deux partiules sont positionnées dans ledomaine de alul à des distanes inter-entres d roissantes (d = 1λ0, d = 2λ0, d = 4λ0et d = 16λ0). Les résultats du alul FDTD en hamp lointain seront omparés avele modèle de Rayleigh en négligeant leurs interations. La FDTD est alors prise ommeméthode de référene pour valider une hypothèse simpli�atrie de ouplage entre lespartiules.Le résultat est donné sur la Figure 2.15 en hamp prohe et en hamp lointain pourune distane inter-entres d = 1λ0 (les partiules se touhent).Le modèle de di�usion indépendante est dans e as ine�ae. Il ne permet pas deretrouver le omportement en hamp lointain de la di�usion par l'ensemble des deuxpartiules. Ainsi, l'agrégat doit être traité omme un ensemble de manière rigoureuse.Sur la Figure 2.16, la distane entre les deux partiules est progressivement augmentée.Ainsi, l'hypothèse négligeant l'interation entre les partiules est de plus en plus valide.Pour une distane entre les partiules de d = 2λ0, on observe enore une légère di�é-rene entre le résultat FDTD et le résultat analytique ave un léger déalage angulaire.Néanmoins négliger l'interation entre les deux partiules permet d'obtenir une bonneapproximation de la di�usion par l'ensemble. Pour une distane entre à entre d = 4λ0,les deux approhes donnent pratiquement le même résultat. L'hypothèse négligeant l'in-teration entre les partiules est ii véri�ée.Ce omportement se retrouve sur la Figure 2.17 où les partiules sont situées à unedistane inter-entre de 16λ0. Dans e as, tout le diagramme est préisément représentéen négligeant l'interation entre les partiules.2.3.4 ConlusionNous avons présenté une appliation de la FDTD pour l'étude de la di�usion par despartiules en espae libre représentative des partiules qui seront immergées dans le milieusemi-in�ni par la suite. Nous avons pu véri�er la préision de notre implémentation de laFDTD dans les deux polarisations en omparant le résultat en hamp lointain ave unmodèle analytique exat. Nous avons pu déterminer que lorsque les dimensions sont del'ordre de grandeur de la longueur d'onde, un pas de maillage de λ0/25n est néessaire(où n est l'indie dans le milieu de plus fort indie). Finalement, nous avons appliquénotre méthode pour montrer son utilisation en tant que méthode de référene pour ladétermination de la validité de l'hypothèse négligeant l'interation entre partiules.Cet algorithme peut don être utilisé pour déterminer la matrie de di�usion omplèted'une partiule de forme omplexe ou d'un agrégat de partiules ainsi que pour validerdes approximations omme elle de la di�usion indépendante.
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Fig. 2.15 � Champ prohe (Figure du haut) et hamp lointain (Figure du bas) di�usé pardeux partiules ollées (d = 1λ0)
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(b) d = 4λ0

Fig. 2.16 � Champ lointain di�usé par deux partiules séparées d'une distane inter-entre
d = 2λ0 et d = 4λ0
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Fig. 2.17 � Champ prohe (Figure du haut) et hamp lointain (Figure du bas) pour deuxpartiules situées à une distane d = 16λ0



2.4. MILIEU SEMI-INFINI 532.4 Milieu semi-in�niDans le as d'un milieu semi-in�ni, on ne peut pas en général utiliser la tehnique dela setion 2.2.8.3 pour l'insertion du hamp inident ar le domaine de alul est oupéen deux. C'est la prinipale di�ulté pour traiter e type de problème. Bahelier [3℄ amontré que le fait de tronquer la surfae de Huygens utilisée pour le déoupage hamptotal/hamp di�raté onduisait à un ertain nombre d'artefats. Elle a proposé un alulen deux étapes inspiré de l'initialisation numérique vue dans la setion 2.2.8.4. Par ailleurs,Hastings [51, 50℄ et Fung [40℄ proposent l'utilisation d'un faiseau gaussien pour élairerle milieu. Nous nous sommes inspirés de es divers travaux pour proposer une nouvelleméthode qui permet de garder l'absene de fuites de la méthode en deux étapes sans enavoir la omplexité de stokage ave la simpliité des deux dernières approhes.2.4.1 Onde inidente2.4.1.1 Onde planeLa première idée que l'on peut avoir en voulant traiter le as de matériaux semi-in�nis est d'appliquer la méthode présentée préédemment pour des objets en espaelibre. Comme il n'est pas aisé d'entourer un objet semi-in�ni par une surfae de Huygens,on peut ouper la surfae de Huygens au dessus de la surfae étudiée. Cette approhen'entraîne que peu de modi�ations sur l'algorithme préédent (suppression de la partieinférieure de la surfae de Huygens).Néanmoins, le rayonnement des extrémités au niveau de la oupure de la surfae deHuygens est trop important dans le adre de notre étude. Ce problème est bien visible surla Figure 2.18 où l'on peut voir des interférenes de forte amplitude entre le hamp inidentet le hamp rayonné par la tronature. La struture d'onde plane de l'onde inidente estrapidement perdue et on observe des variations importantes de l'intensité à la fréqueneétudiée.Cette solution est don à éviter pour notre étude. L'utilisation d'une onde plane pourélairer un milieu semi-in�ni ne peut don rigoureusement se faire qu'en utilisant l'ap-prohe de Demarest [26, 25℄. Son appliation pour l'étude d'un milieu hétérogène resteà faire. Lorsque l'utilisation d'une onde plane n'est pas néessaire, la seonde solution[3, 63, 51, 50℄ est d'avoir un hamp inident nul au niveau de la tronature de la surfaede Huygens. Cette approhe utilise une fontion fenêtre de forme onnue. Dans notre as,il s'agit d'un faiseau gaussien.2.4.1.2 Faiseau gaussienImplémentation du faiseau gaussien Nous devons tout d'abord exprimer analyti-quement le faiseau gaussien dans tout le domaine de alul. Ainsi, nous pourrons aluler
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Fig. 2.18 � Initialisation par onde plane pour une surfae de Huygens tronquée - la partieinférieure de la surfae de Huygens a été enlevée
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Fig. 2.19 � Géométrie pour le alul du faiseau gaussiensa forme en tout point de l'espae et plus partiulièrement pour déterminer la fontionfenêtre néessaire à l'introdution du hamp inident. Pour e faire nous allons exprimerle faiseau gaussien omme une somme d'ondes planes.La géométrie de alul du faiseau gaussien est présentée Figure 2.19. A�n de simpli�erle alul, une base (P, ~ur, ~uθ) pivotée d'un angle θinc est utilisée. Un point de oordonnées
(x, y) de la base (P, ~x, ~y), aura don pour oordonnées dans la base (P, ~ur, ~uθ) :

(

xr

xθ

)

=

(

−cos(θinc) sin(θinc)

−sin(θinc) −cos(θinc)

)(

x

y

) (2.60)Pour un point de oordonnées (xr, xθ) dans la base (P, ~ur, ~uθ), la somme des ondes planesomposant le hamp inident s'érit :
F (xr, xθ) =

∫

ψ(kθ)exp(−ikrxr)exp(−ikθxθ) (2.61)ave :
k2 = k2

r + k2
θ (2.62)Dans le as d'un faiseau gaussien d'éart type σθ, les oe�ients ψ(xθ) sont de laforme :

ψ(xθ) = exp

{

−1

2

(

xθ

σθ

)2
} (2.63)Une transformation de Fourier nous permet de aluler ψ(kθ) :
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ψ(kθ) =

σθ

2π
exp

{

−1

2

(

kθ

σkθ

)2
} (2.64)où :

σkθ
=

1

σθ
(2.65)Il s'agit de prendre su�samment d'ondes planes, typiquement une dizaine de valeurs pour

kθ, a�n de représenter le faiseau. Pour un faiseau gaussien, les valeurs représentativesde kθ sont dans l'intervalle :
kθ ∈ [−2σkθ

, 2σkθ
] (2.66)A�n de remonter à la forme du faiseau gaussien, on e�etue une moyenne des inten-sités du faiseau sur les points d'intérêt pour un déphasage à l'origine de l'onde inidenteompris entre 0 et 2π . La fontion fenêtre résultante est appliquée sur la partie supérieurede la surfae de Huygens. Cette forme nous permet de faire tendre la valeur des hampssur les bords vers 0 et de limiter ainsi leur rayonnement.Validation de l'approhe faiseau gaussien La Figure 2.20 et la Figure 2.21 repré-sentent la propagation dans le domaine de alul du faiseau gaussien pour deux anglesd'inidenes (0o et 30o). La surfae de Huygens est positionnée en i = 300.Nous pouvons tout d'abord observer que le rayonnement introduit par la tronaturede la surfae de Huygens est supprimé. En e�et, omme nous l'avons vu dans la se-tion 2.4.1.1, e phénomène se traduit par la présene d'ondes sphériques au niveau desextrémités. Elles ne sont pas visibles sur les deux �gures présentées.Ensuite, nous pouvons véri�er que les fuites introduites par l'insertion du hamp in-ident sur la surfae de Huygens sont très faibles. Elles ne sont ni visibles en inidenenormale, ni pour une inidene de 30o. Nous prenons don exatement en ompte la dé-formation du faiseau gaussien induite par l'inidene grâe à notre approhe.Finalement, nous pouvons étudier le omportement des onditions absorbantes. Pourune inidene normale, elles se omportent parfaitement et absorbent le hamp inidentsans ré�exions. Lorsque le faiseau gaussien arrive ave une inidene de 30o, elles nesont plus adaptées. Ainsi, on observe des ré�exions parasites sur les bords du domaine dealul. Ce phénomène peut altérer la préision des résultats pour les aluls en inidene.Dans toutes les séries de aluls, nous avons don véri�é que les bruits introduits étaientnégligeables par rapport aux niveaux de di�usion mesurés. Nous verrons de plus que lese�ets parasites seront amoindris par le proessus de Monte Carlo. En e�et, ils sont engénéral ohérents et ils in�ueront peu sur le diagramme inohérent.
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Fig. 2.20 � Propagation en espae libre du faiseau gaussien pour une inidene de 0o etun pas de maillage de λ0/30
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Fig. 2.21 � Propagation en espae libre du faiseau gaussien pour une inidene de 30oet un pas de maillage de λ0/30
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Fig. 2.22 � Champ lointain di�usé par un plan d'indie n = 1.6 pour un domaine dealul de 30λ0 de large et un pas de maillage de λ0/30 en polarisation TMValidation du hamp lointain De la même façon que l'insertion du hamp inident nese fait que sur la surfae supérieure de la surfae de Huygens, le alul du hamp rayonnén'utilise que la partie supérieure de la surfae d'intégration. Cette tronature ne nouspermettra don pas de représenter orretement le hamp lointain pour les forts anglesde di�usion. Cet e�et s'ajoute aux ré�exions sur les onditions absorbantes. La Figure2.22 présente le hamp lointain di�usé par un plan élairé par un faiseau gaussien. Onobserve que les résultats sont orrets pour une inidene de 0 et de 40o (le bruit est de-40 dB à 40o et -60 dB en inidene normale). Pour un angle d'inidene de 80o, le faiseaugaussien est noyé dans le bruit numérique et les résultats ne sont plus exploitables.Nous pouvons véri�er la préision de notre algorithme en alulant dans les deuxpolarisations les oe�ients de ré�exion en énergie. Les résultats sont omparés ave lerésultat analytique pour la ré�exion par un milieu semi-in�ni plan élairé par une ondeplane. Ainsi les deux oe�ients ne pourront pas être parfaitement identiques puisquenous élairons le milieu ave un faiseau gaussien dans notre algorithme FDTD. Pour uneonde plane, en appelant α l'angle d'inidene et β l'angle de transmission, le oe�ientde ré�exion en énergie en polarisation TE s'érit :
RTE =

(

tan(α− β)

tan(α + β)

)2 (2.67)et en polarisation TM :
RTM =

(

sin(α− β)

sin(α + β)

)2 (2.68)Les résultats du alul du hamp lointain FDTD sont normalisés par rapport à l'énergiedu faiseau inident. En appelant Fz le hamp Ez ou Hz suivant la polarisation, on alule
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Fig. 2.23 � Coe�ients de ré�exion en énergie pour un plan d'indie n = 1.6 pour lesdeux polarisations et pour di�érents angles d'inideneii :
RFDTD =

∫

|F r
z |2dθ

∫

|F inc
z |2dθ

(2.69)Le résultat est présenté Figure 2.23. On observe que l'on retrouve bien les oe�ientsde ré�exion pour les deux polarisations pour tous les angles d'indies. Notamment, il esttoujours bien déterminé pour des inidenes fortes (> 60o) où les bruits parasites sontforts.
Représentation des diagrammes de di�usion Nous présenterons, dans la suite deette thèse, les diagrammes de di�usion pour un angle d'inidene θi et un angle dedi�usion θr omme :

I(θi, θr) =
|F r

z (θr)|2
∫

|F inc
z (θ)|2dθ (2.70)ou enore en déibels :

IdB(θi, θr) = 10log10

( |F r
z (θr)|2

∫

|F inc
z (θ)|2dθ

) (2.71)Un tel hoix est dité par l'usage en életromagnétisme. En e�et, nous pouvons retrou-ver les fateurs de ré�exions en énergie par l'intégration simple du diagramme. En fait,la ommunauté optique utilise omme grandeur d'intérêt la BRDF. Nous verrons dans laprohaine partie de e hapitre omment passer de ette grandeur à la BRDF.



2.5. CALCUL DE LA BRDF 612.5 Calul de la BRDF2.5.1 Expression de la BRDFComme nous l'avons vu dans e hapitre, notre méthode nous permet de aluler ladi�usion par un matériau hétérogène rugueux. Nous devons aluler la BRDF à partir dualul du hamp lointain dé�ni dans les équations (2.54) et (2.55). On utilise pour ela leveteur de Poynting, dont le module s'érit pour une onde plane en polarisation TM :
|Π(θ)| = 1

2

√

ǫ

µ
|Ez(θ, r)|2 (2.72)En utilisant l'équation (2.54), il vient :

|Π(θ)| =
1

2

√

ǫ

µ

∣

∣

∣

∣

e−jkr

√
r
Ēz(θ)

∣

∣

∣

∣

2 (2.73)
=

1

2

√

ǫ

µ

1

r
|Ēz(θ)|2 (2.74)Nous onsidérons un angle solide dθ situé à une distane r. Le �ux du veteur dePoynting est alors :

Φ(Π(θ)) =
1

2

√

ǫ

µ

1

r
|Ēz(θ)|2rdθ (2.75)

=
1

2

√

ǫ

µ
|Ēz(θ)|2dθ (2.76)Le alul du hamp lointain a été fait pour un pro�l de longueur élémentaire dl, donà partir de l'équation (1.3) on trouve :

L(θ)cos(θ)dldθ =
1

2

√

ǫ

µ
|Ēz(θ)|2dθ (2.77)soit :

L(θ) =
1

2dlcos(θ)

√

ǫ

µ
|Ēz(θ)|2 (2.78)L'élairement vaut don :

E =

∫ π
2

−π
2

L(θ)cos(θ)dθ

=
1

2dl

√

ǫ

µ

∫ π
2

−π
2

|Ēz(θ)|2dθ (2.79)



62 CHAPITRE 2. MÉTHODE DE RÉSOLUTION ÉLECTROMAGNÉTIQUELa BRDF s'érit don �nalement, en notant par un indie i l'onde inidente et par unindie r l'onde ré�éhie :
σ′′(θi, θr) =

|Ēr
z(θr)|2

cos(θr)
∫

π
2

−π
2

|Ēi
z(θ)|2dθ

(2.80)Le prinipal avantage de ette formulation est de ne pas faire apparaître la surfae.En e�et, le alul du hamp lointain que nous e�etuons l'intègre diretement. Ainsi unalul de la BRDF fera intervenir deux aluls du hamp lointain : une première fois pourl'onde inidente a�n de déterminer le oe�ient de normalisation et une seonde fois pourla di�usion par le milieu étudié. Néanmoins, ette formulation a été développée pour uneonde plane (la surfae dl d'élairement élémentaire uniforme n'a pas de sens sinon). Notonsque, en omparant l'équation (2.80) et l'équation (2.70), σ′′(θi, θr) = 1
cos(θr)

I(θi, θr).Dans le as de l'illumination par un faiseau gaussien, à ondition qu'il soit tubulaire,es relations restent valables [51, 40℄. Ainsi, nous pouvons faire le lien entre notre aluléletromagnétique et les grandeurs d'intérêt en optique.2.5.2 Intensité ohérente et inohérenteNous avons vu qu'il nous faut générer un grand nombre de milieux pour obtenir laBRDF, nous e�etuons ensuite une moyenne sur l'ensemble des réalisations pour obtenirdes grandeurs statistiquement représentatives. On note 〈E〉 la valeur moyenne du hampéletrique sur l'ensemble des réalisations et δE ses �utuations. On peut alors déomposerpour haque réalisation le hamp életrique au point r en :
E(r) = 〈E〉 (r) + δE(r) (2.81)L'intensité moyenne est alors dé�nie omme :

〈I(r)〉 =
〈

|E(r)|2
〉 (2.82)

=
〈

|〈E〉 (r) + δE(r)|2
〉 (2.83)Comme, par dé�nition 〈δE(r)〉 = 0, on trouve :

〈I(r)〉 = |〈E〉 (r)|2 +
〈

|δE(r)|2
〉 (2.84)On dé�nit alors l'intensité ohérente omme :

Icoh(r) = |〈E〉 (r)|2 (2.85)Comme nous faisons le alul sur un nombre limité de réalisations N , nous utilisons :
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Icoh(r) ≈

1

N2
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∣

∣

∑
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En(r)E∗
n(r)
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∣
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∣

∣

(2.86)Où En(r) est la valeur du hamp életrique pour la réalisation n au point r. On dé�nitalors l'intensité inohérente omme :
Iincoh =

〈

|δE(r)|2
〉 (2.87)

=
〈

|E(r)|2
〉

− |〈E〉 (r)|2 (2.88)
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∣
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∣

(2.89)La di�usion est ohérente lorsque la phase du hamp di�usé est orrélée entre haqueréalisation et inohérente lorsqu'elle n'est pas orrélée. Ainsi, la di�usion par un ensemblede partiules ou par une surfae rugueuse présentera en moyenne une part ohérente etune part inohérente.2.5.3 Exemples de BRDFLa Figure 2.24 présente deux aluls de BRDF en inidene pour deux milieux hété-rogènes omposés de partiules de rayon λ0/10 pour une fration volumique de 10% et de
20%. La remontée de la BRDF pour les angles rasants n'est pas physique et aratérise lesproblèmes numériques renontrés préédemment pour les angles rasants. Dans le premieras (fv = 10%), la di�usion par les partiules est assez faible et le diagramme de di�usionfait surtout apparaître la ré�exion par le plan. On observe alors une légère omposanteinohérente et un ohérent fort. Lorsque la fration volumique augmente (fv = 20%), ladi�usion par les partiules augmente signi�ativement. Cei se traduit par une augmen-tation de la omposante inohérente du hamp di�raté. Dans e as, on note l'apparitiond'un seond pi dans la diretion de rétro-di�usion (θr = 20o). C'est un phénomène onnuaratéristique de la di�usion multiple. En e�et, dans la diretion de rétro-di�usion lehemin diret et le hemin inverse s'additionnent en phase. Ce phénomène porte le nomde rétro-di�usion ohérente ou de rétro-di�usion exaltée.2.5.4 ConlusionNous avons présenté notre implémentation de l'algorithme FDTD pour l'étude de ladi�usion par des matériaux hétérogènes rugueux en géométrie bidimensionnelle. Notam-ment, nous avons étudié l'insertion du hamp inident et une méthode de alul du hamplointain fréquentiel rayonné à partir des résultats obtenus dans le domaine de alul.Nous avons alors étudié la di�usion en espae libre de ylindres a�n de déterminer
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Fig. 2.24 � Exemples de BRDF pour des milieux hétérogènes ave des partiules de rayon
λ0/10 pour une fration volumique de 10% (a) et de 20% (b) pour une inidene θinc = 20o.les paramètres de aluls pour la suite de nos travaux et s'assurer qu'ils sont orrete-ment représentés. Nous avons vu qu'un pas de disrétisation de λ/20 dans le milieu deplus fort indie était néessaire pour s'assurer d'une préision su�sante. Compte tenu dudomaine étudié (indies ompris entre 1 et 4), nous utiliserons le plus souvent un pas dedisrétisation de λ0/40 pour l'étude de matériaux hétérogène.A�n de pouvoir utiliser l'algorithme présenté pour l'étude de milieux semi-in�nis,nous avons présenté une implémentation originale du faiseau gaussien dans la FDTD.Cette approhe permet de réduire fortement les artefats d'origine numérique. De plus,es propriétés restent valable jusqu'à des fortes inidenes et permettent de garder desrésultats préis ave un niveau de bruit faible. Ainsi, les prinipales soures d'erreursrestent les onditions absorbantes et la tronature de la surfae d'intégration.Nous avons ensuite présenté une formulation de la BRDF adaptée à la FDTD bidimen-sionnelle et nous l'avons appliquée à un exemple de milieu hétérogène. Nous avons séparéle hamp ohérent du hamp inohérent dû aux di�usions par la surfae rugueuse ou parles partiules. Notre algorithme nous permet de modéliser les phénomènes omplexes dedi�usion omme le pi de rétro-di�usion exaltée.Nous disposons, dès lors, d'un outil performant d'étude des matériaux hétérogènesrugueux. Celui-i nous permet de aluler sans hypothèses la di�usion par l'ensemble deséléments onstituant le milieu. Cette méthode peut être utilisée :� diretement pour le alul de la di�usion d'un matériau hétérogène rugueux surtoutlorsque les méthodes approhées ne s'appliquent pas ;� pour tester le domaine de validité de méthodes approhées.Nous verrons trois appliations de ette démarhe dans les hapitres 4, 5 et 6.



Chapitre 3Génération de milieux aléatoires
3.1 Génération de la surfae aléatoire3.1.1 PrésentationLes milieux que nous modélisons omportent une surfae aléatoire et un ensemblede partiules. Les deux ne sont pas générés simultanément. En e�et, dans ette premièrepartie, la forme de la surfae rugueuse est indépendante de la position des partiules. Nousdisposerons alors des frontières du milieu h�te qui onstitueront les limites du domainede génération utilisé pour le positionnement des partiules. Ainsi, nous ommeneronslogiquement par la présentation de l'algorithme de génération des surfaes aléatoires àpartir de paramètres statistiques.Nous dérirons tout d'abord les paramètres desriptifs utilisés a�n de aratériserles surfaes générées. Nous verrons ensuite les bases de l'algorithme de génération et lepassage des fontions statistiques à un ensemble de surfaes rugueuses. Finalement, nousétudierons des exemples de surfaes générées et les e�ets de la disrétisation de la FDTDsur la fontion d'auto-orrélation.3.1.2 Desription des surfaesLes éhelles seront données en fontion de la longueur d'onde dans le vide λ0.Nous supposons que la surfae est dérite par une fontion s dépendant de la position
y (.f. Figure 3.1).La génération de la surfae utilise deux paramètres statistiques représentatifs : la dis-tribution des hauteurs et la fontion d'auto-orrélation. Nous utiliserons ensuite es deuxfontions pour aratériser les surfaes générées. La distribution des hauteurs nous per-met d'étudier le omportement de la surfae autour du plan moyen. Nous générerons dessurfaes de distribution des hauteurs P gaussienne, 'est-à-dire que les hauteurs suiventune loi de la forme : 65



66 CHAPITRE 3. GÉNÉRATION DE MILIEUX ALÉATOIRES
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Fig. 3.1 � Géométrie de la surfae aléatoire
P (y) =

1√
2πhrms

exp

(

(y − hmoy)
2

2h2
rms

) (3.1)La fontion d'auto-orrélation C pourra prendre n'importe quelle forme. Pour unesurfae stationnaire, elle se déduit de la variation des hauteurs de la surfae s par :
C(x) =

∫

∞

−∞

s(χ)s(x− χ)dχ (3.2)Les variations de C dépendent de la nature de la surfae rugueuse. Nous présentonsii la génération des deux types de surfaes les plus étudiées : les surfaes de fontiond'auto-orrélation gaussienne et les surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle.Nous verrons qu'elles ont un omportement di�érent notamment sur la forme des rugositésprésentes.3.1.3 GénérationDans ette partie, nous herhons à obtenir une surfae aléatoire respetant une fon-tion d'auto-orrélation C onnue et une distribution des hauteurs gaussienne. L'équation(3.2) peut se mettre sous la forme d'une onvolution (notée ⋆) de s ave elle-même, soit :
C(y) = s(y) ⋆ s(y) (3.3)En utilisant une transformation de Fourier, notée TF et en appelant S la transforméede Fourier de s et S∗ sa transformée de Fourier onjuguée, ette équation peut se mettresous la forme :

TF [C](R) = S(R)S∗(R) (3.4)
= PSD(R) (3.5)On retrouve l'expression du spetre de puissane (PSD) de la surfae. Celui-i nous



3.1. GÉNÉRATION DE LA SURFACE ALÉATOIRE 67permet d'étudier les fréquenes présentes dans les variations des hauteurs (il s'agit dela transformée de Fourier de la surfae). L'équation (3.4) montre que la fontion d'auto-orrélation et le spetre de puissane ontiennent la même information. Il est don possiblede l'utiliser de la même façon pour aratériser ou générer la surfae rugueuse.L'équation (3.4) montre que la fontion TF [C] est indépendante de la phase de S.Ainsi toute multipliation par une fontion de phase φ donnera une surfae s de fontiond'auto-orrélation C et de spetre de puissane PSD. La transformée de Fourier de lasurfae peut don s'érire :
S(R) =

√

TF [C](R)eiφ(R) (3.6)Nous voulons générer une surfae disrète à partir de l'équation (3.6). Le pas de dis-rétisation est noté ∆x et est égal au pas de disrétisation FDTD. La transformée deFourier de la surfae pour le jeme point est alors :
S(j) =

√

TF [C](j)eiφ(j) (3.7)
φ est un ensemble de nombres aléatoires, déorrélés entre eux, uniformément répartisentre [0, 2π]. Ce hoix de φ(j) permet d'avoir une distribution des hauteurs gaussiennede hauteur quadratique moyenne hrms. Finalement, en e�etuant une transformation deFourier inverse TF−1, on a dans l'espae réel :

s(j) = TF−1[
√

TF [C]eiφ](j) (3.8)3.1.4 Étude de surfaes aléatoires3.1.4.1 Caratéristiques statistiques des surfaesNous allons utiliser dans l'algorithme de génération deux fontions d'auto-orrélationdi�érentes : gaussienne et exponentielle. Ces fontions d'auto-orrélation se ressemblentmais aboutissent à des résultats très di�érents. La fontion d'auto-orrélation gaussienneest :
C(r) = h2

rmsexp

(

−r
2

l2c

) (3.9)où hrms est la hauteur quadratique moyenne et lc la longueur de orrélation. La fontiond'auto-orrélation exponentielle est :
C(r) = h2

rmsexp

(

−|r|
lc

) (3.10)La di�érene entre les deux fontions d'auto-orrélation vient don de la puissane



68 CHAPITRE 3. GÉNÉRATION DE MILIEUX ALÉATOIRESde r dans l'exponentielle (1 dans le as exponentiel et 2 dans le as gaussien). Elles sontreprésentées Figure 3.2.
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Fig. 3.2 � Fontions d'auto-orrélation théoriques gaussienne (a) et exponentielle (b) pour
hrms = λ0 et lc = λ0On remarque que la fontion d'auto-orrélation exponentielle présente une singularitéen 0 où elle n'est pas dérivable. On peut observer sur la Figure 3.3 représentant des sur-faes générées ave la même graine pour le générateur de nombres aléatoires, l'apparitionde hautes fréquenes spatiales pour la fontion d'auto-orrélation exponentielle. Ces va-riations extrêmement rapides sont partiulièrement di�iles à prendre en ompte aveune méthode disrétisant l'espae, omme nous allons le voir par la suite.
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Fig. 3.3 � Surfaes d'auto-orrélation gaussienne (a) et exponentielle (b)Si les fontions d'auto-orrélation sont semblables, il n'en est rien des spetres depuissane. En e�et, en utilisant l'équation (3.4), elui d'une surfae de fontion d'auto-orrélation gaussienne est :
PSD(R) = h2

rms

√
πlcexp

(

−R
2l2c
4

) (3.11)alors que pour une auto-orrélation exponentielle, on trouve :
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PSD(R) =

2h2
rmslc

1 + (lcR)2
(3.12)La déroissane du spetre de puissane dans les deux as est di�érente. En e�et, pourdes surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne, la déroissane est exponentielleet rapide. Le spetre d'une surfae de fontion d'auto-orrélation exponentielle déroît enloi de puissane R−2. Sa déroissane est don bien plus lente et les surfaes résultantesne sont pas dérivables. On ne peut pas normalement dé�nir de pente moyenne pour unesurfae d'auto-orrélation exponentielle ar ∫ R2PSD(R) diverge.La disrétisation altère les propriétés de la surfae, notamment en oupant ses hautesfréquenes spatiales. La Figure 3.4 montre l'e�et de la disrétisation sur la représentationdes pentes et de la fontion d'auto-orrélation. Deux pas de disrétisation (λ0/100 et

λ0/1000) sont utilisés pour générer la surfae. Dans les deux as, la fontion d'auto-orrélation est bien représentée puisque les deux ourbes (pointillés et trait plein) sontonfondues.La distribution des pentes présente un omportement di�érent (Figure 3.4(b et d)).Dans le as des surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussiennes, elle-i n'évolue pasave la disrétisation : la surfae est don orretement représentée dans les deux as. Deplus, les pentes restent ontenue dans l'intervalle [−1, 1]. On retrouve ii le omportementlisse de la fontion d'auto-orrélation gaussienne. La distribution des pentes pour lessurfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle ne reste pas stable ave l'évolutionde la disrétisation. Dans le as d'un pas de p1 = λ0/100, les pentes sont ontenues dansl'intervalle [−10, 10]. Lorsque le pas est divisé par 10 (p2 = λ0/1000), de nouvelles éhellesde rugosités apparaissent et les pentes sont ontenues dans l'intervalle [−30, 30]. Commeattendu, elles n'ont pas onvergé et elles ne onvergeront jamais. On remarque de plusque les pentes sont très importantes et roissent ave le pas de disrétisation. Pour étudiere type de surfae il faut don savoir quand les petites osillations rapides peuvent êtrenégligées pour le alul életromagnétique. Nous verrons par la suite que e problème nouslimitera fortement pour leur étude.3.1.4.2 E�et de la disrétisationL'algorithme FDTD utilisé introduit une disrétisation spatiale. Nous allons séparerl'e�et des disrétisations horizontale (sur l'axe y de la �gure 3.1) et vertiale (sur l'axe x)pour des surfaes d'auto-orrélation gaussienne. Les e�ets sont di�érents et doivent donêtre étudiés séparément.Nous ommenerons ette étude par la disrétisation horizontale. Celle-i introduit unnombre plus restreint de φ(j) ainsi qu'un pas plus grand pour la génération. La Figure3.5 présente la fontion d'auto-orrélation de la surfae pour deux pas di�érents : λ0/40et λ0/4. Comme attendu, la disrétisation horizontale réduite induit une disrétisation
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Fig. 3.4 � Comparaisons de la fontion d'auto-orrélation (a et ) et de la densité deprobabilité des pentes (b et d) pour deux pas de disrétisation di�érents (p1 = λ0/100 et
p2 = λ0/1000) pour des surfaes d'auto-orrélation exponentielle (a et b) et gaussienne (et d) ave hrms = 0.2λ0 et lc = λ0 (éhelles pour l'auto-orrélation en λ0).plus faible de la fontion d'auto-orrélation. Néanmoins, et e�et est peu visible pourune surfae gaussienne. En e�et, la fontion d'auto-orrélation gaussienne est lisse et neprésente pas de variation rapide. Elle est don peu sensible à une disrétisation plus réduiteet reste orretement représentée. La forme de la fontion d'auto-orrélation idéale utiliséepour la génération n'est pas modi�ée puisque e pas de disrétisation est diretementintroduit dans l'algorithme utilisé.La FDTD disrétise l'espae dans les deux dimensions. La seonde diretion de dis-rétisation, sur l'axe y, modi�e la position des points de la surfae par rapport à leurposition idéale générée par l'algorithme pour se plaer sur une maille de la FDTD. Ainsi,la fontion d'auto-orrélation sera d'autant plus altérée que le pas du maillage est faible etla position des points modi�ée. Cei est nettement visible sur la Figure 3.6(a). La fontiond'auto-orrélation présente des osillations autour de la fontion d'auto-orrélation idéaleprésentée en trait plein. Une disrétisation plus importante de la surfae (λ0/40) permetd'améliorer la onordane entre les deux ourbes.Ces deux exemples montrent l'importane du traitement e�etué sur la surfae par
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Fig. 3.5 � E�et de la disrétisation horizontale de la surfae pour une surfae de hrms =
0.2λ0 et lc = 1λ0. Le pas de disrétisation est de λ0/40 et de λ0/4 (éhelles en λ0).l'algorithme pour représenter les aratéristiques désirées. Ainsi un algorithme maillantuniquement la surfae ou restant onforme aux points disrétisés suivant sa diretionnaturelle fera moins d'erreur qu'un algorithme maillant tout l'espae ave des maillesarrées (omme la FDTD). Ces variations peuvent introduire des di�érenes sur le résultatdu alul életromagnétique entre es méthodes.3.1.5 ConlusionNous avons présenté un algorithme qui nous permet de générer des surfaes de fontiond'auto-orrélation gaussienne et exponentielle et de distribution de hauteurs gaussienneà partir de la fontion d'auto-orrélation. Nous avons étudié les di�érenes entres lesdeux types de surfaes et notamment, nous avons vu que les surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielles présentaient des rugosités de très petites éhelles. Son spetrede puissane déroît lentement et es surfaes ne sont pas dérivables. Ensuite, nous avonsétudié les paramètres statistiques des milieux générés après l'étape de disrétisation etnous avons remarqué l'introdution d'erreurs numériques supplémentaires. En e�et :� Nous ne pouvons pas traiter rigoureusement les surfaes de fontion d'auto-orrélationexponentielle, les osillations rapides de faibles amplitudes étant oupées par lemaillage ;� La disrétisation de la surfae altère ses propriétés statistiques pour des pas demaillage grands devant hrms et lc.Ainsi, les traitements e�etués par l'algorithme pour pouvoir aluler la di�usion par lasurfae rugueuse introduisent des erreurs de représentation d'autant plus grandes quele pas de disrétisation est important. Nous en verrons les onséquenes dans la partie
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(b) λ0/40Fig. 3.6 � E�et de la disrétisation vertiale de la surfae pour une surfae de hrms = 0.2λ0et lc = 1λ0. La pas de disrétisation est de λ0/40 à droite et de λ0/4 à gauhe. Le trait pleinreprésente la fontion d'auto-orrélation utilisée en entrée de l'algorithme de générationet les traits pointilles représentent la fontion d'auto-orrélation obtenue (éhelles en λ0).portant sur l'étude de la di�usion par une surfae rugueuse.3.2 Génération de milieux hétérogènes3.2.1 PrésentationNous herhons à générer un milieu aléatoire omportant plusieurs types et tailles departiules. Cette génération doit prendre en ompte les ontraintes physiques suivantes :� La distribution de la taille des partiules ;� La fration volumique (i.e. le rapport entre la partie oupée par les partiules et letout) ;� Le modèle d'interation entre les partiules : les partiules peuvent être libres dese positionner (modèle gaz), libre mais sans pouvoir s'interpénétrer (modèle dessphères dures), ou tout autre hoix (attrations, répulsions...) ;� Le type de matériaux de haque partiule.Ces paramètres sont les entrées d'un générateur de milieux aléatoires basé sur l'algorithmede Metropolis [89℄. Nous l'avons hoisi ar il permet de prendre en ompte des ontraintesphysiques pour le positionnement des partiules (fores d'interations) et il peut atteindrede fortes frations volumiques en un temps de alul raisonnable. Nous étudierons iiuniquement des ylindres ou des sphères mais et algorithme a déjà été appliqué pour despartiules plus omplexes omme des sphéroïdes [2, 102℄.Chaque partiule Pi est dérite par les oordonnées de son entre ~pi = (xi, yi), sonrayon ri et son indie optique ni (Figure 3.7). La zone de génération est limitée dans
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Fig. 3.7 � Géométrie utilisée pour le milieu hétérogènel'espae. Nous montrerons ii le as de limites retangulaires, mais nous l'appliqueronspar la suite également aux as d'interfaes rugueuses (surfaes aléatoires).Dans une première partie, nous allons dérire le déroulement de l'algorithme de Me-tropolis. Nous verrons omment il permet de prendre en ompte des ontraintes physiqueset nous l'appliquerons dans le as partiulier des sphères dures. Nous verrons, dans uneseonde partie, une fontion statistique d'étude des milieux hétérogènes très utilisée dansles théories de di�usions multiples : la fontion de orrélation de paires.3.2.2 L'algorithme de Metropolis [89℄3.2.2.1 InitialisationNous générons un ensemble de Np partiules par une méthode de Monte Carlo respe-tant la distribution désirée en taille et en type. Ces partiules sont ensuite positionnéesrégulièrement dans l'espae. Il s'agit d'avoir à l'étape initiale une on�guration possiblesans toutefois être optimale, 'est-à-dire que l'énergie potentielle du système dans l'étatinitial ne doit pas être in�nie mais n'est pas forément minimale. Dans le as partiulierdes sphères dures, il faut et il su�t de s'assurer que les partiules ne s'interpénètrentpas. Ainsi, dans l'initialisation de l'algorithme, nous ne herhons pas à obtenir un milieualéatoire mais un milieu possible. Ce seond aspet sera pris en ompte par le mouvementaléatoire. Ainsi, les deux problèmes de génération sont séparés. C'est e déoupage quipermet à et algorithme de générer des milieux fortement hargés en un temps raison-nable. En e�et, nous aurions pu générer un milieu respetant le modèle des sphères duresen déterminant diretement la position du entre des partiules grâe à des nombres aléa-toires uniformément répartis. Cette méthode est très e�ae lorsque la fration volumique



74 CHAPITRE 3. GÉNÉRATION DE MILIEUX ALÉATOIRESest faible mais son temps de génération roît très rapidement rendant di�ile la réationde milieux hargés à plus de 20% et elle ne permet pas de prendre en ompte un modèlephysique évolué.A�n de générer des milieux aléatoires, l'algorithme de Metropolis utilise la variationd'énergie potentielle du système. Par exemple, le potentiel d'interation entre deux par-tiules pour les sphères dures est :
Vij =

{

∞ si ||~pi − ~pj || < ri + rj

0 sinon
(3.13)Ainsi, l'énergie initiale E0 du système peut s'exprimer omme :

E0 =

Np
∑

i=1

Np
∑

j=1,j 6=i

Vij (3.14)
= 0Dans le as des sphères dures, ette somme est triviale. Pour un modèle physiqueplus omplexe, elle représente la valeur initiale que nous allons herher à minimiser.Elle dépend fortement du modèle d'interation hoisi. Par exemple, elle est soit nulle soitin�nie dans le as des sphères dures.3.2.2.2 Déplaement des partiulesChaque partiule positionnée préédemment est maintenant aléatoirement déplaée.Pour ela, pour une partiule Pi, on génère deux nombres aléatoires ν1 et ν2 dont ladistribution est uniforme sur l'intervalle [-1,1℄, La partiule est ensuite déplaée :

(xi, yi)⇐ (xi, yi) + ∆ · (ν1, ν2) (3.15)où ∆ est un réel donnant la distane maximale de déplaement puisque ‖ν1‖ ≤ 1 et
‖ν2‖ ≤ 1. Sa valeur est optimale lorsque le taux de refus des déplaements est de l'ordrede 50% [2℄.Après haque déplaement, on alule la nouvelle énergie potentielle du système :

Ei =

Np
∑

i=1

Np
∑

j=1,j 6=i

Vij (3.16)On alule ensuite la variation d'énergie du système :
δE = eEi−1−Ei (3.17)On e�etue les opérations suivantes en fontion de la valeur de δE :



3.2. GÉNÉRATION DE MILIEUX HÉTÉROGÈNES 75� Si δE ≥ 1 (e qui signi�e que Ei ≤ Ei−1), l'énergie potentielle du système a déru,le mouvement de la partiule est alors aepté ;� Si δE ≤ 1 (e qui signi�e que Ei ≥ Ei−1), la nouvelle énergie du système a augmenté,un nouveau nombre aléatoire νa est tiré. Si νa ≥ δE le mouvement est aepté sinonil est refusé.On passe ensuite à la partiule suivante.Le as des sphères dures est plus simple. En e�et, seulement deux as sont possibles :� Soit δE = 0 lorsque deux partiules s'interpénètrent, et le mouvement est refuséquel que soit le nombre aléatoire νa (il n'est don pas tiré) ;� Soit δE = 1 et il est aepté.Cette étape peut être onsidérablement aélérée en ne alulant la somme (3.16) quepour des partiules suseptibles d'interagir ensemble. Dans notre ode de alul, nousavons utilisé un espae disrétisé pour représenter les domaines d'interation de haquepartiule. Le domaine de alul total est alors déoupé en plusieurs sous domaines pluspetits et le alul n'est alors e�etué que sur des partiules reouvrant les mêmes mailles.Cette optimisation permet de traiter rapidement un grand nombre de partiules.3.2.2.3 Fin de l'algorithmeL'algorithme se termine quand Ei atteint un minimum. Dans les as des sphères dures,e ritère n'est pas pertinent puisque Ei est toujours nul quel que soit l'état du système.Nous e�etuerons don un ertain nombre de déplaements jusqu'à e que nous ayonssu�samment déplaé les partiules et que nous puissions onsidérer le milieu ommealéatoire. La onvergene de l'algorithme est prouvée mathématiquement [27℄.3.2.2.4 Exemples de milieux générésNous allons utiliser et algorithme ave deux modèles physiques di�érents : le modèledes sphères dures et un modèle ave une attration en r−2. Pour les deux as, nousutiliserons une distribution en taille suivant une loi de Weibull. Le potentiel d'interationpour le modèle des sphères dures a déjà été dé�ni, pour le modèle attratif les partiulesne peuvent s'interpénétrer et le potentiel Vij est de la forme :
Vij =

{

1/( ||~pi − ~pj ||)2 si ||~pi − ~pj|| > ri + rj

∞ sinon
(3.18)La Figure 3.8 présente les milieux générés. Pour le modèle attratif, les partiuless'agrègent pour diminuer l'énergie potentielle totale du système. On remarque que lespartiules ont tendane à former tout d'abord des petits amas puis de plus grosses stru-tures lorsque la fration volumique augmente. Le modèle des sphères dures onduit à unerépartition plus homogène des partiules dans l'espae.
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Fig. 3.8 � Milieux hétérogènes rugueux générés ave l'algorithme de Metropolis pour deuxfrations volumiques di�érentes (10% et 40%) et pour deux modèles physiques di�érents(attration en 1/r2 à gauhe et sphères dures à droite)
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Fig. 3.9 � Distribution utilisée pour la génération (Weibull) : la ourbe en trait pleinreprésente l'entrée du générateur et les losanges les quantités réellement obtenues pourun milieu omportant 2000 partiulesLes milieux générés suivant les deux méthodes auront sans doute une réponse di�érenteà une impulsion életromagnétique. En e�et, on voit notamment l'apparition de trous dansla matrie de taille omparable à la longueur d'onde dans le as des agrégats pour de fortesfrations volumiques. La Figure 3.9 représente la distribution de Weibull utilisée en entréeet la distribution réellement obtenue après le proessus de Monte Carlo. La di�érene entreles deux s'estompe ave le nombre de milieux générés.Nous avons don un algorithme de génération qui répond e�aement aux ontraintesphysique et statistique que nous nous étions �xées.3.2.3 Fontion de orrélation de paires3.2.3.1 Calul de la fontion de orrélation de pairesLa fontion de orrélation de paires (PCF) est une donnée importante pour de nom-breuses méthodes de alul de la di�usion multiple. En e�et, elle donne la densité deprobabilité de trouver une partiule à une distane r du entre d'une autre partiule.Nous allons herher à estimer ette fontion par une approhe de Monte Carlo. Nousdisposons pour ela de Nm milieux m générés par l'approhe préédente omportant ha-un Np(m) partiules.On appelle Γ l'ensemble des entres des partiules d'un milieu aléatoire. L'ensembledes positions possibles pour les entres est noté Γref . La ovariane C(~r) est la probabilitéque deux points de Γref séparés par le veteur ~r soient des éléments de Γ. On a don
Γ ⊂ Γref . La ovariane C s'érit [84℄ :

C(~r) = P [{x ∈ Γ} ∩ {(x+ ~r) ∈ Γ} (3.19)



78 CHAPITRE 3. GÉNÉRATION DE MILIEUX ALÉATOIRESNous la supposerons isotrope. C(~r) est alors uniquement dépendante de la distane ret sera notée C(r). Nous notons N11 le nombre de partiules dont les entres sont situésà une distane r. Les deux indies 1 signi�ent que l'on travaille ave deux partiulesidentiques (de type 1). En e�et, d'autres fontions (omme la fontion de orrélationde paire roisée) utilisent deux types di�érents de partiules et on utilise alors N12 ou
N21 suivant la référene hoisie. Nous notons Nref la surfae inluse dans Γref située àune distane r du entre d'une partiule. Nref est un erle de rayon r en géométriebidimensionnelle et une sphère en géométrie tridimensionnelle. La ovariane C(r) peutêtre estimée sans biais en alulant le rapport entre le nombre de entres N11 sur Nref .Nous avons don, en appelant Ĉ(r) ette estimation :

Ĉ(r) =
N11(r)

Nref(r)
(3.20)

N11 est évalué en omptant les entres dans les milieux générés moyennés sur unepetite distane ∆r, soit :
N11(r) =

1

∆r

Nm
∑

m=1

Np(m)
∑

i=1

Np(m)
∑

j=1,j 6=i

δ(r −∆r/2 ≤ ||~ri − ~rj|| ≤ r + ∆r/2) (3.21)où ~ri et ~rj sont les positions des partiules, et δ(C) une fontion qui vaut 1 si laondition C est véri�ée et 0 sinon.
Nref est onnu analytiquement et dépend de la géométrie de l'étude. En géométriebidimensionnelle, l'espae Γref est un retangle et en géométrie tridimensionnelle un pa-rallélépipède retangle de taille �nie. Ainsi, le domaine de alul de la PCF est limité, et

Nref doit être orrigé en utilisant le ovariogramme géométrique γ(r). Celui-i permet dealuler une surfae équivalente a�n de prendre en ompte la forme du domaine de alul.Finalement, en géométrie bidimensionnelle, Nref s'érit [104℄ :
Nref = Nm2πrγ(r) (3.22)Le alul de γ(r) se fait en alulant la surfae moyenne d'intersetion entre le retangleet sa translation d'un veteur ~r pour tous les veteurs ~r tel que ‖~r‖ = r [104℄. La géométriede alul est présentée Figure 3.10. Le retangle a pour dimensions a× b.Nous herhons à aluler γ(r) pour r < min(a, b). On a alors :

γ(r) =
1

2π

∫ 2π

0

(a− r |cosθ|)(b− r |sinθ|)dθ (3.23)
= ab− 2

π
(a + b)r +

1

π
r2 (3.24)Dans le as du parallélépipède retangle, nous avons don :
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Fig. 3.10 � Géométrie pour le alul du ovariogramme géométrique
Nref = Nm

4

3
πr2γ(r) (3.25)ave, si les dimensions du parallélépipède retangle sont a× b× c :

γ(r) =
1

4π

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

(a− r |cosθ|)(b− r |sinθsinφ|)(c− r |sinθcosφ|)sinθdθdφ

= abc− 1

2
(ab+ bc+ ca)r +

2

3π
(a+ b+ c)r2 − 1

4π
r3 (3.26)A partir d'un estimateur de C(r), la fontion de orrélation de paires peut être estiméepar :

ĝ(r) =
Ĉ(r)

p̂2
(3.27)où p̂ est l'estimateur naturel du nombre de entre de partiule par unité de volume del'espae de référene. On a don :

p̂ =

∑Nm

m Np(m)

NmV
(3.28)où V représente l'aire ou le volume de l'espae de référene. On a V = ab dans le as duretangle et V = abc dans elui du pavé. Nous avons dès lors toutes les équations requisespour déterminer la fontion de orrélation de paire. Il faut néanmoins faire attention lorsde son alul ; l'espae de référene n'est pas forément l'espae de génération. En e�et, leentre des partiules ne peut pas forément atteindre toutes les positions possibles dansl'espae de génération. Dans notre as, nous devons enlever le rayon des partiules.



80 CHAPITRE 3. GÉNÉRATION DE MILIEUX ALÉATOIRESLa fontion de orrélation de paires g peut don être estimée par la fontion suivanteen géométrie bidimensionnelle :
ĝ(r) =

1

2π∆rγ(r)p̂2

1

∆r

Nm
∑

m=1

Np(m)
∑

i=1

Np(m)
∑

j=1,j 6=i

δ(r −∆r/2 ≤ ||~ri − ~rj|| ≤ r + ∆r/2)

||~ri − ~rj||
(3.29)La fontion de orrélation de paires, bien que ne travaillant que sur les entres despartiules, n'est théoriquement dé�nie que pour un ensemble monodisperse de partiules.En e�et, elle onsidère la orrélation entre deux partiules de même type. Lorsque lesdeux types sont di�érents, on parle de fontion de orrélation de paires roisées (PCCF).Par homothétie, la fontion de orrélation de paire ne dépend pas de la taille despartiules si elle est exprimée en fontion de r/2ri où ri est le rayon des partiules.3.2.3.2 Exemples de fontions de orrélation de pairesA partir du générateur préédent, nous avons engendré un ensemble de milieux bidi-mensionnels monodisperses. Les partiules ont un rayon ri. Nous avons alulé la PCFpour des frations volumiques variant de 0 à 50% par l'algorithme de Metropolis présenterpour le modèle des sphères dures.
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Fig. 3.11 � Fontions de orrélation de paire bidimensionnelles numériques. (a) pour unefration volumique fv = 50%, (b) pour une fration volumique de 0 à 50 %. Les partiulesont un rayon ri.La �gure 3.11 présente l'évolution de la PCF en fontion de la fration volumique
fv. On observe que ette fontion présente des osillations de plus en plus importantesà mesure que fv augmente. En e�et, les partiules interagissent d'autant plus qu'ellesoupent une part importante du volume disponible. De plus, en fontion des valeurs de
g, nous pouvons déterminer ertaines aratéristiques du positionnement pour le modèledes sphères dures :
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(a) (b)Fig. 3.12 � Fontions de orrélation de paire tridimensionnelles (a) pour une frationvolumique fv = 20% alulé numériquement et par le modèle de Perus-Yevik, (b) pourune fration volumique de 0 à 50 % ave le modèle de Perus-Yevik. Les partiules ontun rayon ri.� Lorsque g(r) = 0, il n'y a auune partiule située à distane r. Pour le modèle dessphères dures on retrouve bien le fait que les partiules ne peuvent s'interpénétrer(g(r) = 0 pour 0 < r < 2ri).� Lorsque g(r) > 1, ela signi�e qu'il y a un surplus de partiules à distane r. Pourle modèle des sphères dures les partiules ont don tendane à se oller.� Lorsque g(r) = 1, la position des partiules n'est pas orrélée.Ainsi, la PCF tend vers 1 pour un milieu aléatoire à mesure que la distane r augmente.Le omportement entre l'origine et ette limite dépend des aratéristiques du milieu.Dans le as des sphères dures, on observe une zone d'interation entre les partiules deplus en plus grande à mesure que la fration volumique augmente et que les partiulessont plus serrées.Dans le as tridimensionnel, on dispose d'une forme analytique de la fontion de orré-lation de paire : la fontion de Perus-Yevik [100, 101℄. Nous avons développé l'algorithmeprésenté dans la setion 3.2.2 en 3D pour ette étude. Le prinipe de fontionnement estidentique, les partiules ont en plus la possibilité de se mouvoir dans les trois dimensions.La Figure 3.12(a) présente tout d'abord une omparaison entre la fontion de orréla-tion de paire alulée numériquement et le modèle de Perus-Yevik. Les deux approhesdonnent des résultats identiques. Nous représentons don orretement le modèle dessphères dures ave l'algorithme de Metropolis tel que nous l'avons implémenté. De plus,ette méthode de alul numérique de la fontion de orrélation de paire permet de laaluler quels que soient les potentiels d'interation entre les partiules. La seonde partiede la Figure 3.12, montre l'évolution de la fontion de orrélation de paire alulée parla relation de Perus-Yevik en fontion de la fration volumique. On observe le même



82 CHAPITRE 3. GÉNÉRATION DE MILIEUX ALÉATOIRESomportement dans le as bidimensionnel : les fortes frations volumiques favorisent l'ap-parition d'interations entre les partiules. Néanmoins, elles sont beauoup plus fortes etsur des distanes plus longues à frations volumiques égales que dans le as préédent.3.3 Génération d'une surfae élastique3.3.1 PrésentationNous avons présenté, dans les deux premières parties de e hapitre, une surfae indé-pendante de la position des partiules. Son algorithme de génération utilise uniquementla fontion d'auto-orrélation et la distribution des hauteurs.Nous allons étudier ii une surfae dont la géométrie dépend de la position des par-tiules. L'algorithme de Metropolis est alors utilisé avant la génération de la surfae : leproessus est inversé. Cette partie de e hapitre présente une solution de génération desurfae orrélée à la position des partiules basée sur une méthode d'optimisation.3.3.2 Algorithme de générationNous ommençons par générer un milieu omportant des partiules sous un plan parl'algorithme de Metropolis présenté préédemment. Nous herhons ensuite à déterminerla surfae s'appuyant sur elles-i. La surfae est dérite par les points xi. Nous modélisonsles fores sur un petit moreau de surfae de projetion ∆y sur l'axe y par :� La gravité, de potentiel Eg = xi ;� La tension de surfae, de potentiel Ee.
Ee se alule à partir de l'élongation. La géométrie utilisée pour le alul est présentéeFigure 3.13. ds est la longueur d'un élément de surfae ompris entre xi et xi+1 et dx saprojetion.Le théorème de Pythagore nous donne la relation suivante :

ds2 = dx2 + (xi+1 − xi)
2 (3.30)Un élément de surfae ds entre xi et xi+1 a don pour longueur :

ds = dx

√

1 +

(

xi+1 − xi

dx

)2 (3.31)On peut alors exprimer l'allongement de la surfae, 'est-à-dire la di�érene entre salongueur initiale (dx) et sa longueur atuelle (ds) par l'approximation suivante :
ds− dx =

1

2

(

xi+1 − xi

dx

)2 (3.32)
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Fig. 3.13 � Géométrie de alul du potentiel de la tension de surfaeLa fore élastique est proportionnelle à l'allongement de la surfae. L'énergie potentielleassoiée est alors :
E ′

e =
1

2ldx2
(xi+1 − xi)

2 (3.33)où l est une onstante représentant l'élastiité de la surfae.Si l'on onsidère les deux segments de surfae autour de xi et en prenant dx = ∆x(pas de maillage de l'algorithme FDTD), on a l'énergie potentielle totale élastique :
Ee =

1

2l∆x2

(

(xi − xi−1)
2 + (xi+1 − xi)

2) (3.34)
=

1

2l∆x2

(

2x2
i − 2xixi−1 + x2

i−1 − 2xixi+1 + x2
i+1

) (3.35)L'énergie potentielle totale du point d'absisse xi est don :
Et(xi) = xi +

1

2l∆x2

(

2x2
i − 2xixi−1 + x2

i−1 − 2xixi+1 + x2
i+1

) (3.36)On pose :
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(3.38)
et :

C = ∆x2l (3.39)On peut alors mettre l'équation (3.36) sous la forme :
CEt(x) = Cx+

1

2
xTHx (3.40)De plus, la surfae doit reposer sur les partiules. Si l'on note xp les absisses maximalesdes partiules, ette ondition s'érit x > xp. Nous herhons don à déterminer l'ensemble

x des points de la surfae minimisant l'énergie potentielle Et tout étant supérieurs à xp.Le problème que nous avons à résoudre est don :
{

minx

(

Cx+ 1
2
xTHx

)

x > xp

(3.41)On reonnaît ii un problème de programmation quadratique sous ontraintes. Nousle résolvons en utilisant la méthode de Gill et al. implémentée dans la librairie sienti�queNAG [1℄.3.3.3 Exemple de surfaes généréesCet algorithme de génération lie fortement la rugosité de la surfae à la présene despartiules en ajoutant un paramètre supplémentaire que nous avons nommé élastiité.Lorsque la position et la taille des partiules sont �xées, omme par exemple sur la Figure3.14, la valeur de e paramètre permet de ontr�ler la surfae. Pour la valeur la plusfaible, on retrouve un quasi-plan reposant sur quelques partiules. A mesure que l'élastiitéaugmente, la surfae interagit ave un nombre roissant de partiules et sa forme devientde plus en plus omplexe. Nous allons, dans les prohains paragraphes étudier la fontiond'auto-orrélation et la distribution des hauteurs pour tenter de omprendre l'évolutionde la surfae en fontion des paramètres de génération.
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Fig. 3.14 � Génération d'un surfae onforme3.3.4 Caratéristique des surfaes3.3.4.1 Changement d'éhelleNous allons étudier les paramètres statistiques des surfaes générées ave un rayon despartiules ri �xe. A�n de pouvoir appliquer les résultats alulés dans e as pour despartiules de rayon r′i, nous allons e�etuer un hangement d'éhelle sur l'équation (3.36)d'un fateur γ dé�nit par :
γ =

r′i
ri

(3.42)L'équation (3.36) s'érit alors :
Et(xi) =

xi

γ
+

γ2

2l∆x2

(

2
x2

i

γ2
− 2

xixi−1

γ2
+
x2

i−1

γ2
− 2

xixi+1

γ2
+
x2

i+1

γ2

) (3.43)
=

xi

γ
+

1

2l∆x2

(

2x2
i − 2xixi−1 + x2

i−1 − 2xixi+1 + x2
i+1

) (3.44)Ainsi, si on pose l′ = γl, on trouve :
γEt(xi) = xi +

1

2l′∆x2

(

2x2
i − 2xixi−1 + x2

i−1 − 2xixi+1 + x2
i+1

) (3.45)On retrouve la même équation à minimiser que l'équation (3.36), et don la mêmesurfae générée ave une homothétie d'un fateur γ. Ce résultat permet de ne faire l'étudedes propriétés statistiques que pour une taille de partiules et de pouvoir transposer esrésultats pour toutes les tailles possibles.



86 CHAPITRE 3. GÉNÉRATION DE MILIEUX ALÉATOIRES3.3.4.2 Distribution des hauteursLa première aratéristique que nous allons étudier est la distribution des hauteursdes surfaes générées. Pour ela, nous �xons la taille des partiules à λ0/20, la frationvolumique à 10% et nous faisons varier l'élastiité l. Nous pouvons voir, sur la Figure3.15, que la distribution des hauteurs semble suivre une loi de Weibull ave une augmen-tation très forte au départ suivi d'une déroissane beauoup plus lente. Nous allons donherher à la modéliser ave la fontion suivante :
P (h) = αβ−αhα−1 exp

(

−h
β

)α (3.46)où α est le paramètre de forme et β le paramètre d'éhelle de la distribution de Weibull.On peut véri�er, sur la Figure 3.15 que l'on représente parfaitement la répartition deshauteurs quelque soit le paramètre d'élastiité utilisé. Ce résultat est très important :pour e type de surfae on ne peut don pas faire l'hypothèse fréquemment utilisée d'unedistribution des hauteurs gaussiennes.Les paramètres α et β ne sont pas très expliites pour permettre l'étude de la surfae.Nous allons utiliser la valeur moyenne et la variane plus simple pour la ompréhensionde l'évolution de la rugosité. Ils s'érivent :
µ = βΓ(1 + α−1) (3.47)

σ2 = β2[Γ(1 + 2α−1)− Γ2(1 + α−1)] (3.48)La Figure 3.16 représente l'évolution de la hauteur moyenne µ et de la variane σen fontion de l'élastiité pour trois frations volumiques de partiules. On observe, toutd'abord, que la fration volumique à une in�uene très importante sur la rugosité de lasurfae générée. Ainsi, son augmentation réduira drastiquement les hauteurs des rugosi-tés de la surfaes. En e�et, on augmente alors le nombre de partiules sur lesquelles lasurfae repose. L'élastiité permet de ontr�ler la hauteur des rugosités. Tout d'abord, laroissane de µ et de σ en fontion de l'élastiité est très rapide (pour l < 50) et roitensuite beauoup plus lentement. En e�et, ette augmentation permet à la surfae dereposer sur des partiules plus nombreuses et de la stabiliser. La transition est d'autantplus rapide que la fration volumique est élevée. Ainsi, pour une fration volumique de30%, les paramètres µ et σ deviennent presque onstants lorsque l'élastiité est supérieureà 50.3.3.4.3 Fontion d'auto-orrélationNous allons, de même que pour la distribution des hauteurs, ommener par étudier lafontion d'auto-orrélation pour un rayon des partiules à λ0/20, une fration volumique
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Fig. 3.15 � Distribution des hauteurs alulée numériquement pour di�érentes valeurs del'élastiité (l = 5, l = 50, l = 125 et l = 245) pour des partiules de taille λ0/20 et unefration volumique de 10%.
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Fig. 3.16 � Valeur moyenne µ et variane σ pour des surfaes générées ave des parti-ules de rayon λ0/20 et di�érentes frations volumiques (5%, 10% et 20%) en fontion del'élastiité.à 10% et nous faisons varier l'élastiité l. Nous pouvons voir, sur la Figure 3.17, que lafontion d'auto-orrélation est gaussienne pour toutes les élastiités testées. Nous allonsdon la modéliser par :

C(x) = h2
rmsexp

(

−x
2

l2c

) (3.49)La Figure 3.18 présente l'évolution de la hauteur quadratique moyenne hrms et de lalongueur de orrélation lc pour plusieurs frations volumique en fontion de l'élastiité.On observe que la hauteur quadratique moyenne hrms a le même omportement que lahauteur moyenne µ déterminée préédemment bien qu'elle reste onstamment plus faible.Ainsi, on observe qu'elle diminue ave la fration volumique et qu'elle augmente avel'élastiité. La longueur de orrélation présente un omportement inverse. En e�et, elleommene par diminuer fortement ave l'élastiité. Car plus l'élastiité est faible, plus lespartiules sur lesquelles reposent la surfae sont éloignées e qui augmente la longueurde orrélation. De même on observe une diminution des longueurs de orrélation ave lafration volumique. Les deux e�ets jouent don en sens ontraire, et un aroissementde hrms est toujours ombiné ave une diminution de la longueur de orrélation lc. Lessurfaes résultantes sont don de plus en plus di�iles à traiter à mesure que l'élastiitéaugmente.On remarque que, omme attendu, hrms et σ sont identiques pour une élastiité �xée.
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Fig. 3.17 � Fontion d'auto-orrélation pour di�érentes valeurs de l'élastiité (l = 5,
l = 50, l = 125 et l = 245) pour des partiules de taille λ0/20 et une fration volumiquede 10%.
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Fig. 3.18 � Hauteur quadratique moyenne hrms et longueur de orrélation lc pour dessurfaes générées ave des partiules de rayon λ0/20 et di�érentes frations volumiques(5%, 10% et 20%) en fontion de l'élastiité.3.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons ommené par dérire l'algorithme de génération desurfae de distribution de hauteur gaussienne à partir de leur fontion d'auto-orrélation.Nous avons présenté les surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne et exponentielle.Nous avons ensuite étudié l'e�et de la disrétisation utilisée dans l'algorithme FDTD. Nousavons montré que nous ne pouvions représenter exatement les variations d'une surfae defontion d'auto-orrélation exponentielle ar la disrétisation oupe les hautes fréquenesspatiales.Puis, nous avons ensuite dérit l'algorithme de Metropolis pour la génération des po-sitions des partiules. Nous avons présenté le modèle des sphères dures et un modèle phy-sique plus omplexe (attration en 1/r2). Nous avons présenté un outil de représentationstatistique pour l'étude du positionnement des partiules : la fontion de orrélation depaires. Nous avons validé ette approhe en omparant le résultat du alul numérique deette fontion ave le modèle analytique de Perus-Yevik en géométrie tridimensionnelle.Finalement, nous avons présenté l'algorithme utilisé pour générer des surfaes origi-nales orrélées à la position des partiules. Elles seront utilisées dans l'étude du ouplagesurfae volume e�etuée hapitre 6.
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Chapitre 4Di�usion par une surfae rugueuse
4.1 IntrodutionL'étude de milieu homogène rugueux est souvent e�etuée en onsidérant deux modèlesde surfaes ayant des distributions de hauteur gaussiennes :� les surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne ;� les surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle.Elles permettent de ouvrir un large domaine d'appliations de l'optique à la télédétetionradar. D'autres modèles de surfaes sont parfois utilisés, omme les surfaes fratales (dontles surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle sont un as partiulier) ou bienles modèles à deux éhelles.L'étude de la di�usion surfaique est partiulièrement importante pour notre approhede modélisation de la di�usion par des matériaux hétérogènes rugueux. En e�et, notreméthode permet de traiter sans distintion la surfae et le volume et haun de es deuxaspets doit être validé séparément. Pour ela, nous allons omparer les résultats obte-nus ave l'algorithme FDTD aux résultats d'une autre méthode numérique : la Méthodedes Moments (MoM). Nous nous limiterons aux surfaes de fontions d'auto-orrélationgaussienne et exponentielle. Le as exponentiel n'a jamais été traité à notre onnaissane.Dans la première partie de e hapitre, nous ommenerons par onfronter les résultatsobtenus pour le alul de la di�usion par une surfae déterministe par les deux méthodes.Puis, nous ontinuerons sur la moyenne de l'intensité di�usée par un ensemble de réalisa-tions. Cette partie nous permettra de nous assurer de la validité de l'ensemble de notrehaîne de modélisation et omparer les résultats obtenus par les deux approhes dans desas di�iles.Dans la seonde partie de e hapitre, nous étudierons le omportement de la di�usionsurfaique. Notamment, nous examinerons l'in�uene des di�érents paramètres statis-tiques représentatifs des rugosités de la surfae omme la hauteur quadratique moyenne
hrms, la longueur de orrélation lc ou nature de la fontion d'auto-orrélation.93



94 CHAPITRE 4. DIFFUSION PAR UNE SURFACE RUGUEUSE4.2 Géométrie du problèmeNous herhons à aluler le diagramme de di�usion en hamp lointain par un milieuhomogène semi-in�ni. La Figure 4.1 présente la géométrie de alul utilisée. Nous onsi-dérons une interfae rugueuse (2) séparant le milieu h�te homogène (1) d'indie nh del'environnement extérieur (espae libre). Le milieu est élairé par un faiseau gaussienpolarisé d'angle d'inidene θi par rapport à la normale.
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(1)Fig. 4.1 � Géométrie du problème pour la di�usion par une surfae rugueuse. (1) repré-sente le milieu h�te homogène, (2) la surfae rugueuse, ki représente le veteur d'ondeinident et kr le veteur d'onde ré�éhi. L'angle d'inidene est θi et l'angle d'observationest θr.La surfae rugueuse pourra être dérite par une fontion d'auto-orrélation gaussienneou exponentielle. Cette étude utilise un algorithme de Monte Carlo dont nous allons rap-peler les prinipales étapes :Étape 1 : Générer une surfae rugueuse ave une fontion d'auto-orrélation gaussienneou exponentielle ;Étape 2 : Caluler le hamp lointain rayonné par et éhantillon ave l'algorithme FDTD ;Étape 3 : Répéter l'étape 1 et 2 a�n d'obtenir su�samment d'éhantillons pour avoir lapréision requise ;Étape 4 : Faire une moyenne des résultats et séparer le hamp ohérent du hamp ino-hérent.Dans la suite de e manusrit, nous utiliserons ks et kL a�n d'exprimer les araté-ristiques statistiques de la surfae en fontion de la longueur d'onde λ. Ces grandeurs sedéduisent de hrms et lc par :
ks =

2π

λ
hrms (4.1)

kL =
2π

λ
lc (4.2)



4.3. INTRODUCTION À LA DIFFUSION PAR UNE SURFACE RUGUEUSE 954.3 Introdution à la di�usion par une surfae rugueuse4.3.1 GénéralitésLa di�usion par une surfae rugueuse de fontion d'auto-orrélation gaussienne ouexponentielle dépend des paramètres ks et kL. La Figure 4.2 présente le omportementdu hamp lointain rayonné en fontion de la rugosité pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle élairées par un faiseau gaussien sous une inidene de θi = 30o(les onventions angulaires sont données sur la Figure 4.1). Ainsi, la diretion de ré�exionspéulaire du faiseau est θr = 30o et la diretion de rétro-propagation θr = −30o. LaFigure 4.2(a) présente les résultat de la ré�exion par un plan : le hamp inident est alorsentièrement ré�éhi dans la diretion θr = 30o. Pour une rugosité relativement importante(Figure 4.2(b)), on observe une omposante di�use entrée sur la diretion θr = 30o. Leohérent (partie non di�usée) est toujours visible mais est devenu plus faible. Finalement,pour les surfaes les plus rugueuses (Figure 4.2()), la omposante ohérente du hampdi�usé a disparu. La di�usion n'est plus lairement orientée et ouvre tout le domaineangulaire supérieur. Sur es trois exemples, on peut remarquer que la di�usion par unesurfae rugueuse et sa ouverture angulaire roissent à mesure que ks roît.En plus des résultats en hamp lointain, la FDTD nous permet d'aéder aux valeursdu hamp dans le domaine de alul. L'augmentation du hamp inohérent ave le pa-ramètre ks est visible sur la Figure 4.3. Le trait blan représente le plan moyen et letrait blan pointillé hrms. On peut ainsi observer une augmentation du hamp dans lazone omprise entre −hrms et hrms traduisant un renforement du aux di�usions. Il estd'autant plus fort et étendu que la rugosité est importante.4.3.2 Algorithme de Monte CarloNous avons vu que notre méthode est basée sur un algorithme de Monte Carlo. Dansles premières étapes de et algorithme, nous alulons le diagramme de di�usion pour denombreux éhantillons de la surfae rugueuse. La Figure 4.4 représente haque résultatdu hamp lointain rayonné en fontion de l'angle de di�ration et un angle d'inidenede 30o par haune des 100 réalisations utilisée pour générer la Figure (b). La surfae estde fontion d'auto-orrélation exponentielle ave des paramètres de génération ks = 1 et
kL = 2π. Chaque réalisation de la surfae rugueuse donne une �gure de tavelure di�érentedue aux interférenes onstrutives et destrutives du hamp rayonné. Ainsi, on observe defortes variations de l'intensité en fontion de l'angle d'observation sauf dans la diretion deré�exion (θ = −30o) où la présene du pi spéulaire permet de garder une valeur stable.La dernière étape de l'algorithme moyenne l'ensemble de es résultats pour obtenir undiagramme de di�usion représentatif du omportement du matériau (omme sur la Figure4.2).
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() ks = 1.5 et kL = 2πFig. 4.2 � Di�usion par une surfae rugueuse pour trois éhelles de rugosités (ks =
0, 1, 1.5 et kL = 2π) pour une fontion d'auto-orrélation exponentielle et une inidenede 30o. La ourbe de gauhe représente la di�usion ave une éhelle logarithmique et la�gure de droite la di�usion en éhelle linéaire en oordonnées polaires.
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Fig. 4.3 � Champ prohe pour une surfae rugueuse de fontion d'auto-orrélation expo-nentielle pour deux éhelles de rugosités (ks = 1 et ks = 1.5) en polarisation TM. Leséhelles sont en mailles.
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Fig. 4.4 � Amplitude di�usée pour haune des réalisations pour le as ks = 1 pour unesurfae rugueuse de fontion d'auto-orrélation exponentielle



4.3. INTRODUCTION À LA DIFFUSION PAR UNE SURFACE RUGUEUSE 99Ainsi, pour haque angle de di�usion θr, nous avons l'ensemble des valeurs de l'intensitérayonnée par haque surfae utilisée. Ogilvy et al [97℄ montrent que, lorsque le hampdi�usé est purement inohérent, le module de l'amplitude di�usée suit une distribution deRayleigh pour toutes les diretions de di�usion. La probabilité que l'amplitude I(θ) soitsituée entre une valeur quelonque réelle S et S + dS est donnée par :
p(S)dS =

S

δ2
S

exp(−S2/2δ2
S)dS (4.3)Cette relation dépend uniquement du paramètre δS donnant la valeur S pour laquellela distribution est maximale. La moyenne de la distribution est alors donnée par :

〈I(θ)〉 =

√

π

2
δs (4.4)Ces relations restent valables pour des surfaes faiblement rugueuses dans toutes lesdiretions de di�usion inohérente et sont fausses pour le hamp ohérent. En e�et, laphase doit pouvoir prendre des valeurs aléatoires entre 0 et 2π. La Figure 4.5 présentela distribution des amplitudes di�usées pour un des angles de di�usion (60o) et la loi deRayleigh orrespondante.
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Fig. 4.5 � Amplitude di�usée dans la diretion θ = 60o pour une surfae de paramètres
ks = 1 et kL = 2π en fontion de l'éhantillon (à gauhe) et densité de probabilité desamplitudes di�usées pour et angle (à droite)Cette loi nous donne la distribution des points autour de la valeur �nale. Nous allonsmaintenant herher à aratériser la onvergene de la moyenne vers sa limite. Nousdé�nissons IN(θ) omme la valeur de l'intensité moyennée pour la N eme réalisation. C'est-à-dire, en appelant I(n, θ) l'intensité di�ratée par l'éhantillon numéro n dans la diretion
θ :

IN (θ) =
1

N

N
∑

n=1

I(n, θ) (4.5)
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Fig. 4.6 � Valeurs de ǫ (erreur absolue) en fontion du nombre d'éhantillons onsidérésà gauhe et évolution de la valeur de la moyenne en fontion du nombre d'éhantillons àdroite pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle de paramètre ks = 1.5et kL = 2π et un angle d'observation de 50o.La limite de la suite IN est appelée I. Nous ne pouvons pas diretement alulerl'évolution de |IN − I| ar I ne sera jamais onnue mais seulement approhée. Il s'agitd'une limite non atteinte par l'algorithme de Monte Carlo. Nous devons don dé�nir unautre ritère pour mesurer la vitesse de onvergene de la suite. Nous savons que si unesuite In onverge dans IR alors (suite de Cauhy) :
∀ǫ ∈ IR, ∃N ∈ IN, ∀p, q > N, |Ip − Iq| < ǫ (4.6)Notre ritère est basé sur ette dé�nition. En e�et, elle permet de s'a�ranhir de lalimite I de la suite que nous herhons à aratériser. Nous allons supposer que la suite

In onverge, alors pour une valeur N �xée représentant le nombre d'éhantillons utiliséspour la moyenne, nous dé�nissons la préision de notre alul ǫ par :
ǫ = max

p,q>N
|Ip − Iq| (4.7)La Figure 4.6 présente les variations de ǫ dé�nies dans l'équation (4.7) en fontion dunombre d'éhantillons utilisés dans le alul de la moyenne pour une surfae de fontiond'auto-orrélation exponentielle. Ce ritère suppose que l'on dispose de beauoup plus de

N éhantillons pour pouvoir onnaître l'erreur. Ainsi, sur la Figure 4.6, 400 éhantillonssont utilisés pour représenter l'évolution de l'erreur absolue ǫ sur 200 éhantillons.On observe que la préision augmente très rapidement au début du proessus puis de-vient de plus en plus di�ile à obtenir. Ainsi, si 5 éhantillons sont néessaires pour gagner5 dB de préision au départ, 70 éhantillons sont néessaires pour passer d'une préisionde -43 dB à -46 dB. La préision des aluls a un oût numérique rapidement importantave un proessus de Monte Carlo. On retrouve la vitesse de onvergene obtenue ave lethéorème entral limite (1/√N).



4.4. RÉSULTATS ET COMPARAISONS 101

Longueur de corrélation

Small Slope Approximation

hr
m

s

0.5

0.25

54321

Small Perturbation Method

Kirchhoff

Fig. 4.7 � Domaine de validité de la Small Slope Approximation (SSA), Small Perturba-tion Method (SPM) et Kirhho� pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation gaus-sienne en fontion de la longueur de orrélation et de hrms.On observe des plateaux durant lesquels la préision des aluls ne s'améliore pas enfontion du nombre d'éhantillons utilisés, par exemple entre les éhantillons 25 et 94. Ils'agit d'un phénomène loal et un autre angle d'observation donnerait des plateaux di�é-rents. L'augmentation de la préision mesurée par ette méthode n'est don pas ontinuesur l'ensemble du diagramme de di�usion.
4.4 Résultats et omparaisons4.4.1 Comparaisons entre la Méthode des Moments et la FDTD4.4.1.1 RésultatsIl s'agit, dans un premier temps, de valider notre algorithme sur des as tests. La géo-métrie bidimensionnelle et les dimensions des rugosités (domaine optique) rendent di�ileune validation expérimentale. Ainsi, nous allons omparer nos résultats ave une autreméthode numérique : la Méthode des Moments (MoM). Cette omparaison est e�etuéepour des surfaes de fontions d'auto-orrélation gaussienne et exponentielle et pour destailles de rugosités qui peuvent sortir du domaine de validité des méthodes asymptotiques(par exemple pour ks > 0.5 ave kL = 2π pour la fontion d'auto-orrélation exponen-tielle). Le domaine de validité des trois prinipales méthodes asymptotiques est préiséFigure 4.7.
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Fig. 4.8 � Comparaison entre la MoM et la FDTD sur la di�usion par une réalisation desurfae de fontion d'auto-orrélation gaussienne pour ks = 2 et kL = 2π. Le milieu estd'indie nh = 1.63. Le pas de disrétisation est λ0/30.Comparaisons relatives à une réalisation de la surfae rugueuse Dans une pre-mière étape, les deux méthodes sont onfrontées sur le alul de la di�usion par unesurfae déterministe. Pour ela, le traitement e�etué par le deux odes pour la résolutiondu problème ne doit pas présenter de di�érenes importantes.Il faut tout d'abord un faiseau gaussien identique a�n d'avoir la même zone élai-rée sur la surfae rugueuse. En e�et, 'est ette zone qui va fortement interagir. Lesinterférenes résultantes vont former la �gure de tavelure. Cette ondition est don trèsimportante. Or, les méthodes d'insertion du hamp inident ne sont pas identiques. Ene�et le faiseau gaussien n'est pas inséré au même endroit et diverge légèrement : la FDTDutilise une surfae d'insertion du hamp inident située au dessus de la surfae rugueusetandis qu'il est inséré au niveau de elle-i pour la MoM.De plus, la représentation de la surfae doit être la même dans les deux méthodes.Or la FDTD utilise une approximation en marhe d'esalier alors que la MoM utilise dessegments de droite pour représenter la surfae.Nous herherons, dans ette partie, un domaine de validation roisé au delà duquelles di�érenes de traitements e�etués par les deux algorithmes aboutiront à des résultatsdi�érents. Pour ette étude les surfaes utilisées sont su�samment grandes (80λ) pouravoir une �gure de tavelure �ne. Celle-i est don le résultat de nombreuses interationsentre les hamps di�usés et est di�ile à modéliser.Nous ommençons par la di�usion par des surfaes de fontion d'auto-orrélation gaus-sienne de paramètre ks = 2 et kL = 2π. Le milieu est maillé à λ0/30 et est élairé eninidene normale (θi = 0o). Ce alul est en dehors du domaine de validité des méthodesasymptotiques les plus habituelles. Dans e as, les variations de la hauteur de la sur-



4.4. RÉSULTATS ET COMPARAISONS 103fae sont assez lentes par rapport au maillage et les deux méthodes donnent des résultatstrès prohes dans les deux polarisations (Figure 4.8). On remarque de légères di�érenespour les angles de di�usion les plus forts qui peuvent être attribuées à une plus grandesensibilité du alul aux problèmes numériques déjà évoqués (fuites sur la surfae de Huy-gens, ré�exions parasites en FDTD par exemple). Globalement, la �gure de tavelure estparfaitement représentée ave la FDTD et la Méthode des Moments. Ces deux méthodespeuvent don être utilisées omme méthodes de référene pour e type de problème.Nous poursuivons notre étude ave des surfaes de fontion d'auto-orrélation exponen-tielle (Figure 4.9). Celles-i font apparaître des osillations de petite éhelle et sont dontrès di�iles à modéliser. Le pas de maillage est toujours λ0/30 et l'inidene normale.Lorsque les rugosités sont faibles (ks = 0.5), les deux méthodes donnent un résultat iden-tique dans les deux polarisations. Le spéulaire est enore présent et important. Lorsquela rugosité augmente (ks = 1), de légères di�érenes apparaissent entre les méthodesnotamment pour les grands angles. Les deux polarisations ommenent à présenter unomportement di�érent. Finalement, pour des surfaes très rugueuses (ks = 2), les résul-tats donnés par les deux méthodes sont di�érents sur l'ensemble du domaine angulaire.Les intensités di�usées n'ont ni les mêmes amplitudes ni les mêmes variations.Ce omportement spéi�que à la di�usion par des surfaes de fontion d'auto-orrélationexponentielle est sans doute dû à la représentation di�érente de la surfae par les deuxméthodes. Ainsi, la FDTD utilise une approximation en marhe d'esalier et les petitesrugosités sont modélisées par des sauts de plusieurs mailles. La surfae est alors une su-ession de heminées étroites. La MoM utilise une approximation di�érente dans laquelleles points de la surfaes sont reliés par des segments. A�n de pouvoir mieux visualiser leproblème traité par les deux méthodes, nous avons représenté sur la Figure 4.10 et sur laFigure 4.11 le maillage FDTD et la surfae sous forme de segment pour deux ks di�érentset pour des surfaes de fontions d'auto-orrélation gaussienne ou exponentielle. Dans lepremier as (ks = 0.5), les deux approhes donnent des surfaes semblables et le alul dela di�usion donne des résultats identiques. Néanmoins, pour un ks = 2, on observe des dif-férenes dans le traitement de la surfae pour la fontion d'auto-orrélation exponentiellealors que les surfaes restent semblables pour une surfae de fontion d'auto-orrélationgaussienne. Ainsi, les résultats obtenus en di�usion présentent des di�érenes signi�a-tives pour les surfaes d'auto-orrélation exponentielle mais restent identiques pour dessurfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne.Stabilité des résultats Lorsque nous doublons le pas de disrétisation en FDTDen e�etuant une interpolation linéaire sur les points de la surfae rugueuse, le résultatreste inhangé omme on peut le voir sur la Figure 4.12. On observe néanmoins loalement(par exemple à 41o) des di�érenes supérieures à 2 dB entre les deux ourbes. Cependant,on peut onsidérer que le résultat obtenu par FDTD est don stable en fontion du pas
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Fig. 4.9 � Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur la di�usion par une réalisationd'une surfae de fontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks = 0.5 (a et b), ks = 1( et d), ks = 2 (e et f) et pour kL = 2π en polarisation TM (�gures de gauhe) et TE(�gures de droite). Le milieu est d'indie nh = 1.63. Le pas de disrétisation est λ0/30.
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(a) Autoorrélation gaussienne

(b) Autoorrélation exponentielleFig. 4.10 � Traitement de la surfae en FDTD (ouleur rouge pour le milieu h�te etbleue pour l'espae libre) et ave la MoM (�n trait blan) pour une surfae de fontiond'auto-orrélation gaussienne et exponentielle pour ks = 0.5 et kl = 2π et pour un pas demaillage de λ0/30. Les éhelles sont en mailles.
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(a) Autoorrélation gaussienne

(b) Autoorrélation exponentielleFig. 4.11 � Traitement de la surfae en FDTD (ouleur rouge pour le milieu h�te etbleue pour l'espae libre) et ave la MoM (�n trait blan) pour une surfae de fontiond'auto-orrélation gaussienne et exponentielle pour ks = 2 et kl = 2π et pour un pas demaillage de λ0/30. Les éhelles sont en mailles.
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Fig. 4.12 � Di�usion par une surfae exponentielle de paramètre ks = 2 et kL = 2πélairée en inidene normale par la FDTD pour un pas de disrétisation de λ0/30 et de
λ0/60.de disrétisation lorsque la surfae reste identique.Conlusion Nous avons vu que nous avions un résultat identique entre la méthodedes moments et la FDTD dans le as de surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussiennefortement rugueuses (ks = 2 et kL = 2π). Par ontre, lorsque nous avons étudié des sur-faes de fontion d'auto-orrélation exponentielle, nous avons pu observer des di�érenesentre les deux résultats à mesure que la rugosité augmentait. Nous avons lié es di�érenesau traitement de la surfae.Nous pouvons don, a priori, étudier par les deux méthodes des surfaes déterministesde fontion d'auto-orrélation exponentielles lorsque ks < 2.Comparaisons sur des résultats moyensSurfaes de fontion d'auto-orrélation gaussiennes La première partie deette étude a permis de omparer la Méthode des Moments et la FDTD sur une réalisationde surfae aléatoire. Nous avons pu déterminer une zone de validité roisée dans e as.A�n de ontinuer ette analyse, nous allons poursuivre es omparaisons pour la moyennede l'intensité di�usée par un ensemble de réalisations.Comme les résultats sur une seule réalisation pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne sont identiques, les résultats restent identiques pour un ensemblede réalisations (Figure 4.13). Il s'agit en e�et d'un problème moins omplexe puisque laposition du faiseau sur la surfae ne joue plus diretement sur le résultat ar la �gurede tavelure disparaît au pro�t du omportement moyen du matériau. On ne herhe don
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Fig. 4.13 � Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d'une surfae defontion d'auto-orrélation gaussienne pour ks = 0.5 (a et b), ks = 1 ( et d), ks = 1.5 (eet f) et pour kL = 2π en polarisation TM et TE. L'indie du milieu est n = 1.63 + i0.1.Le pas de disrétisation est λ0/30.
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Fig. 4.14 � Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d'une surfae defontion d'auto-orrélation gaussienne pour ks = 2 (a et b), ks = 3 ( et d) et ks = 4 (eet f) et pour kL = 2π en polarisation TM (�gures de gauhe) et TE (�gures de droite).L'indie du milieu est n = 1.63 + i0.1. Le pas de disrétisation est λ0/30.



110 CHAPITRE 4. DIFFUSION PAR UNE SURFACE RUGUEUSEplus, omme dans le as préédent, à reproduire le omportement omplet des variationsde l'intensité mais une valeur moyenne. Les �utuations restantes sont di�érentes dans lesrésultats fournis par les deux méthodes puisque les surfaes utilisées pour le alul sontdi�érentes. Dans le premier as (ks = 0.5), on observe un spéulaire fort. Le niveau dudi�us est situé environ 10 dB en dessous. On a ii une surfae de faible rugosité faiblementdi�usante. Lorsque la rugosité augmente (ks = 1), le spéulaire a omplètement disparuet les deux polarisations donnent toujours des résultats identiques. Les deux rugosités lesplus élevées (ks = 1.5 et ks = 2) présentent toujours des résultats identiques pour lesdeux méthodes.La Figure 4.14 présente les résultats pour des surfaes plus rugueuses (ks = 2 et ks =

4). Ces as sont en dehors du domaine de validité des méthodes asymptotiques usuelles. LaMoM et la FDTD donnent toujours des résultats parfaitement identiques (aux �utuationsdues à la moyenne près). Pour ks = 2, la polarisation TM donne un diagramme de di�usionen intensité parfaitement plat tandis que la polarisation TE donne des résultats équivalentsà une rugosité de ks = 1.5 en TM. Pour ks = 3 et ks = 4, le omportement reste isotropeen polarisation TM pour les deux types de rugosités étudiées. On remarque une baisse del'énergie totale di�usée de 2,5 déibels dans les deux polarisations entre ks = 3 et ks = 4.La di�usion par les surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne peut être traitéepar les deux méthodes pour toutes les éhelles de rugosité onsidérées. En e�et, la FDTDet la MoM ont donné des résultats identiques pour tous les as étudiés (jusqu'à ks = 4 ave
kL = 2π). Ainsi, la FDTD peut servir de méthode de référene pour traiter le problèmede la di�usion par es milieux ou être utilisée lorsque les méthodes approhées ne sontplus appliables. Elle peut, dans e as, être utilisée en toute on�ane pour les études deouplage surfae/volume.Surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle Pour les surfaes defontion d'auto-orrélation exponentielle (Figure 4.15), la di�érene entre les résultatsobtenus par les deux méthodes s'aroît ave la rugosité. On retrouve un omportementsimilaire à l'étude e�etuée sur une seule réalisation. Pour une rugosité faible (ks = 0.5ou ks = 1), les deux méthodes donnent des résultats identiques. Le ohérent disparaîtlorsque la rugosité est omprise entre ks = 0.5 et ks = 1 et le niveau du di�us s'aroîtsur un large domaine angulaire. Pour ks = 1.5, les deux méthodes ommenent à donnerdes résultats di�érents ave environ 1 dB d'éart. La forme générale reste néanmoins lamême. Cet éart s'aroît entre 2 et 3 dB pour ks = 2 (Figure 4.16), le omportementen polarisation TM est devenu parfaitement isotrope et la polarisation TE di�use moins.Néanmoins, par rapport au alul e�etué sur une seule réalisation, les di�érenes sur lediagramme de di�usion ont été gommées. Si l'on ompare es résultats ave eux de laFigure 4.13 (as gaussien), on observe un omportement di�érent entre les deux types desurfae : le niveau de la di�usion est plus faible dans le as exponentiel mais il ouvre



4.4. RÉSULTATS ET COMPARAISONS 111un domaine angulaire plus important. Ainsi, les rugosités de petite éhelle jouent un r�leimportant dans la di�usion par une surfae rugueuse.Lorsque la rugosité est plus forte, la di�érene entre la MoM et la FDTD ontinue àroître. Nous ne pouvons alors plus savoir quelle méthode donne un résultat orret maison retrouve des similitudes de omportement entre les deux diagrammes de di�usion.Pour ks = 3, la di�érene est de 3 dB en polarisation TM et en polarisation TE. Lapolarisation TE ontinue à moins di�user que la polarisation TM. Le niveau global esttrès bas (-22 dB en TM et -25 dB en TE), la quasi-totalité de l'énergie est transmise.Pour la rugosité la plus élevée (ks = 4), la di�érene reste stable vers 3 dB d'éart et laré�exion ontinue à déroître dans les deux méthodes. On remarquera ave intérêt que lesdeux approhes donnent un diagramme similaire dans les deux rugosités traitées et dansles deux polarisations. En e�et, les ourbes sont identiques dans leur omportement etsemblent simplement translatées.Stabilité des résultats Nous avons herhé à omprendre ette di�érene en véri�antla stabilité de nos résultats. En premier, nous avons augmenté l'indie du milieu h�te en lefaisant passer de n = 1.63+ i0.1 à n = 4+ i0.04 (Figure 4.17). En e�et, l'énergie ré�éhie,dans le as exponentiel, pour ks = 2 est très faible. Néanmoins, on observe que la di�éreneentre les résultats des deux méthodes a augmenté ave la rugosité. en e�et, l'augmentationde l'indie a ampli�é par la même oasion l'in�uene des rugosités de petites éhelles.Le faible niveau de l'énergie di�usée n'est don pas la ause de la di�érene entre lesrésultats FDTD et la MoM puisqu'elle augmente ave l'indie du milieu h�te. Par ontre,es résultats on�rment l'in�uene des petites rugosités.Nous avons ensuite essayé d'homogénéiser par une loi de mélange la permittivité surles ellules de la FDTD traversées par la surfae par la méthode présentée dans le hapitre2. Nous avons omparé les résultats sur une surfae de fontion d'auto-orrélation expo-nentielle pour ks = 2 et kL = 2π sur la Figure 4.18. Nous observons que e traitementdiminue légèrement le niveau moyen en TM et ne hange pas les résultats en TE. Ellen'explique don pas les di�érenes entre les résultats obtenus par FDTD et par la MoM.Finalement, nous avons doublé la disrétisation dans les deux méthodes pour des sur-faes de fontion d'auto-orrélation exponentielle et pour ks = 4 et kL = 2π. Jusqu'alorsnous avons utilisé un pas de disrétisation de λ0/30, les aluls présentés sur la Figure 4.19utilisent un pas de disrétisation de λ0/60. Les résultats obtenus par les deux méthodessont modi�és et présentent un éart supérieur à elui d'une disrétisation plus faible. Deplus le niveau global de la di�usion est diminué. Les nouvelles rugosités introduites par ladisrétisation plus �ne ont don aentué les e�ets du traitement di�érent de la surfae.De plus, elles-i favorisent la transmission de l'énergie. Les deux méthodes onvergentdi�ilement vers le résultat de la di�usion par une surfae dont les hautes fréquenes ontété tronquées par la disrétisation.
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Fig. 4.15 � Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d'une surfae defontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks = 0.5 (a et b), ks = 1 ( et d), ks = 1.5(e et f) , et pour kL = 2π en polarisation TM et TE. Le milieu est d'indie n = 1.63+i0.1.Le pas de disrétisation est λ0/30.
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Fig. 4.16 � Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d'une surfae defontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks = 2 (a et b), ks = 3 ( et d), ks = 4 (eet f) et pour kL = 2π en polarisation TM et TE. Le milieu est d'indie n = 1.63 + i0.1.Le pas de disrétisation est λ0/30.
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Fig. 4.17 � Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d'une surfaede fontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks = 2 et kL = 2π en polarisation TE .Le milieu est d'indie n = 1.63 + i0.1 (a) et n = 4 + i0.04 (b).
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Fig. 4.18 � Di�usion par une surfae de fontion d'auto-orrélation exponentielle pour
ks = 2 et kL = 2π alulé par FDTD ave une surfae traitée par homogénéisation etune surfae non traitée. Le milieu est d'indie n = 1.63+ i0.1. Le pas de disrétisation est
λ0/30.
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Fig. 4.19 � Di�usion par une surfae de fontion d'auto-orrélation exponentielle pour
ks = 4 et kL = 2π alulé par FDTD et par la Méthode des Moments pour un pasde disrétisation de λ0/30 (a) et de λ0/60 (b) pour des tailles de surfaes identiques. Lemilieu est d'indie n = 1.63 + i0.1 en polarisation TM.Surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle en inidene Le as
ks = 1.5 est partiulièrement intéressant pour les surfaes de fontion d'auto-orrélationexponentielle. En e�et, 'est pour ette rugosité qu'une légère di�érene apparaît surtout le domaine angulaire entre les résultats des deux méthodes numériques. Les Figures4.20 et 4.21 présentent des résultats obtenus pour di�érentes inidenes. On observe quel'éart entre les deux méthodes reste onstant quel que soit l'angle d'inidene sauf dans ledernier as (θinc = 60o). Pour et angle, les erreurs numériques présentées dans la premièrepartie de ette thèse (tronature des surfaes de Huygens) deviennent importantes et lapréision des résultats ne peut plus être assurée. Ces ourbes présentent un omportementdi�érent suivant la polarisation TE ou TM. En e�et, le lobe de di�usion n'est pas dansla même diretion dans es deux as. En polarisation TE, il se situe dans la diretion derétro-propagation et en polarisation TM dans la diretion avant.Évolution de l'énergie di�usée Nous allons ii herher à étudier l'évolution de l'éner-gie ré�éhie, 'est à dire l'énergie renvoyée pour−90o < θr < 90o. Pour ela, nous sommonsles intensités di�usées I sur tout le domaine angulaire supérieur par :

Ereflechie =
1

π

∫ π/2

−π/2

I(θ)dθ (4.8)Le résultat est présenté sur la Figure 4.22 pour di�érent ks ompris entre 0.5 et 2 etpour kL = 2π dans les deux polarisations et pour les deux types de surfaes étudiées. Pour
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Fig. 4.20 � Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d'une surfae defontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks = 1.5 et pour kL = 2π en polarisationTM et TE pour un angle d'inidene θi = 0o (a et b), θi = 20o ( et d). Le milieu estd'indie n = 1.63 + i0.1. Le pas de disrétisation est λ0/30.
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Fig. 4.21 � Comparaisons entre la MoM et la FDTD sur 150 réalisations d'une surfae defontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks = 1.5 et pour kL = 2π en polarisationTM et TE pour un angle d'inidene θi = 40o (a et b), θi = 60o ( et d). Le milieu estd'indie n = 1.63 + i0.1. Le pas de disrétisation est λ0/30.
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(b) Auto-orrélation exponentielleFig. 4.22 � Énergie totale ré�éhie par des surfaes de fontions d'auto-orrélation gaus-sienne et exponentielle pour di�érents ks et kl = 2π dans les polarisations TM et TE Lessurfaes sont élairées en inidene normale. Le milieu h�te est d'indie de nh = 1.63+0.1i.les surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne, la polarisation TM présente uneénergie ré�éhie stable puis déroissante lorsque ks devient prohe de 2. Ce omportementest on�rmé par la Figure 4.14. La polarisation TE présente une baisse légère mais ontinuede l'énergie ré�éhie. Les surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle ont unomportement très di�érent. L'énergie totale ré�éhie baisse fortement dans les deuxpolarisations ave la rugosité. Ainsi entre ks = 0.5 et ks = 2, en polarisation TE, elle-i est 5 fois plus faible : les petites éhelles de rugosité favorisent don fortement latransmission et se omportent omme une ouhe d'adaptation d'impédane. Néanmoinsun niveau de di�usion globalement bas diminue la préision puisqu'il renfore l'in�uenedes bruits du alul numérique (fuites sur la surfae de Huygens, ré�exions parasites).Synthèse Dans ette partie, nous avons validé le alul de la di�usion par des sur-faes rugueuses de fontion d'auto-orrélation exponentielle lorsque la rugosité est infé-rieure à ks = 1.5 ave kL = 2π. La FDTD peut servir de méthode de référene dans edomaine.Puis, nous avons étudié phénoménologiquement le omportement de la di�usion eninidene et en fontion de l'énergie ré�éhie. Nous avons vu que les petites rugositésjouent un r�le important dans la di�usion par une surfae rugueuse.4.4.1.2 Résultats de la onfrontationNous avons omparé deux méthodes sur des surfaes de fontions d'auto-orrélationgaussienne et exponentielle dans les deux polarisations. Les résultats sont identiques pourdes surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne même pour des surfaes très ru-



4.4. RÉSULTATS ET COMPARAISONS 119gueuses. Lorsque nous utilisons des surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle,des di�érenes importantes apparaissent lorsque nous augmentons la rugosité (à partirde ks = 1.5 pour kL = 2π). Pour la rugosité la plus importante, lorsque nous ra�nonsle pas de maillage, de nouvelles éhelles de rugosité sont réées et les deux méthodes neonvergent pas vers la même solution.Le omportement de la di�usion par les deux types de surfae est di�érent. La surfaede fontion d'auto-orrélation exponentielle di�use plus et favorise la transmission del'onde inidente. Cette étude on�rme l'importane des petites rugosités pour la di�usion.Cette étape nous a permis de valider notre approhe. Nous avons vu que nous pouvonstraiter ave on�ane les surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne pour toutesles éhelles de rugosité onsidérées. La validité de la méthode est assurée pour les surfaesde fontion d'auto-orrélation exponentielles lorsque la rugosité est su�samment faible(ks < 1.5 ave kL = 2π).Il faudrait utiliser d'autres méthodes numériques omme les éléments �nis ou desméthodes intégrales utilisant d'autres fontions de base a�n de pouvoir disposer d'infor-mations supplémentaires permettant de déterminer la validité des méthodes numériquespour des ks plus importants dans le as de surfaes de fontion d'auto-orrélation ex-ponentielle. Par exemple, a�n de pouvoir prendre en ompte de manière rigoureuse espetites rugosités pour une méthode numérique, Poirier propose de les homogénéiser grâeà des onditions aux limites équivalentes [103℄.4.4.2 RésultatsLa méthode de alul utilisée dans ette setion est la FDTD. Nous avons e�etuéde nombreux aluls pour di�érentes inidenes, di�érents indies et di�érentes rugositéspour des surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle dont les aratéristiquessont représentatives des appliations dans le domaine miro-onde. Nous allons utiliser unepartie de es résultats pour illustrer ertains phénomènes physiques.4.4.2.1 In�uene de ks/kLLes surfaes rugueuses de fontion d'auto-orrélation exponentielle ou gaussienne dé-pendent de deux paramètres ks et kL. Ils dé�nissent la dimension des rugosités dansles deux dimensions de l'espae (vertiale pour ks et horizontale pour kL). On dé�nit σomme :
σ =

ks

kL
(4.9)

=
hrms

lc
(4.10)



120 CHAPITRE 4. DIFFUSION PAR UNE SURFACE RUGUEUSENous allons étudier deux exemples de di�usion par des surfaes rugueuses de fontiond'auto-orrélation exponentielle. Dans le premier as présenté Figure 4.23 σ = (4π)−1, eton a respetivement ks = 0.5 ave kL = 2π et ks = 1 ave kL = 4π. La forme généraledu diagramme de di�usion est identique, et e, dans les deux polarisations. On observeune di�érene de niveau de l'ordre de 3 dB. L'indie du milieu étant le même dans lesdeux as, ette di�érene est due à la rugosité. Dans le seond as présenté Figure 4.24,la valeur de σ est plus élevée ave σ = (2π)−1 (ks = 1/kL = 2π et ks = 2/kL = 4π). Laforme du diagramme est alors di�érente : on ne peut plus avoir une idée du omportementde la surfae ave le paramètre réduit σ.Pour omprendre es résultats, la SPM (Small Perturbation Method) se révèle trèsutile. En e�et, dans ette approhe, le résultat de la di�usion est proportionnel au spetrede puissane de la surfae étudiée [35℄. Dans le as d'une surfae de fontion d'auto-orrélation exponentielle, nous avons vu dans le hapitre 3 que elui-i s'érivait :
PSD(k) =

2h2
rmslc

1 + (lck)2
(4.11)On a don, dans les grands angles :

PSD(k) =
2lcσ

2

k2
(4.12)Ainsi, si on alule l'intensité di�usée par deux surfaes de σ égaux mais ave deuxlongueurs de orrélations lc1 et lc2 alors les deux ourbes en déibel seront éloignées dansles grands angles de 20log10(lc1/lc2).Sur la Figure 4.23, ks et ks/kL sont légèrement en dehors du domaine de validité dela SPM. Néanmoins, on mesure e�etivement environ 3 dB de di�érene (2.6 dB en TE et3.4 dB en TM) entre les deux ourbes e qui orrespond au rapport des deux longueursde orrélation.Pour la Figure 4.24, les pentes sont largement plus fortes (σ = (2π)−1) et les ks sontplus importants. Nous sommes hors du domaine de validité de la SPM et on ne retrouveplus de phénomène de translation des ourbes représentant l'intensité di�usée.4.4.2.2 In�uene de l'indieNous herhons ii à étudier l'in�uene de l'indie optique sur la di�usion par unesurfae rugueuse. Dans le as d'une interfae plane, une augmentation de l'indie optiquese traduit par une énergie ré�éhie plus grande suivant les lois des Fresnel. La Figure4.25 présente les résultats pour diverses rugosités entre ks = 0.5 et ks = 2 pour dessurfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle ave deux indies optiques di�érents(n = 2.65+ i0.15 et n = 2.02+ i0.074). On observe que l'augmentation de l'indie optiqueinduit une énergie ré�éhie plus importante pour tous les as onsidérés et sur tout lediagramme de di�usion. La di�érene est d'environ 2.3 dB en polarisation TE et de 2.7
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Angle(d) ks = 1, kL = 4π (TE)Fig. 4.23 � Intensités inohérentes di�usées par des surfaes rugueuses de fontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks = 0.5 et kL = 2π (a et ), pour ks = 1 et kL = 4π (b etd) pour un angle d'inidene θi = 20o en polarisation TM (a et b) et TE ( et d), l'indiedu milieu h�te est n = 2.65 + i0.15.
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Angle(d) ks = 2, kL = 4π (TE)Fig. 4.24 � Intensités inohérentes di�usées par des surfaes rugueuses de fontion d'auto-orrélation exponentielles pour ks = 1 et kL = 2π (a et ), et pour ks = 2 et kL = 4π(b et b) pour un angle d'inidene θi = 20o en polarisation TM (a et b) et TE ( et d),l'indie du milieu h�te est n = 2.65 + i0.15.



4.5. CONCLUSION SUR LA DIFFUSION SURFACIQUE 123dB en polarisation TM quelle que soit la rugosité. Ainsi, en moyenne, une augmentation del'indie induit une ré�exion plus forte mais ne modi�e pas l'allure générale du diagrammede di�usion.Ces résultats sont obtenus pour une moyenne d'un ensemble de 300 réalisations. Nouspouvons voir, sur la Figure 4.26, que ette relation est toujours valable pour une réalisationd'une surfae rugueuse de fontion d'auto-orrélation exponentielle (ks = 1.5). La �gurede di�usion dans son ensemble est translatée et les di�érenes de forme sont minimes.4.5 Conlusion sur la di�usion surfaiqueNous avons validé notre implémentation d'une méthode d'étude des matériaux ru-gueux basée sur la FDTD en onfrontant ses résultats ave la Méthode des Momentspour des surfaes faiblement à fortement rugueuses ave des fontions d'auto-orrélationgaussienne et exponentielle. Dans un premier temps, nous avons omparé les résultats dela di�usion par des surfaes déterministes de grande taille. Nous avons vu que les deuxméthodes donnaient les mêmes résultats pour des surfaes de fontion d'auto-orrélationgaussienne mais que des di�érenes signi�atives apparaissaient pour des matériaux for-tement rugueux dans le as exponentiel. Nous avons ensuite poursuivi ette omparaisonpour la moyenne de l'intensité di�usée par un ensemble de réalisations. Les deux méthodesdonnent toujours des résultats identiques pour des surfaes de fontion d'auto-orrélationgaussienne et des di�érenes sensibles apparaissent pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks > 1.5. L'éart grandissant en fontion de la rugosité desrésultats des aluls de di�usion pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation expo-nentielle semble du aux di�érenes de traitement de la surfae dans les deux méthodes.Ces résultats sont les premiers publiés sur la omparaison de deux méthodes numé-riques sur le alul de la di�usion de surfaes d'auto-orrélation exponentielle. Ils montrentque l'utilisation de es méthodes est pertinente pour leur étude lorsque ks/kL < 0.25.Cette étape de validation était néessaire avant d'entreprendre les études sur le ou-plage surfae volume. En l'e�etuant, nous avons pu mettre en évidene ertaines pro-priétés de la di�usion par une surfae rugueuse.Ainsi, nous avons vu que le omportement de la di�usion par les deux types de surfaeest di�érent et que les petites éhelles de rugosités sont importantes. Elles favorisent latransmission de l'énergie et sa di�usion sur un large domaine angulaire.Nous avons ensuite étudié l'in�uene du fateur ks/kL pour la di�usion par une surfaerugueuse. Nous avons vu que, tant que nous sommes dans le domaine de validité de laméthode des petites perturbations (SPM), e fateur est su�sant pour déterminer leomportement de la surfae dans les grands angles à partir de résultats de même ks/kL.Nous avons ensuite étudié l'in�uene de l'indie optique. Nous avons vu qu'une aug-mentation de l'indie aroissait l'énergie di�usée sans modi�er le diagramme de di�usion
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Fig. 4.25 � Intensités inohérentes di�usées par des surfaes rugueuses de fontion d'auto-orrélation exponentielle pour ks = 0.5 et kL = 2π (a et b), pour ks = 1 et kL = 2π (et d), ks = 1.5 et kL = 2π (e et f) pour un angle d'inidene θi = 20o en polarisation TMet TE, l'indie du milieu h�te est n = 2.65 + i0.15 ou n = 2.02 + i0.074.
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Fig. 4.26 � Intensités di�usées par des surfaes rugueuses de fontion d'auto-orrélationexponentielle pour ks = 1.5 et kL = 2π pour un angle d'inidene θi = 20o en polarisationTM, l'indie du milieu est nh = 2.65 + i0.15 et nh = 2.02 + i0.074.quelle que soit la rugosité étudiée.Il a été démontré dans e hapitre que l'outil développé pouvait servir de référenepour les problèmes de di�usion surfaiques. Cette approhe permet don de disposer derésultats de référene pour établir le domaine de validité de méthodes asymptotiques.Elle a ainsi été utilisée au ours d'une étude ESA pour la di�usion par les sols. Elle peutaussi servir de méthode alternative lorsque les méthodes asymptotiques ne s'appliquentpas (par exemple ks important). Finalement, elle trouve pleinement son intérêt quandles e�ets de volume s'additionnent à la rugosité surfaique, e que nous verrons dans lehapitre 6.
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Chapitre 5Étude de l'homogénéisation et de ladi�usion volumique
5.1 Présentation du problèmeLa propagation d'une onde dans un milieu hétérogène aléatoire est un phénomèneextrêmement omplexe fortement dépendant de la géométrie du milieu. Ainsi, nous allonsommener par dé�nir l'objet de notre étude. Nous onsidérerons ii un as partiulierde la di�usion volumique : la di�usion par un ensemble de ylindres in�nis aléatoirementpositionnés dans un milieu h�te. Ces ylindres suivent le modèle des sphères dures (ilsn'ont pas le droit de s'interpénétrer). Le milieu omporte (Figure 5.1) :� Un milieu h�te homogène d'indie nh (1) ;� Un ensemble polydisperse et polymatériau de partiules (2) .L'interfae ave l'espae libre est plane. Le milieu est élairé par un faiseau gaussien.Dans e type de milieu, on montre [43℄ que, à ause de la di�usion inohérente, l'inten-sité ohérente diminue exponentiellement lors de sa propagation dans un milieu aléatoired'un fateur que nous noterons κd. On peut don érire, pour une onde se propageant surl'axe des x et d'intensité initiale I0 :

Icoh = I0e
−κdx (5.1)Dans un milieu à pertes, l'intensité présente une déroissane exponentielle de oe�-ient κa. Elle est de la forme :

I = I0e
−κax (5.2)L'énergie inidente ohérente est soumise aux deux phénomènes. Ainsi son intensitédiminue exponentiellement en κe = κa + κd lors de sa propagation dans le milieu hété-rogène. κe est appelé le oe�ient d'extintion. L'évolution de l'intensité inohérente est127
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Fig. 5.1 � Géométrie du problème pour la di�usion par un milieu hétérogène. (1) repré-sente le milieu h�te homogène, (2) les partiules. L'onde inidente a pour veteur d'onde
ki et fait un angle θi ave la normale, la diretion d'observation est θr.beauoup plus omplexe et sa déroissane n'est pas simple à modéliser : par exemple, en1D elle est polynomiale, tandis qu'en 3D elle est exponentielle [43℄.L'étude du hamp ohérent est partiulièrement intéressante. En e�et, dans notre as,on peut trouver un matériau homogène équivalent pour représenter sa propagation [33℄. Ils'agit alors de trouver un indie e�etif pour prendre en ompte la présene des partiules.En e�et, elles-i vont diminuer l'intensité du hamp ohérent par di�usion et modi�er savitesse de propagation.Nous verrons, dans la première partie de e hapitre, plusieurs modèles approhés dedétermination de l'indie e�etif pour la propagation du ohérent. Il s'agit de deux lois demélanges : Maxwell-Garnett [85℄ et Bruggeman [12℄ ainsi que de deux modèles perturbatifspour la détermination de la onstante de propagation e�etive : Foldy-Twersky [39℄ etKeller [69℄.Nous développerons ensuite une approhe innovante basée sur la FDTD de détermi-nation de l'indie e�etif à partir de l'étude de la propagation du hamp ohérent dans lemilieu [19℄. Puis, nous omparerons es résultats ave les modèles dérits préédemment.Il s'agit de la première étude - sur un domaine large de fration volumique, d'indie et detaille des partiules - du domaine de validité de es approhes.Nous présenterons �nalement une approhe novatrie pour l'étude du problème de ladi�usion par un milieu bidisperse. Nous étudierons si nous pouvons remplaer les pluspetites partiules par le milieu e�etif alulé par la méthode préédente représentatif dumilieu onstitué des petites partiules seules.



5.2. MÉTHODES APPROCHÉES DE DÉTERMINATION DE L'INDICE EFFECTIF 1295.2 Méthodes approhées de détermination de l'indiee�etif5.2.1 Lois de mélangeNous allons présenter deux lois de mélanges : Maxwell-Garnett (MG) et Bruggeman(Br). Ces lois sont simples et ne font intervenir que la fration volumique fv, l'indieoptique du milieu h�te nh et des partiules ni. De plus, elles négligent la di�usion in-ohérente par les partiules (κd = 0) : les pertes sont uniquement dues à l'absorption.Nous nous sommes basés sur les aluls de Niklasson et al. [96℄ e�etués en géométrietridimensionnelle pour déterminer l'équivalent en géométrie bidimensionnelle des lois deMaxwell-Garnett et de Bruggeman.
��
��
��
��

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

������
������
������
������

������
������
������
������

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

����
����
����

����
����
����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

���
���
���
���

(b)(a)

��
��
��
��

����
����
����

����
����
����

���
���
���
���

���
���
���
���

��
��
��
��

�����
�����
�����

�����
�����
��������

���
���

���
���
���

��
��
��

��
��
������

����
����

����
����
����

��
��
��

��
��
��

���
���
���

���
���
���

���
���
���

���
���
���

����

��
��
��
��

�
�
�
�

��
��
��
��

���
���
���
���

���
���
���
���

Fig. 5.2 � Géométrie pour la loi de mélange de Maxwell-Garnett (a) et pour la loi demélange de Bruggeman (b) omportant deux omposants A (hahuré) et B (blan)Ces lois se basent sur deux géométries di�érentes de milieux. Elles sont présentéesFigure 5.2. Le premier as (a), représente la géométrie utilisée pour la loi de mélange deMaxwell-Garnett. On peut lairement identi�er des inlusions de formes diverses dans unmilieu h�te. Elle représente le milieu que nous herhons à modéliser. Dans la seondegéométrie (b), utilisée dans le formalisme de Bruggeman, les deux omposantes ne sontplus lairement séparables et on ne peut pas distinguer milieu h�te et inlusions. Dans eas, les matériaux ont un r�le symétrique.Ces deux géométries di�érentes permettent d'arriver à des indies e�etifs di�érentsmême si les dimensions des éléments du mélange sont très petites devant la longueurd'onde. La struture �ne du matériau et le modèle utilisé pour le représenter jouent donun r�le important dans l'indie e�etif. Dans toute la suite, la fration volumique fvreprésentera le volume oupé par les partiules sur le volume total.L'obtention de es lois est dérite dans l'Annexe B. Nous les rappelons dans le tableaui-dessous :
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eff = n2

h + 2fvn
2
h

n2
i − n2

h

n2
i + n2

h − fv(n
2
i − n2

h)
n2

eff = n2
h + fv(n

2
i − n2

h)

Bruggeman fv

(

n2
i − n2

eff

n2
i + n2

eff

)

+ (1− fv)

(

n2
h − n2

eff

n2
h + n2

eff

)

= 0 n2
eff = n2

h + fv(n
2
i − n2

h)5.2.2 Modèle de Foldy-Twersky et KellerLes modèles de Foldy-Twersky [39℄ et de Keller [69℄ sont plus évolués. Ils sont basés surun développement perturbatif vis à vis de la permittivité pour obtenir le nombre d'onde
keff dans le milieu hétérogène. Dans sa thèse, Durant [33℄ a développé es deux théoriespour une géométrie bidimensionnelle. Elles supposent que :� toutes les partiules ont la même taille ;� les partiules sont de petits di�useurs isotropes ;Le modèle de Foldy-Twersky donne le nombre d'onde e�etif keff par une orretion dunombre d'onde k1 du milieu h�te. Il prend en ompte la di�usion simple. Son expressionest :

k2
eff = k2

1 + i
4fvS(0)

πa2
(5.3)où a est le rayon de la partiule et fv la fration volumique. S(0) est l'amplitude dedi�usion dans la diretion avant. On remarque qui si on remplae S(0) par son expressiondans le as de petites partiules (eq. (B.9)), on trouve en TE :

k2
eff = k2

1 + 2k2
1fv

(

m2 − 1

m2 + 1

) (5.4)soit :
ǫeff = ǫ1 + 2fvǫ1

(

ǫ2 − ǫ1
ǫ2 + ǫ1

) (5.5)On retrouve l'expression de Maxwell-Garnett en polarisation TE pour des frationsvolumiques faibles. Dans l'autre polarisation, on obtient :
ǫeff = ǫ1 + fv(ǫ2 − ǫ1) (5.6)On obtient la formule de Maxwell-Garnett en polarisation TM. Ainsi, et de mêmequ'en géométrie tridimensionnelle, la limite du modèle de Foldy-Twersky pour des petitespartiules devant la longueur d'onde est la loi de Maxwell-Garnett. Foldy-Twersky appa-



5.2. MÉTHODES APPROCHÉES DE DÉTERMINATION DE L'INDICE EFFECTIF 131raît omme un ra�nement supplémentaire par rapport à la loi de Maxwell-Garnett grâeà la prise en ompte de la matrie de di�usion.Le modèle de Keller est une approximation du seond ordre du problème perturba-tif préédent. Une seonde orretion est ajoutée pour prendre en ompte les di�usionsdoubles par les partiules. Son expression est :
k2

eff = k2
1 + i

4fvS(0)

πa2
− iπ

2

(

4fS(0)

πa2

)2 ∫ ∞

0

H1
0 (k1r)J0(keffr)(g(r)− 1)rdr (5.7)où g(r) est la fontion de orrélation de paires et H1

0 et J0 sont respetivement lesfontions de Hankel et de Bessel d'ordre 0. Cette formulation est plus omplexe que lemodèle de Foldy-Twersky. Tout d'abord, il s'agit d'une équation non linéaire puisque keffapparaît dans la fontion J0. De plus, l'intégration fait intervenir la fontion de orrélationde paires g(r). Dans le as 3D, l'équation est de même nature et les méthodes de résolutionsont les mêmes. Ishimaru [59℄ propose d'utiliser k0 au lieu de keff dans l'intégrale, ainsiqu'une fontion de orrélation de type gaz. Celle-i s'érit, pour des partiules de rayon
ri :

g(r) =

{

1 si r > 2ri

0 sinon
(5.8)Hespel [54℄ propose une approhe itérative. Celle i se déompose en plusieurs étapes :1) Initialisation : k(0)

eff est initialisé par la formule de Foldy-Twersky ;2) Itération :
(

k
(n+1)
eff

)2

= k1 + i
4fS(0)

πa2
− iπ

2

(

4fS(0)

πa2

)2 ∫ ∞

0

H1
0 (k1r)J0(k

(n)
effr)(g(r)− 1)rdr (5.9)3) Fin : lorsque la préision requise est atteinte.

5.2.3 ConlusionNous avons présenté quatre modèles de omplexité roissante : les lois de Maxwell-Garnett et de Bruggeman, le modèle de Foldy-Twersky et de Keller. Nous avons étudiél'équivalene de es modèles dans le as des faibles frations volumiques. La loi de Maxwell-Garnett est une simple loi de mélange et n'est véri�ée que pour des partiules de petitetaille (les phénomènes de di�usion sont négligés), le modèle de Foldy-Twersky prend enompte la di�usion simple et le modèle de Keller les di�usions d'ordre 2.



132CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUE5.3 Méthode de détermination d'un indie e�etif basésur la FDTD5.3.1 IntrodutionDans la littérature, il existe di�érentes approhes pour déterminer numériquementl'indie e�etif. Chaune repose sur une géométrie spéi�que, de ses observables assoiéeset d'un proessus d'inversion adapté. Il s'agit de déterminer par optimisation les ara-téristiques d'un objet homogène équivalent pour le hamp ohérent. Nous avons testé lesapprohes suivantes :� Un ylindre retangulaire ou irulaire [109℄ : la détermination de l'indie e�etif estbasée sur la omparaison entre le hamp lointain di�usé par un ylindre hétérogèneet un ylindre homogène. Le diagramme omplet est onsidéré pour l'optimisation.Pour le ylindre irulaire homogène nous utilisons la formule analytique de Ray-leigh. Ces approhes sont simples d'utilisation lorsque les inlusions sont petitesdevant la longueur d'onde puisque dans e as le ylindre hétérogène peut être depetite taille. Néanmoins, lorsque nous traitons le as de larges partiules, ela induitun temps de alul plus important et un diagramme présentant des osillations ra-pides, mal adapté à l'optimisation. L'utilisation, plus simple, de l'amplitude di�uséevers l'avant S(0) ne onduit à une solution unique que pour des petites partiules.� Une lame [106, 33, 68℄ : L'indie e�etif est alulé en omparant le résultat entre laré�exion et la transmission pour une lame hétérogène ave les résultats analytiquespour le milieu équivalent. La lame a été introduite en FDTD grâe à des onditionspériodiques aux extrémités latérales du domaine de alul. Nous avons renontréii le problème lassique de ette approhe ave de nombreuses ambiguïtés quandl'épaisseur du domaine augmente. Ces ambiguïtés disparaissent ave l'augmentationde l'extintion.� Un milieu semi-in�ni : l'indie e�etif est alulé en étudiant la propagation del'intensité ohérente dans le milieu.En se basant sur la dernière approhe, nous allons présenter ii une nouvelle méthode dedétermination de la onstante de propagation e�etive basée sur la omparaison entre lehamp prohe moyennés et la propagation d'une onde plane dans un milieu homogèneéquivalent. Nous allons utiliser les hamps prohes obtenus par la FDTD pour étudierdiretement l'évolution de l'énergie ohérente.En e�et, la propagation d'une onde plane en milieu homogène est onnue. Pour unelongueur d'onde λ et un indie optique n, toutes les omposantes F du hamp sont de laforme :
F (x) = F0exp

(

i
2π

λ
nx

) (5.10)



5.3. MÉTHODE DE DÉTERMINATION D'UN INDICE EFFECTIF BASÉ SUR LA FDTD133Quand le milieu présente des pertes, l'indie optique omplexe s'érit n = n′ + ik,l'équation (5.10) peut être mise sous la forme :
F (x) = F0exp

(

i
2π

λ
n′x

)

exp

(

−2π

λ
kx

) (5.11)Le premier terme est relié à la phase de l'onde tandis que le seond est relié à sonamplitude. Nous herherons à déterminer un indie e�etif neff équivalent reproduisantle omportement de l'intensité ohérente. Pour ela, nous allons lier son évolution, dansle milieu, aux aratéristiques d'un milieu homogène. Nous allons utiliser la FDTD pourdéterminer F (x) dans tout l'espae de alul en e�etuant la moyenne des hamps sur ungrand nombre de réalisations indépendantes. Nous utiliserons es résultats pour détermi-ner les propriétés e�etives du milieu hétérogène.Le alul de la partie réelle et de la partie imaginaire de l'indie optique e�etif estdéveloppé dans les deux prohains paragraphes.5.3.2 Détermination du oe�ient d'extintionDans une première étape, la propagation d'un faiseau gaussien au travers d'un en-semble de réalisations de milieux hétérogènes est alulée par FDTD. L'interfae ave lemilieu extérieur est plane et le milieu est généré en utilisant l'algorithme de Metropolis.La largeur du faiseau gaussien est hoisie de façon à e qu'il diverge très peu sur l'en-semble du domaine de alul pour s'approher du omportement d'une onde plane. Pourhaque réalisation, une transformation de Fourier direte (DFT) est e�etuée sur toutesles mailles et à toutes les longueurs d'ondes d'intérêt pour la omposante z du hampéletromagnétique (omposante orthogonale au domaine de alul). Ainsi, par exemple, lehamp Ez est utilisé pour la polarisation TM. Le hamp est alors moyenné à la fréquened'intérêt sur l'ensemble des réalisations et le hamp ohérent est extrait. L'énergie ohé-rente Wcoh est utilisée pour le alul de la partie imaginaire keff de l'indie e�etif. Ona :
Wcoh(x) = W0exp (−κex) (5.12)

= W0exp

(

−4π

λ
keffx

) (5.13)où κe est le oe�ient d'extintion, W0 l'énergie initiale et x la profondeur.L'énergie à une profondeur x donnée du domaine de alul est alulée par Wcoh(x) =
∑N

j=1Wcoh(i, j) ave x = i∆x. La Figure 5.3 présente des appliations à un milieu ho-mogène (a) et à un milieu hétérogène (b). Ainsi, sur la Figure 5.3(a) représentant lapropagation dans un milieu sans perte (k = 0), nous pouvons véri�er la nature non diver-gente du faiseau. La Figure 5.3() montre les �ux d'énergie dans e as et nous pouvons
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Fig. 5.3 � Déroissane exponentielle de l'énergie dans un milieu inhomogène. Les �gures(a) et (b) représentent uniquement la partie ontenant le milieu h�te du domaine de alul.Le as (a) est pour un milieu homogène d'indie optique nh = 1.63 et le as (b) pour unmilieu hétérogène ave un milieu h�te d'indie optique nh = 1.63, et des partiules d'indie
ni = 2.25+ i0.2 et de rayon λ0/40 pour une fration volumique de 25%. Les résultats sontmoyennés sur 20 réalisations. La �gure () (resp. d) représente l'évolution de Wcoh enfontion de la profondeur dans le as (a) (resp. b).



5.3. MÉTHODE DE DÉTERMINATION D'UN INDICE EFFECTIF BASÉ SUR LA FDTD135véri�er que elle i reste stable : auune perte numérique n'a été introduite par les ondi-tions absorbantes et la divergene du faiseau. La Figure 5.3(b) présente la propagation del'énergie à travers un milieu h�te sans perte et des partiules absorbantes : nous pouvonsobserver l'évolution de l'énergie ohérente. Le traé du �ux d'énergie en fontion de laprofondeur (Figure 5.3(d)) montre une évolution exponentielle. Le oe�ient d'extintionpeut alors être alulé en alulant la pente du logarithme de l'énergie. Pour ela nousalulons le rapport de l'énergie entre deux profondeurs séparées d'une maille x et x+∆xà partir de l'équation (5.13) :
Wcoh(x)

Wcoh(x+ ∆x)
= exp

(

−4π

λ
k∆x

) (5.14)Soit, en utilisant le logarithme népérien :
k = − λ

4π

ln(Wcoh(x))− ln(Wcoh(x+ ∆x))

∆x
(5.15)Cette méthodologie est très faile à implémenter dans le as de la FDTD où les hampssont onnus naturellement sur toutes les mailles de l'espae de alul. Elle s'est avéréeêtre plus préise que les méthodes présentées préédemment.5.3.3 Détermination de la partie réelle de l'indie e�etifLa partie réelle de l'indie e�etif est reliée à la phase du hamp se propageant dansle milieu par la formule suivante :

φ(x) =
2π

λ
n′x (5.16)soit :

φ(x)− φ(x+ ∆x) =
2π

λ
n′∆x (5.17)d'où :

n′ =
λ

2π

φ(x)− φ(x+ ∆x)

∆x
(5.18)Nous n'utilisons pas diretement ette formule ar la détermination numérique de laphase φ est omplexe lorsqu'elle est prohe de 2π. Pour ela, nous alulons le hamp Fpour deux profondeurs séparées de ∆x :

F (x) = |F (x)| eiφ(x) (5.19)
F (x+ ∆x) = |F (x+ ∆x)| eiφ(x+∆x) (5.20)
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F (x)

F (x+ ∆x)
=

|F (x)|
|F (x+ ∆x)|e

i(φ(x)−φ(x+∆x)) (5.21)soit :
φ

(

F (x)

F (x+ ∆x)

)

= φ(x)− φ(x+ ∆x) (5.22)d'où :
n′ =

λ

2π∆x
φ

(

F (x)

F (x+ ∆x)

) (5.23)Cette formulation permet d'obtenir la di�érene de phase sans e�etuer les deux alulsde phase présents dans l'équation (5.18). Les deux points x et x+ ∆x sont su�sammentprohes pour que le alul de la phase dans F (x)/F (x+∆x) soit su�samment petit pourne pas introduire trop d'erreur numérique lors du alul de l'ar-tangente. Néanmoins, ladétermination de la partie réelle n'est pas aussi préise que elle de la partie imaginairear la détermination de la phase reste impréise lorsque les �utuations sont importantes.
5.3.4 Limites de la méthodeLa prinipale di�ulté renontrée lors de l'utilisation de et algorithme est la déter-mination du hamp ohérent à partir des données FDTD. En e�et, l'intensité ohérenteest déterminée à partir du hamp E (ou H) par :

Icoh = 〈EE∗〉 (5.24)où ∗ représente la onjugaison. Comme nous avons un nombre �ni N de milieux, etteéquation s'érit :
IN
coh =

1

N2

N
∑

n=1

E(n)E∗(n) (5.25)Nous avons vu que le hamp total E peut se déomposer en une omposante ohérente
Ecoh identique quel que soit le milieu et une omposante inohérente Eincoh variable.L'équation (5.25) s'érit alors :
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IN
coh =

1

N2

N
∑

n=1

(Ecoh + Eincoh(n))(E∗
coh + E∗

incoh(n)) (5.26)
= |Ecoh|2 + Ecoh

∑N
n=1E

∗
incoh(n)

N
+ E∗

coh

∑N
n=1Eincoh(n)

N

+
1

N2

N
∑

n=1

Eincoh(n)

N
∑

n=1

E∗
incoh(n) (5.27)Or, on a par dé�nition de l'inohérent :

N
∑

n=1

Eincoh(n) ≈ 0 (5.28)
N
∑

n=1

Eincoh(n)

N
∑

n=1

E∗
incoh (n) ≈

N
∑

n=1

|Eincoh|2 (5.29)On a don �nalement :
IN
coh ≈ |Ecoh|2 +

1

N2

N
∑

n=1

|Eincoh|2 (5.30)
≈ I∞coh +

1

N
IN
incoh (5.31)Ainsi, on peut observer deux zones lors de la détermination du ohérent :� Lorsque I∞coh ≫ 1

N
IN
incoh, on a IN

coh ∼ I∞coh omme attendu ;� Lorsque I∞coh ≪ 1
N
IN
incoh , on a IN

coh ∼ 1
N
IN
incohet on ne représente plus orretement

I∞coh. L'inversion pour déterminer l'indie e�etif neff n'est alors plus possible etil faut alors augmenter le nombre N de milieux utilisés pour la moyenne a�n dediminuer la valeur de 1
N
IN
incoh.La Figure 5.4 présente l'évolution de IN

coh et IN
incoh/N ainsi que de la phase ohérenteassoiée pour deux frations volumiques di�érentes. Dans le premier as (fv = 35%), onobserve que pour des profondeurs x omprises entre 0 et 1.8λ0 la déroissane de l'intensitéohérente et l'évolution de la phase est linéaire et rapide. Pour des profondeurs supérieures,l'intensité IN

coh devient égale à IN
incoh/N omme prévu par la théorie. Rappelons que danse as (voir l'annexe D), l'extintion est plus forte pour une fration volumique de 30%que pour une fration volumique de 50%. Ainsi, pour pouvoir déterminer orretement

I∞coh à partir de IN
coh sur tout le domaine observé (pour x ompris entre 0 et 6), il faudraitdiminuer l'intensité IN

incoh/N de 10 dB et don, faire l'étude sur 3000 milieux. Dans leseond as (fv = 50%), nous avons toujours IN
coh ≫ IN

incoh/N . Ainsi IN
coh et la phase ont
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incoh/N pour N = 300 ainsi que de la phase assoiée pourdes partiules d'indie ni = 4 et de rayon λ0/20 dans un milieu d'indie nh = 1.63 pourune fration volumique de 35% et de 50% en fontion de la profondeur x exprimée en λ0.



5.4. COMPARAISONS 139un omportement linéaire sur tout le domaine étudié. Il sera, dans e as, plus faile dedéterminer l'indie e�etif préisément puisque l'intégralité de la ourbe peut être utiliséepar l'algorithme d'inversion.
5.4 Comparaisons5.4.1 IntrodutionDans ette partie, les résultats des modèles de Keller, de Foldy-Twersky et les approxi-mations de Maxwell-Garnett et de Bruggeman sont omparés aux résultats numériquesissus de la FDTD. Pour ette omparaison, il faut prendre garde à la disrétisation. Ene�et, les plus petites partiules ont le même rayon que le pas de maillage. Dans e as,nous utiliserons un rayon e�etif équivalent pour la omparaisons ave les modèles deKeller et de Foldy-Twersky. Ce rayon est obtenu en reherhant le ylindre équivalent demême surfae que le arré maillé. Ainsi, il s'agit de :

reff =
2√
π
r (5.32)A�n de simpli�er l'ériture, nous garderons les notations en r, mais 'est le rayon reffqui est pris en ompte lors des aluls. De plus, nous alulerons à haque fois numéri-quement la fration volumique réelle. En e�et, des di�érenes signi�atives apparaissentpour les plus petits rayons entre la fration volumique des ylindres et leurs équivalentsmaillés. Ainsi, pour haque taille de partiule les points FDTD n'auront pas exatementla même absisse sur l'axe des frations volumiques.Dans une première partie, nous allons étudier des partiules sans pertes en polarisationTM. Nous verrons l'in�uene de la fontion de orrélation de paires pour le modèle deKeller, puis nous verrons l'in�uene de pertes variant de k = 0 à k = 0.2 dans despartiules de rayon λ0/40. Nous ferons ensuite varier la taille des partiules entre λ0/40et λ0/5 pour les partiules de perte k = 0.2.Dans une seonde partie, nous étudierons des milieux hétérogènes à pertes dans lesdeux polarisations. Nous ommenerons par faire varier les pertes dans le milieu h�teentre k = 0.02 et k = 0.2 pour des partiules de rayon λ0/40 et d'indie 2.25. Puis nousferons varier l'indie des partiules entre n = 1 et n = 2.25 et �nalement, nous étudieronsl'in�uene de la taille des partiules en la faisant varier entre λ0/40 et λ0/10.Nous �nirons par une extension de la théorie de Foldy-Twersky et de Keller pour despolymatériaux.
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Fig. 5.5 � Partie imaginaire de l'indie e�etif en fontion de la fration volumique pourdes inlusions de rayon λ0/20 et d'indie optique ni = 2.25 + i0.2 dans un milieu h�ted'indie nh = 1.63.5.4.2 Milieux sans pertesDans les exemples i-dessous, l'indie du milieu h�te est réel nh = 1.63 tandis quel'indie des partiules est ni = 2.25 + ik ave k prenant di�érentes valeurs pour tenirompte de partiules plus ou moins absorbantes. Le rayon des partiules ri varie de λ0/40à λ0/5.5.4.2.1 In�uene de la fontion de orrélation de paires (PCF) sur l'approxi-mation de KellerLe modèle de Keller (eq. 5.7) dépend de la fontion de orrélation de paires pourreprésenter orretement la di�usion double. Dans le as du modèle des sphères dures,une première approximation utilise la fontion de orrélation de paires suivante :
g(r) =

{

0 si r < 2a

1 sinon
(5.33)Cette formulation permet de borner et de simpli�er l'intégrale in�nie présente dans laformulation de Keller et don, de failiter son alul. La seonde approhe est basée surla fontion de orrélation de paires numérique alulée préédemment (Chapitre 3).Pour ette étude, nous utilisons des partiules de rayon ri = λ0/20 et k = 0.2. Nousomparons les résultats de l'indie obtenu par FDTD ave deux approximations du modèlede Keller. Les résultats sont présentés Figure 5.5.Jusqu'à une fration volumique de 20%, nous notons que nous avons une onordaneexellente entre les trois approhes. Au dessus de 20%, l'approximation de Keller utilisantle PCF numérique s'éloigne peu à peu des résultats obtenus par FDTD, mais jusqu'à 30%la omparaison reste exellente et jusqu'à 50% la di�érene reste faible. L' approximationde Keller utilisant la fontion de orrélation de paire de type gaz s'éloigne beauoup plus



5.4. COMPARAISONS 141rapidement dès 20% et les résultats sont erronés aux fortes frations volumiques. Cetteétude montre l'intérêt d'utiliser une PCF numérique pour des larges frations volumiques.C'est ette approhe que nous utiliserons.Ainsi, nous avons e�etué le alul de la PCF pour toutes les frations volumiquesomprises entre 1 et 50% pour une taille de partiule de rayon ri = λ0/20. Son utilisationpermet d'améliorer les résultats pour des frations supérieures à 20% pour un oût nu-mérique faible. En e�et, elle n'est alulée qu'une seule fois pour une taille de partiule àtoutes les frations volumiques.5.4.2.2 In�uene des pertes dans les partiulesNous onsidérons ii des partiules de rayon a = λ/40, de partie imaginaire de l'indie
k = 0, 0.02 et 0.2, et nous omparons les résultats FDTD ave les quatre lois introduitespréédemment (Figure 5.6). La partie réelle de l'indie e�etif est bien représentée par lesquatre lois étudiées. Les di�érenes ave les résultats obtenus par FDTD restent faiblessur l'ensemble des frations volumiques pour toutes les absorptions étudiées.Pour la partie imaginaire de l'indie e�etif, quand k = 0, nous pouvons voir une bonneonordane entre les résultats FDTD et le modèle de Keller, les deux s'éloignant trèsrapidement du modèle de Foldy-Twersky. Dans e as l'extintion est uniquement due auxpertes par di�usion et le modèle de Foldy-Twersky surestime largement l'extintion. Audessus d'une fration volumique de 10%, la FDTD présente une saturation de l'extintionqui reste identique à mesure que la fration volumique augmente, e qui est bien reproduitpar le modèle de Keller jusqu'à fv = 30%. Les lois de Bruggeman et de Maxwell-Garnettprédisent une extintion nulle, e qui est normal vue leur nature.Dans le as des partiules à pertes k = 0.2, le modèle de Foldy-Twersky surestimelégèrement le oe�ient de propagation e�etif déterminé par la FDTD. Le modèle deKeller le sous-estime légèrement. Jusqu'à des frations volumiques de 50%, la onor-dane entre les quatre approhes reste aeptable, e qui est logique puisque l'absorptionest le phénomène prédominant et qu'il est pris en ompte orretement dans les quatreapprohes.L'indie e�etif obtenu à partir des partiules ave k=0.02 présente un omportementintermédiaire entre les as préédents ave une surestimation forte de l'extintion par lemodèle de Foldy-Twersky au dessus de 10% et une sous estimation roissante de l'ap-proximation de Keller au dessus de 30%. Les lois de Bruggeman ou de Maxwell Garnettsous-estiment largement l'extintion.Sur es trois exemples, nous pouvons onlure que pour ette taille et es indies, ledomaine de validité du modèle de Foldy-Twersky roît ave les pertes par absorption. Ilreste préis jusqu'à des frations volumique de 10%. L'approximation de Keller est trèspréise et reste valide jusqu'à des frations volumiques de 30%.
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Fig. 5.6 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique (a-b) ni = 2.25, (-d) ni = 2.25 + i0.02 et (e-f) ni = 2.25 + i0.2dans un milieu h�te d'indie nh = 1.63 en polarisation TM.



5.4. COMPARAISONS 1435.4.2.3 In�uene de la taille des partiulesLes partiules sont d'indie ni = 1.63+ i0.2 et de rayon variable ri ompris entre λ0/40et λ0/5. Nous omparons les résultats obtenus par la FDTD ave les modèle de Keller etde Foldy-Twersky et les lois de Bruggeman et Maxwell-Garnett en fontion de la frationvolumique fv. Les résultats sont présentés Figure 5.7.En e qui onerne la partie imaginaire, lorsque ri roît, nous pouvons noter que lesapproximations de Bruggeman et de Maxwell-Garnett s'éloignent des résultats numériquesde la FDTD. Dans tous les as, le modèle de Keller donne d'exellents résultats jusqu'àdes frations volumiques de 30%. Au dessus de ette limite, il sous-estime keff pourles partiules de rayon λ0/40 et λ0/20 et le surestime pour les plus grosses partiules.Le domaine de validité du modèle de Foldy-Twersky roît ave la taille des partiules.Il permet de représenter orretement l'évolution de l'extintion jusqu'à des frationsvolumiques de 10% pour des partiules de rayon λ0/40 et λ0/20 et jusqu'à 30% pourles partiules de rayon λ0/10 et λ0/5. Ainsi, l'approximation de Foldy-Twersky sembleêtre mieux aratérisée par le nombre de entres par unité de volume que par la frationvolumique.Pour la partie réelle de l'indie e�etif, nous pouvons véri�er que l'approximation deBruggeman et de Maxwell-Garnett donnent de bons résultats sauf pour des inlusionsde grande taille. Le modèle de Keller donne toujours d'exellents résultats. Le modèle deFoldy-Twersky reste valable jusqu'à des tailles de partiules de λ0/20 mais pour des taillesde partiules supérieures, son domaine de validité est restreint à 10%.5.4.3 Milieux à pertesPour l'instant, nous avons traité des partiules à pertes dans un milieu sans pertes.Ce n'est pas la on�guration la plus probable. En e�et, dans le domaine optique, lespertes sont également dans le milieu. Aussi allons nous reprendre la même explorationque préédemment en faisant varier les pertes dans le milieu entre k = 0.02 et k = 0.2.Nous allons également l'enrihir en explorant l'in�uene de la polarisation. Nous feronsvarier ensuite la taille des partiules entre λ0/40 et λ0/10 ainsi que leur indie optiqueentre 1 et 4. Les résultats omplets sont présentés en annexe D.5.4.3.1 In�uene des pertes dans le milieuLes partiules ont un rayon de λ0/40 et un indie de 2.25. Les deux polarisations ontun omportement di�érent. Aussi, nous allons dérire l'évolution de l'indie e�etif enpolarisation TM, puis, nous ferons ette analyse en polarisation TE.Polarisation TM Nous onsidérons ii sur la Figure 5.8 des partiules de rayon ri =

λ0/40. La partie imaginaire k de l'indie optique du milieu h�te prend les valeurs k = 0,
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Fig. 5.8 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique ni = 2.25 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.



146CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUE0.02 et 0.2. Nous omparons les résultats FDTD ave les quatre lois de Foldy-Twersky, deKeller, de Maxwell-Garnett et de Bruggeman.Lorsque la fration volumique augmente, deux phénomènes sont en onurrene. Lepremier est la di�usion par les partiules qui aura tout d'abord tendane à faire roîtrel'extintion, au moins en régime de di�usion simple. Dans le même temps, l'absorptionbaisse ar on ajoute un matériaux sans pertes (les partiules) dans un milieu à pertes (lemilieu h�te) e qui aura tendane à diminuer l'extintion. Ainsi, suivant la ontributionprédominante, on assistera à une augmentation de l'extintion lorsque la di�usion par lespartiules sera supérieure à la diminution simultanée de l'absorption ou une diminutiondue au phénomène inverse.Ainsi, quand k = 0.02, on observe tout d'abord une augmentation de l'extintiondue à la di�usion des partiules pour fv < 10% puis une baisse due à la diminution del'absorption par le milieu. Le modèle de Keller et les résultats numériques sont identiquespour toutes les frations volumiques étudiées. Ils s'éloignent très rapidement du modèle deFoldy-Twersky qui surestime toujours l'extintion. Les modèles de Maxwell-Garnett et deBruggeman ne permettent pas de prendre en ompte l'évolution de l'extintion lorsqu'elleest due à la di�usion.Dans le as intermédiaire, le modèle de Keller représente toujours parfaitement lesvariations d'indies. Dans e as, l'extintion diminue dès le départ. Le modèle de Foldy-Twersky présente une légère surestimation de l'extintion pour des frations volumiquessupérieures à 10%.Dans le as des partiules à pertes, les modèles de Keller et de Foldy-Twersky re-présentent orretement les résultats numériques de la FDTD jusqu'à des frations de
fv = 50%. Ce résultat est logique puisque l'absorption est le phénomène qui prédomineet elui-i est orretement pris en ompte dans les trois approhes.On retrouve don des résultats quasi-identiques au as des partiules à pertes. C'est-à-dire que l'on retrouve une in�uene de la di�usion inohérente uniquement pour lespertes les plus faibles (k = 0.02) que le modèle de Foldy-Twersky et de Keller permettentde représenter. Lorsque les pertes augmentent, on a alors κe ≈ κa et tous les modèlesdonnent des résultats orrets.Polarisation TE La Figure 5.9 présente les résultats obtenus en polarisation TE.Les variations de la partie réelle de l'indie e�etif sont orretement prises en omptepar les lois de Maxwell-Garnett et Bruggeman sur l'ensemble du domaine des frationsvolumiques. Néanmoins, un éart signi�atif entre les résultats FDTD et les modèles deKeller et de Foldy-Twersky apparaît à partir d'une fration volumique de 20%.Dans le premier as (k = 0.02), le modèle de Keller permet de représenter orretementl'évolution de l'extintion. On a rapidement κe = κa et les lois de mélange permettentdon d'en suivre les variations. Le modèle de Foldy-Twersky permet de représenter la
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Fig. 5.9 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique ni = 2.25 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.



148CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUEpartie imaginaire de l'indie e�etif jusqu'à des frations volumiques de 5%. Au delà, ilsurestime l'extintion. Dans e as, les modèles les plus simples donnent les meilleursrésultats.Lorsque les pertes dans le milieu augmentent (k = 0.1), le modèle de Keller s'éloignedes résultats FDTD à partir d'une fration volumique de 10% et surestime alors l'extin-tion, son omportement est alors relativement prohe du modèle de Foldy-Twersky. Lameilleure approximation est toujours donnée par les deux modèles les plus simples.Finalement, lorsque l'absorption est maximale, le modèle de Foldy-Twersky et de Kellerse onfondent mais ne donnent des résultats orrets que pour des frations volumiquesinférieures à 10%. Bruggeman et Maxwell-Garnett donnent toujours d'exellents résultats.Pour mieux omprendre e phénomène, nous utilisons des partiules d'indie optique
ni = 4 (Figure 5.10). L'e�et sur la partie réelle est beauoup plus marqué et seuls lesmodèles de Bruggeman et de Maxwell-Garnett permettent de représenter elle-i sur l'en-semble des frations volumiques.Pour l'absorption la plus faible, nous avons une augmentation ontinue de l'extintion.Celle-i est don due à la di�usion. Le modèle de Keller permet d'obtenir l'extintionjusqu'à des frations volumiques de l'ordre de 10%. Le modèle de Foldy-Twersky représenteorretement la partie imaginaire de l'indie e�etif pour toutes les frations volumiques.La di�usion inohérente est prépondérante (κd ≫ κa), ainsi les lois de Maxwell-Garnettet de Bruggeman sous-estiment l'extintion.Lorsque l'absorption du milieu h�te augmente (k = 0.1), l'extintion est assez stablesur l'ensemble des fration volumiques. Le modèle de Keller et l'approximation de Maxwell-Garnett donnent d'exellents résultats jusqu'à des frations volumiques de 30%. que l'ap-proximation de Bruggeman sous estime l'extintion à partir d'une fration volumique de35%. Le modèle de Foldy-Twersky surestime la partie imaginaire de l'indie e�etif lorsquela fration volumique est supérieure à 5%.Pour l'absorption la plus forte (k = 0.2), les modèles de Keller et de Foldy Twerskysurestiment l'extintion pour des frations volumiques supérieures à 10%. Le modèle deMaxwell-Garnett donne les meilleurs résultats et reste valable jusqu'à des frations volu-miques de 40%. On a don, dans e as κe ≈ κa.Synthèse Lorsque le milieu est à pertes, le modèle de Keller permet de représenterl'évolution des parties réelle et imaginaire de l'indie e�etif pour le hamp ohérent enpolarisation TM sur l'ensemble des frations volumiques. Le modèle de Foldy-Twersky estlimité aux faibles frations volumiques et surestime l'extintion. Lorsque l'extintion estprinipalement due à l'absorption (κe ≃ κa), les lois de Bruggeman et de Maxwell-Garnettdonnent des résultats orrets.En polarisation TE, le modèle de Foldy-Twersky donne des résultats orrets lorsquela di�usion inohérente est importante (κd ≫ κa). Lorsque l'extintion est surtout due à
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Fig. 5.10 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique ni = 4 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.



150CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUEl'absorption (κe ≈ κa), les modèles de Keller et de Foldy-Twersky prédisent orretementl'extintion jusqu'à des frations volumiques de l'ordre de 10%. Au delà une approxima-tion plus simple omme elle de Maxwell-Garnett donne de meilleurs résultats. Les deuxpolarisations TE et TM ont don un omportement di�érent pour les modèles d'indiee�etif utilisés. Ainsi, par exemple, le modèle de Keller permet de représenter l'évolutionde l'extintion en polarisation TM où la di�usion des partiules est isotrope (voir Cha-pitre 3). En polarisation TE, les partiules di�usent de manière fortement anisotrope,et e modèle ne permet plus de représenter l'évolution de l'extintion sur l'ensemble desfrations volumiques.Il est alors di�ile de onnaître le omportement des di�érents modèles en géométrietridimensionnelle. Des expérienes numériques dans ette géométrie sont néessaires a�nde pouvoir déterminer si une des deux polarisations est plus représentative de leur domainede validité.5.4.3.2 In�uene de l'indie des partiulesNous allons ii étudier l'in�uene de l'indie optique des partiules sur les modèlestestés. Lorsque elui-i augmente, la partiule di�use plus et le ontraste diéletriqueave le milieu h�te augmente. Ainsi, les lois de mélanges négligeant la di�usion ommeBruggeman et Maxwell-Garnett ainsi que les théories perturbatives limitées en ontrasted'indie devraient s'éloigner du résultat obtenu par la FDTD.La Figure 5.11 présente la omparaison entre les di�érents modèles et les résultatsobtenus par FDTD pour des partiules de rayon λ0/20 et pour un indie ni variant de 1à 4 pour une fration volumique de 20% en polarisation TM.Le modèle de Keller donne les meilleurs résultats pour un indie optique des partiulesde ni = 1 ou ni = 2.25. Pour des indies plus élevés (ni = 4), on note une augmentationtrès forte et rapide des valeurs de keff prédites par le modèle de Keller, et une surestima-tion de l'extintion par rapport aux résultats FDTD. Comme nous sommes à une frationvolumique de 20%, le modèle de Foldy-Twersky surestime l'extintion dans tous les as etla di�érene ave le modèle de Keller pour des indies supérieurs à 1.63 s'aentue avel'indie optique. Le modèle de Bruggeman et le modèle de Maxwell-Garnett ne donnentpas des résultats orrets sauf pour l'absorption la plus forte (kh = 0.2) où il permet dereprésenter assez orretement les évolutions de l'indie.La Figure 5.12 présente la omparaison entre les modèles et les résultats obtenus parFDTD pour des partiules de rayon λ0/20 et pour un indie ni de 1 à 4 et pour une frationvolumique de 20% en polarisation TE. Le omportement des méthodes est identique pourla partie réelle de l'indie e�etif. Si toutes les méthodes donnent un résultat orretlorsque l'indie est faible pour ette fration volumique (20%), seule les lois de Maxwell-Garnett et de Bruggeman permettent de déterminer sa valeur pour l'indie de réfrationdes partiules le plus élevé (ni = 4). On retrouve la même onlusion que dans le as de
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Fig. 5.11 � Indie e�etif en fontion de l'indie des partiules pour des inlusions derayon λ0/20 pour une fration volumique fv = 0.2 dans un milieu h�te d'indie pour (a-b)
nh = 1.63 + i0.02, (-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig. 5.12 � Indie e�etif en fontion de l'indie des partiules pour des inlusions derayon λ0/20 et pour une fration volumique fv = 0.2 dans un milieu h�te d'indie (a-b)
nh = 1.63 + i0.02, (-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.



5.4. COMPARAISONS 153l'étude e�etuée sur l'in�uene des pertes en fontion de la fration volumique.Pour la partie imaginaire de l'indie e�etif, les modèles de Keller et de Foldy-Twerskyne présentent plus de forte roissane omme en polarisation TM. Dans le as où lespertes sont les plus faibles (nh = 1.63 + i0.02), seul le modèle de Foldy-Twersky a lesmêmes variations que l'indie e�etif en le surestimant néanmoins. Le modèle de Kellerprévoit une baisse de l'extintion alors que dans les faits, elle augmente. Les lois deBruggeman et de Maxwell Garnett restent très prohes du modèle de Keller jusqu'à unindie de réfration des partiules ni de 2. Lorsque les pertes augmentent (ni = 1.63 +

i0.1), les résultats suivent toujours le modèle de Foldy-Twersky mais la di�érene est plusimportante. Le modèle de Keller et les lois de Maxwell-Garnett et de Bruggeman semblentplus préises lorsque l'indie est prohe de 2.25.Finalement, lorsque l'absorption est la plus forte (kh = 0.2), tous les modèles donnentdes résultats similaires lorsque le ontraste d'indie est faible (1 < ni < 2.25). Néanmoins,lorsque l'indie des partiules devient supérieur à 2.25, le modèle de Keller et les loisde Maxwell-Garnett et de Bruggeman donnent des résultats similaires en sous-estimantl'extintion tandis que le modèle de Foldy-Twersky le surestime.5.4.3.3 In�uene de la taille des partiulesFinalement, nous allons étudier l'in�uene de la taille des partiules sur l'indie e�etif.Nous allons pour ela onsidérer des partiules d'indie optique ni = 2.25 pour une frationvolumique fv = 0.2 dans un milieu h�te d'indie nh = 1.63 + ik où k prendra les valeurs0.02, 0.1, et 0.2. La taille des partiules varie de λ0/40 à λ0/10.Dans le premier as (Figure 5.13), ette étude est e�etuée en polarisation TM. Onobserve sur la Figure (a), () et (e) que la partie réelle de l'indie e�etif varie peu ave lataille des partiules. Elle reste prohe de la valeur donnée par les modèles de Keller, Foldy-Twersky et même des lois de mélange. La vitesse de propagation de l'onde n'est don pasmodi�ée par la taille des partiules. La partie imaginaire de l'indie e�etif, présentée surles Figure (b), (d) à (f), est plus ontrastée. Les lois de Bruggeman et de Maxwell Garnettne peuvent prendre en ompte le rayon des partiules. L'extintion prévue par es modèlesn'est don orrete que pour les plus petites partiules traitées. Leur limitation apparaîtlairement sur es trois �gures. On note néanmoins que les lois de Maxwell-Garnett et deBruggeman donnent de bien meilleurs résultats pour la plus forte absorption du milieuh�te (k = 0.2). Le modèle de Keller donne d'exellents résultats pour des partiules derayon λ0/40 et λ0/20. Il donne les meilleurs résultats pour les partiules de rayon λ0/10 etpermet de aluler préisément l'indie e�etif lorsque l'absorption dans le milieu h�te estsu�sante (kh > 0.1). Le modèle de Foldy-Twersky ne donne ii de bon résultats que pourdes partiules de rayon λ0/40 et surestime de plus en plus l'extintion à mesure que lataille des partiules augmente. Compte tenu de la fration volumique utilisée (fv = 0.2),es résultats sont logiques puisque e modèle est hors de son domaine de validité.



154CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUE

0.04 0.06 0.08 0.1
1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

r
i

n ef
f

(a) nh = 1.63 + i0.02

0.04 0.06 0.08 0.1

0.02

0.04

0.06

0.08

r
i

k ef
f

(b) nh = 1.63 + i0.02

0.04 0.06 0.08 0.1
1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

r
i

n ef
f

() nh = 1.63 + i0.1

0.04 0.06 0.08 0.1
0.05

0.1

r
i

k ef
f

(d) nh = 1.63 + i0.1

0.04 0.06 0.08 0.1
1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

r
i

n ef
f

(e) nh = 1.63 + i0.2

0.04 0.06 0.08 0.1

0.14

0.16

0.18

0.2

r
i

k ef
f

(f) nh = 1.63 + i0.2

Fig. 5.13 � Indie e�etif en fontion de la taille des partiules exprimée en λ0 pour desinlusions d'indie ni = 2.25 et pour une fration volumique fv = 0.2 dans un milieuh�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02, (-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 enpolarisation TM.
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Fig. 5.14 � Indie e�etif en fontion de la taille des partiules exprimée en λ0 pour desinlusions d'indie ni = 2.25 et pour une fration volumique fv = 0.2 dans un milieuh�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02, (-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 enpolarisation TE.



156CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUEEn polarisation TE (Figure 5.14), la partie réelle de l'indie e�etif ne varie pas nonplus en fontion de la taille des partiules pour les trois absorptions onsidérées. Toutesles méthodes donnent le même résultat. Dans le premier as où l'absorption est la plusfaible (nh = 1.63 + i0.02), le modèle de Foldy-Twersky permet de représenter l'évolutionde l'extintion. Il la surestime toujours dans tous les as. Ces résultats e détériorentave la taille des partiules. Lorsque l'absorption augmente le modèle de Foldy-Twerskyreprésente de moins en moins l'évolution de l'extintion, et il ne donne même pas unvaleur orrete pour les plus petites partiules (λ0/40). Le modèle de Keller ne représentepas l'évolution de l'extintion, il prévoit une déroissane en fontion de la taille alors queelle-i est ontinûment roissante.5.4.3.4 Utilisation du modèle de Keller pour l'étude de l'in�uene de la tailledes partiulesNous avons vu que, en polarisation TM, le modèle de Keller permettait de déterminerpréisément l'extintion. Nous avons déterminé un domaine de validité pour fv < 30%lorsque l'indie des partiules est 2.25. Nous pouvons don utiliser le modèle de Keller poure�etuer une étude plus approfondie du omportement de l'extintion pour es paramètres.Le résultat est présenté Figure 5.15. On observe tout d'abord une phase où la partieimaginaire de l'indie e�etif baisse ave la fration volumique lorsque ri = λ0/40 aron ajoute des partiules sans pertes à un milieu à perte. Dans le as inverse, lorsque
ri = λ0/10, l'extintion roit ave le nombre de partiules puisque les pertes par di�usionssont plus importantes que la baisse de l'absorption. Entre es deux extrêmes, les ourbesprésentent une augmentation initiale due aux phénomènes de di�usions suivie d'une baissedues aux di�usions multiples et à la baisse de l'absorption.5.4.3.5 ConlusionNous avons vu qu'en polarisation TM le modèle de Keller donnait d'exellents résul-tats pour toutes les frations volumiques onsidérées tant que l'indie de réfration despartiules demeurait raisonnable (≤ 2.25). Le modèle de Foldy-Twersky permet quant àlui d'estimer l'évolution de l'extintion, dans les as que nous avons traités, jusqu'à desfrations volumiques de l'ordre de 10%. De plus, il est lui aussi limité par les forts indies.Les lois de Bruggeman et de Maxwell-Garnett permettent de déterminer l'indie e�etiflorsque l'extintion est uniquement due à l'absorption (κe ≈ κa) et d'en avoir une estima-tion sinon. Néanmoins, es modèles ne permettent pas de prendre en ompte la taille despartiules.La polarisation TE donne des résultats di�érents. Dans e as, le modèle de Keller nepermet pas de rendre ompte les évolutions de l'indie e�etif lorsque la fration volumiqueest supérieure à 10%. Le modèle de Foldy-Twersky, pourtant plus simple permet d'obtenir
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Fig. 5.15 � Partie imaginaire de l'indie e�etif obtenue ave le modèle de Keller pourdes partiules d'indie 2.25 dans un milieu h�te d'indie nh = 1.63 + i0.02 en fontion dela fration volumique fv et du rayon des partiules ri.



158CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUEun domaine de validité similaire. Le modèle de Foldy-Twersky semble donner de bonsrésultats lorsque l'absorption est faible et que l'extintion est surtout due à la di�usion.Lorsque la taille des partiule n'est pas trop élevée (≤ λ0/40) et que l'extintion est surtoutdue à l'absorption, les lois de Maxwell-Garnett et de Bruggeman donnent les meilleursrésultats.Ainsi, les polarisations TE et TM ont un omportement di�érent vis à vis des loisde mélange et des modèles de détermination de la onstante de propagation e�etive.Notamment, le modèle de Keller ne peut pas s'appliquer en polarisation TE. Une étudesimilaire doit être menée en géométrie tridimensionnelle de omparaison entre les résultatsnumériques et es modèles approhés. En e�et, les domaines de validité déterminés ii neseront sans doute pas transposables ompte tenu de la di�érene de omportement entreles deux polarisations.5.4.4 Extension aux polymatériauxDans la première partie de e hapitre, nous avons traité la di�usion par un ensemblemonodisperse de partiules. Cette limitation n'est pas due à notre méthode puisqu'ellepeut traiter un ensemble polydisperse de di�useurs polymatériaux mais est liée aux li-mitations de ertaines méthodes approhées utilisées. En e�et, le modèle de Keller a étédéveloppé pour un ensemble monodisperse de partiules. La première idée onsiste à ap-pliquer les modèles préédents itérativement à haque type de partiule. Néanmoins, etteméthode donne un indie e�etif di�érent suivant l'ordre de prise en ompte des parti-ules. Par exemple, pour deux types de partiules d'indie n(1)
i = 2.25 et n(2)

i = 1 de rayon
λ0/40 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.1 ave une fration volumique fv = 0.4répartie équitablement entre les deux matériaux, on obtient, ave le modèle de Keller enpolarisation TM les résultats suivants :milieu 1 puis milieu 2 milieu 2 puis milieu 1

keff 1.65 + i0.068 1.70 + i0.066Il faut don redé�nir les modèles de Keller et de Foldy-Twersky dans e as. Si l'adap-tation du modèle de Foldy-Twersky est triviale, le modèle de Keller est plus di�ilementadaptable. En e�et, il se base sur la fontion de orrélation de paire qui n'est dé�nie quepour un ensemble de partiules de même type. Nous allons don ii étudier un polyma-tériau. Dans e as la fontion de orrélation de paire reste la même. Supposons que l'onait un ensemble P de partiules p quelonques. Nous proposons d'utiliser une matrie dedi�usion équivalente S à partir des matries de di�usion de haque partiule S(p) et de safration volumique partielle f (p)
v par :
S(0) =

1

fv

∑

P

f (p)
v S(p)(0) (5.34)
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où fv est la fration volumique totale oupée par l'ensemble des partiules. Le modèlede Foldy-Twersky s'érit alors :

k2
eff = k2

0 −
4

π

∑

p

fv(p)S
(p)(0)

a2
(5.35)Le modèle de Keller s'érit omme :

k2
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π

∑
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(
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(

∑

p

fv(p)S
(p)(0)

a2

)2
∫ ∞

0

H1
0 (k1r)J0(keffr)(g(r)− 1)rdrLa Figure 5.16 présente es deux modèles pour deux types de partiules d'indie n(1)

i =

2.25 et n(2)
i = 1 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.1 pour une fration volumiquerépartie équitablement entre les deux matériaux. On observe que le modèle de Foldy-Twersky donne des résultats identiques au modèle de Keller sur l'ensemble des frationsvolumiques étudiées. Ainsi, on ne peut savoir si les di�usions doubles sont orretementprises en ompte. Les deux modèles permettent de représenter préisément l'évolution dela partie réelle et de la partie imaginaire de l'indie e�etif. On note néanmoins de légèresdi�érenes entre les modèles et les résultats numériques pour les frations volumiques lesplus faibles (entre 5 et 15%).



160CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUE5.5 Di�usion par un ensemble bidisperse de partiules5.5.1 Présentation du problèmeDe nombreuses méthodes dépendent de la quantité de partiules dans le domaine dealul ou se révèlent di�iles d'appliation lorsque le milieu n'est pas monodisperse etmonomatériau. Ce sont, par exemple, des méthodes omme l'utilisation des matries S[45℄ ou basées sur la DBA (Distorded Born Approximation) [79℄.Dans ette partie, nous allons étudier une approhe originale de rédution de la om-plexité du alul de la di�usion par un ensemble bidisperse de partiules. Le milieu om-porte des grosses partiules di�usantes et des petites partiules peu di�usantes. Nousutiliserons un indie e�etif a�n de représenter l'in�uene des petites partiules sur lemilieu. Il est alulé par la méthode présentée dans la première partie de e hapitre.Nous ommenerons par expliiter les paramètres de alul utilisés pour ette étude.Puis, nous herherons à déterminer si l'on peut aluler préisément le hamp lointain enutilisant un indie e�etif assoié à la propagation de l'énergie ohérente pour représenterles petites partiules. Cette étude est réalisée pour le as de partiules à pertes et sansperte.5.5.2 Paramètres du alulL'espae de alul est maillé à λ0/40. Le milieu h�te a un indie nh = 1.63 et omportedeux types de partiules :� les grosses partiules (GP) ont un rayon de λ0/10 et un indie nGP = 2.25 ;� les petites partiules (PP) ont un rayon de λ0/40 et un indie nPP = 2.25 + ik ave
k = 0.2 ou 0.La fration volumique totale est de 20%, ave une fration volumique partielle de grossespartiules de 10% et de petites partiules de 10%. Cela représente 96% de petites par-tiules et 4% de grosses partiules. Après la génération des milieux ave l'algorithme deMetropolis, on alule par FDTD les quantités suivantes :� Le hamp lointain total di�usé par l'ensemble des partiules (petites et grossespartiules) dans le milieu h�te ;� Le hamp lointain inohérent di�usé par les petites partiules dans le milieu h�te.Ces milieux sont générés en enlevant les grosses partiules des milieux utilisés pourle alul total.� Le hamp lointain total di�usé par les grosses partiules dans le milieu homogénéisé.Ces milieux sont générés en enlevant les petites partiules des milieux utilisés pour lealul total. L'indie du milieu h�te est alulé par l'approhe numérique présentéeChapitre 5.� Le hamp total di�usé par les grosses partiules dans le milieu h�te initial. Ces



5.5. DIFFUSION PAR UN ENSEMBLE BIDISPERSE DE PARTICULES 161milieux sont générés en enlevant les petites partiules des milieux utilisés pour lealul total.Nous utiliserons es résultats pour traer simultanément les ourbes suivantes :� Le diagramme de rayonnement en hamp lointain du problème total (solution deréférene notée (1)) ;� Le diagramme de rayonnement en hamp lointain dû aux grosses partiules dans lemilieu h�te (auune prise en ompte des petites partiules : solution notée (2)) ;� Le diagramme de rayonnement en hamp lointain dû aux grosses partiules dansle milieu homogénéisé (prise en ompte de la propagation ohérente du hamp :solution notée (3)) ;� Le diagramme de rayonnement en hamp lointain des grosses partiules dans lemilieu homogénéisé en ajoutant le hamp lointain inohérent di�usé par les petitespartiules (prise en ompte de la di�usion inohérente des petites partiules : solutionnotée (4)).Nous herhons à modéliser un milieu semi-in�ni. Ainsi, nous devons nous assurer quetoutes les interations ave les partiules ont eu lieu dans l'espae de alul aux fréquenesd'intérêt. Pour ela nous alulons, en plus des données préédentes, la transformé deFourier des hamps prohes à la fréquene étudiée. Nous dé�nissons ensuite Wfuites pourun milieu oupant les mailles in à iN et j0 à jM dans l'espae de alul par :
Wfuites =

1

W0

(

iN
∑

i=in

W (i, j0) +

iN
∑

i=in

W (i, jM)

) (5.36)oùW0 est l'énergie du faiseau inident etW (i, j) la valeur du �ux du veteur de Poyntingau point (i, j). Cette grandeur permet d'évaluer le niveau d'énergie sur les bords latérauxdu domaine de alul et de véri�er que elui-i est quasi-nul.5.5.3 Rédution des taveluresA�n de lisser les résultats obtenus par l'algorithme FDTD, nous e�etuons une moyenneangulaire sur 10o et nous utilisons la symétrie du problème par rapport à l'inidene nor-male (onde inidente normale au problème). Ainsi, l'intensité lissée Î(θ) est obtenue apartir du résultat brut I(θ) par :
Î(θ) =

1

2(Nθ + 1)

Nθ/2
∑

n=−Nθ/2

(I(θ + n∆θ) + I(−θ − n∆θ)) (5.37)où θ est l'angle d'observation, Nθ le nombre de points utilisés pour la moyenne et ∆θle pas de disrétisation angulaire.



162CHAPITRE 5. ÉTUDE DE L'HOMOGÉNÉISATION ET DE LADIFFUSION VOLUMIQUE5.5.4 Petites partiules d'indie optique nPP = 2.25 + i0.2Nous ommençons par traiter le as de petites partiules fortement absorbantes. Ainsi,nous devrions avoir κe ≈ κa et des interations faibles entre les partiules. Une grandepartie de la di�usion inohérente est absorbée et l'indie e�etif devrait onvenablementreprésenter les petites partiules.

Fig. 5.17 � Intensité di�usée par l'ensemble des partiules dans le milieu hétérogène pourun ensemble bidisperse de partiules ave des partiules λ0/40 d'indie nPP = 2.25 + i0.2en polarisation TM. Les éhelles sont en mailles.Dans une première étape, nous allons véri�er que l'ensemble des interations ave lemilieu h�te a eu lieu dans le domaine de alul en déterminant les hamps prohes dansle milieu hétérogène (Figure 5.17). Le domaine a une taille de 10λ0 × 10λ0 et la largeurdu faiseau gaussien inident est de 2λ0. On observe une déroissane du hamp au furet à mesure de sa propagation et il ne reste que 4% de l'énergie inidente dans le milieuaux bords du domaine de alul. Lorsque la taille du domaine est de 20λ0 × 10λ0, il nereste plus que 1% de l'énergie inidente mais les résultats en hamp lointain n'évoluentpas (Figure 5.18).Nous alulons ensuite les résultats des approhes (1) à (4) dérites dans le hapitre5.5.2. La proédure d'homogénéisation numérique nous donne neff = 1.73 + i0.0404. Les
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Fig. 5.18 � Comparaisons entre les intensités di�usées par un milieu hétérogène ave
nPP = 2.25 + i0.2. en polarisation TM.résultats sont présentés Figure 5.19. Sur la ourbe représentant le problème total, ontrouve un ohérent fort et un di�us faible dû aux pertes importantes dans les petitespartiules (situé environ à -17 dB). Ainsi, l'erreur ommise est très importante lorsque onomet les petites partiules, omme dans l'approhe (2), ave plus de 10 dB d'erreur sur leniveau du di�us. L'approhe (3), où nous utilisons le milieu e�etif pour représenter lespartiules, permet d'avoir une bien meilleure approximation des résultats réels (environ1,5 dB de di�érene). Le hamp ohérent est parfaitement représenté. Finalement, l'éartrestant est omblé en utilisant l'approhe (4), 'est-à-dire en ajoutant la partie inohérentedi�usée par les petites partiules sous un plan.Les di�érentes approhes présentées permettent don, graduellement, d'atteindre lasolution du problème total. Si l'on herhe à avoir un ordre de grandeur, la prise enompte des petites partiules par le milieu homogénéisé donne une préision inférieure à 2dB dans e as, pouvant être améliorée en ajoutant la di�usion inohérente par les petitespartiules.5.5.5 Petites partiules d'indie optique nPP = 2.25Les petites partiules sont désormais sans pertes et d'indie nPP = 2.25. Nous ne pou-vons pas, pour des raisons de ressoures informatiques, traiter le problème de la di�usionpar un milieu semi-in�ni. En e�et, l'extintion est très faible et le domaine de alul nepeut pas être su�samment étendu pour ontenir toutes les interations de l'onde inidenteave le milieu hétérogène. Nous limiterons la profondeur du domaine de alul à 10λ0 etnous représenterons don la di�usion par une lame hétérogène in�nie. Dans une premièreétape, nous allons déterminer la largeur minimale du domaine de alul pour pouvoir
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Fig. 5.19 � Intensités di�usées par un ensemble bidisperse de partiules pour nPP =
2.25 + i0.2.ontenir toutes les interations latérales de l'onde inidente ave le milieu hétérogène puisnous appliquerons la méthodologie préédente pour traiter les petites partiules.Pour ela, nous ommençons par aluler les fuites en dehors du domaine de alul enfontion de sa taille. Cette étude est présentée Figure 5.20. On observe que la déroissanedu di�us inohérent se propageant latéralement n'est pas la même suivant les partiulesétudiées. En e�et, pour le problème total et lorsque l'on est su�samment loin du entredu faiseau, elle est d'environ 7 dB/déade tandis qu'elle est de 9 dB/déade pour lesgrosses partiules et de 5 dB/déade pour les petites partiules. La di�usion par les grossespartiules est forte mais déroît rapidement alors que les petites partiules di�usent peu ettransportent l'énergie beauoup plus loin. Les domaines de prédominane de haune desontributions au di�us ne sont don pas les mêmes. Ainsi, si près du faiseau le di�us estmajoritairement dû à la présene des grosses partiules, à partir d'une distane par rapportau entre du faiseau de 10λ0, la ontribution des petites partiules devient majoritaire.Cette analyse est on�rmée par la Figure 5.21. Elle représente les hamps prohes dansle domaine de alul pour le problème total (grosses et petites partiules) et l'inohérentdi�usé par les petites partiules seules. Le domaine a pour dimensions 10λ0 × 30λ0 etla largeur du faiseau gaussien inident est de 2λ0. On observe que les hamps prohesreprésentés Figure 5.21 sont faibles sur les bords droit et gauhe du domaine de alulmais restent importants vers le bas du domaine. Nous représentons don bien une lamehétérogène. La Figure 5.22 représente l'inohérent di�usé par les petites partiules. Ilest dix fois plus faible que le ohérent dans la Figure 5.21, mais sa déroissane est trèslente et l'énergie se propage très loin dans le domaine de alul. Les petites partiules ontdon un r�le fondamental dans la propagation de l'énergie. Leur r�le dans le transport de
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Fig. 5.20 � Énergie inohérente traversant un plan perpendiulaire à la diretion d'ini-dene en polarisation TM. Le entre du faiseau est en 0.l'énergie di�usée ne peut être négligé.La déroissane de l'énergie est lente et il nous faut faire roître largement la taille dudomaine de alul. L'évolution des fuites latérales est dérite dans le tableau suivant :Taille du domaine de alul 10λ0 × 10λ0 20λ0 × 10λ0 30λ0 × 10λ0

Wfuites 40% 16% 8%On observe que, pour une largeur de 30λ0, il reste enore 8% de l'énergie inidentesur les bords latéraux. Néanmoins, omme on peut le voir sur la Figure 5.23, le niveaudu hamp lointain di�usé se stabilise pour 30λ0 × 10λ0. L'augmentation du niveau dudi�us entre le domaine 10λ0× 10λ0 et 20λ0× 10λ0 est très importante et on�rme que denombreuses interations entre l'onde et les partiules ont enore lieu.Cette étude nous a permis de déterminer la taille minimale du domaine de alulpour notre étude, il s'agit désormais d'utiliser l'indie e�etif pour représenter les petitespartiules. Dans e as, nous avons neff = 1.73+ i0.0041. La partie imaginaire de l'indiee�etif est très faible par rapport au as des partiules à pertes. Ainsi, on passe d'un régimeoù la diminution de l'énergie ohérente durant sa propagation est due à l'absorption parles partiules à un régime où es pertes sont uniquement dues à la di�usion inohérente(κe = κd). Les résultats des di�érents traitements sont présentés Figure 5.24. La di�usionpar les partiules est beauoup plus forte que pour les partiules d'indie nPP = 2.25+i0.2et la proédure donne des résultats plus mauvais. Ainsi, le résultat de la di�usion par lesgrosses partiules dans le milieu homogénéisé donné par l'approhe (3) représente mal lerésultat du alul total (environ 4 dB de di�érene). Néanmoins, lorsque nous ajoutonsl'inohérent di�usé par les petites partiules (approhe (4)), une grande partie de etéart est omblé. Ainsi ette approhe permet, dans e as, d'avoir une approximation duproblème de la di�usion par un milieu bidisperse de partiules mais elle néessite de faire
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Fig. 5.21 � Intensités dans le milieu hétérogène en polarisation TM pour un ensemblebidisperse de partiules pour des partiules λ0/40 d'indie nPP = 2.25 (a) . Les éhellessont en mailles.
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Fig. 5.22 � Intensités dans le milieu hétérogène en polarisation TM pour les petitespartiules seules pour des partiules λ0/40 d'indie nPP = 2.25 Les éhelles sont en mailles.
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Fig. 5.23 � Intensités di�usées par un ensemble bidisperse de partiules pour nPP = 2.25.Le problème de taille 10λ0 × 10λ0 est représenté en traits points pointillés, elui de taille
10λ0 × 20λ0 en traits pointillés et elui de taille 10λ0 × 30λ0 en trait plein.
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Fig. 5.24 � Intensités di�usées par un ensemble bidisperse de partiules pour nPP = 2.25en polarisation TM. Les éhelles sont en mailles.le alul de la di�usion par l'ensemble des petites partiules. La préision atteinte (2 dB)est néanmoins supérieure à la di�érene entre la di�usion par problème total et par lesgrosses partiules dans le milieu h�te (1.5 dB).5.5.6 Validité de l'approheNous avons utilisé notre méthodologie pour diminuer la omplexité du problème dela di�usion par un ensemble bidisperse de partiules pour deux indies optiques : nPP =

2.25 + i0.2 et nPP = 2.25. Dans le premier as, les partiules sont à pertes et l'énergiepropagée dans le milieu est ontenue dans le domaine de alul. La proédure d'homogé-néisation donne de bons résultats, et lorsque nous ajoutons l'énergie inohérente di�uséepar les petites partiules les ourbes onordent. Dans le seond as, les partiules sontsans perte et nous ne pouvons pas utiliser un domaine de alul assez grand pour ontenirtoutes les interations de l'onde ave le milieu hétérogène. Nous avons utilisé une lamehétérogène en lieu et plae du milieu semi-in�ni. Nous avons étudié la propagation del'inohérent dans le milieu et nous avons vu que des interations ont lieu à très grandedistane. Ainsi, la proédure d'homogénéisation donne seulement des résultat aeptablesmais une méthode rigoureuse doit être utilisée pour avoir des résultats préis.Cette méthodologie est seulement appliable lorsque la di�usion par les petites parti-ules est faible. En e�et, notre proédure d'homogénéisation est basée sur la propagationdu ohérent. L'ajout de la partie di�usée par les petites partiules dans le milieu h�te àla di�usion du problème homogénéisé permet d'améliorer les résultats lorsque les pertessont faibles et de représenter le problème total lorsque les pertes sont importantes.



5.6. CONCLUSION 1695.6 ConlusionDans e hapitre, nous avons présenté une méthode originale à notre onnaissane dedétermination d'un indie e�etif. Elle est basée sur l'étude de la propagation de l'énergieohérente dans l'algorithme FDTD. Nous l'avons utilisée pour tester la validité de deuxlois de mélange : Maxwell-Garnett et Bruggeman et de deux modèles perturbatifs : lesmodèles de Keller et de Foldy-Twersky. Nous avons remarqué un omportement di�érentsuivant la polarisation. En e�et, en polarisation TM le modèle de Keller est orret surtoutes les frations volumiques et pour des di�érenes d'indie optique inférieures à 1.Le modèle de Foldy-Twersky est limité à des frations volumiques de l'ordre de 10%. Leslois de mélange permettent d'obtenir un bon ordre de grandeur. En polarisation TE, lemodèle de Keller est limité à des frations volumiques de l'ordre de 10%. Le modèle deFoldy-Twersky est orret dans les as étudiés jusqu'à des frations volumiques de l'ordrede 10%.Nous avons ensuite utilisé et ensemble de résultats pour étudier la di�usion en hamplointain par un ensemble bidisperse de partiules et notamment savoir si nous pouvionsremplaer les petites partiules par le milieu homogénéisé dérit préédemment. Nousavons pu déterminer dans quels as ette déomposition est possible.
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Troisième partieÉtude du ouplage surfae/volume
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Chapitre 6Couplage surfae/volume
6.1 Présentation du problèmeLorsqu'on étudie un milieu hétérogène rugueux, peu de méthodes peuvent s'appliquersimplement. Les di�usions surfaique et volumique sont alors souvent alulées séparémentave deux méthodes adaptées à haune des ontributions. Par exemple, on peut utiliserl'équation du transfert radiatif pour traiter la di�usion volumique et l'approximationde Kirhho� pour aluler la ontribution de la surfae rugueuse [53, 33, 127℄. Il s'agitensuite de onnaître les interations entre es deux sous-problèmes pour pouvoir alulerla di�usion par le problème total. Calvo Perez [14℄ et Sentena et al [112℄ proposent uneméthode de déouplage basée sur une somme direte des deux ontributions. Ils proposentainsi de aluler :� la di�usion par l'interfae rugueuse séparant le milieu homogénéisé à l'aide d'unindie e�etif pour tenir ompte de la présene des partiules. Ils utilisent l'indiee�etif dé�ni pour dérire la propagation de l'intensité ohérente.� la di�usion inohérente par l'ensemble des partiules plaées sous un plan dans lemilieu h�te.Il s'agit ensuite de faire la somme de l'intensité di�usée Isurface par la surfae homogénéiséeet de l'intensité inohérente di�usée I incoh

volume par le volume pour obtenir l'intensité di�uséetotale Itotal par le milieu hétérogène rugueux :
Itotal(θr) = Isurface(θr) + I incoh

volume(θr) (6.1)Durant [33℄ montre une limitation de ette approhe lorsque la rugosité augmente.Pour les as qu'il étudie, il dé�nit un domaine de validité pour :
ks

kL
< 0.2 (6.2)Il propose d'utiliser l'indie du milieu h�te omme indie e�etif lorsque e ritèren'est pas atteint. 173
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Fig. 6.1 � Déouplage surfae/volumeDans une première partie, nous allons valider notre algorithme FDTD pour le alulde la di�usion par un matériau hétérogène rugueux par omparaison ave un résultatpublié dans l'artile de Sentena et al. Nous présenterons ensuite une extension de etteétude pour des surfaes plus rugueuses et pour des surfaes de fontion d'auto-orrélationexponentielle. Nous présenterons ensuite une étude originale de la validité de l'hypothèsede déouplage en faisant varier la fration volumique et la taille des partiules.Dans la dernière partie de e hapitre, nous utiliserons des surfaes dont la rugositéest liée à la position des partiules. Il s'agit, à notre onnaissane, de la première étudede la di�usion par e type de surfae. Nous étudierons l'évolution de l'erreur ommise enutilisant l'hypothèse de déouplage en fontion de la fration volumique.6.2 Comparaisons de résultat FDTD/MoM HybrideLa MoM hybride utilisée dans l'artile de Sentena et al est surtout adaptée auxpartiules dont la taille est petite devant la longueur d'onde et la rugosité puisqu'elleest basée sur le formalisme des matries S [45℄. Nous omparerons les deux méthodespour une surfae de fontion d'auto-orrélation gaussienne de paramètres statistiques
ks = 0.63 et kL = 2π ; les partiules ont un rayon ri = 0.035λ0 et un indie optique
ni = 3.05 + i0.57, le milieu h�te a pour indie nh = 1.41. Ces partiules sont de troppetite taille devant le maillage et elles ne peuvent pas être traitées de manière exatepar la FDTD (approximation en marhe d'esalier). Nous utilisons don un rayon e�etifpour les représenter par des arrés de même surfae que le disque a�n d'avoir la mêmeintensité di�usée. Le pas de maillage est pris égal au rayon e�etif et vaut λ0/28. L'indiee�etif utilisé est elui obtenu dans la partie préédente par FDTD. Nous trouvons parnotre approhe neff = 1.6574 + i0.0845. L'artile de Sentena et al propose un indie de
neff = 1.5473 + i0.21. Les deux méthodes donnent un indie e�etif di�érent ar ellessont basées sur des méthodes de détermination di�érente. Comme on peut le voir sur laFigure 6.2, elles donnent in �ne des résultats identiques pour la di�usion.On observe, sur ette �gure, que la di�usion par la surfae est prépondérante autour
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(a) Résultats FDTD (b) Comparaison ave les résultats publiésFig. 6.2 � Diagramme de l'intensité di�usée par l'ensemble (petites partiules et surfae)pour des partiules de rayon r = 0.035λ et d'indie n = 3 + 0.57i pour une frationvolumique de 20% dans un milieu d'indie n = 1.42 pour une surfae rugueuse de fontiond'auto-orrélation gaussienne ave ks = 0.6 et kl = 2π en polarisation TE. Les résultatspar notre méthode sont à gauhe (a) et la omparaison ave les résultats de Sentena àdroite (b) (les résultats FDTD sont en ouleur).du pi spéulaire et déroît rapidement ensuite. La di�usion volumique est beauoup plusfaible mais reste stable sur tout le domaine angulaire. Elle devient prépondérante pour lesangles supérieurs à 40o. Lorsque nous additionnons les deux ontributions, nous retrouvonsl'intensité totale di�usée par l'ensemble. Ainsi, la somme des deux problèmes simpli�éspermet de représenter orretement la di�usion par le milieu hétérogène rugueux. Lesdeux approhes donnent le même résultat et dans e as l'hypothèse de déouplage estvéri�ée. Ainsi, nous avons validé notre outil pour l'étude d'un problème surfae/volume.Nous allons pouvoir l'appliquer sur des milieux plus omplexes.6.3 In�uene de la rugosité de surfaeDans une première étape, nous avons augmenté la rugosité de surfae jusqu'à des
ks importants (ks ompris entre 1 et 2.5 et kL = 2π) (.f. Figure 6.3) tous les autresparamètres restant identiques. La di�usion par les petites partiules est la même dans lesquatre as traités, néanmoins l'in�uene de la di�usion par la surfae varie. En e�et, ladi�usion surfaique devient de plus en plus isotrope à mesure que la rugosité augmente.Ainsi, pour un ks = 2.5, le omportement des deux ontributions est semblable mais ladi�usion par la surfae rugueuse reste supérieure à la di�usion par le volume sur toutle domaine angulaire. Dans tous es as, la déomposition surfae/volume donne de trèsbons résultats même pour des rugosités qui peuvent être importantes.Ce résultat est important puisqu'il prouve que le ritère développé par Durant [33℄ est
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(b) ks = 1.5
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(d) ks = 2.5

Fig. 6.3 � Diagramme de l'intensité di�usée par l'ensemble (petites partiules et surfae)pour des partiules de rayon r = 0.035λ et d'indie ni = 3+ i0.57 dans un milieu d'indie
nh = 1.42 pour une fration volumique de 20%, et pour une surfae de fontion d'auto-orrélation gaussienne ave ks = 1, ks = 1.5, ks = 2 et ks = 2.5 ave kL = 2π enpolarisation TE.
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(b) ks = 1Fig. 6.4 � Visualisation d'un moreau d'un milieu utilisé pour les aluls dans le as despartiules de rayon ri = λ0/40 pour une fration volumique de 20% pour une surfae defontion d'auto-orrélation exponentielle de paramètres ks = 0.5 et ks = 1 ave kL = 2π.su�sant mais pas néessaire. En e�et, dans e as, le déouplage donne toujours de bonsrésultats même pour un rapport ks
kL
> 0.2. La validité de l'hypothèse de déouplage n'estdon pas uniquement régie par la rugosité de surfae.Nous nous sommes pour l'instant intéressés à des surfaes de fontion d'auto-orrélationgaussienne. Nous allons utiliser des surfaes d'auto-orrélation exponentielle omme ellesmontrées sur la Figure 6.4. On observe des variations rapides des hauteurs de la surfaearatéristiques de e type de surfae. Les résultats sont présentés sur la Figure 6.5 pour

ks = 0.5 et ks = 1 et pour kL = 2π. On remarque que l'hypothèse de déouplage estmoins préise que pour les surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne dans le as
ks = 0.5, et des di�érenes signi�atives apparaissent à proximité du pi spéulaire dansles deux polarisations. Lorsque la rugosité augmente le diagramme total est sous-estimépar l'hypothèse de déouplage. Une partie de e phénomène peut être expliquée en onsi-dérant l'énergie transmise par la surfae. En e�et, nous avons vu, dans le hapitre 4, queles surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle modi�aient largement l'énergietransmise et ré�éhie en se omportant omme une ouhe d'adaptation d'impédane,alors que dans le as d'une surfae de fontion d'auto-orrélation gaussienne es énergiesrestaient assez stables en fontion de la rugosité. Les petites rugosités ont don un r�lefondamental en interagissant fortement ave les partiules situées sous la surfae et enredistribuant di�éremment l'énergie di�usée.La Figure 6.6 donne le module des hamps à la fréquene étudiée dans le domaine dealul pour le as traité. Nous observons un omportement très di�érent dans les deuxpolarisations. En e�et, en polarisation TE, le hamp se propage assez loin alors qu'il restelimité à une �ne ouhe en polarisation TM dans le milieu hétérogène. On observe des�utuations du hamp dues à l'indie élevé des partiules.
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(b) ks = 0.5 (TE)
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(d) ks = 1 (TE)
Fig. 6.5 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = 0.035λ etd'indie ni = 3 + i0.57 dans un milieu d'indie nh = 1.42 pour une fration volumiquede 20%, et pour une surfae de fontion d'auto-orrélation exponentielle ave ks = 0.5
ks = 1 et kL = 2π en polarisation TM et TE.
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(a) Polarisation TE

(b) Polarisation TMFig. 6.6 � Champ Ez en TM et Hz en TE dans le domaine de alul à la fréqueneétudiée pour des partiules de rayon r = 0.035λ0 et d'indie ni = 3.05 + i0.57 dans unmilieu d'indie nh = 1.42 pour une fration volumique de 20%. La surfae est de fontiond'auto-orrélation exponentielle. Les partiules sont entourées d'un trait vert et la surfaeest représentée par un trait bleu.



180 CHAPITRE 6. COUPLAGE SURFACE/VOLUME6.4 In�uene de la fration volumique et de la taille despartiulesLe paragraphe préédent présentait une extension des résultats publiés en augmentantla rugosité de surfae. Nous allons désormais utiliser des surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne de paramètres statistiques �xes (ks = 0.6 et kL = 2π) et fairevarier la fration volumique et la taille des partiules. Pour ela, nous avons retenu troisfrations volumiques (10%, 20% et 30%) ainsi que deux tailles de partiules (λ0/40 et
λ0/10). Ainsi, omme montré sur la Figure 6.7, nous aédons à di�érentes géométries.Dans le as des partiules de rayon λ0/40, on observe de nombreuses partiules par unitéde volume dans le milieu h�te : on trouve seulement 56 partiules sur la Figure 6.7b ontre892 sur la Figure 6.7a.Les aluls seront e�etués dans deux on�gurations. Dans la première, le milieu h�teprésente une absorption forte (0.2) et les interations entre les partiules et la surfaeseront don limitées. L'absorption sera alors équivalente à l'extintion. Dans le seond as,les pertes seront faibles (0.02) et l'in�uene de la di�usion dans l'extintion importante.6.4.1 Milieu h�te à pertesPour ette étude, nous utiliserons un milieu à pertes d'indie nh = 1.63 + i0.2. Lespartiules sont de rayon ri = λ0/40 et d'indie ni = 2.25. Ces résultats sont présentésdans les deux polarisations et pour diverses frations volumiques (10%, 20% et 30%) surla Figure 6.8. Pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne de paramètres
ks = 0.6 et kL = 2π, les deux polarisations ont un diagramme de di�usion quasimentidentique. Ainsi, sur es 6 ourbes, la di�usion surfaique est uniquement modi�ée parl'indie e�etif utilisé. Les e�ets de la di�usion volumique restent très faibles. Pour laFigure 6.8(a et b), l'e�et de la di�usion inohérente du volume est faible. Son in�uenen'est visible que au dessus d'un angle d'observation de 50o. La di�usion par la surfae restelargement supérieure à la di�usion par le volume sur le reste du domaine angulaire. Ainsi,la somme des deux ontributions est quasiment égale à la di�usion par la surfae seule.Lorsque la fration volumique augmente, l'e�et de la di�usion inohérente du volumeaugmente mais son impat reste très faible. En e�et, elle n'apparaît qu'au dessus d'unangle de 45o pour une fration volumique de 20% et de 40o pour une fration volumique de30%. Les variations du pi ohérent en fontion de la fration volumique sont réapituléesdans le tableau suivant :Fration volumique neff [TM℄ I total(0)[TM℄ neff [TE] I total(0)[TE℄10% 1.73 + i0.16 -6.9 dB 1.69 + i0.18 -7.2 dB20% 1.83 + i0.13 -5.9 dB 1.76 + i0.16 -6.4 dB30% 1.9 + i0.1 -5.7 dB 1.82 + i0.14 -6.2 dB
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(f) fv = 30% ri = λ0/10Fig. 6.7 � Visualisation d'un moreau d'un milieu utilisé pour les aluls surfaes volumedans le as des partiules de rayon ri = λ0/40 et ri = λ0/10 pour di�érentes frationsvolumiques (10%, 20% et 30%) pour une surfae de fontion d'auto-orrélation gaussiennede paramètres ks = 0.6 et kL = 2π.



182 CHAPITRE 6. COUPLAGE SURFACE/VOLUMEL'utilisation d'un indie e�etif permet de prendre en ompte l'évolution de la dif-fusion de surfae. L'hypothèse de déouplage surfae/volume est ii très préise. Nouspouvons, de plus, remarquer sur la Figure 6.9 que le hamp s'atténue rapidement lors desa propagation dans le milieu hétérogène. La polarisation TM présente des �utuationsplus marquées du hamp dans le milieu que la polarisation TE.Lorsque nous augmentons la taille des partiules (ri = λ0/10 - Figure 6.10), la ontri-bution du volume est plus importante. Les indies e�etifs sont :Fration volumique neff [TM℄ neff [TE]10% 1.73 + i0.19 1.69 + i0.1920% 1.83 + i0.17 1.76 + i0.1830% 1.9 + i0.15 1.82 + i0.16Ils sont quasiment identiques au alul préédent. Ainsi la surfae homogénéisée donneles mêmes résultats pour toutes les frations volumiques que le as des partiules de rayon
λ0/40. Nous pourrons don étudier l'in�uene du volume. Pour une fration volumiquede 10%, les e�ets du volume sont importants au delà d'un angle d'observation de 40o. Leniveau de la di�usion inohérente est bien plus fort en TM qu'en TE (5 dB de di�érene).Nous observons que le déouplage est toujours préis pour la fration volumique la plusfaible (10%) et donne de très bons résultats. On note ensuite, pour une fration volumiquede 20 puis de 30% une surévaluation progressive de la di�usion par la surfae. La di�éreneest plus visible en polarisation TM, ar la di�usion par les partiules et l'indie e�etif ysont beauoup plus forts. Ainsi, la di�érene ne devient vraiment signi�ative qu'à partird'une fration volumique de 30% en polarisation TE (entre 1 dB et 2 dB d'éart). La tailledes partiules a don un r�le important sur l'erreur ommise en utilisant l'hypothèse dedéouplage.La Figure 6.11 présente des �utuations du hamp dans le milieu beauoup plus im-portantes que sur la �gure 6.9 surtout en polarisation TM. Le omportement de l'onde lorsdes interations ave les partiules est don beauoup plus omplexe et il en est vraisem-blablement de même pour l'interation ave la surfae. On note, omme préédemmentque la polarisation TM présente des �utuations beauoup plus importantes que la pola-risation TE. Notamment, on observe un renforement loal du hamp dans les partiulespour ette polarisation.6.4.2 Milieu h�te à faibles pertesDans e as les pertes sont beauoup plus faibles dans le milieu h�te (nh = 1.63+i0.02).Les résultats pour des partiules de rayon ri = λ0/40 et d'indie ni = 2.25 sont présentésFigure 6.12. La di�usion inohérente due aux partiules n'est plus négligeable et devientfortement prépondérante pour les angles supérieurs à 50o. Les deux ontributions ont iiun r�le important sur l'ensemble du diagramme. Les indies e�etifs utilisés sont :
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Fig. 6.8 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = λ0/40 etd'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie n = 1.63+ i0.2 pour une fration volumique de10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surfae est de fontion d'auto-orrélationgaussienne de paramètres ks = 0.6 et kL = 2π.
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(a) Polarisation TE

(b) Polarisation TMFig. 6.9 � Champs Ez en TM et Hz en TE dans le domaine de alul pour des partiulesde rayon r = λ0/40 et d'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.2 pourune fration volumique de 10%. La surfae est de fontion d'auto-orrélation gaussienne.Les partiules sont entourées d'un trait vert et la surfae est représentée par un trait bleu.
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Fig. 6.10 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = λ0/10 etd'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.2 pour une fration volumiquede 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE.
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(a) Polarisation TE

(b) Polarisation TMFig. 6.11 � Champs Ez en TM et Hz en TE dans le domaine de alul pour des partiulesde rayon r = λ0/10 et d'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.2 pourune fration volumique de 10%. La surfae est de fontion d'auto-orrélation gaussienne.Les partiules sont entourées d'un trait vert et la surfae est représentée par un trait bleu.



6.4. INFLUENCE DE LA FRACTION VOLUMIQUE ET DE LA TAILLE DES PARTICULES187Fration volumique neff [TM℄ neff [TE]10% 1.72 + i0.02 1.69 + i0.01920% 1.82 + i0.017 1.76 + i0.01730% 1.9 + i0.015 1.82 + i0.015La partie réelle de l'indie e�etif reste très prohe des aluls préédents. Le déou-plage surfae/volume donne de très bons résultats pour les trois frations volumiques etdans les deux polarisations. On observe trois régimes pour es ourbes :� Un régime de di�usion surfaique pour θr < 10o, ave Itotal(θr) ≈ Isurface(θr) ;� Un régime mixte pour 10o < θr < 55o ;� Un régime de di�usion volumique pour θr > 55o, ave Itotal(θr) ≈ Ivolume(θr).On remarque, là enore, que l'évolution de la di�usion par la surfae est bien reproduiteen utilisant l'indie e�etif pour la propagation de l'énergie ohérente. Le niveau du di�usest approximativement le même que pour un milieu h�te d'indie nh = 2.25 + i0.2 et despartiules de rayon λ0/10.Pour des partiules de rayon λ0/10 (Figure 6.13), la partie inohérente de l'énergiedi�usée par les partiules est très forte. Les indies e�etifs utilisés sont :Fration volumique neff [TM℄ neff [TE]10% 1.7 + i0.036 1.69 + i0.02620% 1.78 + i0.042 1.75 + i0.02830% 1.83 + i0.046 1.8 + i0.029La di�usion est très importante dans e as et in�ue beauoup sur l'indie e�etif(on a ℑm(neff ) > ℑm(nh)). Pour une fration volumique de 10% ( Figure 6.13(1)), ladi�usion par la surfae n'est plus prépondérante quel que soit l'angle θr en polarisationTM et ne l'est plus que pour des angles inférieurs à 5o en polarisation TE. Le déouplagesurfae/volume donne toujours des résultats orrets. Lorsque la fration volumique aug-mente pour atteindre 20%, la di�usion surfaique ne permet plus que de représenter leohérent en polarisation TM (Itotal(θr) = Ivolume(θr) sauf pour le ohérent) et diminued'importane en polarisation TE. L'e�et de la surfae est exalté par l'indie e�etif et lasomme des deux ontributions est supérieure au résultat attendu dans les deux polarisa-tions (environs 2 dB en polarisation TM et 1 dB en polarisation TE). Finalement, pourune fration volumique de 30%, on a Itotal(θr) = Ivolume(θr) en polarisation TM pour toutle domaine angulaire, la polarisation TE présente un régime mixte mais largement dû àla ontribution volumique. L'erreur ommise par l'hypothèse de déouplage est d'environ3 dB en polarisation TM et entre 1 et 2 dB en polarisation TE.
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Fig. 6.12 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = λ0/40 etd'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie n = 1.63+i0.02 pour une fration volumique de10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surfae est de fontion d'auto-orrélationgaussienne de paramètres ks = 0.6 et kL = 2π.
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Fig. 6.13 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = λ0/10 etd'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.02 pour une fration volumiquede 10% , 20% et 30% en polarisation TM et TE.



190 CHAPITRE 6. COUPLAGE SURFACE/VOLUME6.5 Limites de l'hypothèse de déouplagePour e dernier exemple, nous avons augmenté la di�érene d'indie optique entre lemilieu h�te et les partiules a�n de mettre en défaut l'hypothèse de déouplage. L'indieoptique des partiules est ni = 3+ i0.57 et elles ont un rayon ri = λ0/10 ave une frationvolumique fv = 0.2 et le milieu h�te est d'indie nh = 1.42. Les résultats sont présentésFigure 6.14.La Figure 6.14(a) utilise l'indie e�etif neff = 1.6574 + i0.0845. On observe unedi�érene signi�ative omprise entre 2 et 3 dB entre le problème omplet et le problèmedéouplé. L'indie e�etif utilisé renfore trop la ontribution surfaique. Elle est alorstrop élevée et supérieure à la di�usion totale.Lorsque nous utilisons l'indie du milieu h�te omme indie e�etif, 'est-à-dire neff =

1.42, la somme des ontributions de la surfae et du volume permet de représenter préi-sément l'évolution de la di�usion totale. Ainsi, quel que soit l'indie e�etif utilisé tel que
neff > nh, l'hypothèse de déouplage onduira à des erreurs dans le résultat �nal. Toutesles théories d'homogénéisation présentées ne peuvent don pas être ii utilisées pour repré-senter l'in�uene du volume sur la surfae. En partiulier, il apparaît que l'indie e�etifdé�ni pour dérire la propagation du hamp ohérent n'est pas toujours la meilleure a-ratéristique permettant de rendre ompte simplement de la présene des partiules selonune hypothèse de déouplage.Durant [33℄ avait déjà remarqué e phénomène en augmentant la rugosité des surfaesqu'il utilisait, e qui l'avait amené à séparer deux as selon les valeurs de ks et kL pourreprésenter l'interation entre la surfae et les partiules :� Si ks

kL
< 0.2, il utilisait l'indie e�etif pour la propagation du ohérent ;� Si ks

kL
> 0.2, il utilisait l'indie du milieu h�te.Comme nous l'avons vu, e ritère est insu�sant. On retiendra que dans tous les asétudiés, pour des partiules de rayon ri < λ0/40, nous pouvons déoupler en utilisantette approhe la ontribution de la surfae et du volume. L'indie e�etif à utiliser pourreprésenter au mieux l'interation entre le milieu h�te et les partiules est mal dé�nilorsque leur rayon est ri = λ0/10.6.6 Surfaes orrélées à la position des partiulesDans ette partie, la génération de la surfae est orrélée à la position des partiules.L'algorithme de génération a été présenté dans le hapitre 3 de e manusrit. La formede la surfae dépend de la taille des partiules et de la fration volumique. On peut voirsur la Figure 6.15 les surfaes générées pour une élastiité l = 5 et des partiules de rayon

λ0/40 et λ0/10 pour trois frations volumiques (10%, 20% et 30%). L'e�et de la taille despartiules et de la fration volumique sur la surfae est évident. On peut ainsi observer
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Fig. 6.14 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = 0.1λ etd'indie ni = 3 + i0.57 dans un milieu d'indie nh = 1.42 pour une fration volumique de20% et pour une surfae rugueuse d'auto-orrélation gaussienne ave ks = 0.6 et kL = 2πen polarisation TE. L'indie équivalent est neff (a) ou nh (b).que la surfae est pratiquement plane pour des surfaes générées sur les partiules derayon λ0/40 tandis qu'elle présente de larges variations des hauteurs pour des partiulesde rayon λ0/10. Pour une élastiité onstante, la surfae est beauoup plus rugueuse pourles grosses partiules que pour les petites partiules.Dans ette on�guration, il est alors di�ile de séparer l'in�uene de la surfae de elledu volume. En e�et, lorsque nous augmentons la fration volumique pour augmenter saontribution, nous baissons dans le même temps la ontribution de la surfae puisque lesrugosités seront de plus petite éhelle.Dans ette partie, nous ommenerons par l'étude d'un milieu h�te à pertes (nh =

1.63 + i0.2) dans le premier paragraphe puis nous poursuivrons par l'étude d'un milieuh�te ave des pertes faibles (nh = 1.63 + i0.02). Nous étudierons l'in�uene de la tailledes partiules et de la fration volumique. L'élastiité est hoisie �xe ave l = 5.Les indies e�etifs utilisés sont les mêmes que dans la setion préédente.6.6.1 Milieu h�te à pertesDans e as, l'indie du milieu h�te est nh = 1.63 + i0.2. Les résultats, pour despartiules de rayon de ri = λ0/40 et d'indie ni = 2.25, sont présentés Figure 6.16 pourtrois frations volumiques (10%, 20% et 30%) dans les deux polarisations. La di�usionsurfaique est isotrope et garde un ohérent fort. Son omportement est don largementdi�érent de elui des surfaes de fontions d'auto-orrélation gaussienne ou exponentielle.
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(f) fv = 30% ri = λ0/10Fig. 6.15 � Visualisation d'un moreau d'un milieu utilisé pour les aluls surfaes volumedans le as des partiules de rayon ri = λ0/40 et ri = λ0/10 pour di�érentes frationsvolumiques (10%, 20% et 30%) pour une surfae orrélée à la position des partiules aveune élastiité l = 5.



6.6. SURFACES CORRÉLÉES À LA POSITION DES PARTICULES 193En e�et, pour les surfaes étudiées préédemment, la di�usion est entrée autour du pispéulaire et déroît en fontion de l'angle. Lorsque la rugosité augmente, la di�usiondevient plus isotrope mais le ohérent n'est plus présent. De plus, on remarque que poures ourbes, le niveau de la di�usion surfaique est plus élevé en polarisation TE que TM.Comme nous l'avions annoné, on observe sur es ourbes une déroissane de la di�u-sion inohérente de la surfae rugueuse en fontion de la fration volumique de partiules.Par exemple, en polarisation TM, le niveau de la di�usion est autour de -22 dB pour
fv = 10% puis -30 dB pour fv = 20% et �nalement -33 dB pour fv = 30%. Dans le mêmetemps, la di�usion par le volume roît pour atteindre un niveau équivalent à la di�usionsurfaique autour de fv = 20% en polarisation TM et fv = 30% en polarisation TE.Ainsi, pour la fration volumique la moins élevée (fv = 10%), la di�usion par l'en-semble est uniquement due à la di�usion surfaique (Itotal(θr) = Isurface(θr)) dans les deuxpolarisations. On remarque que le problème total est bien représenté par la somme desdeux ontributions.Lorsque la fration volumique roît, les deux ontributions atteignent une intensitééquivalente sur tout le domaine angulaire en polarisation TM. 'est-à-dire que l'on a,dans e as Ivolume(θr) = Isurface(θr). En polarisation TE, la di�usion par le volume esttoujours largement inférieure à la di�usion par la surfae. Dans les deux as, l'hypothèse dedéouplage surfae/volume permet de retrouver exatement la di�usion totale. Ce résultaton�rme que la préision de l'hypothèse de déouplage n'est pas liée au niveau relatif dela di�usion volumique par rapport à la di�usion surfaique.Dans le dernier as traité pour ette taille de partiules, pour une fration volumique de
30%, la di�usion volumique est devenue supérieure à la di�usion surfaique en polarisationTM. Les deux ontributions sont égales en polarisation TE. L'hypothèse de déouplageest toujours préise.Les résultats obtenus pour une taille de partiules de rayon λ0/10 sont présentés Fi-gure 6.17. On observe que le omportement de la di�usion est toujours isotrope pour lesdeux ontributions. Les di�usions par le volume et la surfae sont plus élevées que pourdes partiules de rayon λ0/40. Néanmoins, dans e as, la ontribution du volume resteinférieure à la ontribution de la surfae pour toutes les frations volumiques étudiées.Dans le as d'une fration volumique fv = 10%, on observe une absene de hampohérent di�usé dans les deux polarisations. Le niveau du hamp di�usé par les partiulessous un plan est très faible par rapport à la ontribution de la surfae rugueuse ave unindie e�etif. La somme des deux sous estime le résultat du alul total. Cette di�éreneest très grande en polarisation TM (de l'ordre de 5 dB). L'hypothèse de déouplagesurfae/volume n'est don pas valable dans e as.Lorsque nous augmentons la fration volumique (20%), on note l'apparition d'uneomposante ohérente dans le hamp total di�usé orrespondant à l'aplanissement de lasurfae. La ontribution du volume, bien qu'ayant augmenté reste faible. Le hamp total
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Fig. 6.16 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = λ0/40 etd'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.02 pour une fration volumiquede 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surfae est orrélée à la positon despartiules (e = 5).



6.6. SURFACES CORRÉLÉES À LA POSITION DES PARTICULES 195di�usé est toujours sous-estimé dans e as par l'hypothèse de déouplage (environ 4 dBen polarisation TM et 2 dB en polarisation TE).Dans le dernier as (fv = 30%), la ontribution du volume devient signi�ative enpolarisation TM mais reste très faible en polarisation TE. L'hypothèse de déouplagesurfae/volume est toujours impréise et la di�érene entre le hamp total di�usé et lasomme des deux ontributions présente toujours de grandes di�érenes en polarisationTM (environ 3 dB).Nous avons don vu que l'hypothèse de déouplage permet de représenter préisémentdans tous les as la di�usion par le système omplet pour des partiules de rayon λ0/40. Leniveau de la di�usion par la surfae est inférieur au niveau de la di�usion par les surfaesde fontion d'auto-orrélation gaussienne utilisées dans la setion préédente.Lorsque nous utilisons des partiules de rayon λ0/10, l'hypothèse de déouplage onduità des erreurs signi�atives. Ces erreurs baissent lorsque la fration volumique augmentepuisque la surfae se rapprohe alors du omportement d'une surfae plane. Les erreurssont souvent plus grandes en polarisation TM ar la di�usion par les partiules est beau-oup plus importante dans e as.6.6.2 Milieu h�te à faibles pertesDans e as les pertes sont beauoup plus faibles dans le milieu h�te (nh = 1.63+i0.02).Les résultats pour des partiules de rayon ri = λ0/40 et d'indie ni = 2.25 sont présentésFigure 6.18 pour les deux polarisations. Dans e as, le niveau de la di�usion par levolume est beauoup plus important, ainsi que les interations entre la surfae et lespartiules. Dès une fration volumique de 10%, la surfae et le volume sont du mêmeniveau en polarisation TM. Pour la polarisation TE, l'équivalene est atteinte pour unefration volumique omprise entre 10% et 20%. Cette étape nous permettra don d'évaluerl'in�uene sur l'hypothèse de déouplage de la di�usion volumique.Dans le premier as (fv = 10%), le niveau de la di�usion des deux ontributions estidentique en polarisation TM et le niveau de la di�usion surfaique est toujours supé-rieure à la di�usion volumique en polarisation TE. On retrouve don un as similaire à lafration volumique de 20% ave le milieu h�te à pertes mais ave un niveau de di�usionbeauoup plus fort. On remarque que l'hypothèse de déouplage surfae/volume permetde représenter préisément la di�usion par l'ensemble.Lorsque nous augmentons la fration volumique (fv = 20%), on assiste logiquementà une baisse de la ontribution surfaique ombinée à l'augmentation de la ontributionvolumique. La ontribution volumique devient alors supérieure à la ontribution surfaiquedans les deux polarisations. La di�érene entre les deux ontributions est néanmoinstoujours moindre en polarisation TE qu'en polarisation TM. L'hypothèse de déouplagedonne toujours d'exellents résultats.
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Fig. 6.17 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = λ0/10 etd'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.2 pour une fration volumiquede 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surfae est orrélée à la position despartiules (e = 5).



6.7. SYNTHÈSE 197Pour le dernier as (fv = 30%), la di�usion surfaique baisse énormément. En e�et,le di�us total est alors uniquement dû à la ontribution du volume, la surfae n'inter-venant plus que pour le ohérent (Itotal(θr) = Ivolume(θr)). L'hypothèse de déouplagesurfae/volume permet toujours de représenter e�aement la di�usion par l'ensemble.Lorsque nous augmentons la taille des partiules (ri = λ0/10 - Figure 6.19), nousaugmentons les deux ontributions. En e�et, les partiules plus grosses di�usent plus et lataille des rugosités de surfae est augmentée. Ainsi, le niveau initial des deux ontributionsest prohe du as préédent ave une di�usion surfaique et volumique du même ordre degrandeur.Dans le premier as (fv = 10%), la rugosité de la surfae est su�sante pour supprimerle ohérent. Le niveau du di�us dû au volume est du même niveau que le niveau dû àla surfae. Dès ette fration volumique, nous observons que l'hypothèse de déouplageonduit à une sous-estimation importante de la di�usion par le problème total (environ4 dB en polarisation TM et 2 dB en polarisation TE). En polarisation TM, la valeur duhamp Ez à la fréquene étudiée est représentée Figure 6.20. On observe que la pénétrationdu hamp est limitée aux premières partiules situées dans le même domaine que la surfaerugueuse. Ainsi, l'onde ne peut pas voir un volume et une surfae séparée mais les deuxsont intimement liées. Cette aratéristique explique sans doute l'amplitude de l'erreurommise en utilisant l'hypothèse de déouplage surfae/volume.Dans le seond as (fv = 20%) la ontribution du volume devient supérieure à laontribution de la surfae en polarisation TM mais reste du même ordre de grandeuren polarisation TE. L'hypothèse de déouplage sous-estime toujours le résultat attendu(environ 2 dB en polarisation TM et 1 dB en polarisation TE).Finalement, dans le dernier as, la di�usion est prinipalement volumique sauf pourle ohérent, notamment en polarisation TM. La somme des deux ontributions présentetoujours de légères di�érenes ave le alul de la di�usion par le problème total.6.7 SynthèseDans le adre de e hapitre, nous avons vu plusieurs as d'utilisation de l'hypothèse dedéouplage. Dans le premier as, la fration volumique est de 20%, l'indie des partiulesest ni = 3 + i0.57, l'indie du milieu h�te est nh = 1.42. Les erreurs obtenues en utilisantl'hypothèse de déouplage sont réapitulées dans le tableau suivant :Type de la surfae Paramètres de alul ri = λ0/30 ri = λ0/10Gaussienne ks = 0.6, kL = 2π ≈0 dB 2 dB
ks = 1 à ks = 2.5, kL = 2π ≈0 dBExponentielle ks = 0.5 et ks = 1, kL = 2π 1 dB
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Fig. 6.18 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = λ0/40 etd'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.02 pour une fration volumiquede 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surfae est orrélée à la position despartiules (l = 5).
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Fig. 6.19 � Diagramme de l'intensité di�usée pour des partiules de rayon r = λ0/10 etd'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.02 pour une fration volumiquede 10%, 20% et 30% en polarisation TM et TE. La surfae est orrélée à la positon despartiules (l = 5).
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(a) Polarisation TE

(b) Polarisation TMFig. 6.20 � Champ Ez en TM et Hz en TE dans le domaine de alul pour des partiulesde rayon r = λ0/10 et d'indie ni = 2.25 dans un milieu d'indie nh = 1.63 + i0.2 pourune fration volumique de 10%. La surfae est orrélée à la position des partiules (l = 5).Les partiules sont entourées d'un trait vert et la surfae est représentée par un trait bleu.



6.8. CONCLUSION 201Dans une seonde partie, nous avons utilisé des partiules d'indie ni = 2.25 dansun milieu h�te d'indie nh = 1.63 + ik où k est le niveau des pertes. Ce as orrespondaux aluls d'indie e�etif alulés dans le hapitre 5. Les résultats sur la préision del'hypothèse de déouplage sont présentés dans le tableau suivant :Di�érenes (dB) (∓.5 dB) ri = λ0/40 ri = λ0/10

k = 0.02 k = 0.2 k = 0.02 k = 0.2Surfae fv TM TE TM TE TM TE TM TEGaussienne fv = 10% ≈0 ≈0 ≈0 ≈0 .5 .5 ≈0 ≈0(ks = 0.6, fv = 20% ≈0 ≈0 ≈0 ≈0 1 1 1 0.5
kL = 2π) fv = 30% ≈0 ≈0 ≈0 ≈0 3 1.5 1.5 1Corrélée (l = 5) fv = 10% 1 1 ≈0 ≈0 4 2 6.5 2

fv = 20% ≈0 ≈0 ≈0 ≈0 3 1 5 1.5
fv = 30% ≈0 ≈0 ≈0 ≈0 1.5 1 3 1.5On peut don toujours déoupler les ontributions de la surfae et du volume lorsqueles partiules sont petites devant la longueur d'onde ri < λ0/30 sauf lorsque la surfae estde fontion d'auto-orrélation exponentielle. Pour des partiules plus grosses, la préisionde ette hypothèse déroît rapidement lorsque la fration volumique augmente (fv < 10%).Sur l'ensemble des résultats que nous avons obtenus, elle ne donne des résultats orretsque pour des surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne.6.8 ConlusionA titre de validation, nous avons traité un milieu hétérogène rugueux par la FDTD etnous avons omparé ave suès les résultats obtenus ave une MoM hybride. Puis, nousavons testé l'hypothèse de déouplage proposée par Sentena et al sur des milieux plus ru-gueux dans le as de surfaes de fontion d'auto-orrélation gaussienne. Nous avons vu queette hypothèse permettait de reproduire le omportement du hamp total di�usé par lasurfae et le volume. Lorsque nous avons utilisé des surfaes de fontion d'auto-orrélationexponentielle, nous avons vu que la somme des deux ontributions sous-estimait la di�u-sion. Nous avons attribué e omportement prinipalement aux interations fortes entreles petites rugosités et les partiules.Ensuite, nous avons fait varier la fration volumique et la taille des partiules pourdeux niveaux de pertes (fortes et faibles). Nous avons vu que l'hypothèse de déouplagepermettait de représenter ave préision le hamp total di�usé pour les partiules de petitetaille devant la longueur d'onde. Mais, nous avons remarqué des di�érenes signi�ativeslorsque la taille des partiules et la fration volumique augmentent.A�n de mieux omprendre e phénomène, nous avons augmenté la di�érene d'indieoptique entre les partiules et le milieu h�te. L'utilisation de l'indie optique e�etif pour la



202 CHAPITRE 6. COUPLAGE SURFACE/VOLUMEpropagation du ohérent donne, dans e as, des résultats médiores alors que l'utilisationde l'indie optique du milieu h�te permet de retrouver le hamp total di�usé par la surfaeet le volume. Ainsi, nous avons vu que l'indie optique e�etif pour représenter le ouplageentre la surfae et le volume n'est pas le plus adapté dans tous les as traités.Puis, nous avons utilisé des surfaes dont la rugosité est liée à la position des parti-ules. Dans e as, les di�usions volumique et surfaique inohérente sont isotropes. Nousavons vu que la préision de l'hypothèse de déouplage n'était pas liée au niveau respetifde haque ontribution mais était, dans e as, liée à la taille des partiules ombinéeà la rugosité de la surfae (élastiité). De plus, dans ette géométrie et ontrairementau as préédent, l'hypothèse de déouplage sous-estime la di�usion totale. Ces alulson�rment la omplexité du phénomène étudié.Finalement, au vu des expérienes numériques menées ii, on remarque que nous avonstoujours pu déoupler préisément le problème pour des petites partiules sous une surfaede fontion d'auto-orrélation gaussienne quelle que soit la taille des rugosités et le niveaudes pertes dans le matériau. Lorsque nous avons utilisé une surfae d'auto-orrélationexponentielle, ette hypothèse n'était plus aussi préise. L'utilisation de partiules plusgrosses, de rayon λ0/10, a onduit à des erreurs sensibles sur ette hypothèse lorsque nousavons utilisé des frations volumiques supérieures à 10% pour des surfaes de fontiond'auto-orrélation gaussienne. La préision des résultats a été améliorée en utilisant unautre indie e�etif pour représenter les partiules. Pour les surfaes orrélées à la positiondes partiules, nous avons obtenu des di�érenes signi�atives qui ne peuvent être orrigéespar un indie e�etif. Il apparaît don que l'on ne peut pas onsidérer dans tous les as quel'interation entre les partiules et la surfae puisse être uniquement représentée par unesurfae de même aratéristiques statistiques ave un indie e�etif lorsque l'interationdevient omplexe.Ces résultats originaux montrent le bien fondé de l'utilisation d'une méthode numé-rique telle que elle développée ii pour traiter es problèmes lorsque la surfae est d'untype partiulier ou que les partiules sont de taille relativement importante.



ConlusionDans e manusrit, nous avons présenté une étude numérique de l'interation de lalumière ave un milieu hétérogène rugueux. Compte tenu de la omplexité de e problème,la première partie de e manusrit présente le développement d'une méthode originaled'étude. La seonde partie est dédiée aux appliations que nous avons étudiées.Dans le premier et le deuxième hapitre, nous avons dérit l'objet de notre étude.Nous avons introduit la BRDF et la géométrie des matériaux modélisés. Puis nous avonsétudié une implémentation de la FDTD adaptée à e problème. Il s'agit d'une méthodenumérique qui nous permet de pouvoir traiter n'importe quelle géométrie et matériau auprix de ressoures informatiques importantes. Nous avons présenté les di�érents élémentsonstitutifs de notre algorithme FDTD bidimensionnel pour l'étude de milieux semi-in�nisomme l'implémentation du faiseau gaussien et le alul du hamp lointain. Puis, nousavons validé notre approhe en étudiant la di�usion en espae libre et en hamp lointainde ylindres homogènes et en omparant es résultats ave le modèle analytique exatde Rayleigh. Nous avons ensuite testé l'hypothèse de di�usion dépendante/di�usion indé-pendante sur un as simple.Dans le troisième hapitre, nous avons présenté le générateur de milieu aléatoire. Nousavons dérit la réation d'une surfae aléatoire de distribution des hauteurs gaussienneà partir de sa fontion d'auto-orrélation. Cet algorithme a été appliqué à des surfaesde fontion d'auto-orrélation gaussienne et exponentielle. Ces résultats ont été utiliséspour étudier l'e�et de la disrétisation et nous avons notamment vu que nous ne pou-vions représenter exatement les variations d'une surfae de fontion d'auto-orrélationexponentielle. En e�et, de nouvelles éhelles de rugosité apparaissent à mesure que nousra�nons le pas de maillage. Nous avons ensuite dérit notre algorithme de génération despositions des partiules. Pour ela, nous nous sommes basés sur l'algorithme de Metropoliset le modèle des sphères dures. Nous avons montré son extension à des modèles physiquesplus omplexes (attration en 1/r2). Puis nous avons présenté le alul numérique dela fontion de orrélation de paires en géométrie bidimensionnelle et tridimensionnelle.Nous avons validé ette approhe en omparant ses résultats ave le modèle analytiquede Perus-Yevik en géométrie tridimensionnelle. Nous avons �nalement présenté l'algo-rithme utilisé pour générer des surfaes orrélées à la position des partiules pour être àmême d'étudier des géométries sortant des représentations habituellement utilisées.203



204 CHAPITRE 6. CONCLUSIONAu hapitre 4, nous avons étudié la di�usion par des surfaes rugueuses de fontiond'auto-orrélation gaussienne ou exponentielle. Nous avons omparé nos résultats aveune autre méthode numérique : la méthode des moments. Notre méthode et la méthodedes moments donnent des résultats identiques lorsque les surfaes ont une fontion d'auto-orrélation gaussienne. Pour les surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle, nousavons vu que pour des ks ≤ 1.5 et kl = 2π les deux méthodes donnaient des résultats iden-tiques mais que des di�érenes signi�atives apparaissaient au delà. Nous avons attribuéelles-i aux traitements e�etués lors de la disrétisation de la surfae. Ces omparaisonssont les premières e�etuées sur e type de surfae.Ensuite, dans le inquième hapitre, nous avons présenté une méthode originale dedétermination d'un indie e�etif pour la propagation de l'énergie ohérente basée sur laFDTD. C'est une méthode simple et robuste ar elle est diretement liée à l'observationdirete des hamps dans le milieu hétérogène. Nous l'avons utilisée pour tester la validité dedeux lois de mélange : Maxwell-Garnett et Bruggeman et de deux modèles perturbatifs : lesmodèles de Keller et de Foldy-Twersky. Nous avons remarqué un omportement di�érentsuivant la polarisation. En e�et, en polarisation TM le modèle de Keller est orret surtoutes les frations volumiques et pour des di�érenes d'indie optique inférieures à 1.Le modèle de Foldy-Twersky est limité à des frations volumiques de l'ordre de 10%. Leslois de mélanges donnent un bon ordre de grandeur. En polarisation TE, le modèle deKeller ne peut pas s'appliquer ar la di�usion par les partiules n'est pas isotrope. LeFoldy-Twersky reste orret jusqu'à des frations volumiques de l'ordre de 10%. La loi deMaxwell-Garnett donne de meilleurs résultats lorsque la di�usion inohérente est faible.Nous avons ensuite utilisé et ensemble de résultats pour étudier la di�usion en hamplointain par un ensemble bidisperse de partiules et notamment savoir si nous pouvionsremplaer les petites partiules par le milieu homogénéisé dérit préédemment. Nousavons pour déterminer dans quels as ette déomposition est possible.En�n, dans le sixième hapitre, nous avons étudié le problème du ouplage sur-fae/volume. Nous avons testé une hypothèse de déouplage basée sur l'indie e�etifpour représenter les petites partiules dans l'estimation de la di�usion surfaique. Nousavons vu que ette approximation dépendait de nombreux paramètres et que l'indiee�etif hoisi ne permettait pas de représenter le ouplage entre la surfae et les parti-ules lorsque elui-i devenait trop fort (grosses partiules, surfaes de fontion d'auto-orrélation exponentielle ou orrélées à la position des partiules).Pour onlure, nous avons présenté une méthode numérique originale adaptée à l'étudede matériaux hétérogènes rugueux. Il s'agit de la première fois que l'on dispose d'uneméthode aussi omplète pour une étude de e type. En e�et, elle peut traiter sans ap-proximation toutes les géométries et matériaux (diéletriques, absorbants, parfaitementonduteur).



205Ainsi, ette méthode basée sur la FDTD peut servir pour aluler diretement la di�u-sion par un milieu homogène rugueux, hétérogène ou hétérogène rugueux. Nous pouvons,de plus, déterminer l'extintion d'un milieu hétérogène. Cette méthode peut don ouvrirdeux domaines d'appliation. Tout d'abord, elle permet d'obtenir des résultats de réfé-rene. Elle permet, dès lors, de déterminer le domaine de validité de méthodes approhéesou d'hypothèses simpli�atries. Par exemple, dans e manusrit, nous avons pu étudier ledomaine de validité du modèle de Keller ou de Foldy-Twersky dans des domaines de tailleet de fration volumique nouveaux par rapport à la littérature existante. Cette méthodepeut aussi être utilisée en tant que telle lorsque les méthodes approhées ne s'appliquentpas. Nous pouvons alors étudier des géométries omplexes omme lorsque la rugosité dessurfaes est liée à la présene des partiules ou aluler des matries de phase d'agrégatpour le transfert radiatif.Nous disposons maintenant d'un outil performant qui peut être utilisé dans de nou-velles études. Nous pourrons ainsi étudier le omportement de la di�usion ou de la pro-pagation par des milieux polydisperses et polymatériaux. En e�et, de nombreux e�etsde ouplage entres les di�érents éléments devraient apparaître. Leur prise en ompte estomplexe dans les modèles approhés et leur validité mal déterminée. L'utilisation d'uneméthode de référene permettra ainsi de onnaître leur domaine d'appliation et de pou-voir les utiliser extensivement pour des études systématiques.Finalement, nous avons hoisi, dans le adre de ette thèse, d'utiliser une géométriebidimensionnelle pour l'étude de matériaux hétérogènes rugueux. Ce hoix nous a permisd'étudier des phénomènes physiques et les interpréter ave un temps de alul raisonnable.Ainsi, nous avons pu développer des méthodes d'étude originales à notre onnaissanequi pourront être utilisées lorsque l'ensemble de la haîne de modélisation utilisera unegéométrie tridimensionnelle. En e�et, 'est après e passage que l'on pourra aéder auxomparaisons expérimentales et e�etuer des validations dans des as réalistes.
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Annexe ADi�usion par un ylindre ylindriqueélairé en inidene normale en milieuabsorbant
A.1 Géométrie du problèmeNous onsidérons un ylindre homogène in�ni de rayon a et d'indie optique ni dansun milieu d'indie nh élairé sous inidene normale. L'axe z est la diretion d'invarianeet l'onde se propage suivant l'axe x. La géométrie du alul est présentée Figure A.1 enpolarisation TM.

x

y

a

H

E

z

k

kiEi

iH

d
d

d
ϕ

Fig. A.1 � Géométrie pour le alul de la di�usion par un ylindre ylindrique élairé eninidene normale. a est le rayon du ylindre, (Ei, Hi) l'onde inidente de veteur d'onde
ki, (Ed, Hd) l'onde di�usée de veteur d'onde kr.L'onde inidente (Ei, Hi) arrive d'une diretion ϕ = 0o et une amplitude du hampéletrique inident E0. Le point d'observation P est situé à une distane r du entre dela partiule. La base des oordonnées ylindriques est notée (~er, ~eϕ, ~ez).Nous allons herher à exprimer la matrie de di�usion S pour une partiule ylindriqueen milieu absorbant dans les deux polarisations. Puis nous exprimerons les valeurs de209



210 ANNEXE A. DIFFUSION PAR UN CYLINDREl'e�aité d'absorption de di�usion et d'extintion. Ces résultats seront utilisés pourvalider l'algorithme FDTD en hamp lointain et pour le modèle de Foldy-Twersky ou deKeller.A.2 Résolution analytiqueA.2.1 Matrie de di�usionA.2.1.1 Solution généraleCe problème a été résolu dans le livre de Bohren et Hu�man [8℄ et dans l'artile deSun et al [121℄. Nous allons en reprendre ii les prinipales étapes. Dans leur étude, ilsdéveloppent le hamp inident, di�usé et interne en harmoniques ylindriques vetorielles.En polarisation TM, ela donne :
~Ei =

+∞
∑

n=−∞

En
~N (1)

n (A.1)
~Hi = − ik

ωµ

+∞
∑

n=−∞

En
~M (1)

n (A.2)
~Ed = −

+∞
∑

n=−∞

Enbn ~N
(3)
n (A.3)

~Hd =
ik

ωµ

+∞
∑

n=−∞

Enbn ~M
(3)
n (A.4)où

En = (−i)nE0

k
(A.5)ave k = 2πnh/λ0, λ0 la longueur d'onde dans le vide, µ la perméabilité du milieu et ω lapulsation de l'onde inidente. Les harmoniques ylindriques ~Mn et ~Nn sont données par :

~Mn = k exp(inθ)

[

in
zn(ρ)

ρ
~er − z′n(ρ)~eϕ

] (A.6)
~Nn = k exp(inθ)zn(ρ)~ez (A.7)où ρ = kr, zn représente une fontion de Bessel et le ' représente la dérivation. L'ex-posant (1) des fontions ~Mn et ~Nn désigne zn omme la fontion de Bessel du premierordre Jn et l'exposant (3) omme la fontion de Hankel H (1)

n .Le oe�ient de di�usion bn est alors obtenu à partir des équations (A.1) à (A.4) et



A.2. RÉSOLUTION ANALYTIQUE 211des équations de ontinuité à l'interfae entre le ylindre et le milieu :
bn =

nhJn(niα)J ′
n(nhα)− niJ

′
n(niα)Jn(nhα)

nhJn(niα)H
(1)
n (nhα)− niJ ′

n(niα)H
(1)′
n (nhα)

(A.8)où α = 2πa/λ0. Comme on a, de plus :
J−n = (−1)nJn (A.9)
H−n = (−1)nHn (A.10)On a don :

b−n = bn (A.11)On trouve des solutions similaires en polarisation TE :
~Ei = −i

+∞
∑

n=−∞

En
~M (1)

n (A.12)
~Hi = − ik

ωµ

+∞
∑

n=−∞

En
~N (1)

n (A.13)
~Ed = i

+∞
∑

n=−∞

Enan
~M (3)

n (A.14)
~Hd =

ik

ωµ

+∞
∑

n=−∞

Enan
~N (3)

n (A.15)Le oe�ient de di�usion an est alors :
an =

niJn(niα)J ′
n(nhα)− nhJ

′
n(niα)Jn(nhα)

niJn(niα)H
(1)′
n (nhα)− nhJ ′

n(niα)H
(1)
n (nhα)

(A.16)Et, de la même façon :
a−n = an (A.17). Les éléments de la matrie de phase S sont, en utilisant une approximation de hamplointain, en polarisation TM :

S(θ) = b0 + 2
∞
∑

n=1

bncos(nθ) (A.18)
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S(θ) = a0 + 2

∞
∑

n=1

ancos(nθ) (A.19)ave θ = π − ϕ.A.2.1.2 Approximation des petits ylindresLorsque le ylindre est de taille très petite devant la longueur d'onde, seul le termed'ordre 0 intervient en polarisation TM [70℄. On a don :
S(θ) ≈ b0 (A.20)

≈ i
πα2

4
n2

h(n
2
i − n2

h) (A.21)Et en polarisation TE en présene de pertes, e sont les termes a1 et a−1 qui sontprépondérants :
S(θ) ≈ 2a1 (A.22)

≈ i
πα2

4

(n2
i − n2

h)

(n2
i + n2

h)
(A.23)

A.2.2 Extintion, di�usion et absorptionEn polarisation TM, l'énergie di�usée Wd par unité de longueur du ylindre est :
Wd =

1

2
ℜe
[
∫ 2π

0

( ~Ed × ~Hd∗)radϕ

] (A.24)
= −2aI0ℑm

{

π

(

1− iℑm(nh)

ℜe(nh)

)

[

b0b
∗
0H

(1)
0 (nhα)H

(1)′∗
0 (nhα)

+2
+∞
∑

n=1

bnb
∗
nH

(1)
n (nhα)H(1)′∗

n (nhα)

]} (A.25)et l'énergie atténuée We par unité de longueur du ylindre est :
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We =

1

2
ℜe
[
∫ 2π

0

( ~Ei × ~Hi ∗+ ~Ei × ~Hd ∗+ ~Ed × ~Hi∗)radϕ

] (A.26)
= −2aI0ℑm

{

π

(

1− iℑm(nh)

ℜe(nh)

)

[

J0(nhα)J
′∗
0 (nhα)

−b∗0J0(nhα)H
(1)′∗
0 (nhα)− b0J

′∗
0 (nhα)H

(1)
0 (nhα)

+2
+∞
∑

n=1

(

Jn(nhα)J
′∗
n (nhα)− b∗nJn(nhα)H(1)′∗

n (nhα)

−bnJ
′∗
n (nhα)H(1)

n (nhα)
)]} (A.27)où I0 = 1/2(ℜe(nh)/cµ) |E0|2 et c est la vitesse de la lumière. L'indie r dans leséquations (A.24) et (A.26) signi�e la omposante radiale du veteur.On trouve des expressions similaires en polarisation TE. L'énergie di�usée Wd parunité de longueur du ylindre est donnée par :

Wd =
1

2
ℜe
[
∫ 2π

0

( ~Ed × ~Hd∗)radϕ

] (A.28)
= −2aI0ℑm

{

π

(

1− iℑm(nh)

ℜe(nh)

)

[

a0a
∗
0H

(1)′

0 (nhα)H
(1)∗
0 (nhα)

+2
+∞
∑

n=1

ana
∗
nH

(1)′

n (nhα)H(1)∗
n (nhα)

]} (A.29)et l'énergie atténuée We par unité de longueur du ylindre est :
We =

1

2
ℜe
[∫ 2π

0

( ~Ei × ~Hi ∗+ ~Ei × ~Hd ∗+ ~Ed × ~Hi∗)radϕ

] (A.30)
= −2aI0ℑm

{

π

(

1− iℑm(nh)

ℜe(nh)

)

[J ′
0(nhα)J0 ∗ (nhα)

−b∗0J
′

0(nhα)H
(1)∗
0 (nhα)− b0J∗

0 (nhα)H
(1)′

0 (nhα)

+2

+∞
∑

n=1

(

J
′

n(nhα)J∗
n(nhα)− b∗nJ

′

n(nhα)H(1)∗
n (nhα)

−bnJ∗
n(nhα)H(1)′

n (nhα)
)]} (A.31)Le taux d'énergie sur une unité de longueur du ylindre peut être évalué par :

f = 2aI0

∫ π/2

0

exp(2ℑm(nh)αcosψ)cosψdψ (A.32)On peut alors dé�nir l'e�aité d'extintion, de di�usion et d'absorption par :
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Qe =

We

f
(A.33)

Qd =
Wd

f
(A.34)

Qa =
We −Wd

f
(A.35)



Annexe B
Lois de Maxwell-Garnett et deBruggeman en géométriebidimensionnelle
B.1 ThéorieA�n d'obtenir les lois de Maxwell-Garnett et de Bruggeman, Niklasson dé�nit lemilieu e�etif omme un milieu dans lequel un éhantillon du milieu hétérogène seraitinvisible, 'est à dire ave une extintion nulle. Pour faire e alul, il se base sur desgéométries équivalentes au problème préédent (Figure B.1). Il montre tout d'abord que lepremier as (a), représentant la géométrie utilisée dans le formalisme de Maxwell-Garnett,peut être représenté par deux sphères onentriques. La sphère intérieure de rayon r a unindie nA et la sphère extérieure de rayon R a un indie nB. Le rapport entre le volumedes deux sphères vaut la fration volumique fv du milieu hétérogène. C'est-à-dire que l'ona, en géométrie tridimensionnelle :

fv =
( r

R

)3 (B.1)Le r�le des deux omposantes du milieu n'est don pas symétrique. Niklasson proposeune autre géométrie équivalente pour le formalisme de Bruggeman. Il onsidère une sphèred'indie nA ave une probabilité fv et nB ave une probabilité 1 − fv. Dans e as, leomportement des deux matériaux est bien symétrique.Dans notre géométrie, la sphère est remplaée par un ylindre. Nous présenterons,ii, les aluls en géométrie bidimensionnelle. Ainsi, le formalisme de Bruggeman reposesur un ylindre d'indie nA ave une probabilité fv et d'indie nB ave une probabilité
(1− fv). Le formalisme de Maxwell-Garnett utilise deux ylindres onentriques de rayon
r et R dont le rapport des surfaes vaut la fration volumique :215
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Fig. B.1 � Géométries équivalentes pour la loi de mélange de Maxwell-Garnett omportantdeux omposants A (hahuré) et B (blan) (a) et pour la loi de mélange de Bruggemanomportant un omposant (en blan) pouvant être A ou B (b)
fv =

( r

R

)2 (B.2)Notre dé�nition du milieu e�etif suppose que le milieu hétérogène plongé dans lemilieu e�etif ne doit pas être détetable aux longueurs d'ondes utilisées. En d'autrestermes, l'extintion du milieu hétérogène doit être la même que si elle est remplaé par lemilieu homogénéisé. Nous allons pour ela utiliser une généralisation du théorème optiquepour un milieu absorbant [21℄. Ce théorème relie l'extintion Cext à l'intensité di�usée versl'avant S(0) par une petite partiule par :
Cext = 4ℜe

(

S(0)

keff

) (B.3)où keff représente le veteur d'onde dans le milieu e�etif, soit :
keff =

2πneff

λ0
(B.4)A partir de ette dé�nition, on a Cext = 0 si :

Sk(0) = 0 (B.5)Nous ommençons par le formalisme de Bruggeman. Nous avons vu que, dans e as,le problème peut être assimilé à la di�usion d'un ylindre d'indie optique nA ou nB dansun milieu d'indie inonnu neff . En appelant n l'indie nA ou nB, l'intensité di�usée versl'avant dans le as d'un petit ylindre de rayon r s'érit [70℄, en polarisation TM :
STM(0) = −iπα

2

4

1

n2
eff

(n2 − n2
eff ) + o(α4) (B.6)où α = keffr. On utilise alors l'équation (B.5) et les probabilités introduites parNiklasson :
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fvS(0)|n=nA

+ (1− fv)S(0)|n=nB
= 0 (B.7)La loi de mélange de Bruggeman en polarisation TM est alors, en remplaçant S(0) parsa valeur :

f(n2
A − n2

eff) + (1− f)(n2
B − n2

eff ) = 0 (B.8)Nous faisons le même alul en polarisation TE. La di�usion vers l'avant dans le asdes petits ylindres s'érit [70℄ alors :
STE(0) = −iπα

2

2

(

n2 − neff

n2 + neff

)

+ o(α4) (B.9)La loi de mélange de Bruggeman en polarisation TE s'érit don :
fv

(

n2
A − n2

eff

n2
A + n2

eff

)

+ (1− fv)

(

n2
B − n2

eff

n2
B + n2

eff

)

= 0 (B.10)Les équations (B.8) et (B.10) sont symétriques. En géométrie bidimensionnelle, ontrouve deux équations d'homogénéisation suivant la polarisation.La loi de mélange de Maxwell-Garnett est un peu plus omplexe à déterminer. Ene�et, il nous faut obtenir la di�usion vers l'avant de petit ylindres onentriques. Kerkera e�etué e alul pour des ylindres de taille quelonque [71℄. Nous allons partir de esrésultats pour obtenir la loi de Maxwell-Garnett. Kerker montre que les oe�ients an et
bn intervenant dans le alul de Sk. s'érivent sous la forme des déterminants suivants :
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bn =
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(B.12)
où α = keffR ave R rayon du ylindre extérieur et t le rapport entre le rayon desdeux ylindres. Dans le as de petits ylindres onentriques, les termes b0 et a1 du déve-loppement en harmoniques ylindriques de la matrie de di�usion présenté en annexe Asont en α2 et les termes a0 et b1 en α4. On a don en polarisation TM [70℄ :

STM
k (0) ≈ b0 (B.13)et en polarisation TE :

STE
k (0) ≈ 2a1 (B.14)Il s'agit maintenant de faire les développements limités en 0 de a0 et de b1 et dedéterminer le premier terme non nul. Grâe à un logiiel de alul formel (Maple) et lesformules itératives disponibles dans le Radar Cross Setion, on trouve :

b0 = i
πα2

4

1

n2
eff

(n2
B − n2

eff + (n2
B − n2

A)t2) + o(α4) (B.15)
a1 = −iπα
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(−n4
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2
B + n2

Bn
2
A − n2

An
2
eff + t2(n2

An
2
B + n4

A + n2
An

2
eff))

+ o(α4)(B.16)Par onséquent, pour la polarisation TM, l'équation (B.5) devient :
n2

B − n2
eff + (n2

B − n2
A)t2 = 0 (B.17)On a par dé�nition du problème équivalent en géométrie bidimensionnelle (équation(B.2)) :

fv = t2 (B.18)On trouve alors l'expression �nale de Maxwell-Garnett en polarisation TM :
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n2

eff = n2
B + fv(n

2
B − n2

A) (B.19)En polarisation TE, à partir de l'équation (B.16), on trouve de la même manière :
n4

B − n2
effn

2
B + n2

Bn
2
A − n2

An
2
eff + t2(n2

An
2
B − n4

A − n2
An

2
eff ) = 0 (B.20)Soit :
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B(n2

A + n2
B + t2(n2
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B))

n2
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B − t2(n2
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B)
(B.21)Ou enore, �nalement :

n2
eff = n2

B + 2fvn
2
B

n2
A − n2

B

n2
A + n2

B − fv(n2
A − n2

B)
(B.22)Cette équation n'est plus symétrique, et on ne trouve plus le même indie e�etifsuivant que les inlusions sont le milieu A ou le milieu B.B.2 RésultatsNous avons déterminé les lois de mélange en appliquant la démarhe proposée parNiklasson dans le as bidimensionnel. Nous sommes arrivés aux lois de mélange suivantes :TE TMMaxwell-Garnett n2

eff = n2
B + 2fvn
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n2
A − n2

B

n2
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B − fv(n2
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eff = n2
B + fv(n

2
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B)

Bruggeman fv

(

n2
A − n2

eff

n2
A + n2

eff

)

+ (1− fv)

(

n2
B − n2

eff

n2
B + n2

eff

)

= 0 n2
eff = n2

B + fv(n
2
A − n2

B)Cette étude nous a permis de déterminer les équations des lois de mélange de Maxwell-Garnett et de Bruggeman en géométrie bidimensionnelle. Nous avons ainsi vu que le hoixdu modèle pour représenter un milieu hétérogène est important. Ainsi, même lorsque lesdimensions des hétérogénéités sont très faibles devant la longueur d'onde, la struture dumatériau a un r�le signi�atif dans le milieu homogène équivalent. Les formules en pola-risation TE sont identiques à elles présentées dans les travaux de Karkkanen [68℄. Nousvoyons que les deux polarisations ont un omportement di�érent pour l'homogénéisation.
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Annexe CModèle de Keller et de Foldy-Twersky
C.1 IntrodutionLes modèles de Foldy-Twersky et de Keller sont des modèles perturbatifs de omplexitéroissante de détermination de la onstante de propagation e�etive dans un milieu hé-térogène. Le modèle de Foldy-Twersky est un modèle du premier ordre et ne prend enompte que l'atténuation due aux di�usions simples. Le modèle de Keller est plus om-plexe mais permet de prendre ne ompte l'in�uene des di�usions doubles sur le ohérent.Ces modèles ont été développés en géométrie tridimensionnelle. Dans sa thèse, Durantredémontre es deux approximations et développe leur équivalent en géométrie bidimen-sionnelle. Nous allons reprendre, dans ette annexe, les prinipales étapes de son alul.C.2 ThéorieL'équation de propagation pour le hamp életrique ~E(~r) dans un milieu de permitti-vité ǫ dépendante d'une variable d'espae ~r peut s'érire :

∇×∇× ~E(~r)− ω2

c2
ǫ(~r) ~E(~r) = iωµ0

~Jext (C.1)où × représente le produit vetoriel et ~Jext le ourant extérieur réé par le hampinident. On introduit la notion d'hétérogénéité par rapport à un milieu de référene ǫref .Il s'agit d'un salaire indépendant de l'espae. On peut mettre l'équation (C.1) sous laforme :
∇×∇× ~E(~r)− ω2

c2
ǫref

~E(~r) = iωµ0
~Jext +

ω2

c2
[ǫ(~r)− ǫref ] ~E(~r) (C.2)On dé�nit alors le hamp de référene ~Eref tel qu'il satisfasse à l'équation de propa-gation dans un milieu homogène de permittivité ǫref :221
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∇×∇× ~Eref(~r)−

ω2

c2
ǫref

~Eref(~r) = iωµ0
~Jext (C.3)On dé�nit le hamp di�usé ~Esca omme :

~Esca = ~E − ~Eref (C.4)Celui-i satisfait don à l'équation suivante :
∇×∇× ~Esca(~r)−

ω2

c2
ǫref

~Esca(~r) =
ω2

c2
[ǫ(~r)− ǫref ] ~Esca(~r) (C.5)Le tenseur de Green ←→G qui orrespond au problème de la reherhe du hamp éle-trique total dans le milieu hétérogène est :

∇×∇×←→G (~r, ~r ′)− ω2

c2
ǫ(~r)
←→
G (~r, ~r ′) = δ(~r − ~r ′)

←→
I (C.6)où ←→I est l'opérateur tensoriel unité. Quand ←→G est onnu, le hamp életrique totals'obtient simplement par :

~E(~r) = iωµ0

∫ ←→
G (~r, ~r′)Jext(~r

′)d3r (C.7)Dans le as d'un milieu hétérogène, le tenseur de Green est extrêmement omplexeet dépend de la position exate de toutes les partiules. On introduit alors le tenseur deGreen←→G ref qui dans un milieu homogène de permittivité ǫref est solution de l'équation :
∇×∇×←→G ref(~r, ~r

′)− ω2

c2
ǫref
←→
G ref(~r, ~r

′) = δ(~r − ~r ′)
←→
I (C.8)L'invariane par translation du milieu de référene impose que le tenseur de Green nedépende que de la distane entre ~r et ~r ′, on a alors :

←→
G ref(~r, ~r

′) =
←→
G ref(~r − ~r ′) (C.9)Les équations intégrales pour le hamp de életrique s'érivent alors :

~Eref(~r) = iωµ0

∫ ←→
G ref(~r − ~r ′)Jext(~r

′)d3r (C.10)
~Esca(~r) =

ω2

c2

∫ ←→
G ref(~r, ~r

′)[ǫ(~r′)− ǫref ] ~E(~r ′)d3r (C.11)
~E(~r) = ~Eref(~r) +

ω2

c2

∫ ←→
G ref(~r, ~r

′)[ǫ(~r′)− ǫref ] ~E(~r ′)d3r (C.12)On pose alors :
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~V : ~E(~r)→ ω2

c2
[ǫ(~r)− ǫref ] ~E(~r) (C.13)Et :

~Gref : ~E(~r)→
∫ ←→

G ref(~r, ~r
′) ~E(~r ′)d3r (C.14)L'équation intégrale pour le hamp életrique peu alors s'érire sous forme ompateomme :

~E = ~Eref + ~Gref
~V ~E (C.15)On a de même pour la fontion de Green ~G :

~G = ~Gref + ~Gref
~V ~G (C.16)ou enore :

~G = ~Gref + ~Gref
~L~Gref (C.17)ave :

~L =
+∞
∑

n=0

(~V ~Gref)
n~V (C.18)Dans l'équation (C.17), les seuls opérateurs à variables aléatoires sont la fontion deGreen du système omplet ~G et l'opérateur ~L. La valeur moyenne de l'équation (C.17)est don :

〈

~G
〉

= ~Gref + ~Gref

〈

~L
〉

~Gref (C.19)En utilisant l'opérateur de masse ~Σ, ette équation peut se mettre sous la formesuivante :
〈

~G
〉

= ~Gref + ~Gref
~Σ
〈

~G
〉 (C.20)On montre alors que le hamps de Green moyen est le tenseur d'un milieu libre ho-mogène de permittivité ǫeff . On montre aussi que l'on a, pour un milieu statistiquementisotrope :

ǫeff = ǫref +
Σ̃(keff)

k2
0

(C.21)où keff est le nombre e�etif et le tilde représente la transformée de Fourier.On onsidère désormais des di�useurs ylindriques d'indie ǫi de rayon a dans un



224 ANNEXE C. MODÈLE DE KELLER ET DE FOLDY-TWERSKYmilieu h�te d'indie ǫh. Le milieu de référene est le milieu h�te d'indie nh. Le tenseurde Green dans e milieu est noté G1. Le potentiel ~V s'érit :
Vi(~r) =

ω2

c2
(ǫi − ǫh)

N
∑

i=1

θi(~r) (C.22)où θi(~r) vaut 1 lorsque ~r est dans un di�useur et 0 sinon. On dé�nit alors :
Vi(~r) =

ω2

c2
(ǫi − ǫh)θi(~r) (C.23)Le hamp de référene est alors le hamp qui se propagerait dans le milieu h�te sansdi�useurs. On a don d'après l'équation (C.15) :

~E = ~Einc + ~G1
~V ~E (C.24)Son développement perturbatif est alors :

~E = ~Einc + ~G1

N
∑

i

~Vi
~Einc + ~G1

N
∑

i

~Vi
~G1

N
∑

j

~Vj
~Einc

+ ~G1

N
∑

i

~Vi
~G1

N
∑

j

~Vj
~G1

N
∑

j

~Vk
~Einc + ... (C.25)On dé�nit l'opérateur de di�usion ~T omme :

~T =
N
∑

i

~Vi +

N,N
∑

i,j

~Vi
~G1
~Vj +

N,N,N
∑

i,j,k

~Vi
~G1
~Vj
~G1
~Vk + ... (C.26)Ainsi, l'équation (C.17) se réérit :

~E = ~Einc + ~G1
~T ~Einc (C.27)On dé�nit alors l'opérateur de di�usion par une partiule par :

~ti = ~Vi + ~Vi
~G1
~Vi + ~Vi

~G1
~Vi
~G1Vi + ... (C.28)Comme toutes les partiules sont identiques, on utilise ~t opérateur de di�usion pourune partiule entrée sur l'origine. On a alors pour une partiule entrée en ~Ri :

~ti(~r, ~r
′) = ~t(~r − ~Ri, ~r

′ − ~Ri) (C.29)L'opérateur ~T peut s'exprimer en fontion des ~ti ave une ondition de non-interpénétrabilitédes di�useurs :
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~T =

N
∑

i

~ti +

N,N
∑

i,j

~ti ~G1~tj +

N,N,N
∑

i,j,k

~ti ~G1~tj ~G1~tk + ... (C.30)En moyenne, on a don :
〈

~E
〉

= ~Einc + ~G1 〈T 〉 ~Einc (C.31)L'expression de la moyenne est don :
〈

~T
〉

=

〈

N
∑

i

~ti

〉

+

〈

N,N
∑

i,j

~ti ~G1~tj

〉

+

〈

N,N,N
∑

i,j,k

~ti ~G1~tj ~G1~tk

〉

+ ... (C.32)Le premier terme est pour les di�usions simples et vaut :
〈

N
∑

i

~ti

〉

=
N
∑

i

〈

~ti
〉 (C.33)

=

N
∑

i

∫

~t(~r − ~Ri, ~r
′ − ~Ri)P1(~Ri)d

3 ~Ri (C.34)
=

N

V

∫

~t(~r − ~Ri, ~r
′ − ~Ri)d

3 ~Ri (C.35)Le seond terme représente les di�usions doubles :
〈

N,N
∑

i,j

~ti ~G1~tj

〉

=

N,N
∑

i,j

〈

~ti ~G1~tj

〉 (C.36)
=

N,N
∑

i,j

∫

~t(~r − ~Ri, ~r1 − ~Ri) ~G1(~r1 − ~r2)~t(~r2 − ~Rj , ~r
′ − ~Rj)~P2(~Ri, ~Rj)

d2~r1d
2~r2d

2 ~Rid
2 ~Rj

=
N(N − 1)

V 2

∫

~t(~r − ~Ri, ~r1 − ~Ri) ~G1(~r1 − ~r2)~t(~r2 − ~Rj, ~r
′ − ~Rj)

~P2g2(~Ri, ~Rj)d
2~r1d

2~r2d
2 ~Rid

2 ~Rj (C.37)On peut érire une équation équivalente à l'équation (C.31) pour le tenseur de Green :
〈

~G
〉

= ~G1 + ~G1

〈

~T
〉

~G1 (C.38)Cette équation peut être mise sous la forme :
〈

~G
〉

= ~G1 + ~G1
~Σ
〈

~G
〉 (C.39)
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〈

~T
〉

= ~Σ + ~Σ~G1
~Σ + ~Σ~G1

~Σ~G1
~Σ + ... (C.40)Si on utilise uniquement le premier terme de di�usion simple, on déouvre l'approxi-mation de Foldy-Twersky à partir de l'équation (C.21) :

ǫeff = ǫ1 +
N

V

TF [t](k1)

k2
0

(C.41)où le TF représente la transformation de Fourier. Dans le as de di�useurs isotropespetits devant la longueur d'onde, on a :
TF [t] = i4S(0) (C.42)où S est la matrie de di�usion. On a de plus :
N

V
=

fv

πa2
(C.43)On trouve alors :

ǫeff = ǫ1 + i4
fv

πa2k2
0

S(0) (C.44)Soit :
k2

eff = k2
1 + i4

fv

πa2
S(0) (C.45)De même, le terme de di�usion double donné par l'équation (C.37) sous la formelorsque les partiules sont pontuelles parfaitement ylindriques et pour des ondes sa-laires :

[

f

πa2
i4S(0)

]2 ∫ +∞

0

iπ

2
H

(1)
0 (k1r)J0(kr)r[g(r)− 1]dr (C.46)On obtient alors le modèle de Keller :

k2
eff = k2

1 + i
4fvS(0)

πa2
− iπ

2

(

4fS(0)

πa2

)2 ∫ ∞

0

H1
0 (k1r)J0(keffr)(g(r)− 1)rdr (C.47)C.3 ConlusionNous avons, dans ette annexe, donné les grandes lignes des aluls e�etués parDurant dans sa thèse. Nous avons obtenu le modèle de Foldy-Twersky et de Keller enfaisant les approximations de :



C.3. CONCLUSION 227� Partiules de faibles tailles devant la longueur d'onde ;� Di�useurs isotropesOn obtient alors le modèle de Foldy-Twersky :
k2

eff = k2
1 + i4

fv

πa2
S(0) (C.48)Et le modèle de Keller :

k2
eff = k2

1 + i
4fvS(0)

πa2
− iπ

2

(

4fS(0)

πa2

)2 ∫ ∞

0

H1
0 (k1r)J0(keffr)(g(r)− 1)rdr (C.49)
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Annexe DDi�usion par un milieu hétérogène
D.1 IntrodutionCette annexe présente l'intégralité des résultats obtenus pour le alul d'un indiee�etif pour la propagation du ohérent. Ces ourbes font apparaître :� Les résultats FDTD ;� Le modèle de Keller ;� Le modèle de Foldy-Twersky ;� La loi de Maxwell-Garnett ;� La loi de Bruggeman.Ces aluls ont été fait en utilisant la moyenne des résultats pour 40 réalisations d'unmilieu hétérogène de dimension 8.5λ0×10λ0 maillé à λ0/40. Les ourbes sont représentéesen fontion de la fration volumique fv pour les variations de paramètre suivantes :� La polarisation : TE et TM ;� La taille des partiules : λ0/40, λ0/20 et λ0/10 ;� L'indie des partiules : 1, 2.25 et 4 ;� L'indie du milieu h�te : 1.63 + i0.02, 1.63 + i0.1, 1.63 + i0.2.Lorsque les résultats numériques ne respetent pas le ritère de onvergene donné dansle hapitre 4, ils ne sont pas représentés. Ainsi ertains points manquent dans le as despartiules de rayon λ0/20 et d'indie 4 en polarisation TM, et les ourbes omplètes pourles partiules de rayon λ0/10 et d'indie 4 ne sont pas inluses.D.2 Résultats

229
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Fig. D.1 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique ni = 1 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig. D.2 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique ni = 2.25 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig. D.3 � Partie réelle (a) et imaginaire (b) de l'indie e�etif en fontion de la frationvolumique pour des inlusions de rayon λ0/40 et d'indie optique ni = 4 dans un milieuh�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 , (-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 enpolarisation TM.
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Fig. D.4 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/20 et d'indie optique ni = 1 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig. D.5 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/20 et d'indie optique ni = 2.25 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig. D.6 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/20 et d'indie optique ni = 4 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig. D.7 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/10 et d'indie optique ni = 1 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig. D.8 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/10 et d'indie optique ni = 2.25 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig. D.9 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique ni = 1 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.
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Fig.D.10 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique ni = 2.25 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.
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Fig.D.11 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/40 et d'indie optique ni = 4 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.
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Fig.D.12 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/20 et d'indie optique ni = 1 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TM.
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Fig.D.13 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/20 et d'indie optique ni = 2.25 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.
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Fig.D.14 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/20 et d'indie optique ni = 4 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.
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Fig.D.15 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/10 et d'indie optique ni = 1 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.
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Fig.D.16 � Indie e�etif en fontion de la fration volumique pour des inlusions de rayon
λ0/10 et d'indie optique ni = 2.25 dans un milieu h�te d'indie (a-b) nh = 1.63 + i0.02 ,(-d) nh = 1.63 + i0.1 et (e-f) nh = 1.63 + i0.2 en polarisation TE.
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