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3.4 Modèle latéral de l’avion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Zéros de (A,B, C1, I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

5.3.3 Existence d’une CSF pour un couple donné {G(s),K0(s)} . . . . 54
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5.4 Généralisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.4.1 Système avec transmission directe . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.4.2 Cas du correcteur d’ordre supérieur (nk > n) . . . . . . . . . . . 59

Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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7.2 Ajustements réalisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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Chapitre 1

Objectifs / Généralités

1.1 Problématique

Cette thèse traite avant tout de la commande des systèmes. On peut observer cer-
taines caractéristiques d’un système au travers de mesures effectuées sur celui-ci. On
peut également modifier le comportement d’un système grâce à des actions effectuées
sur celui-ci à l’aide de commandes. La problématique de la commande consiste à utili-
ser la connaissance des observations du système pour modifier son comportement : on
cherche à réguler le système avec un correcteur, qui est l’expression concrète d’une loi
de commande.

Le travail de l’automaticien consiste donc à mâıtriser le comportement des systèmes
dynamiques : mâıtriser au sens de l’analyse de ce comportement et au sens de la synthèse
de lois de commande pour modifier ce comportement. Dans le cadre de ce mémoire, on
s’est intéressé à la partie synthèse.

Lorsqu’on cherche à réguler un système dynamique, on établit dans un premier
temps un cahier des charges qui consiste à énoncer quelles caractéristiques ou quelles
performances le système doit avoir une fois régulé. Ce cahier des charges peut par
exemple être dicté par des contraintes industrielles, et peut parfois ne pas s’avérer
réalisable. Dans ce cas, on s’efforce généralement de s’en approcher le plus possible.

L’obtention d’un correcteur vérifiant un certain cahier des charges est chose difficile.
De nombreuses méthodes ont été développées pour permettre à l’automaticien d’obtenir
des correcteurs plus performants, pour lui permettre de mieux prendre en compte les
objectifs du cahier des charges ou encore pour réduire le temps passé lors de la synthèse
d’une loi de commande, et par là de réduire les coûts de développement.

Certes la technique progresse, mais la complexité des systèmes étudiés progresse
également. Par exemple, dans le domaine de l’aéronautique, l’augmentation de la taille
des avions de transport pose des problèmes dans la conception des lois de pilotage, du
fait de la souplesse croissante des avions. Ceci a une influence directe sur l’efficacité des
correcteurs et sur leur coût de développement :
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— le correcteur est d’ordre élevé, sans structure particulière, ce qui rend l’interpré-
tation de ses variables d’état difficile ;

— la réalisation du cahier des charges est délicate, car les objectifs à atteindre sont
plus ou moins contradictoires et il convient donc d’obtenir un correcteur qui
réalise un “bon” compromis ;

— la formalisation du cahier des charges pose également des problèmes, puisqu’elle
doit être à la fois cohérente avec l’objectif souhaité et avec la méthode de synthèse
de la loi de commande.

Dans un tel contexte, il arrive fréquemment que la première synthèse ne soit pas “la
bonne”.

Ce mémoire a pour objectif de proposer des outils permettant de combler le fossé
entre :

— la ”quête de l’idéal” qui motive l’automaticien. C’est-à-dire la recherche de tech-
niques permettant de fournir la loi de commande optimale directement à partir
du modèle et des spécifications.

— et la réalité industrielle. Où les contraintes pratiques et économiques, le savoir-
faire et la culture d’entreprise conduisent toujours à favoriser la démarche qui
vise à adapter aux nouveaux problèmes rencontrés la solution qui ”marchait
jusqu’à présent”.

Le dénominateur commun des techniques présentées est donc la disponibilité d’un
correcteur pré-existant qui satisfait une partie du cahier des charges mais qu’il faut
adapter pour satisfaire des spécifications complémentaires ou prendre en compte une
évolution du modèle et/ou du cahier des charges. Le cadre est donc l’ajustement de
lois de commande.

Deux méthodes sont proposées dans ce mémoire :
— la première va permettre de prendre en compte un correcteur donné dans le

formalisme général des techniques de synthèse de lois de commande optimales
(synthèse H∞, synthèse H2, ...). Elle permettra donc de bâtir un problème
standard de commande que l’on pourra enrichir par la prise en compte de
spécifications complémentaires. Nous verrons également que cette méthode per-
met de résoudre indirectement des problèmes de synthèse multi-objectifs. C’est
d’ailleurs dans ce contexte de synthèse multi-objectifs que cette méthode sera
introduite dans la partie II ;

— la seconde consiste à isoler dans un correcteur donné, des paramètres de réglage
(”potentiomètres”) qui permettent de mâıtriser (d’ajuster) une ou plusieurs pro-
priétés dynamiques du système en boucle fermée (propriétés modales). Elle peut
s’appliquer sur un correcteur déjà structuré ou sur un correcteur non structuré
que l’on propose alors de re-structurer sous la forme estimation/retour d’état.
Dans tous les cas, cette méthode conserve la structure du correcteur, contrai-
rement à la première qui fournit, à l’issue de la synthèse finale, un correcteur
non-structuré.
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Ces deux approches sont complémentaires : alors que la première vise à enrichir une
méthodologie de synthèse de lois de commande déjà existante et pourra être utilisée
en phase de conception des lois de commande, les paramètres de réglage isolés par
la seconde approche pourront être utilisés pour des ajustements de ”dernière minute”
pour prendre en compte des évolutions soudaines du modèle et/ou du cahier des charges
(ajustement de la commande lors des essais en vol d’un avion par exemple).

1.2 Présentation du mémoire

Le mémoire contient 3 parties.
— La partie I, dont ce chapitre fait partie, est une partie introductive. Elle a pour

objectif de présenter des notions qui seront utilisées à la fois dans les parties II
et III.

Le chapitre 2 présente la forme estimation-retour d’état d’un correcteur et
expose comment on peut, en partant d’un correcteur quelconque, calculer
sa représentation estimation-retour d’état. Cette représentation des correc-
teurs est utile d’un point de vue interprétatif : on donne aux variables d’état
du correcteur une signification physique en rapport avec les variables d’état
du système, c’est en partie l’utilisation que l’on fait de cette transformation
dans la partie III du mémoire. La construction de la forme estimation-retour
d’état est également utile d’un point de vue mathématique, puisque les
équations qui en découlent et la façon dont elles sont résolues se retrouvent
dans la partie II.

Le chapitre 3 présente un modèle latéral d’avion souple qui sera utilisé dans
les parties II et III.

— La partie II développe une méthode de synthèse d’une loi de commande lorsqu’on
prend en compte dans le cahier des charges plusieurs objectifs. Cette méthode
constitue l’extension de travaux réalisés au DCSD par Alazard et Voinot
[42, 5].

Le chapitre 5 présente et développe un outil, dénommé Forme Standard de
Passage, qui permet, à partir d’un correcteur donné de formaliser un pro-
blème standard (H2 ou H∞) dont le correcteur en question est solution.

Le chapitre 6 montre comment utiliser cet outil dans le contexte de la réso-
lution d’un problème multi-objectifs. La méthode est ensuite comparée à
une synthèse H∞ (pour le même problème global) sur la base d’un exemple
masses-ressort.

Le chapitre 7 met en application cette méthode centrée sur la Forme Standard
de Passage sur le modèle latéral de l’avion souple.

— La partie III développe une autre méthode, entièrement axée sur l’ajustement
d’une loi de commande déjà existante, qui vise principalement au re-placement
de pôles de la boucle fermée.
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Le chapitre 9 établit la base théorique de la méthode. Le point de départ est
la relation étroite entre l’identification paramétrique et la commande. Dans
ce chapitre, on développe un outil qui permet la quantification de l’identi-
fiabilité d’un paramètre, basé sur les résultats de l’identification bayésienne.
Cet outil déjà utilisé dans certains travaux au DCSD par Gauvrit, Lavigne
et Cumer [24, 25, 26, 29, 9, 10], voit son champ d’action élargi.

Le chapitre 10 établit comment cet outil d’identification paramétrique permet
d’analyser l’impact d’une modification du correcteur sur les pôles de la
boucle fermée. L’un des avantages, qui apparâıt avec cette méthode, est
de pouvoir analyser tous les correcteurs, quel que soit leur ordre ou leur
structure.

Le chapitre 11 étend la méthode à la synthèse de l’ajustement. À partir d’un
placement de pôles désiré, on est capable de modifier le correcteur existant
pour s’en rapprocher, cela sans modifier la structure du correcteur.

Le chapitre 12 applique cette méthode de placement de pôles sur le modèle
latéral de l’avion souple présenté dans la partie I.

Enfin, une conclusion générale précise quels pourraient être les travaux futurs envisa-
geables, s’appuyant sur les méthodologies développées dans ce mémoire.
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Chapitre 2

Structuration des correcteurs

2.1 Introduction

Ce chapitre se focalise essentiellement sur la représentation des correcteurs. Même
si d’un point de vue de l’analyse ou de l’ajustement d’une loi de commande, il est
possible de se référer directement au modèle d’état du correcteur (Ak, Bk, Ck, Dk),
d’autres représentations offrent une plus grande lisibilité. La représentation dont on se
préoccupe ici est dénommée “structure estimation-retour d’état”. Elle associe, de fait,
un estimateur des modes du système avec un retour de l’état estimé. Cette mise en
forme du correcteur présente plusieurs avantages, en particulier d’un point de vue de
l’interprétation modale, et sera utilisée dans les deux parties qui suivent.

Ce chapitre présente les travaux d’Alazard et Apkarian [3] qui permettent de
trouver la structure estimation-retour d’état d’ordre minimal associée à un correcteur
et un système donnés. Ces travaux s’inscrivent dans la continuité des recherches menées
par Schumacher [34] et par Bender et Fowell [22, 7].

Dans un premier temps, on s’attachera à décrire cette structure sous sa forme “pri-
maire”, puis sous une forme plus générale, sans la construire. Ensuite, on donnera l’ap-
proche qui conduit à exprimer un correcteur sous sa forme estimation-retour d’état.
Le lecteur pourra découvrir une méthode alternative pour résoudre les équations per-
mettant de passer d’un correcteur, sous sa forme représentation d’état, à un correcteur
équivalent, sous sa forme estimation-retour d’état avec paramétrisation de Youla. Une
autre de nos réflexions s’est portée sur les conditions de faisabilité de ce problème de
transformation, qui sont ici énumérée.

2.2 La structure estimation-retour d’état

L’intérêt premier de la structure réside dans le fait que les variables du correcteur ont
un sens physique évident puisque ce sont les estimés des états du système commandé.
L’estimation se base sur un modèle du système. Une fois ce modèle arrêté, le correcteur
sous forme estimation-retour d’état se détermine entièrement par des matrices de gains
statiques d’estimation et de retour d’état. Ceci peut s’avérer utile pour le séquencement
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Figure 2.1: Structure estimation-retour d’état de base.

de gains ([38, 39]) ou encore pour l’ajustement d’une loi de commande, ce qui est
d’ailleurs utilisé dans la partie III de ce mémoire.

2.2.1 Structure de base

La structure de base est décrite par la figure 2.1. Pour plus de clarté dans le schéma,
la matrice de transmission directe D a été ignorée. Dans la suite, on considèrera un
système sans transmission directe, sans que cela n’implique une perte de généralité.
Normalement, pour avoir un estimateur des états du système, les matrices A0, B0, C0

doivent correspondre aux matrices A, B, C du système (le correcteur et le système ont
donc le même ordre n = nk). Dans ce cas, on peut alors écrire les différentes équations
du système bouclé. Pour la partie système :{

ẋ = Ax + Bu
y = Cx

(2.1)

Pour la partie correcteur : { ˙̂x = Ax̂ + Bu + Kf (y − ŷ)
u = −Kcx̂ + e

(2.2)

Pour la boucle fermée dans son intégralité, on arrive a :
ẋ = Ax−BKcx̂ + Be
˙̂x = (A−BKc)x̂ + Be + KfC(x− x̂)
y = Cx

(2.3)

À ce niveau, il est intéressant d’introduire une nouvelle variable d’état : ε = x− x̂. La
représentation d’état du système bouclé s’écrit alors : ẋ

ε̇

y

 =

 A−BKc BKc B
0 A−KfC 0
C 0 0

  x
ε

e

 (2.4)

On peut faire deux remarques :
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Figure 2.2: Structure estimation-retour d’état avec paramétrisation de Youla.

1. le système est diagonal par blocs, on y distingue deux dynamiques indépendantes :
A−BKc qui constitue la dynamique des états du système bouclé par le retour
d’état ;
A−KfC qui constitue la dynamique des états de l’estimateur ;

2. la dynamique régissant le comportement de l’état ε ne possède pas d’exitation ;
dans le cas où les perturbations sont négligeables on arrive donc au bout d’un
certain temps à ε = 0, puisque cette dynamique est strictement stable.

On peut déduire de tout cela que tout se passe comme si le système en boucle fermée
se réduisait aux équations : {

ẋ = (A−BKc)x + Be
y = Cx

(2.5)

qui correspondent aux équations d’un retour d’état seul. Les n valeurs propres du filtre
d’estimation sont ingouvernables par l’entrée e. Et les n valeurs propres du retour d’état
sont inobservables par l’innovation εy = C(x− x̂). Cette structure a donc l’avantage de
pouvoir utiliser les techniques modales de retour d’état pour régler le gain Kc (ou le
gain Kf ).

2.2.2 Paramétrisation de Youla

Lorsque le correcteur comprend une transmission directe, ou qu’il est d’ordre su-
périeur au système, la structure de base s’enrichit d’un paramètre de Youla, dont
l’ordre nq = nk − n. Ce paramètre agit en feedback du transfert nul e → εy, comme
en témoigne la figure 2.2. La représentation d’état du système en boucle fermée s’écrit
alors : 

ẋ
ẋq

ε̇

y

 =


A−BKc BCq BKc + BDqC B

0 Aq BqC 0
0 0 A−KfC 0
C 0 0 0




x
xq

ε

e

 (2.6)
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On est donc en présence de trois groupes de valeurs propres :
— les n valeurs propres du retour d’état, spec(A−BKc) ;
— les n valeurs propres du filtre d’estimation, spec(A−KfC) ;
— et les nq = nk−n valeurs propres du paramètre de Youla, spec(Q(s)), qui sont

à la fois inobservables par la sortie εy et ingouvernables par l’entrée e.
Le transfert e→ εy est donc nul. On conserve par conséquent la dynamique du retour
d’état dans le transfert e→ y (équation (2.5)).

2.2.3 Observateur de Luenberger

Il reste possible, sous certaines conditions, d’obtenir un estimateur des états du
système sans pour autant que l’estimateur ait un nombre d’états supérieur ou égal au
nombre d’états du système, il est dans ce cas d’ordre réduit. Dans ce cas l’estimateur
doit avoir un nombre d’états au moins égal à n− p, où p désigne le nombre de sorties
du système. Autrement dit le nombre d’états de l’estimateur augmenté du nombre de
sorties du système doit être supérieur ou égal au nombre d’états du système.

L’estimé x̂ constitue une combinaison linéaire des états de l’estimateur ẑ et des
sorties du système y :

x̂ = H1ẑ + H2y

avec la contrainte :
rang(

[
H1 H2

]
) = n

Ici la variable ẑ est en réalité une estimée d’une combinaison linéaire des états du
système, z = Tx. En effet, Luenberger a montré que le système :

˙̂z = F ẑ + Gy + TBu

est un observateur de la variable z = Tx, si F , G et T vérifient :

TA− FT = GC et F stable

On a bien alors :
limt→∞ ẑ(t)→ z(t) ∀u(t)

De plus, si on choisit H1 et H2 tels que :

H1T + H2C = I

alors on a :

x̂ = x−H1εz

⇒ limt→∞ x̂(t) = x(t)

Le schéma correspondant est exposé figure 2.3. Comme dans les cas précédents, le
transfert de e vers l’innovation εy = y−Cx̂ est nul ; de plus, on conserve la dynamique
du retour d’état dans le transfert e→ y.
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Figure 2.3: Structure estimation-retour d’état avec observateur de Luenberger.

L’intérêt de cette structure réside dans le fait que l’on peut estimer plus d’états que
le nombre d’états d’un correcteur. En effet, d’un point de vue pratique, un correcteur
donné est souvent d’ordre inférieur à l’ordre du système. Il en résulte que lorsqu’on
souhaite faire une réalisation estimation-retour d’état du correcteur en question, on est
forcé de bâtir un modèle d’ordre réduit (que l’on dénomme dans la partie III modèle
embarqué) dont on va faire une estimation des états. L’estimateur qui résulte de cette
réalisation n’estime donc pas l’intégralité des états du système. Dans le cas d’une struc-
ture de base (éventuellement avec paramètre de Youla statique), le nombre d’états
que l’on pourra estimer s’élève donc à nk ; alors que, dans le cas d’une structure avec un
observateur de Luenberger, ce nombre passe à nk +p ce qui permet de travailler avec
un modèle embarqué plus représentatif du modèle complet, et de réduire le nombre de
dynamiques négligées.

2.3 Réalisation estimation-retour d’état à partir d’un cor-
recteur quelconque

On distingue trois cas :
— le cas où le correcteur est d’ordre supérieur à celui du système. La structure

utilisée est alors celle avec paramétrisation de Youla ;
— le cas où le correcteur est d’ordre égal à celui du système, qui est en fait un cas

particulier du premier cas ;
— le cas où le correcteur est d’ordre inférieur à celui du système. Dans ce cas,

on utilisera le plus souvent une structure faisant intervenir un observateur de
Luenberger, mais parfois, lorsque les ordres du correcteur et du système sont
trop différents, on sera amené à construire un modèle réduit du système, et donc
de faire un estimateur partiel.

En outre, il existera des cas particuliers où il est impossible d’obtenir une forme
estimation-retour d’état d’un correcteur sous une des formes exposées ci-avant. Nous
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détaillerons les conditions pour lesquelles ces cas particuliers se manifestent.

2.3.1 Le correcteur est d’ordre égal à celui du système

L’objectif est, à partir d’un correcteur donné sous la forme d’une représentation
d’état Ak, Bk, Ck, Dk, de calculer les matrices de retour d’état Kc, de gain d’estima-
tion Kf et du paramètre de Youla, afin que les formes estimation-retour d’état et
représentation d’état donnent le même correcteur. Pour cela, on utilise une matrice de
transformation T telle que xk = T x̂.

Lorsque le système et le correcteur sont du même ordre, le paramètre de Youla
est statique. Les deux représentations du correcteur s’écrivent :{

ẋk = Akxk + Bky
u = Ckxk + Dky

(2.7)

et : { ˙̂x = (A−BKc −KfC −BDqC)x̂ + (Kf + BDq)y
u = −(Kc + DqC)x̂ + Dqy

(2.8)

En écrivant l’équivalence entrées-sorties des représentations (2.7) et (2.8), on obtient un
système d’équations algébriques (2.9) où Kc, Kf , Dq et T sont les inconnues. On peut
alors substituer dans la première équation les trois dernières pour obtenir une équation
en T (2.10).

A−BKc −KfC −BDqC = T−1AkT
Kf + BDq = T−1Bk

−Kc −DqC = CkT
Dq = Dk

(2.9)

AkT − T (A + BDkC)− TBCkT + BkC = 0 (2.10)

et finalement :
Kf = T−1Bk −BDk

Kc = −CkT −DkC
(2.11)

Ainsi le problème consiste à trouver une solution T inversible de l’équation de Riccati
généralisée.

Le lecteur remarquera que l’équation de Riccati donnée dans la partie II, lorsqu’on
cherche à obtenir une Forme Standard de Passage pour un correcteur donné, et celle
présentée ici sont identiques (celle de la partie II est toutefois plus générale car la
matrice T peut y être rectangulaire), ce qui montre la forte imbrication entre la Forme
Standard de Passage et la mise sous forme estimation-retour d’état d’un correcteur.

2.3.2 Résolution de l’équation de Riccati

L’équation de Riccati peut également se formuler sous la forme suivante :

[
−T I

]
Acl

[
I
T

]
= 0 (2.12)
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où la matrice associée à l’équation de Riccati, Acl, correspond à la matrice d’évolution
de la boucle fermée construite sur le vecteur d’état [xT xT

k ] :

Acl =
[

A + BDkC BCk

BkC Ak

]
Cette équation peut être résolue par la technique des sous-espaces invariants :
— on commence par trouver un sous-espace S = Im(U) de dimension n de la

matrice Acl :
Acl U = U Λ (2.13)

Ce sous-espace est associé à un ensemble de n valeurs propres de Acl parmi les
n + nk disponibles :

spec(Λ) ∈ spec(Acl)

— puis, on partitionne la matrice U des vecteurs qui engendrent ce sous-espace de
la façon suivante :

U =
[

U1

U2

]
, U1 ∈ Rn×n

— enfin, on calcule la solution :
T = U2U

−1
1 .

On peut d’ailleurs facilement vérifier que la matrice T donnée ci-dessus est bien
solution de l’équation de Riccati. Pour cela, il suffit, dans l’équation (2.13),
de multiplier à gauche par la matrice

[
−U2U

−1
1 I

]
et à droite par la matrice

U−1
1 .

L’existence d’une solution T satisfaisant (2.10) est démontrée lorsque les valeurs propres
de la matrice Acl sont distinctes ([31]). Dans le cas général, il existe plusieurs sous-
espaces admissibles U et donc, plusieurs solutions. Chaque solution correspond à un
choix particulier de n valeurs propres parmi l’ensemble des valeurs propres de la boucle
fermée. En outre, on peut faire d’autres remarques :

C1 la matrice T étant une matrice de transformation, elle doit être inversible ;

C2 étant donné que l’on souhaite avoir des matrices de gains d’estimation Kf et de
retour d’état Kc réelles, il importe également que la matrice T soit réelle.

Conditions nécessaires pour la satisfaction de C1

Même si on ne peut pas dire a priori si la solution T existe, on peut citer deux
conditions nécessaires (la justification se trouve également dans [4]) pour satisfaire
C1 :

Lemme 2.3.1 spec(A−BKc) = spec(Λ)

En d’autres termes, les n valeurs propres choisies pour le calcul de T correspondent
aux n valeurs propres du retour d’état associé à la forme estimation-retour d’état
équivalente : spec(A − BkC). Corrolairement, les n valeurs propres restantes (dans le
cas d’un paramètre de Youla statique) correspondent à la dynamique d’estimation.
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Lemme 2.3.2 S’il existe λ /∈ spec(Λ) telle que λ soit ingouvernable par (A,B), alors
U1 est singulière.

Les pôles ingouvernables du système appartiennent à spec(A−BkC), ce quel que soit
le gain Kc, il convient donc de les sélectionner lors du choix du sous-espace invariant.

Lemme 2.3.3 S’il existe λ ∈ spec(Λ) telle que λ soit inobservable par (A,C), alors
U2 est singulière.

De façon similaire, les pôles inobservables du système appartiennent à spec(A−KfC),
ce quel que soit le gain Kf , il convient donc de ne pas les sélectionner lors du choix du
sous-espace invariant.

Discussion autour de la satisfaction de C2

Lorsque toutes les valeurs propres de la boucle fermée sont réelles, il n’y a pas de
problème particulier pour satisfaire la condition T réelle. En effet, les vecteurs propres
associés sont tous réels. Il n’en va pas de même lorsqu’une partie (ou l’intégralité) de
ces valeurs propres est complexe, puisqu’on ne pourra pas séparer un couple de valeurs
propres complexes conjuguées (λ, λ) de la façon suivante :

λ ∈ spec(Λ) et λ /∈ spec(Λ).

Cela conduirait à une matrice T complexe. On est alors amené a distinguer plusieurs
cas.
n est pair. Dans ce cas-là, on peut toujours associer n valeurs propres de la boucle

fermée en un ensemble autoconjugué.
n est impair. On doit alors avoir en boucle fermée au moins une valeur propre réelle

observable, puisque la matrice U des vecteurs propres de la boucle fermée, qui
contient un nombre impair de vecteurs, doit être autoconjuguée. De plus, lorsque
le correcteur est de même ordre que le système (paramètre de Youla statique)
il faut également avoir au moins une valeur propre réelle gouvernable, qui fera
partie du complémentaire.

2.3.3 Le correcteur est d’ordre supérieur à celui du système

Dans ce cas, le paramètre de Youla est dynamique. La représentation d’état du
correcteur reste identique, mais celle sous forme estimation-retour d’état s’agrandit
d’un vecteur d’état supplémentaire correspondant aux états du paramètre de Youla :

˙̂x = (A−BKc −KfC −BDqC)x̂ + BCqxq + (Kf + BDq)y
ẋq = −BqCx̂ + Aqxq + Bqy
u = −(Kc + DqC)x̂ + Cqxq + Dqy

(2.14)

Le vecteur d’état xk étant de taille supérieure à x̂, la transformation utilisée précédemment
(xk = T x̂) devient insuffisante. On utilise alors une transformation étendue :

xk =
[

T V
] [

x̂
xq

]
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où T ∈ Rnk×n et V ∈ Rnk×nq de sorte que [T V ] soit de rang plein.
Lorsqu’on écrit l’équivalence entrées-sorties du correcteur, on arrive aux équations

suivantes :
T (A−BKc −KfC −BDqC)− V BqC = AkT

TBCq + V Aq = AkV
T (Kf + BDq) + V Bq = Bk

−(Kc + DqC) = CkT
Cq = CkV
Dq = Dk

(2.15)

En remplaçant les troisième et quatrième équations dans la première équation, on ob-
tient de nouveau l’équation de Riccati en T . Puis on définit deux nouvelles matrices
T+ et V + qui doivent vérifier les équations suivantes :[

T+

V +

]
, telle que :

[
T+

V +

] [
T V

]
=

[
I 0
0 I

]
(2.16)

On multiplie alors les deuxième et troisième équations dans (2.15) par T+ et V + pour
finalement obtenir le système équivalent (2.17).

0 = AkT − T (A + BDkC)− TBCkT + BkC
0 = (T+Ak −BCk)V

Aq = V +AkV
Kf = T+Bk −BDk

Bq = V +Bk

Kc = −(CkT + DkC)
Cq = CkV
Dq = Dk

(2.17)

Le correcteur équivalent est alors entièrement déterminé par les matrices T , T+, V et
V +. L’existence de la solution est donc dépendante de l’existence de ces 4 matrices,
qui doivent en outre vérifier les propriétés de (2.16). Afin d’obtenir une équation en
T+, on multiplie, à gauche et à droite, la première équation de (2.17) par T+, puis on
remplace les termes TT+ par I − V V + et on utilise la seconde équation de (2.17) pour
simplifier certains termes. L’équation résultante est présentée en (2.18). Cette équation
est présentée sous sa forme transposée.

0 = AT
k T+T − T+T (A + BDkC)T − (BCk)T + T+T (BkC)T T+T (2.18)

Cette équation peut également s’écrire sous sa forme factorisée :

0 =
[
−T+T I

] [
−I 0
0 I

]
AT

cl

[
−I 0
0 I

] [
I

T+T

]
(2.19)

On utilise alors la technique des sous-espaces invariants, déjà utilisée lors de la résolution
de l’équation de Riccati en T . On note −U3 et U4 les deux partitions des vecteurs qui
engendrent le sous-espace invariant ; le résultat est alors T+ = −U−T

3 UT
4 .[

−I 0
0 I

]
AT

cl

[
−I 0
0 I

] [
−U3

U4

]
=

[
−U3

U4

]
ΛT
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Ce qui s’écrit encore : [
UT

3 UT
4

]
Acl = Λ

[
UT

3 UT
4

]
On constate alors que cette équation (2.10) est équivalente à l’équation utilisée pour
la résolution en T . En effet, les vecteurs [UT

1 UT
2 ]T et [UT

3 UT
4 ]T font tous les deux

partie de l’ensemble des vecteurs propres de la boucle fermée 1.
Il existe alors plusieurs solutions pour T+, chaque solution correspondant à une

partition faisant référence à des valeurs propres de la boucle fermée différentes. Il y a
cependant une restriction : la partition utilisée pour la complétion de T+ doit
être d’intersection nulle avec celle utilisée pour la complétion de T . En effet,
si tel n’était pas le cas, T+T serait différent de la matrice identité. Dans le cas où cette
condition est remplie, il est facile de montrer que T+T = I lorsqu’on décompose Acl

dans une base orthogonale de vecteurs propres :

Acl

[
U1

U2

]
=

[
U1

U2

]
Λ1

Acl

[
U3

U4

]
=

[
U3

U4

]
Λ2[

UT
1 UT

2

UT
3 UT

4

] [
U1 U3

U2 U4

]
=

[
I 0
0 I

]
On peut vérifier que T+T = I :

T+T = −U−T
3 (UT

4 U2) U−1
1

T+T = −U−T
3 (−UT

3 U1) U−1
1

T+T = I

Les résolutions de T et de T+ peuvent donc se faire de façon simultanée. En ce qui
concerne l’obtention de V et V +, les deux équations de (2.20) suffisent.

T+V = 0[
T+

V +

]
=

[
T V

]−1 (2.20)

La première équation permet de déterminer une matrice V solution. En effet, T+ est
de taille n×nk et de rang n, son noyau est donc de rang nk−n = nq et chaque vecteur
du noyau possède n éléments. On choisit donc pour V une base du noyau de T+. La
seconde équation permet alors de reconstituer la matrice V + correspondante.

1. Pour être exact, ces vecteurs correspondent aux vecteurs propres uniquement si Acl est diagona-
lisable et que l’on a choisi une décomposition de Schur dans cette base. Dans le cas général, ces deux
vecteurs font tout de même référence au même ensemble de valeurs propres, spec(Acl).
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Attribution des différentes dynamiques

Il y a des choix à faire pour déterminer les valeurs propres que l’on attribue à chaque
dynamique :

— pour la dynamique de A−BKc, qui correspond au choix des vecteurs du sous-
espace qui permet d’obtenir T , on privilégie souvent l’une ou l’autre de ces deux
solutions :
– on choisit les pôles de la boucle fermée qui sont les plus proches des pôles du

système en boucle ouverte ;
– on fait un suivi des pôles du système en boucle ouverte pour voir à quels pôles

en boucle fermée ils sont associés (pour cela, on fait varier le gain de boucle
de 0 à 1).

La première solution présente l’avantage d’obtenir un gain de retour d’état Kc

minimal ; la seconde d’être plus naturelle. Cependant, il arrive fréquemment que
ces deux solutions soient identiques. Comme dans le cas du paramètre de Youla
statique, les valeurs propres ingouvernables doivent être incluses dans ce choix.

— pour le choix de A−KfC, qui correspond au choix des vecteurs du sous-espace
qui permet d’obtenir T+, on peut prendre les valeurs propres du système les
plus rapides pour obtenir un estimateur performant.

— la dynamique de Aq est alors déterminée de façon automatique, puisqu’il s’agit
des pôles qui n’ont pas été sélectionnés pour les deux dynamiques précédentes.

En pratique, le choix de la dynamique de A−BKc semble plus important que les autres.
Remarque : Dans le cas du paramètre de Youla statique, on devait trouver un

sous-espace invariant autoconjugué pour le calcul de T (le sous-espace restant étant, de
fait, autoconjugué lui aussi). Ici, il faut former deux groupes autoconjugués, un pour
T et un autre pour T+, ce qui restreint un peu les possibilités. On peut préciser les
différentes situations :

n est pair. Dans ce cas-là, il est toujours possible de former deux groupes de n vecteurs
autoconjugués.

n est impair. Il faut qu’il y ait comme dans le cas d’un paramètre de Youla statique
au moins deux valeurs propres réelles en boucle fermée, une étant observable,
l’autre gouvernable. Cependant, dans le cas d’un paramètre de Youla statique,
le fait qu’il y ait une valeur propre réelle en boucle fermée implique forcément
qu’il y en ait une seconde, puisqu’il y a en tout un nombre pair de valeurs propres.
Dans le cas d’un paramètre de Youla dynamique, il se peut qu’il n’y ait qu’une
seule valeur propre réelle en boucle fermée si nk est pair, auquel cas il n’y aura
pas de solution réelle.

Plus généralement, dans le cas n impair, la boucle fermée doit avoir au moins deux
valeurs propres réelles si nk est impair, et trois valeurs propres réelles si nk est pair
pour qu’il existe une paramétrisation réelle.

2.3.4 Le correcteur est d’ordre strictement inférieur à celui du système

Il faut alors distinguer deux possibilités :
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— nk +p ≥ n, alors il y a la possibilité d’utiliser une forme estimation-retour d’état
faisant intervenir un observateur de Luenberger ;

— nk + p < n, dans ce cas-là, il n’est pas possible de faire une estimation complète
de tous les pôles du système, on est amené à construire un modèle réduit.

Cas nk + p ≥ n

Dans ce cas, la matrice [T T CT ] est de rang n (à condition que la matrice C soit
de rang plein). On établit alors l’équivalence entrées-sorties entre le correcteur dans
sa représentation d’état et le correcteur sous sa forme estimation-retour d’état. On
rappelle les équations du correcteur sous sa forme estimation-retour d’état :{ ˙̂z = F ẑ + Gy + TBu

u = −(Kc + DqC)H1ẑ + [−(Kc + DqC)H2 + Dq]y

avec :
TA− FT = GC

H1T + H2C = I

On obtient donc le système suivant :

F = Ak − TBCk

G = Bk − TBDk

−(Kc + DcC)H1 = Ck

−(Kc + DcC)H2 + Dq = Dk

Grâce aux deux premières équations et à la relation qui relie les matrices T , F , G, C
et A, on retrouve l’équation de Riccati pour le calcul de T . Cette dernière se résout
de la même façon que dans les cas précédents. De plus, si on additionne la troisième
équation, multipliée à droite par T , à la dernière équation multipliée à droite par C,
on obtient alors l’équation qui donne Kc :

Kc = −CkT −DkC

Comme on peut le constater, cette équation est identique à celle trouvée avec des
estimateurs d’ordre plein.

La résolution en H1 et H2, est assez simple à effectuer puisque :

[
H1 H2

]
= pinv(

[
T
C

]
)

où pinv désigne la pseudo-inverse. Le plus simple étant de choisir la pseudo-inverse de
Moore-Penrose. Enfin, le calcul de Dq conduit à :

Dq = (Dk + KcH2)(I − CH2)−1
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Cas nk + p < n

Tous les modes du système ne peuvent pas être estimés. On construit donc un
modèle réduit du système dont l’ordre n′ doit être inférieur ou égal à nk + p. Puis,
à partir de ce modèle réduit, on utilise une des trois transformations présentées (en
fonction de l’ordre de ce modèle réduit). Le modèle du système ainsi utilisé est nommé
“modèle embarqué”. En boucle fermée, on aura donc un estimateur qui n’est pas
basé sur le système auquel il s’applique. Dans le cas où on choisit de réduire le système
à la dimension du correcteur par exemple, on retrouve un schéma identique à celui de
la figure 2.2 avec des matrices A0, B0, C0 différentes des matrices A, B, C. On perd
alors les propriétés de séparation des dynamiques (entre A−BKc et A−KfC).

Dans un objectif d’ajustement d’une loi de commande, il convient alors de construire
un modèle embarqué qui prenne en compte les dynamiques principales du système et
les dynamiques sur lesquelles on souhaite agir.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre on a donc décrit comment passer d’un correcteur sous sa repré-
sentation d’état à un correcteur équivalent sous forme estimation-retour d’état. On y
a également précisé dans quels cas il n’était pas possible de trouver cette équivalence.

En fonction de l’ordre du correcteur, on a pu distinguer quatre cas. Tant que le
correcteur est d’ordre supérieur ou égal à l’ordre du système diminué du nombre de
ses sorties, on peut réaliser un estimateur complet des états du système. On se trouve
alors avec une structure estimation-retour d’état avec un paramètre de Youla sta-
tique ou dynamique ou avec un observateur de type Luenberger. Dans ce cas, des
propriétés fortes sont mises en évidence : les différents groupes de dynamiques du
système en boucle fermée sont indépendants. Ceci permet de faciliter d’éventuels
ajustements, puisqu’en agissant sur une matrice de gain (Kc ou Kf ), on agit sur une
partie des pôles seulement. Dans le dernier cas, où le correcteur possède un ordre in-
suffisant, on est amené à faire une réduction préalable du système. Le correcteur sous
sa forme estimation-retour d’état est tout de même identique à celui exprimé dans sa
représentation d’état, cependant, en boucle fermée il est effectué une “approximation”
sur l’estimation des états et sur la séparation des dynamiques, ce principe n’étant plus
exact.

Quel que soit le cas dans lequel on se trouve, cette structure possède tout de même
un avantage d’un point de vue lisibilité. Par la suite, elle sera utilisée lorsqu’on souhai-
tera modifier l’emplacement d’un pôle de la boucle fermée (voir chapitre 11).
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Chapitre 3

Présentation des modèles avion

3.1 Introduction

Nous présentons ici le principe des commandes de vol électriques ainsi que deux
modèles d’un avion de transport civil. Le premier modèle est un modèle longitudinal,
qui sera utilisé dans la partie II pour illustrer la technique d’ajustement d’une loi
de commande avec la Forme Standard de Passage. Le second, quant à lui, est un
modèle latéral, utilisé dans la troisième partie pour illustrer la méthode d’ajustement
de placement de pôles mise au point dans la partie III et basée sur l’outil d’identification
bayésienne.

3.2 Principe des commandes de vol électriques
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gouvernes

ordresobjectifs

servoslois de pilotage

mesures

AVION

capteurs

ADC - IRS

calculateurs numériques

ADC :

IRS : 

Air Data Computer (centrale anémométrique)

Inertial Reference System (centrale inertielle)

Figure 3.1: Principe des commandes de vol électriques.
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Le concept des commandes de vol électriques est résumé à la figure 3.1. On peut
distinguer trois ensembles rattachés à la partie système : les servocommandes, l’avion et
les capteurs ; et un ensemble supplémentaire pour les lois de pilotage, qui est associé au
bloc servocommandes. Le pilote dispose de deux organes de pilotage, le palonnier et le
manche. Des capteurs sont situés sur les organes de pilotage pour transformer les ordres
du pilote en objectifs de commande. La différence entre ces objectifs et les mesures
fournies par les capteurs (anémométriques et inertiels) permet de déduire l’ordre de
commande envoyé aux servocommandes. Ce type de structure permet d’intégrer les
techniques modernes de l’automatique pour commander les braquages des gouvernes en
fonction des ordres du pilote et de l’état mesuré de l’avion. Fréquemment, le système à
commander est un modèle linéarisé en un point de vol, mis sous forme de représentation
d’état.

Il existe deux types de pilotage pour un avion : le pilotage latéral et le pilotage
longitudinal. Généralement, les lois de commande réalisées sur les avions séparent ces
deux pilotages. Le pilotage longitudinal consiste à commander la châıne de tangage, le
pilote pouvant agir sur le manche et la manette des gaz. Le pilotage latéral consiste à
commander simultanément la châıne de roulis et de lacet à l’aide du palonnier et du
manche. Le roulis est principalement contrôlé par les ailerons (en braquage différentiel)
situés aux extrémités des ailes de l’avion. Le lacet est principalement contrôlé par la
gouverne de direction située à l’arrière de l’avion (surface “verticale”). Enfin, le tangage
est principalement contrôlé par la gouverne de profondeur située elle aussi à l’arrière
de l’appareil (surface “horizontale”).

3.3 Modèle longitudinal de l’avion

3.3.1 Modèle rigide

Généralement, le modèle longitudinal rigide d’un avion fait intervenir 5 états :
— la vitesse réduite u = V−Ve

Ve
où V constitue la norme du vecteur vitesse de

l’appareil et Ve sa valeur à l’équilibre ;
— l’écart de pente par rapport à l’équilibre γ, où γ, la pente, désigne l’angle entre

le plan horizontal et le vecteur vitesse ;
— l’écart d’incidence par rapport à l’équilibre α, où α, l’incidence, est l’angle entre

l’axe du fuselage de l’avion et la projection du vecteur vitesse sur le plan de
symétrie de l’avion ;

— la vitesse de tangage q qui est la vitesse de rotation de l’avion autour de l’axe
perpendiculaire au plan de symétrie de l’avion ;

— et l’écart d’altitude par rapport à l’équilibre h.
Les 5 pôles de ce système correspondent à trois modes décrivant le mouvement longi-
tudinal de l’avion :

— l’oscillation d’incidence : c’est un mode oscillatoire associé aux états α et q dont
la pulsation est située autour de 2rad/sec et l’amortissement autour de 0.5. Il
est déterminant pour les qualités de vol longitudinales.
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— le mode phugöıde : c’est également un mode oscillatoire associé aux états u et γ.
C’est un mode extrêmement lent (pulsation autour de 0.1rad/sec) et très mal
amorti (amortissement autour de 0.1). Cependant, par sa lenteur, il ne crée pas
de difficultés majeures car il est facilement pilotable autant par le pilote que par
un pilote automatique.

— le rappel de propulsion : il s’agit d’un mode apériodique associé à l’altitude h.
C’est un mouvement très lent (pulsation autour de 0.01rad/sec) qui ramène la
pente à 0.

Sur le modèle que nous utilisons, les deux derniers modes, la phugöıde et le rappel de
propulsion, ont été négligés, ce qui revient à dire que le vecteur vitesse de l’avion est
constant. Le modèle rigide est alors d’ordre 2. Sa pulsation est de 1.65rad/sec et son
amortissement de 0.58.

En outre, le système dispose de 5 commandes : les gouvernes de profondeur (in-
ternes et externes) et les ailerons (internes, médians, et externes) utilisés en braquage
symétrique.

3.3.2 Modèle longitudinal complet

i
-

-

?

6

-u y

Rigide

Modèle

Flexible

Modèle

Figure 3.2: Modèle de l’avion souple.

L’avion souple se distingue de l’avion rigide par la prise en compte des déformations
aéroélastiques dues au couplage entre les modes structuraux et les efforts aérodynami-
ques. Ces déformations sont calculées par rapport à une position d’équilibre de l’avion à
Mach et vitesse constants. La procédure d’obtention du modèle d’état de l’avion flexible
(ou souple) est donné dans [13]. Le modèle global est alors obtenu par un couplage entre
les sorties du modèle rigide et celles du modèle flexible (figure 3.2).

L’augmentation de la taille des avions, sans pour autant rigidifier les structures
de façon significative, conduit à des modèles souples faisant apparâıtre un plus grand
nombre de modes. De plus, les modes souples de basse fréquence ont tendance à se
rapprocher de la bande passante du système.

En plus des modes rigides et souples de l’avion, il faut comptabiliser un certain
nombre de modes représentant la dynamique parasite liée, entre autres, aux dynamiques
des actionneurs.

Le modèle qu’on présente ici est d’ordre 29. Il comporte :
— 1 mode rigide (complexe),
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— 8 modes flexibles (complexes),
— et 11 états secondaires pour la dynamique parasite, qui représente la dynamique
des actionneurs et les retards aerodynamiques.

Mises à part les 5 commandes décrites dans le paragraphe sur le modèle longitudinal
rigide, le modèle possède également une entrée vent. Enfin il a 16 sorties :

— 5 mesures, utilisées par le correcteur,
— 3 sorties utilisées pour évaluer les critères de confort,
— et 8 sorties charges, pour analyser les efforts exercés sur la structure de l’avion.

3.4 Modèle latéral de l’avion

3.4.1 Modèle rigide

Lorsqu’on écrit les équations de la dynamique pour le comportement latéral de
l’avion, on arrive à la construction d’un modèle, non linéaire, qui comporte quatre
états, dits états rigides :

— β, l’angle de dérapage (rad), qui est l’angle entre le vecteur vitesse de l’avion et
sa projection sur le plan de symétrie.
— p, la vitesse de roulis (rad/s), qui correspond à la vitesse de rotation de l’avion
autour de son axe longitudinal.
— r, la vitesse de lacet (rad/s), qui correspond à la vitesse de rotation de l’avion
autour de son axe vertical.
— φ, l’angle de ĝıte (rad), qui est l’angle de rotation autour de son axe longitudinal.

Deux variables supplémentaires apparaissent : la vitesse de tangage (q0) et l’angle d’in-
cidence (α0). La linéarisation de ce modèle se fait autour d’un point d’équilibre défini
par :

βeq = φeq = req = peq = qeq = 0

Cela suppose, pour que la linéarisation soit valide, des faibles écarts autour de ces
valeurs d’équilibre. Pour β, cela est justifié, car cet angle reste généralement faible.
À noter toutefois que, lorsque les manoeuvres impliquent de forts angles de roulis
(supérieurs à 30 degrés), on entre dans les limites de cette modélisation. Pour agir sur
ces différents états, les commandes sont constituées du braquage différentiel des ailerons
et du braquage de la gouverne de direction.

Autour du point de fonctionnement qu’on a choisi, la matrice dynamique associée
à ces états est la suivante :

Arig =


−0.14 0.053 −0.1 0.047
−2.241 −0.992 0.262 0
1.595 −0.041 −0.267 0

0 1 0.053 0


Ce qui donne les modes suivants :

Ces modes correspondent en fait aux modes de l’avion si celui-ci est équipé de
commandes hydromécaniques (sans loi de commande) :

36



3.5. MODÈLE LATÉRAL COMPLET

mode valeur propre ωi(rad/s) ξi

roulis pur −1.03 1.03 1
spiral −3.84 10−3 3.84 10−3 1

roulis hollandais −0.185 + /− 1.33i 1.34 0.138

Table 3.1: Modes rigides en boucle ouverte

— le mode de roulis pur : il s’agit d’un mode apériodique, généralement rapide
(autour de 1rad/s) qui correspond à la mise en vitesse de roulis de l’avion à la suite
d’un braquage des ailerons.
— le mode spiral : il s’agit d’un mode apériodique très lent. Le pôle associé est
très proche de 0. Supposons que l’avion soit en virage stabilisé (φ =constante et
p = 0) et que le pilote remette le manche en position neutre ; alors, si le pôle est
stable, l’avion revient à un vol en palier (φ = 0), et si le pôle est intégrateur, l’avion
maintient son inclinaison.
— le mode de roulis hollandais, aussi appelé oscillation de dérapage : il s’agit d’une
oscillation entre le dérapage β et la vitesse de roulis r qui provoque un mouvement
de roulis (souvent désagréable pour les passagers) durant le vol.

3.5 Modèle latéral complet

Le modèle latéral de l’avion souple se construit de la même manière que pour le
modèle longitudinal. À la dynamique rigide s’ajoute une dynamique flexible, ainsi que
des dynamiques supplémentaires associées à la modélisation des turbulences aérodyna-
miques et des servocommandes.

Pour le modèle que nous avons choisi, on dénombre 18 modes flexibles (soit 36
pôles) dont le plus basse fréquence a une pulsation de 9.47 rad/s. Le tableau 3.2 fait
l’inventaire des caractéristiques des différents modes flexibles 1 de ce modèle.

Aux 40 états déjà présents dans la représentation de l’avion souple (4 états rigides
et 36 états flexibles) viennent s’additionner 28 pôles supplémentaires. Parmi ces 28,
8 sont ingouvernables, et sont éliminés de la représentation. Le modèle final est donc
d’ordre 60.

Le nombre de commandes est de 4 : deux gouvernes de direction, basse et haute,
et deux paires d’ailerons, internes et externes, utilisés en braquage antisymétrique. On
dénombre également 6 mesures, situées à divers endroits du fuselage de l’avion. Ces
mesures correspondent aux entrées du correcteur. Enfin, en addition de ces 6 mesures,
on dispose de 4 sorties représentant les états rigide de l’avion (β, p, r et φ) qui sont
utilisées pour les simulations temporelles.

1. Un mode est jugé flexible si son amortissement est inférieur à 0.2 (parfois à 0.3) et qu’il ne fait
pas partie des modes rigides. Le roulis hollandais n’est donc pas un mode flexible bien que fortement
oscillant.
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CHAPITRE 3. PRÉSENTATION DES MODÈLES AVION

No valeur propre ωi(rad/s) ξi

1 −0.55± 9.46i 9.47 0.058

2 −0.15± 10.60i 10.60 0.014

3 −0.37± 10.86i 10.87 0.034

4 −0.34± 11.87i 11.88 0.029

5 −0.37± 13.49i 13.49 0.027

6 −0.56± 16.46i 16.46 0.034

7 −0.24± 17.40i 17.41 0.014

8 −0.80± 18.49i 18.51 0.043

9 −1.80± 21.83i 21.90 0.082

No valeur propre ωi(rad/s) ξi

10 −3.23± 25.01i 25.22 0.128

11 −0.90± 25.95i 25.97 0.035

12 −0.59± 30.57i 30.57 0.019

13 −0.62± 31.70i 31.70 0.020

14 −1.23± 46.26i 46.28 0.027

15 −8.39± 56.35i 56.97 0.147

16 −1.61± 59.61i 59.63 0.027

17 −3.21± 61.91i 61.99 0.052

18 −1.68± 73.48i 73.50 0.023

Table 3.2: Modes flexibles de l’avion souple en boucle ouverte.
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Deuxième partie

Structuration d’un problème
multi-objectifs
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Chapitre 4

Introduction

Cette partie présente une méthode de synthèse ou d’ajustement d’une loi de com-
mande, qui vise à minimiser plusieurs critères de type H2 ou H∞. Elle permet de
prendre en compte un correcteur préalablement synthétisé, dans un problème de com-
mande standard, afin d’enrichir celui-ci de spécifications H2 et/ou H∞. Indirectement,
la méthode peut également être utilisée lors d’une procédure générale de synthèse multi-
objectifs.

Plaçons-nous d’abord dans le cadre où il y a plusieurs objectifs à atteindre. Lorsque
cela ne sera pas précisé, on supposera que le nombre d’objectifs (ou de groupes d’ob-
jectifs) est de deux, la procédure pouvant tout de même s’étendre à n objectifs. Ces
deux objectifs considérés peuvent se mettre sous la forme de critères H2 ou H∞, et
ce de façon indépendante. Le problème général peut alors se schématiser de la façon
suivante :

�

�

�

�

�

-

P (s)

z1

z2

y u

w2

w1

K(s)= ?

Figure 4.1: Présentation d’un problème standard.

Le but est alors de trouver le correcteur K(s) qui minimise d’une part la norme
(au sens H2 ou H∞) du transfert w1 → z1 et d’autre part la norme (au sens H2 ou
H∞, mais indépendamment de la norme utilisée sur le premier transfert) du transfert
w2 → z2.

Bien entendu, la minimisation des deux critères qui font tous les deux appel à
la même variable d’optimisation (ici K(s)) n’est pas compatible. On cherche alors à
résoudre un problème voisin, ce problème étant souvent présenté sous une des deux
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CHAPITRE 4. INTRODUCTION

formes suivantes :
? on regroupe les deux transferts sous la même norme, à condition que les deux

critères choisis soient de même nature (H2 ou H∞ tous les deux). Le problème se
formalise alors de la sorte :

K∗(s) = arg minK(s)(‖Fl(P (s),K(s))‖2 ou ∞)

? on se fixe un objectif minimal à atteindre pour un des deux critères, et l’on
cherche à minimiser le second sous la contrainte que le premier objectif soit réalisé.
Le problème se formalise cette fois-ci comme :

K∗(s) = arg minK(s)(‖Fl(P (s),K(s))11‖2 ou ∞)
avec ‖Fl(P (s),K(s))22‖2 ou ∞ < γ

Dans le premier cas, on introduit des pondérations sur les différentes entrées w1,
w2 et les différentes sorties z1, z2 afin de pondérer l’influence des deux critères dans le
critère global. Cette méthode présente principalement deux inconvénients : il n’est pas
possible de prendre en considération deux normes de nature différente et l’influence des
transferts “croisés” (w1 → z2 et w2 → z1), dans le critère global, n’est pas mâıtrisée de
façon simple avec le jeu des pondérations, et entrâıne une solution conservative.

La seconde méthode est en soi bien meilleure. Malheureusement, en pratique, la
résolution du problème correspondant est difficile. Des solutions existent, notamment
avec l’aide de LMIs 1 ; l’article de Scherer, Gahinet et Chilali [36] en donne un
exemple. Ces méthodes restent encore imparfaites.

La solution proposée dans cette partie conserve la “simplicité” de résolution de la
première méthode, mais permet d’intégrer des critères de natures différentes. Cette
méthode est basée sur un outil, nommé Forme Standard de Passage [CSF] 2, qui per-
met, à partir d’un correcteur existant, de construire un problème standard dont la
solution est le correcteur en question. Cet outil est présenté dans le chapitre 5. La CSF
est établie, dans la section 5.3, pour un correcteur d’ordre inférieur ou égal à celui du
système. Elle est ensuite généralisée, dans la section 5.4, aux correcteurs d’ordre quel-
conque et aux correcteurs à deux degrés de liberté. Dans le chapitre 6, on précise alors
comment l’outil CSF peut être utile pour la résolution du problème multi-objectifs.
L’idée générale est la suivante :

? on construit un correcteur optimal pour le sous-problème faisant intervenir uni-
quement le transfert w1 → z1,
? puis, on construit un nouveau problème standard, grâce à la CSF, dont le cor-

recteur obtenu au point précédent est la solution,
? enfin, on ajoute à ce problème le second transfert w2 → z2 et on effectue la

synthèse finale.
Cette façon de procéder sera d’abord illustrée par un exemple simple, sur un système
masses-ressort à partir de la section 6.4, afin de bien appréhender les apports de cette
méthode et ses limites.

1. “Linear Matrix Inequalities”.
2. De l’anglais “Cross Standard Form”.
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En ce qui concerne l’ajustement de loi de commande, l’outil CSF est très bien ap-
proprié pour prendre en compte un correcteur déjà synthétisé et y ajouter de nouvelles
spécifications, sous la forme d’un critère H2 ou H∞. L’étape de synthèse initiale est
alors court-circuitée. Le correcteur final comportera donc une amélioration vis-à-vis
des spécifications nouvellement prises en compte, sans pour autant s’éloigner trop du
correcteur initial. Le chapitre 7 illustre cette façon de procéder sur un modèle d’avion.

43



CHAPITRE 4. INTRODUCTION

44



Chapitre 5

La Forme Standard de Passage

5.1 Introduction

La Forme Standard de Passage 1 correspond à un problème standard H2 ou H∞ dont
la solution est un correcteur connu par avance et préalablement synthétisé par une ap-
proche quelconque. On peut donc la définir dans un premier temps comme une solution
des problèmes H2/H∞ inverses. Dans le cas particulier du problème inverse H∞, plu-
sieurs contributions ont déjà été en considérant des cas particuliers. On trouvera par
exemple dans [23] le cas d’un correcteur par retour d’état, et dans [30] le cas particulier
d’un problème de sensibilité appliqué à un système mono-entrée/mono-sortie.

Cet outil a déjà été introduit dans [5]. Les différentes réalisations de la CSF y sont
décrites à partir de la forme estimation/retour d’état du correcteur initial. La CSF
ne s’exprimait donc que dans les cas où le système est d’ordre inférieur à celui du
correcteur. L’apport original de ce chapitre est la généralisation de l’outil. En effet,
une formulation de la CSF qui permet de prendre en compte des correcteurs d’ordre
quelconque (vis-à-vis de l’ordre du système) augmente considérablement le champ d’ac-
tion de l’outil ; en aéronautique en particulier, le correcteur est fréquemment d’ordre
inférieur à celui du modèle. Une généralisation aux correcteurs à deux degrés de liberté
a également été menée.

Outre la généralisation de la CSF, sa définition a été modifiée afin de garantir que
le correcteur initial est la solution unique à ce problème de commande. De plus, la CSF
est directement établie à partir de sa définition alors qu’elle était donnée a priori dans
[5, 43]. On posera également des conditions nécessaires pour que la Forme Standard de
Passage existe (ou n’existe pas).

5.2 Préliminaires

L’intérêt pratique des solutions des problèmes inverses H2 ou H∞ réside dans la
possibilité de rassembler plusieurs approches différentes pour un problème et de pouvoir
prendre en compte différentes spécifications [40, 37]. La Forme Standard de Passage

1. ou Cross Standard Form (CSF).
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CHAPITRE 5. LA FORME STANDARD DE PASSAGE

constitue une solution à la fois pour le problème inverse H2, et pour le problème inverse
H∞. Cependant, l’approche sous laquelle est traité le problème inverse est différente
des approches existantes.

Une solution du problème inverse H∞ dans le cas général (entrées et sorties mul-
tiples, retour de sortie dynamique) a déjà été établie dans [35] : considérant une struc-
ture de pondérations W (s) connu ainsi qu’un correcteur K(s) également connu, le
problème consistait à trouver le système correspondant G(s) de sorte que :

‖Fl(Fl(W (s), G(s)),K(s))‖∞ < γ

L’illustration se trouve figure 5.1). Cependant, le problème inverse auquel on s’intéresse
ici est différent : il s’agit en quelque sorte de trouver la structure des pondérations en
connaissant le système G(s) et le correcteur K(s).

W = 2666664W11 W12 W13W21 0 IW31 I 0 3777775
K

G

P
w

u

z

y

Figure 5.1: Schéma bloc d’une forme standard P et du correcteur K.

5.2.1 Définitions

Avant de procéder à la construction de la Forme Standard de Passage, les notions
qui seront utilisées vont être définies ici.

On considère un système G(s) d’ordre n, stabilisable et détectable, pourvu de m
entrées et de p sorties, dont la réalisation d’état minimale s’écrit :[

ẋ
y

]
=

[
A B
C D

] [
x
u

]
(5.1)

On considère également un correcteur stabilisant K0(s) d’ordre nk, pourvu de p
entrées et m sorties, dont une réalisation d’état minimale s’écrit :[

ẋk

u

]
=

[
Ak Bk

Ck Dk

] [
xk

y

]
(5.2)

La forme standard générale entre les entrées exogènes w, les commandes u, les
sorties exogènes z et les sorties contrôlées y est notée :

P (s) =
[

Pzw(s) Pzu(s)
Pyw(s) Pyu(s)

]
=

[
P11(s) P12(s)
P21(s) P22(s)

]
(5.3)
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avec la réalisation d’état correspondante :

P (s) :=

 Ap B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 D22

 (5.4)

Problèmes inverses

On définit alors les problèmes H2 et H∞ inverses comme suit :

Définition 5.2.1 (Problème inverse H2) Il s’agit de trouver une forme standard
P (s) qui vérifie les conditions suivantes :

— Pyu(s) = G(s),
— K0 stabilise P (s),
— K0(s) = arg minK(s) ‖Fl(P (s),K(s))‖2,

Autrement dit : K0(s) minimise ‖Fl(P (s),K(s))‖2.

Définition 5.2.2 (Problème inverse H∞) Il s’agit de trouver une forme standard
P (s) qui vérifie les conditions suivantes :

— Pyu(s) = G(s),
— K0 stabilise P (s),
— K0(s) = arg minK(s) ‖Fl(P (s),K(s))‖∞,

Autrement dit : K0(s) minimise ‖Fl(P (s),K(s))‖∞.

On remarquera que ces deux définitions ne diffèrent que par la norme employée. De
plus si

‖Fl(P (s),K0(s))‖2 = 0

alors,
‖Fl(P (s),K0(s))‖∞ = 0

la réciproque étant également vraie. Ceci conduit à introduire la notion de Forme Stan-
dard de Passage.

Forme Standard de Passage

Définition 5.2.3 Si la forme standard P (s) vérifie les conditions suivantes :
— Pyu(s) = G(s),
— K0 stabilise P (s),
— Fl(P (s),K0(s)) = 0,

alors P (s) est une forme standard pour le problème inverse H2 et le problème inverse
H∞, associée au système G(s) et au correcteur K0(s).

Par construction, cette forme standard est solution des problèmes H2 et H∞ in-
verses.

Cette définition a déjà été utilisée dans [5]. Cependant, avec une synthèse H2 ou
H∞ sur la forme standard ainsi créée, on souhaiterait obtenir le correcteur initial (et
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uniquement celui-ci) afin d’éviter les pertes d’informations (ou d’explorer un espace de
solutions admissibles trop vaste). Or, la définition 5.2.3 ne garantit pas ce résultat. En
effet, l’exemple trivial suivant soulève ce problème. Supposons P (s) tel que : ẋ

z
y

 =

 A 0 B
0 0 0
C 0 D

  x
w
u

 (5.5)

On peut facilement vérifier que cette forme standard remplit les conditions de la
définition 5.2.3 quel que soit le correcteur stabilisant. Le problème perd alors une partie
conséquente des données initiales : l’intégralité des données du correcteur initial. Pour
pallier ce problème, la définition 5.2.3 doit être complétée :

Définition 5.2.4 (Forme Standard de Passage) Si la forme standard P (s) vérifie
les conditions suivantes :

— C1 Pyu(s) = G(s),
— C2 K0 stabilise P (s),
— C3 Fl(P (s),K0(s)) = 0,
— C4 K0(s) est l’unique solution du problème H2 ou H∞ optimal P (s),

alors P (s) est appelée Forme Standard de Passage (CSF), associée au système G(s) et
au correcteur K0(s).

K0(s) devenant l’unique solution du problème, cette définition garantit la conser-
vation de l’intégralité du problème (les données concernant G(s) sont conservées grâce
à la condition C1).

5.2.2 Compléments

Dans les sections suivantes, on se propose d’établir des Formes Standards de Passage
dans différents cas en s’appuyant sur les définitions précédentes. Ces constructions font
appel à d’autres notions qui sont introduites ici.

Définition 5.2.5 (Problème d’optimisation H2 régulier) Un problème est dit H2

régulier s’il fait référence à un problème standard pour lequel P (s) satisfait :
— D12 est de rang plein en colonnes (injective),
— D21 est de rang plein en lignes (surjective),
— Les systèmes (Ap, B1, C2, D21) et (Ap, B2, C1, D12) n’ont pas de zéros invariants
sur l’axe imaginaire.

Cette définition est tirée de [8]. Elle sera utilisée pour l’établissement de la condition
C4 lors de la construction de la CSF. En particulier, cette définition est associée au
lemme suivant (cf. [8] pour plus de détails) :

Lemme 5.2.6 Si le système P (s) satisfait les conditions d’un problème régulier, alors
P (s) a un unique correcteur H2-optimal si et seulement si :

— (Ap, B2) est stabilisable,
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— (Ap, C2) est détectable.

De plus, dans ce cas précis, l’unique correcteur H2-optimal pour le problème P (s) est
donné par les équations (5.6) 2.{

ξ̇ = (Ap + B2F + LC2)ξ − Ly
uξ = Fξ

(5.6)

avec :

F = −(DT
12D12)−1(DT

12C1 + BT
2 R)

L = −(QCT
2 + B1D

T
21)(D21D

T
21)

−1

R,Q ≥ 0

Q et R correspondant aux solutions stabilisantes des équations de Riccati :

0 = RAp + AT
p R + CT

1 C1 − (RB2 + CT
1 D12)(DT

12D12)−1(RB2 + CT
1 D12)T (5.7)

0 = QAT
p + ApQ + B1B

T
1 − (C2Q + D21B

T
1 )T (D21D

T
21)

−1(C2Q + D21B
T
1 ) (5.8)

Le lecteur pourra remarquer que le correcteur donné à l’équation (5.6) correspond à
une forme estimation/retour d’état.

5.3 La CSF dans le cas nk ≤ n

On traite dans un premier temps le cas du correcteur d’ordre inférieur ou égal au
système. Le premier objectif est de construire une forme standard vérifiant les condi-
tions C1, C2 et C3 de façon la plus générale possible. Dans un second temps, des
conditions supplémentaires sur la forme standard précédemment obtenue seront intro-
duites afin de remplir la condition C4. Une CSF sera alors obtenue. L’existence de cette
Forme Standard de Passage est soumise à certaines conditions sur le système G(s) et
son correcteur K0(s), ce qui fera l’objet d’un troisième point.

Dans le but de simplifier les démonstrations, la matrice de transmission directe D
du système G(s) sera considérée comme nulle.

5.3.1 Construction d’un problème P (s) général

Pour satisfaire la condition C1, la forme standard de l’équation (5.4), où P (s) est
supposée être minimale, doit vérifier :

Ap = A

B2 = B

C2 = C

D22 = D(= 0)

2. Il est important de noter qu’ici les matrices D11 et D22 sont considérées comme nulles, sans que
cela ne soit préjudiciable pour le cas général comme cela sera vu ultérieurement.
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Les matrices B1, C1, D11, D12 et D21 restent donc inconnues. Le correcteur étant
stabilisant, la condition C2 est remplie par défaut.

On calcule alors une représentation de Fl(P (s),K0(s)) : ẋ
ẋk

z

 =

 A + BDkC BCk B1 + BDkD21

BkC Ak BkD21

C1 + D12DkC D12Ck D11 + D12DkD21

  x
xk

w

 (5.9)

Une condition nécessaire et suffisante pour que Fl(P (s),K0(s)) = 0 (C3) réside dans
l’existence d’un changement de base M de sorte que la nouvelle représentation d’état
soit une décomposition de Kalman de transmission directe nulle et de la forme :

Fl(P (s),K0(s)) :=

 a1 a12 b
0 a2 0
0 c 0

 (5.10)

Le changement de base donne le système d’équations suivantes :

M

[
A + BDkC BCk

BkC Ak

]
=

[
a1 a12

0 a2

]
M

M

[
B1 + BDkD21

BkD21

]
=

[
b
0

]
[

C1 + D12DkC D12Ck

]
=

[
0 c

]
M

D11 + D12DkD21 = 0

Afin d’expliciter les calculs, on décompose la matrice M de la façon suivante :

M =
[

m11 m12

m21 m22

]
où m11 ∈ Rn×n, m12 ∈ Rn×nk , m21 ∈ Rnk×n et m22 ∈ Rnk×nk . De plus, dans un objectif
de lisibilité, on notera C ′

1 = C1 + D12DkC, B′
1 = BDkD21 + B1 et A′ = A + BDkC.

Le système résultant est donné ci-dessous :

m11A
′ + m12BkC = a1m11 + a12m21

m11BCk + m12Ak = a1m12 + a12m22

m21A
′ + m22BkC = a2m21

m21BCk + m22Ak = a2m22

m11B
′
1 + m12BkD21 = b

m21B
′
1 + m22BkD21 = 0

C ′
1 = cm21

D12Ck = cm22

D11 + D12DkD21 = 0

(5.11)
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Ce système comporte comme inconnues les 4 blocs de la matrice M , les 3 blocs de la
matrice a, ainsi que b, c, D11, D12, D21, C ′

1 et B′
1 ; soit 14 inconnues pour seulement 9

équations. Il est donc largement sous-déterminé. Afin de réduire le nombre de variables
et de simplifier certaines équations, on pose m12 = 0. On démontrera par la suite que
ce choix n’est pas restrictif.

Comme la matrice M est une matrice de changement de base, elle est donc inversible.
m12 étant nulle, il résulte que les deux matrices m11 et m22 sont inversibles. Ceci permet
de donner l’expression des inconnues suivantes :

a1 = m11A
′m−1

11 −m11BCkm
−1
22 m21m

−1
11

a12 = m11BCkm
−1
22

a2 = m21BCkm
−1
22 + m22Akm

−1
22

b = m11B
′
1

c = D12Ckm
−1
22

C ′
1 = D12Ckm

−1
22 m21

D11 = −D12DkD21

(5.12)

Pour résoudre l’équation en B′
1 de la 6ieme équation du système (5.11), on est amené à

faire l’hypothèse que m21 est inversible à droite. Autrement dit, il existe m+
21 ∈ Rn×nk

telle que 3 m21m
+
21 = I. On utilise généralement la pseudo-inverse de Moore-Penrose

pour calculer cette matrice : m+
21 = mT

21(m21m
T
21)

−1. On obtient alors :{
B′

1 = m+
21B

′′
1

B′′
1 = −m22BkD21

(5.13)

La 3ieme équation du système (5.11) s’écrit finalement :

m21A
′ + m22BkC − (m21BCkm

−1
22 + m22Akm

−1
22 )m21 = 0 (5.14)

Remarques :

1. 8 des 9 équations du système (5.11) reviennent finalement à écrire les variables
a1, a12, a2, b, c, B′

1, C ′
1 et D11 en fonction des autres variables m11, m21, m22,

D12 et D21, qui sont donc équivalents à un ensemble de paramètres.

2. La dernière équation (5.14) relie entre eux les paramètres du système. Notons que
l’on peut résoudre le système sans avoir à déterminer les paramètres m11, D12 et
D21, qui pourront donc être fixés ultérieurement.

3. On peut effectuer un changement de variable sur la matrice m21 : on pose T telle
que T = −m−1

22 m21. L’équation (5.14), après multiplication à gauche par m−1
22 se

résume à :
T (A + BDkC)−BkC + TBCkT −AkT = 0 (5.15)

3. Ceci est tout à fait compatible avec le fait que nk ≤ n.
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CHAPITRE 5. LA FORME STANDARD DE PASSAGE

Cette équation ne dépend que de T , ce qui est cohérent avec le fait que l’on ait
considéré m22 comme un paramètre du système.

4. L’équation (5.15) correspond à l’équation de Riccati généralisée déjà rencontrée
dans la partie I, page 24, lors de la mise en forme estimation/retour d’état d’un
correcteur quelconque. Pour cette raison nous avons gardé la variable T .

Parmi cet ensemble de solutions, on choisit la solution particulière suivante :

M =
[

I 0
T −I

]
(5.16)

Ce qui donne la forme standard suivante :

P (s) :=

 A (T+Bk −BDk)D21 B

−D12(CkT + DkC) −D12DkD21 D12

C D21 0

 (5.17)

De par sa construction, cette forme standard vérifie la condition C3 :
Fl(P (s),K0(s)) = 0 sous la condition que T vérifie l’équation de Riccati (5.15).
Il s’agit à présent de remplir la condition C4 pour que P (s) soit une Forme Stan-
dard de Passage.

5.3.2 Conditions sur l’unicité de la solution K0(s)

On utilise ici le résultat du lemme 5.2.6. Le problème P (s) présenté ci-dessus vérifie
par hypothèse les deux propositions suivantes (cf. section 5.2.1, page 46) :

— (A,B) est détectable,
— (A,C) est stabilisable.

Si on arrive à démontrer que P (s) est régulier, on aura alors l’unicité de la solution
du problème H2-optimal correspondant. K0(s), étant solution du problème, sera alors
l’unique solution.

Les choix D12 = I et D21 = I garantissent que D12 soit injective et D21 surjective
et donc garantissent l’unicité de K0(s).

Zéros de (A,B1, C, I)

Considérons un zéro λ de P21(s). Alors il existe une direction d’état v et une direc-
tion d’entrée v′ telles que :{

0 = (A− λI)v + (T+Bk −BDk)v′

0 = Cv + v′
(5.18)
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5.3. LA CSF DANS LE CAS NK ≤ N

En substituant v′ dans la première équation par sa valeur issue de la seconde équation,
puis en multipliant par T à gauche, on arrive à l’expression suivante :

[T (A + BDkC)−BkC]v = λTv

Grâce à l’équation de Riccati (5.15), le membre de gauche devient :

(Ak − TBCk)Tv = λTv

Ce qui signifie que λ est valeur propre de la matrice (Ak−TBCk). Or, si l’on observe la
matrice a de la boucle fermée après le changement de base par M (cf. équation (5.10),
page 50), on constate que la matrice a est diagonale par blocs avec a2 = Ak − TBCk.
λ est donc une valeur propre de la boucle fermée. Le correcteur initial choisi étant
stabilisant, il ne peut donc y avoir de pôles sur l’axe imaginaire. (A,B1, C, I) ne peut
donc pas avoir de zéros invariants sur l’axe imaginaire.

Zéros de (A,B, C1, I)

Considérons un zéro λ de P12(s). Alors il existe une direction d’état v et une direc-
tion d’entrée v′ telles que : {

0 = (A− λI)v + Bv′

0 = −(CkT + DkC)v + v′
(5.19)

En substituant v′ dans la première équation par sa valeur issue de la seconde équation,
on arrive à l’expression suivante :

[(A + BDkC) + BCkT ]v = λv

Comme précédemment, le spectre de (A + BDkC + BCkT ) = a1 est inclus dans le
spectre de a. Le correcteur étant stabilisant, (A,B, C1, I) ne peut donc pas avoir
de zéros invariants sur l’axe imaginaire.

Le choix D12 = I et D21 = I assure que P (s) est un problème régulier. Le
correcteur K0(s) correspond à son unique solution. La forme standard :

P (s) :=

 A (T+Bk −BDk) B

−(CkT + DkC) −Dk I
C I 0


est donc une Forme Standard de Passage. Elle sera notée PCSF (s).

Remarques :
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1. Si la solution du problème PCSF (s) est unique, il n’en va pas de même avec la
forme standard elle-même ; en effet la CSF qui a été obtenue ici est dépendante
à la fois du choix de M et des choix de D12 et D21.

2. La présence d’une transmission directe entre les entrées exogènes w et les sorties
contrôlées z pose des problèmes pour la résolution du problème H2 ou H∞. Ce-
pendant, cet écueil est contournable par le changement de variable u←− u+Dky
qui conduit à la Forme Standard de Passage :

PCSF (s) :=

 A + BDkC T+Bk B

−CkT 0 I
C I 0


Le correcteur K ′

0(s) solution de ce problème vérifie alors :

K ′
0(s) = arg min

K
‖Fl(PCSF ,K)‖

K ′
0(s) = K0(s)−Dk

K0(s) = arg min
K
‖Fl(PCSF ,K)‖

5.3.3 Existence d’une CSF pour un couple donné {G(s), K0(s)}

La construction de la CSF établie dans la sous-section 5.3.1 repose sur l’existence
d’une matrice T vérifiant l’équation de Riccati (5.15) page 51. Si l’équation de Riccati
a une solution, on est donc assuré de pouvoir trouver une Forme Standard de Passage.
On se propose de démontrer la réciproque de deux manières différentes :

— l’une en raisonnant par l’absurde ;
— l’autre s’appuyant sur le changement de base mis en évidence à la section 5.3.1.

Démonstration par l’absurde

On suppose ici que la CSF existe 4 mais l’équation de Riccati n’a pas de solution, et
donc que T n’existe pas. Afin d’éliminer la transmission directe Dk du correcteur initial,
on considère le correcteur K0(s)−Dk associé au système modifié G(s). Ce changement
de variable n’est pas restrictif.

G(s) :=
[

A + BDkC B

C 0

]
La Forme Standard de Passage s’écrit donc :

PCSF (s) :=

 A + BDkC B1 B

C1 0 D12

C D21 0


4. Mais également que le problème correspondant est régulier.
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Le lemme 5.2.6 donne comme unique solution du problème H2 correspondant le cor-
recteur sous forme estimation/retour d’état K̂H2(s), avec le gain d’estimation L et le
gain de retour d’état F . Ce correcteur est associé à un vecteur d’état x̂ et a pour
représentation :

K̂H2(s) :=
[

A + BDkC + BF + LC −L

F 0

]
(5.20)

La solution du problème PCSF (s) étant unique, K0(s) −Dk = K̂H2(s). Il existe donc
une matrice de projection Snk×n de rang plein en lignes 5 telle que xk = Sx̂ et :

S(A + BDkC + BF + LC) = AkS

−SL = Bk

F = CkS

On déduit de cela que la matrice S est solution de l’équation suivante :

S(A + BDkC) + SBCkS −BkC −AkS = 0 (5.21)

Ce qui est incohérent avec les hypothèses de départ, car cette équation (5.21) est iden-
tique à l’équation de Riccati (5.15). Donc il existe bien une solution T de (5.15).

Il vient d’être prouvé que, pour un couple {G(s),K0(s)} donné,
— s’il existe une Forme Standard de Passage régulière relative au couple
{G(s),K0(s)} ;

— alors l’équation de Riccati en T :

T (A + BDkC)−BkC + TBCkT −AkT = 0

possède au moins une solution.

Démonstration en utilisant le changement de base M

On suppose l’existence d’une Forme Standard de Passage, de variable d’état x,
associée au couple {G(s),K0(s)}. Il existe donc une matrice de passage M , qui conduit
à une représentation de Fl(PCSF (s),K0(s)) sous forme de décomposition de Kalman 6,
de variable d’état X ′′, avec MX = X ′′ où XT = [xT xT

k ].
On peut décomposer ce changement de base M en deux changements de base suc-

cessifs, N et N ′. On considère alors que le changement de base N est le changement de
base particulier considéré en (5.11) à la page 50, dont le terme n12 = 0. Si on arrive à
démontrer que, quel que soit M , on peut trouver N ′ tel que N ′N = M , on aura alors

5. Le correcteur donné en (5.20) n’est pas minimal si nk < n.
6. Il s’agit de la réalisation de l’équation (5.10) page 50.
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prouvé que le changement de base particulier N , considéré en (5.11) avec n12 = 0, n’est
pas restrictif (on peut arriver à la représentation d’état correspondante par l’application
successive des changements de base M et N ′−1).

On écrit la matrice N ′ de la façon suivante :

N ′ =
[

n′11 n′12
n′21 n′22

]

Comme les représentations d’état associées à X ′ et X ′′ sont des décompositions de
Kalman, l’écriture des équations N ′A′ = A′′N ′, N ′B′ = B′′ et C ′ = C ′′N ′ permet de
conclure que n′21 = 0. On est donc amené à résoudre le système sous-déterminé suivant :


n′11n11 + n′12n21 = m11

n′12n22 = m12

n′22n21 = m21

n′22n22 = m22

Supposons dans un premier temps que la matrice m22 soit singulière. Alors il existe un
vecteur v tel que m22v = 0. D’après le système (5.11) page 50, cela conduit à la relation
Ckv = 0 (puisque D12 est de rang plein en colonnes). Or dans ce cas, le correcteur n’est
pas minimal. On fera donc l’hypothèse que le correcteur est minimal (au besoin, on
le réduit) et m22 est donc inversible. Par conséquent, ce système admet au moins une
solution. Par exemple :



n11 = I
n22 = I
n′12 = m12

n′22 = m22

n21 = m−1
22 m21

n′11 = m11 −m12m
−1
22 m21

On peut donc conclure que tout changement de base peut se ramener à un changement
de base où la matrice m12 est nulle.

Reste maintenant à savoir si l’hypothèse m21 de rang plein en lignes est restrictive.
Supposons que ce ne soit pas le cas, alors il existe un vecteur u tel que m21 = 0.
Toujours d’après le système (5.11), il vient que m22Bk = 0 (puisque D21 est de rang
plein en lignes). Il existe donc une combinaison linéaire d’états du correcteur qui est
non gouvernable : le correcteur n’est pas minimal.

Lors du changement de base effectué pour la construction d’une CSF à la section
5.3.1, le choix m12 = 0 et l’hypothèse m21 de rang plein en lignes ne sont pas restrictifs.
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Il y a équivalence entre les deux propositions ci-après.
— Il existe une Forme Standard de Passage régulière relative au couple
{G(s),K0(s)}.

— L’équation de Riccati en T :

T (A + BDkC)−BkC + TBCkT −AkT = 0

possède au moins une solution surjective.

Remarques :
— En règle générale, on souhaite restreindre l’ensemble des solutions T de l’équation
de Riccati généralisée au sous-espace des matrices réelles. Bien que l’élaboration
d’une Forme Standard de Passage complexe soit possible, celle-ci poserait des problèmes
de résolution.
— Les conditions sur l’existence des solutions de l’équation de Riccati généralisée
sont exposées dans la partie I de ce mémoire (section 2.3.2, page 24 et suivantes).
— Le cas étudié ici, où nk ≤ n, conduit toujours à une CSF d’ordre n. Certaines
routines de synthèse H2 ou H∞ appliquées au problème standard correspondant
aboutiront alors à un correcteur d’ordre n, non minimal.

5.4 Généralisation

La Forme Standard de Passage a été établie dans le cas particulier d’un correcteur
d’ordre inférieur ou égal au système, dont on a omis la transmission directe D. Ce
résultat est maintenant généralisé sous plusieurs points de vue :

1. La transmission directe D est réintroduite. Un schéma bloc est établi.

2. La CSF est donnée dans le cas nk > n.

3. On traite ensuite le cas d’un correcteur à deux degrés de liberté par ajout d’entrées
et/ou de sorties.

5.4.1 Système avec transmission directe

Pour se ramener au cas précédent, on définit une sortie y′ telle que y = y′ + Du.
Vis-à-vis de cette nouvelle sortie, l’ensemble {G(s),K0(s)} est identique à l’ensemble
{G(s),K0(s)} où :

— G(s) est le système dépourvu de sa transmission directe,
— K0(s) est le correcteur sur lequel on a effectué un retour de sortie égal à D.

Ceci est illustré par la figure 5.2.
La représentation d’état du nouveau correcteur s’écrit :

K0(s) :=
[

Ak + BkD(I −DkD)−1Ck Bk(I −DDk)−1

(I −DkD)−1Ck (I −DkD)−1Dk

]
(5.22)
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Figure 5.2: Normalisation de G(s) et de K0(s)

Pour ce calcul, l’identité matricielle D(I −DkD)−1 = (I −DDk)−1D a été utilisée.
La Forme Standard de Passage qui est associée au couple {G(s),K0(s)} s’écrit alors

(d’après le résultat de la page 53) :

PCSF (s) := A (T+Bk −BDk)(I −DDk)−1 B

−(I −DkD)−1(CkT + DkC) −(I −DkD)−1Dk I
C I 0

 (5.23)

On effectue ensuite les changements de variables z = (I−DkD)−1z, w = (I−DDk)−1w
(ces changements de variable ne modifient pas le problème puisque le transfert w → z
est nul en boucle fermée) et y = y′ + Du pour se ramener à la Forme Standard de
Passage PCSF correspondant au couple {G(s),K0(s)}. Finalement, la représentation
d’état de PCSF (s) est donnée par :

PCSF (s) :=

 A (T+Bk −BDk) B

−(CkT + DkC) DkDDk −Dk I −DkD
C I −DDk D

 (5.24)

Rappelons que T reste solution de l’équation de Riccati généralisée qui fait intervenir
la matrice de la boucle fermée :

[
−T I

]
Acl

[
I
T

]
= 0

où

Acl =
[

A + B(I −DkD)−1DkC B(I −DkD)−1Ck

Bk(I −DDk)−1C Ak + BkD(I −DkD)−1Ck

]
Le schéma bloc général associé à PCSF (s) est donné figure 5.3.
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Figure 5.3: Schéma bloc général de la Forme Standard de Passage PCSF (s)

5.4.2 Cas du correcteur d’ordre supérieur (nk > n)

On considère maintenant que le correcteur K0(s) est minimal, et que nk > n. On
prendra dans un premier temps D = 0.

La matrice T , de dimension nk × n, ne peut pas être inversible à droite lorsque
nk > n. La construction présentée en 5.3.1 n’est donc plus valable. D’autre part, on
peut démontrer facilement que la CSF doit être d’ordre nk (et non plus d’ordre n).

Supposons, en effet, qu’il existe une Forme Standard de Passage d’ordre q où q < nk.
Alors, d’après le lemme 5.2.6, le correcteur H2-optimal est d’ordre q et est unique. Le
correcteur initial K0(s), qui est minimal, ne peut donc pas être la solution du problème
PCSF (s). On déduit que la CSF est d’ordre nk.

Construction

On introduit un vecteur xq de taille nq = nk−n afin d’obtenir une CSF d’ordre nk.
Le problème standard général répondant à la condition C1 (cf. définition 5.2.4) peut
alors être écrit :

P (s) :=


A A12 B11 B

A21 A22 B21 B22

C11 C12 D11 D12

C C22 D21 0

 (5.25)

où A22 est de dimension nq × nq.
La démarche du 5.3.1 n’est pas reproduite ici, en raison de la taille de la matrice

de changement de base M qui comporte à présent 9 blocs. On se contente d’utiliser
le vecteur ε = Tx + V xq − xk. Ce vecteur correspond en fait à la seconde ligne du
changement de base opéré dans la section précédente (voir page 52).
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On écrit alors les équations en z et en ε̇ de Fl(P (s),K0(s)). L’objectif est d’arriver à
obtenir l’indépendance de z vis-à-vis de w. Fl(P (s),K0(s)) est représenté par le système
suivant :

ẋ = (A + BDkC)x + (A12 + BDkC22)xq

+ BCkxk + (B11 + BDkD21)w
ẋq = (A21 + B22DkC)x + (A22 + B22DkC22)xq

+ B22Ckxk + (B21 + B22DkD21)w
ẋk = BkCx + BkC22xq + Akxk + BkD21w
z = (C11 + D12DkC)x + (C12 + D12DkC22)xq

+D12Ckxk + (D11 + D12DkD21)w

(5.26)

On peut déjà dire que la solution en D11 est la même que dans le cas d’un correcteur
d’ordre inférieur. On établit donc pour la suite que D11 = −D12DkD21. Ce qui donne
pour ε̇ et z les deux équations suivantes :

ε̇ = [T (A + BDkC) + V (A21 + B22DkC)−BkC]x
+ [T (A12 + BDkC22) + V (A22 + B22DkC22)−BkC22]xq

+ [TBCk + V B22Ck −Ak]xk

+ [T (B11 + BDkD21) + V (B21 + B22DkD21)−BkD21]w
z = (C11 + D12DkC)x + (C12 + D12DkC22)xq + D12Ckxk

(5.27)

L’idée est de dire qu’il existe deux matrices A et C telles que :

ε̇ = Aε

z = Cε

de sorte que z soit ingouvernable par w. En faisant apparâıtre les variables intermédiaires
A et C, on obtient les relations suivantes :

0 = [T (A + BDkC) + V (A21 + B22DkC)−BkC] + [TBCk + V B22Ck −Ak]T
0 = [T (A12 + BDkC22) + V (A22 + B22DkC22)−BkC22] + [TBCk + V B22Ck −Ak]V

0 = [T (B11 + BDkD21) + V (B21 + B22DkD21)−BkD21]

0 = (C11 + D12DkC) + D12CkT

0 = (C12 + D12DkC22) + D12CkV (5.28)

et

A = −(TBCk + V B22Ck −Ak)
C = −D12Ck

À partir de la première équation, afin de réobtenir l’équation de Riccati pour T ,
on pose l’équation suivante :

0 = V [A21 + B22(DkC + CkT )]
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En ce qui concerne la matrice V , qui est de dimension nk×nq on la choisit de sorte que
[T V ] soit une matrice inversible. Ce qui suppose que T est de rang plein (en colonnes
cette fois-ci) et que V est le noyau de T T . On notera T+ et V + les inverses à gauche
de T et V soit : [

T+

V +

] [
T V

]
= I et

[
T V

] [
T+

V +

]
= I

Les équations du système (5.28) peuvent s’écrire :

0 = T (A + BDkC)−BkC + TBCkT −AkT

0 = V [A21 + B22(CkT + DkC)]

0 =
[

T V
] [

A12 + BDkC22 + BCkV
A22 + B22DkC22 + B22CkV

]
−BkC22 −AkV

0 =
[

T V
] [

B11 + BDkD21

B21 + B22DkD21

]
−BkD21

0 = (C11 + D12DkC) + D12CkT

0 = (C12 + D12DkC22) + D12CkV (5.29)

Parmi l’ensemble des solutions possibles, on choisit de prendre B22 = 0, C22 = 0,
D12 = I et D21 = I. Ce qui donne le système (5.30).

0 = V A21

0 =
[

T V
] [

A12 + BCkV
A22

]
−AkV

0 =
[

T V
] [

B11 + BDk

B21

]
−Bk

0 = C11 + DkC + CkT

0 = C12 + CkV (5.30)

Une fois ce système résolu (on inverse la matrice [T V ]), on arrive au problème P (s)
défini en (5.31). On peut remarquer que les choix pris pour la résolution du système ne
sont pas uniques, comme c’était le cas pour nk ≤ n.

P (s) :=


A (T+Ak −BCk)V T+Bk −BDk B
0 V +AkV V +Bk 0

−CkT −DkC −CkV −Dk I
C 0 I 0

 (5.31)

La condition C3 vient d’être remplie, il reste à vérifier que la solution particulière
choisie pour résoudre l’équation (5.29) aboutit à un problème régulier afin de valider
la condition C4, de la définition 5.2.4.
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Régularité du problème P (s)

On considère un zéro λ de P12(s) :

P12(s) :=

 A (T+Ak −BCk)V T+Bk −BDk

0 V +AkV V +Bk

C 0 I


Il existe alors une direction d’état v et une direction d’entrée v′ telles que : 0 =

[
A− λIn T+AkV −BCkV

0 V +AkV − λInq

]
v +

[
T+Bk −BDk

V +Bk

]
v′

0 = [C 0]v + v′
(5.32)

En substituant dans la première équation v′ par son expression dans la seconde, on
arrive à : [

A + BDkC − T+BkC T+AkV −BCkV
−V +BkC V +AkV

]
v = λIv (5.33)

Or en effectuant un changement de base avec la matrice [T V ], on aboutit à l’équation
(5.34).

[Ak − TBCk] [T V ] v = λ [T V ] v (5.34)

On déduit alors que λ est aussi une valeur propre de la boucle fermée du système. Le
correcteur étant stable par hypothèse, λ ne peut pas être située sur l’axe imaginaire.
Une démonstration analogue conduit à la conclusion que P21(s) n’a pas non plus de
zéros sur l’axe imaginaire. La condition C4 est donc validée d’après le lemme 5.2.6. Le
problème P (s) défini en (5.31) constitue donc une Forme Standard de Passage lorsque
le correcteur est d’ordre supérieur au système (sans transmission directe).

Transmission directe D

En passant par le correcteur K0(s) et le système G(s), puis en faisant un changement
de variable sur z et w, comme dans le cas nk ≤ n, la CSF s’écrit :

PCSF (s) :=
A T+AkV + (T+BkD −B)(I −DkD)−1CkV T+Bk −BDk B
0 V +[Ak + BkD(I −DkD)−1Ck]V V +Bk 0

−CkT −DkC −CkV DkDDk −Dk I −DkD
C 0 I −DDk D


(5.35)

On rappelle que dans ce cas, la matrice d’évolution de la boucle fermée s’écrit :

Acl =
[

A + B(I −DkD)−1DkC B(I −DkD)−1Ck

Bk(I −DDk)−1C Ak + BkD(I −DkD)−1Ck

]
et que T est solution de l’équation de Riccati généralisée :[

−T I
]
Acl

[
I
T

]
= 0
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5.4. GÉNÉRALISATION

On peut vérifier comme précédemment que les conditions C3 et C4 sont validées 7.

Remarque : cette CSF, équation (5.35), englobe la précédente formulation proposée
par Alazard et Voinot [5] qui faisait intervenir les gains Kc, Kf et le paramètre de
Youla Q(s) de la réalisation estimation-retour d’état du correcteur K0(s) et qui s’écrit :


A 0 Kf B
0 Aq Bq 0

Kc −Cq −Dq I
C 0 I 0

 (5.36)

5.4.3 Correcteur à deux degrés de liberté

La forme générale de la connection entre un système G(s) et un correcteur à deux
degrés de liberté est donnée par la figure 5.4.

���aaaaaaaa
�

����
����

�

-
�

�

� �

��

�

�

wz

zc e

uy

z

zc

P (s)

K0(s)

Fl(P (s), K0(s))

w

e

Figure 5.4: Correcteur à deux degrés de liberté

La réalisation d’état d’un tel correcteur s’écrit :

K0(s) := ẋk

u
zc

 =

 Ak Bk1 Bk2

Ck1 Dk11 Dk12

Ck2 Dk21 Dk22

  xk

y
e


 ẋk

u
zc

 =
[

Ak Bk

Ck Dk

]  xk

y
e



On peut alors écrire la CSF comme il a été fait dans le cas du correcteur à un seul

7. Le calcul n’est pas fait ici, mais il est analogue aux calculs menés en 5.4.1.
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degré de liberté. Ce qui donne, avec D = 0 et nk ≤ n :

PCSF (s) :=
ẋ

z1

z2

y
e

=


A (T+Bk1 −BDk11) (T+Bk2 −BDk12) B 0

−(Ck1T + Dk11C) −Dk11 −Dk12 I 0
−(Ck2T + Dk21C) −Dk21 −Dk22 0 I

C I 0 0 0
0 0 I 0 0




x
w1

w2

u
zc


(5.37)

On voit que le résultat revient à considérer qu’à la fois le correcteur et le système sont
augmentés, avec :

G′(s) :=

 A B 0
C D 0
0 0 0

 =
[

A B
C D

]
L’équation de Riccati qui donne la matrice T reste valable à condition d’utiliser les
matrices augmentées. [

−T I
]
Acl

[
I
T

]
= 0

où

Acl =
[

A + B(I −DkD)−1DkC B(I −DkD)−1Ck
Bk(I −DDk)−1C Ak + BkD(I −DkD)−1Ck

]
En développant les calculs, on remarque que la matrice Acl ne dépend en réalité que
de la partie “feedback” du correcteur.

Acl =
[

A + B(I −Dk11D)−1Dk11C B(I −Dk11D)−1Ck1

Bk1(I −DDk11)
−1C Ak + Bk1D(I −Dk11D)−1Ck1

]
Ceci peut facilement être généralisé au cas nk > n avec ou sans transmission directe.

Par exemple, on prouve facilement que la Forme Standard de Passage dans ce cas
présent, sans transmission directe, s’écrit :

PCSF (s) :=

A (T+Ak −BCk1)V T+Bk1 −BDk11 T+Bk2 −BDk12 B 0
0 V +AkV V +Bk1 V +Bk2 0 0

−Ck1T + Dk11C −Ck1V −Dk11 −Dk12 I 0
−Ck2T + Dk21C −Ck2V −Dk21 −Dk22 0 I

C 0 I 0 0 0
0 0 0 I 0 0


(5.38)

5.5 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était de définir et de construire un problème H2/H∞ à
partir d’un système donné et dont la solution est un correcteur connu par avance. On
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5.5. CONCLUSION

a donc défini un outil nommé Forme Standard de Passage [CSF] qui remplit ces
conditions. Tout d’abord définie, la Forme Standard de Passage a été construite puis
généralisée. On est donc capable de préciser la solution d’un problème inverse pour :

— un système G(s) d’ordre n, avec ou sans transmission directe,
— et un correcteur K0(s) d’ordre nk, inférieur, supérieur ou égal à n, qui peut
présenter deux degrés de liberté.
Il a également été démontré que cette Forme Standard de Passage existe si et seule-

ment si l’équation de Riccati généralisée :

[
−T I

] [
A + B(I −Dk11D)−1Dk11C B(I −Dk11D)−1Ck1

Bk1(I −DDk11)
−1C Ak + Bk1D(I −Dk11D)−1Ck1

] [
I
T

]
= 0

admet une solution T ∈ Rnk×n de rang plein.
L’utilisation de la Forme Standard de Passage est explicitée dans le chapitre suivant.

La procédure multi-canal présentée permet de faire le lien entre l’ajustement (et/ou la
synthèse) d’une loi de commande multi-critères et l’outil CSF.
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Chapitre 6

Procédure multi-canal

6.1 Introduction

La Forme Standard de Passage a été définie comme solution des problèmes H2 et/ou
H∞ inverses. Elle nécessite donc un correcteur initial. On peut donc considérer l’outil
CSF comme un moyen d’obtenir un problème standard dans un contexte d’ajustement
d’une loi de commande. Il peut également convenir à la résolution d’un problème multi-
objectifs. Le correcteur se synthétise alors en trois phases :

1. on synthétise un correcteur initial répondant aux spécifications d’un premier ob-
jectif ;

2. on utilise la CSF afin d’obtenir un problème standard à partir du correcteur créé
en 1 ; puis on ajoute des spécifications sur le problème standard obtenu ;

3. on effectue une seconde synthèse.

Dans la troisième étape, la forme standard est complétée par des pondérations fré-
quentielles et des entrées ou des sorties supplémentaires afin de répondre au mieux à
l’ensemble des objectifs.

Dans le cas le plus classique, la première procédure effectue une synthèse en perfor-
mances et la seconde vise à robustifier le correcteur.

6.2 Procédure générale

On considère ici un problème de commande à deux canaux décrit par la réalisation
d’état suivante : 

ẋ

z1

z2

y

 =


A B1 B2 B

C1 D11 D12 D1.

C2 D21 D22 D2.

C D.1 D.2 D




x

w1

w2

u

 (6.1)

Le problème en performance correspond à la minimisation de la norme H2 (ou H∞) du
premier transfert, entre l’entrée exogène w1 et la sortie exogène z1. Le second transfert,
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entre l’entrée exogène w2 et la sortie exogène z2, correspond, quant à lui, à un problème
de robustesse 1.

La solution qui consiste à minimiser directement la norme H2 (ou la norme H∞) du
transfert Fl(P (s),K(s)) est conservative. En effet, elle conduit à minimiser en même
temps les transferts w1 → z1, w2 → z2, mais également les transferts croisés w2 → z1 et
w1 → z2. L’objectif est donc de réduire l’influence des termes croisés dans la synthèse.

On considèrera par la suite que les matrices D12 = 0 et D21 = 0.

6.2.1 Synthèse en performances

Dans un premier temps, une synthèse H2 ou H∞ est effectuée sur le sous-système
donné par le modèle d’état suivant : ẋ

z1

y

 =

 A B1 B

C1 D11 D1.

C D.1 D

  x

w1

u

 (6.2)

Cette synthèse conduit à un correcteur d’ordre n (taille de la matrice A), que l’on note
K1(s). Ce correcteur est optimal pour ce qui est de la minimisation de la norme du
transfert w1 → z1.

6.2.2 Utilisation de la Forme Standard de Passage

Le correcteur précédent K1(s) constitue le point de départ pour la construction
d’une CSF. Dans le cas où nous nous sommes placés, l’ordre du correcteur et celui du
système sont identiques. En utilisant les résultats énoncés au chapitre précédent, on
arrive donc à la Forme Standard de Passage P (s) définie par l’équation (6.3) ẋ

z′1
y

 =

 A T+Bk1 −BDk1 B

−Ck1T −Dk1C Dk1DDk1 −Dk1 I −Dk1D
C I −DDk1 D

  x

w′
1

u

 (6.3)

où T est solution de l’équation de Riccati généralisée :[
−T I

] [
A + B(I −Dk1D)−1Dk1C B(I −Dk1D)−1Ck1

Bk1(I −DDk1)
−1C Ak1 + Bk1D(I −Dk1D)−1Ck1

] [
I
T

]
= 0

D’après la construction de la Forme Standard de Passage, le correcteur K1(s) est bien
la solution du problème H2/H∞ correspondant.

À partir de ce nouveau problème (6.3) ainsi constitué, qui est une reformulation du
problème (6.2), on replace le second canal que l’on avait écarté lors de la synthèse en
performance. On obtient alors la représentation d’état suivante :

ẋ

z′1
z2

y

 =


A T+Bk1 −BDk1 B2 B

−Ck1T −Dk1C Dk1DDk1 −Dk1 0 I −Dk1D
C2 0 D22 D2.

C I −DDk1 D.2 D




x

w′
1

w2

u


1. Le problème rencontré peut être indifféremment un problème de robustesse dans un domaine

fréquentiel incertain ou un problème de robustesse paramétrique.
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D’un point de vue des transferts directs w′
1 → z′1 et w2 → z2, le problème exposé

ci-dessus est strictement équivalent au problème initial.

6.2.3 Synthèse finale

Il ne reste plus qu’à effectuer une synthèse H2 ou H∞ sur le nouveau problème.
Puisque la solution optimale du problème lié au canal 1’ est par construction le cor-
recteur K1(s) 2, la solution du problème à deux canaux sera “attirée” vers la solution
K1(s). On a donc finalement robustifié le correcteur K1(s) issu de la synthèse en per-
formances.

On ne peut pas prédire de façon certaine si le correcteur final K(s) issu de la se-
conde synthèse sur le problème modifié (lorsqu’on ajoute le second canal à la Forme
Standard de Passage déduite du correcteur K1(s)) sera meilleur qu’un correcteur K0(s)
qui aurait été synthétisé directement sur le problème nominal (6.1) (noté Pnom). Cepen-
dant, en pratique, on observe souvent une amélioration des normes des deux transferts
Fl(Pnom(s),K(s))11 et Fl(Pnom(s),K(s))22 par rapport aux transferts qui font interve-
nir la solution K0(s) : Fl(Pnom(s),K0(s))11 et Fl(Pnom(s),K0(s))22.

Par contre, il faut remarquer que lorsqu’on utilise la CSF pour obtenir le problème
modifié et que l’on effectue la synthèse finale, on ne regarde pas de quelle manière le cor-
recteur a été synthétisé lors de la synthèse en performances. En effet, indépendamment
de la synthèse finale qui peut être une synthèse H2 ou H∞, la synthèse en performances
peut être indifféremment une synthèse H2, H∞ ou un autre type de synthèse (on peut
utiliser un correcteur déjà existant, synthétisé d’une façon qui nous est inconnue).

6.2.4 Utilisations de la procédure

La procédure exposée ci-dessus peut être généralisée pour d’autres types de synthèses.
À titre d’exemple, on cite quelques possibilités de cette façon de faire :

— on dispose d’un problème à deux canaux (H2 ou H∞) et l’on souhaite réduire
l’influence des transferts croisés lors de la synthèse. Il se peut que cette synthèse en
trois étapes permette d’obtenir de meilleurs résultats.
— on dispose d’un problème à deux canaux mais les critères correspondants sont de
deux types différents : un est H2, l’autre H∞. L’utilisation s’adapte assez bien à ce
problème, l’ajout de gains sur les canaux 1’ ou 2 lors de la synthèse finale permet de
réaliser le compromis entre les deux objectifs. Notons tout de même que la synthèse
reste conservative car l’influence des transferts croisés n’est pas totalement annulée.
Notons également que les solutions offertes via les LMI’s 3 traduisent également d’un
certain conservatisme.
— on dispose d’un correcteur initial, déjà synthétisé, et l’on souhaite le robustifier.
Cette solution est alors tout à fait adaptée.
— en outre, la reformulation du problème par la Forme Standard de Passage peut
se réitérer plusieurs fois pour prendre en compte plusieurs spécifications différentes

2. Rappelons aussi que Fl(P (s), K1(s))11 = 0.
3. “Linear Matrix Inequalities”.
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afin d’appréhender des structures d’incertitudes plus complexes.

6.3 Application sur un exemple académique

Nous proposons d’illustrer cette approche sur un problème de synthèse mixte H2/H∞
bien connu, initialement proposé dans [36] pour illustrer l’approche LMI (Linear Ma-
trix Inegality) et plus particulièrement la macro-fonction hinfmix de la LMI Control
Toolbox de Matlab. Cet exemple a également été utilisé dans [33] pour illustrer une
approche itérative de résolution de BMI (Bilinear Matrix Inegality) qui a permis de
trouver une solution moins conservative sur ce problème académique. Il s’agit d’un
système du troisième ordre instable mono-entrée, mono sortie avec une entrée exogène
w et 5 sorties contrôlées, défini par la représentation d’état suivante :



ẋ

z2(1)
z2(2)
z2(3)
z∞(1)
z∞(2)

y


=



0 10 2 1 0
−1 1 0 0 1
0 2 −5 1 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 2 0



 x

w

u

 . (6.4)

On s’intéresse à la performance H2 du transfert de w vers z2, notée ‖Twz2‖2 et à
la performance H∞ du transfert de w vers z∞, notée ‖Twz∞‖∞. La performance H2

optimale est 7.748 et est obtenue pour le correcteur :

K2(s) =
−5.7275(s + 5.168)(s− 0.2711)
(s + 5.164)(s2 + 3.669s + 9.933)

.

Pour ce correcteur la performance H∞ est γ̄ = 23.586. Pour évaluer le conservatisme
de leur approche, les auteurs proposent dans [36] de résoudre le problème :

Minimiser ‖Twz2‖2 sous la contrainte ‖Twz∞‖∞ < 23.6 .

Ils obtiennent alors une performance H2 de 8.07 pour le correcteur :

KLMI(s) =
−7.5924(s + 5.271)(s− 0.05601)
(s + 5.272)(s2 + 4.253s + 10.25)

.

La performance H∞ effective de ce correcteur est 17.87.
L’application de notre approche sur cette exemple est très directe car la première

synthèse étant une synthèse H2 (la contrainte portant sur le canal H∞, il est donc
nécessaire de le prendre en compte lors de la synthèse finale), nous obtenons directement
le gain Kc et le Kf de la structure estimation commande du correcteur issue de la
première synthèse. On peut donc appliquer directement la CSF décrite en (5.36) sans
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se soucier du choix de la dynamique dans la résolution de l’équation de Riccati (2.10).
Les gains de retour d’état et d’estimation du correcteur H2 sont :

Kc = [0.0000, 2.6048, 0.1438], Kf = [0.3401, 2.1488, 0.8997]T ,

et la synthèse H∞ finale se fera donc sur le problème suivant :


ẋ

zCSF

z∞(1)
z∞(2)

y

 =



0 10 2 0.3401 1 0
−1 1 0 2.1488 0 1
0 2 −5 0.8997 1 0
0 2.6048 0.1438 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 1 0 1 2 0




x

wCSF

w

u

 . (6.5)

On utilise pour cela la fonction Matlab hinfsyn en spécifiant une borne inférieure de
23.6 pour le critère H∞ global, condition suffisante (mais non nécessaire) pour assurer
‖Twz∞‖∞ < 23.6. On obtient alors le correcteur suivant :

KLMI(s) =
−9.8509(s + 0.3705)(s + 5.104)
(s + 5.12)(s2 + 5.159s + 12.06)

,

une performance H2 de 8.66 et une performance H∞ de 16.09.
On constate donc que sur cet exemple nous obtenons une solution plus conservative

que celle obtenue par LMI et qui s’éloigne davantage de la saturation de la contrainte
H∞. On notera toutefois, et cela sera repris au chapitre des perspectives, que nous
n’exploitons pas avec cette approche les pondérations que l’on pourrait mettre sur le
canal CSF pour réduire le conservatisme dû au fait de que la condition suffisante n’est
pas nécessaire. A titre d’exemple, si l’on introduit un gain de 10 sur l’entrée et la sortie
du canal CSF , la γ-itération converge alors vers la valeur de 104 mais la performance
H∞ réelle est de 22.43 (la contrainte est donc satisfaite) pour une performance H2 de
7.76 ; très proche de la valeur optimale.

On pourrait également soumettre le problème final (6.5) à un algorithme de synthèse
H2/H∞ (le canal CSF serait alors le canal H2) mais il faudrait pourvoir distinguer les
canaux d’entrée ; ce qui n’est pas possible avec la fonction hinfmix. Cependant, il existe
des outils généraux de synthèse multi-objectifs, développés dans [32], mais uniquement
pour des systèmes discrets.

6.4 Application sur un système masses-ressorts

On se propose dans cette section d’illustrer au mieux les avantages et les inconvé-
nients de l’utilisation de la forme standard de passage pour la synthèse d’un correcteur
ayant un cahier des charges particulier. On présentera dans un premier temps le système
étudié et son cahier des charges, puis, on effectuera sur ce système une synthèse H∞,
ayant pour but de se fixer un point de référence pour la comparaison de résultats,
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enfin on utilisera sur ce système une technique faisant intervenir la Forme Standard de
Passage. On a alors la possibilité de comparer les résultats obtenus avec ceux obtenus
avec une synthèse H∞ classique.

6.4.1 Système et cahier des charges

Le système étudié est composé de deux masses m, reliées par un ressort de raideur
k et un amortisseur ayant un coefficient de frottement visqueux f . Il est représenté sur
le schéma de la figure 6.1. La sortie correspond à la position de la seconde masse, et
l’entrée est la force exercée sur la première masse.

x1

x2

m m

k

f

u

Figure 6.1: Système masses-ressort.

Ce système peut être écrit sous la représentation d’état suivante :
ẋmc

ẍmc

ẋd

ẍd

 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −2 k

m −2 f
m




xmc

ẋmc

xd

ẋd

 +


0
1
m
0
−1
m

 u

y =
[

1
2 0 1

2 0
]

X

(6.6)

où xmc = x1 + x2 et xd = x2 − x1 (on a voulu faire apparâıtre le mode commun,
représentatif du mode rigide, et le mode différentiel, représentatif du mode flexible).

Dans notre cas, les valeurs numériques utilisées sont les suivantes :
— m = 0.5 kg ;
— k = 1 N.m−1 ;
— f = 0.0025 N.m−1.s−1.
Les objectifs de la loi de commande sont les suivants :
— On souhaite faire un asservissement de position dont la dynamique se rapproche
le plus possible d’un second ordre, de pulsation ω0 = 1 rad.s−1, d’amortissement
ξ =

√
2

2 et de gain statique unitaire ;
— Le correcteur doit assurer la stabilité du système, et si possible les performances,
pour des variations paramétriques (δm, δk, δf) de +/- 30% ; si possible, la dyna-
mique de sortie devra correspondre à la dynamique du mode commun ;
— Le correcteur sera un correcteur à deux degrés de liberté, pour une plus grande
marge de manoeuvre.
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Ce qui conduit au schéma bloc suivant :

i r -

�

- -

6

- -B
x

A

C
R

+ +

yu-

- K(s)

r

Figure 6.2: Schéma bloc du système masses-ressort en boucle fermée.

6.4.2 Synthèse H∞

Le but de cette sous-section est d’obtenir un correcteur, pour le système masses-
ressort précédemment défini, qui remplisse au mieux le cahier des charges imposé. Le
correcteur ainsi obtenu donnera une base de comparaison avec la technique faisant
intervenir la Forme Standard de Passage à la section 6.4.3.

En fait, on souhaite obtenir, en boucle fermée, l’équation suivante entre r et y :

ÿ = −ω2
0y − 2ξω0ẏ + ω2

0r (6.7)

Dans cette équation, on remplace y par 1
2(xmc + xd), et on obtient :[

0 1 0 1
]

Ẋ = −ω2
0

[
1 0 1 0

]
X − 2ξω0

[
0 1 0 1

]
X + 2ω2

0r

Puis, en remplaçant Ẋ par AX + Bu, l’équation (6.7) devient équivalente à l’équation
(6.8).

0 =
([

0 1 0 1
]

A +
[

ω2
0 2ξω0 ω2

0 2ξω0

])
X +

[
0 1 0 1

]
Bu− 2ω2

0r

0 = KxX + Kuu + Krr
(6.8)

Au final, la forme standard non-pondérée pour la synthèse H∞ se représente avec le
schéma bloc de la figure 6.3. On a donc remplacé la sortie y du schéma classique par
la sortie zd dont la principale fonction est de fixer la dynamique de sortie du système
en boucle fermée.

Parmi les 6 transferts disponibles, on utilise principalement :
— le transfert wp → zd pour placer la dynamique principale de la boucle fermée ;
— le transfert wr → zd pour diminuer l’erreur statique ;
— les transferts wp → zu et wr → zu pour éviter une trop forte agitation de la
commande ;
— les transferts wb → zd et wb → zu pour réduire l’influence des bruits de mesure.

On choisit donc un lot de pondérations sur les 3 entrées w et les 2 sorties z qui établit
un compromis entre l’erreur de position de la boucle fermée, l’erreur de dynamique et
la robustesse vis-à-vis des bruits de mesure. Il est important de noter ici qu’il n’est
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Figure 6.3: Schéma bloc pour la synthèse H∞.

pas indispensable de prendre en compte le critère de robustesse paramétrique de façon
directe. En effet, la robustesse du correcteur vis-à-vis du bruit de mesure prend déjà ce
critère en compte de manière indirecte, et, comme on le verra par la suite, un réglage
adapté des différentes pondérations permettra de satisfaire les conditions de robustesse
paramétrique.

Cette synthèse s’effectue donc sur la base d’une synthèse 4 blocs, sur laquelle on
ajoute une entrée exogène correspondant au second degré de liberté du correcteur (la
référence). De plus, une des sorties est modifiée pour répondre à la caractéristique de
dynamique.

Il est important de noter ici que les réglages des différentes pondérations sont
extrêmement délicats, et qu’une faible différence de pondérations peut conduire à
deux correcteurs assez différents. D’un point de vue pratique, cela implique de passer
du temps lors de la synthèse pour trouver un réglage adéquat. La procédure de réglage
des différentes pondérations est, en effet, fastidieuse et demande une certaine pratique
de la synthèse de correcteur par la technique H∞. Parmi les différents réglages qui
ont été testés, on en exposera ici deux qui ont donné d’assez bons résultats.

Premier réglage

Dans le compromis performance-robustesse paramétrique, ce premier réglage favo-
rise la performance.
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À partir du schéma de la figure 6.3, on ajoute des filtres de pondération comme
expliqué avec le schéma explicatif ci-dessous :

- -z′dzd
W (s)- -wrw′r

W (s)

(a) (b)

Figure 6.4: Illustration du rajout d’une pondération.

La pondération sur les entrées exogènes est de type (a), et sur les sorties contrôlées
de type (b). Au final, le schéma utilisé pour la synthèse du correcteur fera intervenir
les entrées et les sorties comportant un prime (’).

On utilise ici les pondérations suivantes :

wr

w′
r

=
1 + 0.1s

1 + 10s
wp

w′
p

= 0.01
wb

w′
b

= 0.01

z′d
zd

= 10

z′u
zu

= 0.5
(6.9)

Le filtre est utilisé, parce qu’aux hautes fréquences on peut difficilement agir sur le gain
entre zd et wr. On se contente donc d’agir sur les basses fréquences pour assurer une
erreur maximale de 10% sur le gain statique. L’ensemble des résultats graphiques de
cette synthèse est donné sur les figures 6.5 et 6.6.

Sur la figure 6.5 les différentes lignes représentent, dans l’ordre, les entrées wr, wp

et wb. Les colonnes représentent, dans l’ordre, les sorties zd et zu. Ces figures montrent
également les gabarits imposés par les pondérations sur les différents transferts (c’est-
à-dire l’inverse des pondérations). On constate que l’erreur sur le gain statique est
inférieure à 40dB (transfert wr → zd), et que la pulsation de coupure du système se
situe bien entre 1 et 10rad/sec. (transfert wp → zd).

La figure 6.6 permet de bien évaluer le résultat de la synthèse :
— la première figure représente la réponse du système bouclé à un échelon unitaire
(en rouge). On y a superposé la réponse d’un système de référence ( ω2

0

ω2
0+2ξω0s+s2 , en

vert). On constate que les deux courbes sont quasiment confondues, la performance
est donc assurée.
— la seconde figure représente le lieu des racines de G(s)K(s) lorsqu’on fait varier le
gain de boucle de 0 à 2. Les étoiles bleues représentent les pôles de la boucle ouverte,
les étoiles vertes les pôles du correcteur (il y en a au-delà du champ observé), et
les ronds rouges représentent les pôles de la boucle fermée (soit, lorsque le gain de
boucle est égal à 1). Le mode rigide se trouve quasiment au même endroit que les
modes de la dynamique de référence. De plus, une certaine stabilité est assurée grâce
à l’augmentation de l’amortissement du mode flexible.
— la troisième figure représente le diagramme de stabilité paramétrique de la boucle
fermée lorsqu’on fait varier k (en abscisse) et m (en ordonnée) ; les points noirs indi-
quant les endroits où le système est stable. On n’a pas pris en compte les variations
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de f car le système est naturellement très robuste à ces variations. On constate
que le système en boucle fermée est robuste à des variations de plus de 30% des
paramètres, à condition qu’un seul varie. Lorsque ces deux paramètres varient si-
multanément, il persiste une faible zone dans laquelle la stabilité n’est plus assurée.
— enfin, sur la dernière figure, on peut observer le lieu de Black de G(s)K(s)
pour constater que l’on a obtenu des marges de robustesse suffisantes.

Afin de mesurer la robustesse paramétrique vis-à-vis des différents paramètres, on
ajoute un bloc d’incertitudes paramétriques structuré, sous forme LFT, où les entrées
et sorties correspondantes sont pondérées par

√
0.3 (pour qu’une norme H∞ de 1 cor-

responde à une variation de 30% du paramètre). On calcule alors les normes suivantes
pour les différents transferts :

0.3
∥∥∥∥δkout

δkin

∥∥∥∥
∞

= 0.97 0.3
∥∥∥∥δfout

δfin

∥∥∥∥
∞

= 0.01 0.3
∥∥∥∥δmout

δmin

∥∥∥∥
∞

= 0.97

On constate que ces normes sont toutes inférieures à 1. Cependant, une amélioration
est ici nécessaire pour stabiliser le système lorsque plusieurs paramètres varient simul-
tanément.
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Figure 6.5: Visualisation des différents transferts w → z en boucle fermée (1er réglage
H∞).
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Figure 6.6: Visualisation des résultats de la synthèse (1er réglage H∞).
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Second réglage

Le premier réglage exposé n’ayant pas rempli les conditions de robustesse pa-
ramétrique, on tente de trouver un nouveau jeu de pondération plus adéquat vis-à-vis
de ce critère.

On modifie légèrement les différentes pondérations précédemment utilisées :

wr

w′
r

=
1 + 0.1s

1 + 10s
wp

w′
p

= 0.005
wb

w′
b

= 0.02

z′d
zd

= 10

z′u
zu

= 0.5
(6.10)

Ceci nous conduit aux résultats des figures 6.7 et 6.8.
Les différents transferts de la figure 6.7 sont dans le même ordre que pour le réglage

précédent. On constate que le transfert wr → zd est plus élevé dans la zone autour
de 1rad/sec. On devrait donc se retrouver avec une performance légèrement diminuée.
Ceci se confirme sur la réponse temporelle de la figure 6.8 ; la réponse ne “colle” plus
aussi bien avec le modèle de référence. Cependant, le temps de montée est identique
et ce résultat reste correct. C’est sur le lieu des racines que la détérioration se ressent
le plus, puisque le mode rigide ne se retrouve pas en −0.7 + / − 0.7i. En revanche,
le diagramme de stabilité est meilleur. En effet, le rectangle qui définit la limite des
+/− 30% est parfaitement incluse dans la zone de stabilité. Les normes des différents
transferts du bloc d’incertitudes structuré sont d’ailleurs améliorées :

0.3
∥∥∥∥δkout

δkin

∥∥∥∥
∞

= 0.73 0.3
∥∥∥∥δfout

δfin

∥∥∥∥
∞

= 0.01 0.3
∥∥∥∥δmout

δmin

∥∥∥∥
∞

= 0.87

Les deux réglages de pondérations utilisés pour la synthèse H∞ sur le système
masses-ressorts considéré ont conduit à deux correcteurs différents. Le premier cor-
recteur satisfait bien le critère de performance mais ne satisfait pas complètement
le critère de robustesse paramétrique ; pour le second réglage, il se produit exacte-
ment l’inverse. Nous n’avons pas trouvé de réglage permettant de satisfaire les deux
critères. Néanmoins, les correcteurs obtenus sont assez proches de ce que l’on souhai-
tait obtenir. Quoi qu’il en soit, le réglage de ce type de synthèse reste assez délicat
et demande un certain temps.

Vis-à-vis du résultat obtenu, on pourrait penser que la prise en compte directe du
critère de robustesse paramétrique (en considérant les 3 entrées w et les entrées liées
au bloc d’incertitudes et les 2 sorties z et les sorties liées au bloc d’incertitudes) aurait
amélioré ce résultat. Malheureusement, ce n’est pas le cas, car certains transferts
croisés deviennent limitants (alors qu’ils n’ont aucune utilité).

Bien qu’on n’ait aucune garantie a priori, on espère que la méthodologie utilisant la
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Forme Standard de Passage apportera un mieux par rapport à la synthèse H∞ directe.
Cette amélioration peut se faire à deux niveaux :

— au niveau de la satisfaction du cahier des charges,
— au niveau du temps passé pour régler la synthèse.
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Figure 6.7: Visualisation des différents transferts w → z en boucle fermée (2nd réglage
H∞).
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Figure 6.8: Visualisation des résultats de la synthèse (2nd réglage H∞).
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6.4.3 Utilisation de la CSF

Rappelons, avant de commencer, que les résultats de la synthèse H∞ précédente
sont indépendants de ceux présentés dans cette sous-section.

La synthèse du correcteur, lorsqu’on utilise la Forme Standard de Passage comme
outil, s’effectue en deux étapes : on synthétise un premier correcteur qui remplit un
premier critère, puis après avoir transformé le problème, à partir du correcteur obtenu
et à l’aide de la CSF, on effectue une synthèse finale qui prend en compte le correcteur
initial et le second critère. Deux solutions ont été envisagées :

1. Faire une synthèse H∞ sur la base de celles réalisées précédemment, en pri-
vilégiant l’aspect performance. Puis construire la Forme Standard de Passage
(à deux degrés de liberté) à partir du correcteur ainsi obtenu et y ajouter les
entrées et sorties liées au bloc d’incertitudes paramétriques.

2. Faire une synthèse H∞ visant uniquement l’aspect robustesse. Puis construire la
Forme Standard de Passage (à un seul degré de liberté) et y ajouter les entrées et
sorties liées à la performance, pour finalement obtenir le correcteur à deux degrés
de liberté souhaité.

Lors de la mise en oeuvre de la première méthode, on est confronté à des difficultés
avec la dernière phase du processus. En effet, le fait que la Forme Standard de Pas-
sage possède deux entrées pour les canaux qui correspondent aux caractéristiques du
correcteur rend difficile les réglages des pondérations, les termes croisés dans certains
transferts étant souvent bloquants. C’est pourquoi on s’est reporté sur la seconde solu-
tion.

Première étape : synthèse d’un correcteur robuste aux variations paramé-
triques

On commence donc par construire un correcteur qui est robuste aux variations
paramétriques. Le schéma de la forme standard utilisé pour cette synthèse est décrit fi-
gure 6.9. Les entrées δin et les sorties δout correspondent aux incertitudes paramétriques.
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Figure 6.9: Schéma bloc pour la synthèse H∞ liée à la robustesse.

83



CHAPITRE 6. PROCÉDURE MULTI-CANAL

Lorsqu’on applique une variation paramétrique ∆, on a :

δin = ∆ δout = diag(
[

δk δf δm δm

]
) δout

L’incertitude liée à la masse est répétée (voir les matrices A et B de (6.6)).
En plus des entrées/sorties liées aux incertitudes, on a ajouté une entrée bruit wb

et une sortie mesure zy dans le but de régulariser la forme standard correspondante.
Les pondérations qui y sont appliquées sont faibles :

δin

δ′in
= diag(

[ √
0.3

√
0.3

√
0.3

√
0.3

]
)

δ′out

δout
= diag(

[ √
0.3

√
0.3

√
0.3

√
0.3

]
)

wb

w′
b

= 0.01

z′y
zy

= 0.01

À l’issue de cette synthèse, le correcteur obtenu permet d’obtenir de très faibles normes
sur les transferts concernant les incertitudes :

0.3
∥∥∥∥δkout

δkin

∥∥∥∥
∞

= 0.46 0.3
∥∥∥∥δfout

δfin

∥∥∥∥
∞

= 0.01 0.3
∥∥∥∥δmout

δmin

∥∥∥∥
∞

= 0.52

Seconde étape : conversion du correcteur en problème standard et synthèse
finale

À partir de ce correcteur, on calcule une Forme Standard de Passage comme décrit
dans le chapitre précédent. Pour plus de facilité dans la lecture, on rappelle son expres-
sion :

PCSF :=

 A T+Bk −BDk B

−CkT −DkC −Dk 1
C 1 0


où la matrice T est solution de l’équation de Riccati généralisée :

[
−T I

]
Acl

[
I
T

]
Rappelons qu’il existe plusieurs solutions pour la résolution de cette équation. La tech-
nique des sous-espaces invariants impose de choisir un sous-espace de vecteurs propres
de Acl de dimension n qui servira à la construction de T . Le lecteur se reportera à la
première partie de ce mémoire pour plus de détails.

Dans le cas présent, on a choisi le sous-espace invariant sur la base des 4 valeurs
propres issues du système non corrigé. À l’usage, on s’est aperçu que ce choix donnait
souvent de meilleurs résultats.

À cette Forme Standard de Passage, on ajoute alors les entrées et sorties qui cor-
respondent aux exigences de performance. Le schéma de la figure 6.10 illustre la forme
standard correspondante. Avec B1 = T+Bk−BDk, C1 = −CkT −DkC et D11 = −Dk.
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Figure 6.10: Schéma bloc pour la synthèse finale.

Les pondérations que l’on utilise alors sont :

wr

w′
r

= 10
1 + 0.1s

1 + 10s
wp

w′
p

= 2
wcsf

w′
csf

= 0.001

z′d
zd

= 1

z′csf
zcsf

= 0.1
(6.11)

Le filtre sur l’entrée wr a la même utilité que pour la synthèse H∞ directe. Le choix des
coefficients est établi après avoir fait une ou deux synthèses préliminaires pour évaluer
quels sont les transferts “bloquants”.

Résultats

Les résultats de la synthèse finale sont montrés sur les figures 6.11 et 6.12.
Sur la figure 6.11, on trouve sur chaque ligne les entrées qui, sont, de haut en bas,

wr wp et wcsf et sur chaque colonne les sorties qui sont, de gauche à droite, zd et
zcsf . On constate une performance correcte avec la bande passante désirée (entre 1
et 10rad/sec.) et un gain entre zd et wr qui atteint pratiquement −40dB en basses
fréquences, soit une erreur statique d’environ 1%.

La figure 6.12 confirme les bons résultats en performance du système en boucle
fermée. La réponse temporelle est presque confondue avec la réponse de référence et le
mode rigide est correctement placé en −0.7 + /− 0.7i.

En ce qui concerne la robustesse paramétrique, on observe que le carré qui marque
des variations sur k et m de 30% est à l’intérieur de la zone de stabilité. Ceci se vérifie
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Figure 6.11: Visualisation des différents transferts w → z en boucle fermée.
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Figure 6.12: Visualisation des résultats de la synthèse finale.
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sur les faibles normes des transferts concernant les incertitudes :

0.3
∥∥∥∥δkout

δkin

∥∥∥∥
∞

= 0.54 0.3
∥∥∥∥δfout

δfin

∥∥∥∥
∞

= 0.01 0.3
∥∥∥∥δmout

δmin

∥∥∥∥
∞

= 0.54

Ces normes ont été légèrement détériorées lors de la seconde synthèse ; néanmoins, elles
restent inférieures à celles obtenues avec la synthèse H∞ directe.

Au final, par rapport à la synthèse H∞ seule, l’utilisation de la Forme Standard
de Passage a permis de mieux remplir le cahier des charges puisque :

— les pôles de la boucle fermée ont la position souhaitée,
— la réponse temporelle du système en boucle fermée se confond quasiment avec

la réponse du modèle de référence,
— la robustesse paramétrique est assurée pour les variations fixées.

Un autre point positif est le temps passé au réglage des différentes pondérations pour
les deux synthèses successives de la méthode : ces réglages se sont avérés plus faciles
à réaliser.

6.5 Prise en compte d’un correcteur proportionnel dérivé

On présente une autre approche de la CSF sur le même exemple du système masse-
ressort mais qui permet de prendre en compte un correcteur d’ordre réduit synthétisé
par une approche classique. On considèrera donc ici que le système masse-ressort
présenté figure 6.1 (ou l’équation (6.6)) est le modèle détaillé G(s) d’un système de
positionnement en translation dans lequel on a modélisé la raideur de transmission
entre l’actionneur et la charge. Si l’on suppose le système rigide, le modèle de base
entre l’effort u et la position y de la charge est réduit au mode commun. Ce modèle
très grossier s’écrit :

G0(s) =
1

2m s2
,

où 2m représente la masse totale du système de positionnement (actionneur + charge).
Il est alors bien connu qu’une commande proportionnelle dérivée permet d’obtenir
la dynamique désirée (second ordre de pulsation ω0 = 1 rad.s−1 et d’amortissement
ξ =

√
2

2 ). Cette loi de commande, où l’on introduit un pôle rapide à −10ω0 pour rendre
le correcteur propre, s’écrit :

K0(s) = −2m
ω2

0 + 2ξ ω0 s

1 + s
10 ω0

.

Une réalisation d’état de K0(s) est :[
AK BK

CK DK

]
=

[
−10ω0 20ξ − 1
20ω3

0m −40ξω2
0m

]
(6.12)
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6.5. PRISE EN COMPTE D’UN CORRECTEUR PROPORTIONNEL
DÉRIVÉ

La dynamique du modèle rigide obtenue en boucle fermée est représentée par le lieu
des racines (en clair sur la figure 6.13) du transfert de boucle ouvert −K0(s)G0(s). Elle
satisfait bien la spécification de performance.

On souhaite maintenant satisfaire les autres spécifications du cahier des charges
(robustesse paramétrique) tout en gardant le comportement dynamique du mode com-
mun obtenu avec le correcteur K0. On ne s’intéressera ici qu’à des correcteurs à 1 degré
de liberté et on évaluera les solutions obtenues sur la position des modes dans le plan
complexe. De même, seules les incertitudes sur la raideur k seront considérées ici. On
peut montrer [4, 6] que le modèle incertain peut être représenté par la forme M(s)−∆
suivante : 

ẋ1

ẋ2

ẍ1

ẍ2

z∆k

y

 =

 A B∆ B

C∆ D∆ D∆.

C D.∆ D


︸ ︷︷ ︸

:= M(s)



x1

x2

ẋ1

ẋ2

w∆k

u


∆ ∈ [−1, +1] / w∆k

= ∆ z∆k

avec :

M(s) :=



0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
− k̄

m1

k̄
m1

− f
m1

f
m1

−
√

δ
m1

1
m1

k̄
m2

− k̄
m2

f
m2

− f
m2

√
δ

m2
0√

δk̄ −
√

δk̄ 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0


où δ = 0.3 est la plage d’incertitude sur k. On peut alors écrire : G(s) = Fu(M(s), 0) =
D + C(sI −A)−1B.

Il est bien connu qu’une commande proportionnelle dérivée ne peut pas stabiliser un
tel système flexible où l’action n’est pas colocalisée à la mesure. En effet, la dynamique
en boucle fermée de Fl(M,K0) est :

{0.68± 2.02i, −0.71± 0.61i, −9.95} .

Nous sommes donc dans un cas où le correcteur initial ne stabilise pas le modèle (et ne
vérifie donc pas les hypothèses énoncées dans la définition 5.2.4 de la CSF). Cependant,
il est toujours possible de résoudre en T l’équation de Riccati généralisée 2.10. Mais
la synthèse H2 ou H∞ sur la CSF construite à partir de T (équation (5.24)) fournira
toujours un correcteur stabilisant K̂(s) 6= K0(s). On peut alors montrer (voir [4]) que
les valeurs propres de la boucle fermée Fl(PCSF , K̂) seront alors placées sur les valeurs
propres stables et sur les valeurs opposées des valeurs instables de Fl(PCSF ,K0). Le
placement stable rigide sera donc restitué sur la forme standard de passage construite
à partir de ce correcteur non stabilisant.

Pour résoudre l’équation de Riccati par la méthode des sous-espaces invariants,
nous avons choisi le sous-espace associé aux 4 valeurs propres complexes. La solution
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est alors :
T = [0.0311, 1.5683, −0.0030, −0.1577].

On peut alors construire le problème à 2 canaux P (s) :
A B∆ T+BK −BDK B

C∆ D∆ 0 D∆.

−CKT −DKC 0 −DK + DKDDK Im −DKD

C D.∆ Ip −DDK D

 (6.13)

Le premier canal correspond à la spécification de robustesse sur k. Une condition
suffisante pour assurer la stabilité robuste est : la norme H∞ de ce canal doit être
inférieure à 1. Le second canal correspond à la forme standard de passage. Le correcteur
du troisième ordre obtenu alors par synthèse H∞ (macro-fonction hinflmi) s’écrit :

K̂(s) = arg min
K(s)
‖Fl(P (s),K(s))‖∞

=
−73.62s3 + 63.66s2 − 170.4s− 57.16

s3 + 19.07s2 + 118.4s + 305.8
.

On peut vérifier sur le lieu des racines de −K̂(s)G(s) (en noir sur la figure 6.13) que
la dynamique du mode commun est correctement placée, à proximité de la dynamique
obtenue avec K0(s). La figure 6.14, qui présente le lieu des racines autour de l’incertitude
sur la raideur, met en évidence la stabilité de la boucle fermée pour toutes les valeurs
du paramètre incertain k. On remarque également que l’incertitude sur k a très peu
d’influence sur le placement du mode rigide (mode commun).
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Figure 6.13: Lieux des racines : −K0G0 (clair), −K̂G (noir).
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Figure 6.14: Lieu des racines de Fu(Fl(M, K̂),∆) pour ∆ ∈ [−1, 1].

6.6 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était d’illustrer les possibilités offertes par la Forme Stan-
dard de Passage (CSF). D’une façon générale, la CSF permet de bâtir un problème
standard de commande sont la solution optimale unique est un correcteur préalablement
donné. On peut alors enrichir ce problème standard par une nouvelle spécification H2 ou
H∞. Cette procédure peut être renouvelée plusieurs fois. Sur le plan méthodologique, la
CSF se révèle être d’une utilisation très souple. 3 exemples ont été traités pour illustrer
ces propos :

— le premier exemple visait à détailler sur un exemple académique bien connu
la procédure de synthèse multi-objectifs proposée. Bien que les résultats obtenus
n’apporte rien de bien nouveau, cet exemple a permis de montrer la simplicité de
cette approche et comment enchâıner les différentes étapes de la procédure,
— le second exemple est bien plus riche et complet sur le plan du cahier des charges
et aborde les problèmes de robustesse paramétrique et de synthèse de correcteurs
à 2 degrés de liberté, très rarement abordée dans la littérature. Les résultats obte-
nus sont très ”pointus” quant à la gestion du compromis performance/robustesse.
L’intérêt par rapport aux approches de synthèse H∞ classiques réside dans la sim-
plicité de la procédure de réglage essais-erreurs incontournable pour ce type de
problème très contraint,
— le dernier exemple est peut-être le plus intéressant sur le plan méthodologique et
le plus près des préoccupations industrielles. Il montre comment prendre en compte
une loi de commande proportionnelle-dérivée classique, qui satisfait la spécification
de performance, dans une forme standard qui permet ensuite de traiter le problème
de la robustesse paramétrique.
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CHAPITRE 6. PROCÉDURE MULTI-CANAL

La CSF apporte donc certaines possibilités. D’un point de vue méthodologique, elle
offre une possibilité nouvelle pour la synthèse de lois de commande multi-objectifs. D’un
point de vue pratique, elle permet la prise en compte d’un correcteur préalablement
synthétisé lors de modifications ou d’ajout de spécifications H2 ou H∞.
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Chapitre 7

Application au modèle avion

7.1 Position du problème

Le modèle avion utilisé ici correspond au modèle longitudinal présenté dans la partie
I au chapitre 3. Ce modèle P (s) comporte 29 états, 16 sorties (dont 5 sont des mesures,
3 sont utilisées pour la définition du critère de confort et 8 sont représentatives de
charges structurales qu’il faut diminuer) et 6 entrées (la première représente le vent,
les cinq dernières les commandes). En outre, on dispose :

— d’un correcteur initial K0(s) à 11 états, 5 sorties et 5 entrées. Ce correcteur a été
conçu pour répondre à des exigences de qualités de vol (réglage des performances
rigides) ;
— d’un filtre de confort C(s) à 24 états, 3 sorties et 3 entrées. Ce filtre correspond
aux fonctions de transfert représentatives des sièges passagers ;
— et d’un filtre vent V (s) à 2 états, 1 sortie et 1 entrée. Ce filtre correspond à la
modélisation des turbulences verticales. Si on soumet le filtre à un bruit blanc de
spectre unité, on retrouve en sortie un spectre identique au modèle théorique de
Dryden d’une turbulence verticale.

Le schéma ci-dessous résume l’architecture de l’ensemble.
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Figure 7.1: Schéma fonctionnel.
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7.1.1 Les objectifs

Le correcteur initial est issu du savoir-faire de l’industriel. La façon dont il a été
obtenu nous est donc complètement inconnue. Le plus souvent, lors de la synthèse de ce
type de correcteur, l’ensemble des critères n’est pas formalisé de façon explicite. Il est
par conséquent très difficile, voire impossible, de reconstituer un problème standard de
synthèse qui fait apparâıtre de façon précise les différents critères qui ont été considérés
lors de la synthèse initiale. La technique d’ajustement d’une loi de commande qui vise
à ne modifier que certains critères, en essayant de rester le plus proche possible du
correcteur initial, prend alors tout son sens.

Dans le cas présent, on demande de modifier le correcteur afin de réduire la norme
H2 du transfert lié au confort (entrée vent, sorties confort), et/ou de réduire la norme
H2 du transfert lié aux charges (entrée vent, sorties charges).

7.1.2 Le correcteur initial

On présente ici le correcteur initial. La figure 7.2 représente le lieu des racines de
−K0(s)P22(s) lorsqu’on fait varier le gain de boucle de 0 à 1 simultanément sur les 5
commandes. K0(s) désigne le correcteur initial, et P22(s) = P (12 : 16, 2 : 6) 1 le modèle
longitudinal de l’avion entre les 5 commandes et les 5 mesures.

Les ’x’ bleus représentent les pôles du modèle de l’avion en boucle ouverte. Les ’x’
verts (en clair) correspondent aux pôles du correcteur. Les ’+’ rouges, quant à eux,
indiquent l’emplacement des pôles du système en boucle fermée. On peut suivre chaque
pôle depuis sa position en boucle ouverte jusqu’à sa position en boucle fermée grâce
aux lignes pointillées en noir.

On peut constater que ce correcteur agit relativement peu sur les modes flexibles
de l’avion (qui correspondent aux pôles présents dans le cône d’amortissement 0-0.2),
mis à part sur le mode flexible numéro 1 (en 0.73 ± 7.3i) et sur le mode flexible numéro
7 (en -1.1 ± 22.3i). Quant au mode d’oscillation d’incidence (en -0.95 ± 1.35i), il est
accéléré.

Cette carte des pôles constituera un repère pour observer les modifications du cor-
recteur par rapport au correcteur initial lors de la procédure d’ajustement.

On peut observer l’action de ce correcteur sur les critères de confort et de charges
à l’aide des figures 7.3 et 7.4.

Sur la figure 7.3, on peut observer les réponses fréquentielles des transferts {vent
→ confort} en trois points de mesure différents. Ainsi, la sortie notée Nz point :
x=12.30m est un accéléromètre situé sur le fuselage de l’avion à une distance de
12.30m du nez. On trouve en ordonnée l’amplitude des accélérations verticales et en
abscisse les pulsations d’excitation (en rad/sec). Les tracés en vert donnent les réponses
du système C P (9 : 11, 1) V , où C représente la matrice de transfert du filtre de confort,
P (9 : 11, 1) les transferts correspondant aux sorties confort et à l’entrée vent et V la
matrice de transfert du filtre vent. Il s’agit donc d’un tracé en boucle ouverte. Les
tracés en noir donnent les réponses du système C Fl(P,K0)(9 : 11, 1)V , et représentent

1. P (i : j, k : l) désigne le sous-transfert de P entre les sorties i et j et les entrées k et l.
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Figure 7.2: Lieu des racines de −K0(s)P22(s).
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Figure 7.3: Réponses fréquentielles en confort (K0).
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Figure 7.4: Réponses fréquentielles en charges (K0).
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donc des transferts analogues, mais en boucle fermée cette fois-ci. Les courbes vertes et
noires restent assez proches les unes des autres, ce qui aboutit à une faible diminution
du critère de confort (cf. tableau 7.1).

Sur la figure 7.4, on observe le même type de réponses que sur la figure 7.3. Cepen-
dant, on considère à présent les sorties charges :

— ACCY et ACCZ sont les accélérations latérale et verticale au niveau des mo-
teurs (aux points 9310020 et 9320020),
— FU17MY et FU21MY sont les moments de flexion fuselage,
— HR5MX est le moment de flexion à l’empenage horizontal,
— WR3MX est le moment de flexion voilure à l’emplanture.

Les tracés en vert correspondent au système en boucle ouverte : P (1 : 8, 1)V , et les
tracés en noir correspondent au système en boucle fermée : Fl(P,K0)(1 : 8, 1)V . Sur
certains transferts, on constate une diminution des efforts, alors que d’autres transferts
donnent lieu à une augmentation.

Le tableau 7.1 donne les valeurs des critères de confort et de charges du système
en boucle ouverte et en boucle fermée. On peut constater que le correcteur apporte
quasiment une diminution de 7% sur le critère de charges, alors qu’il ne modifie presque
pas le critère de confort.

Boucle ouverte Boucle fermée
‖Confort‖2 16.62 16.51
‖Charges‖2 2.05 107 1.91 107

Table 7.1: Critères de confort et de charges en BO et BF.

7.2 Ajustements réalisés

La technique d’ajustement utilisée ici fait intervenir la Forme Standard de Passage
développée au chapitre 5 et illustrée au chapitre 6. Pour résoudre en T l’équation de
Riccati 5.15 par la technique des sous-espaces invariants, il faut donc choisir 29 valeurs
propres parmi les 40 (29+11) valeurs propres de la boucle fermée. Nous avons choisi le
sous-espace associé aux 29 valeurs propres de la boucle fermée qui sont reliées aux 29
pôles du système en boucle ouverte par les branches du lieu des racines présenté figure
7.2. Une macro-fonction a été développée pour effectuer ce choix de façon systématique.

Le problème standard auquel on est confronté est alors composé de 21 sorties, de
11 entrées et de 29 états. Parmi les sorties, on dénombre :

— 8 sorties (numéros 1 à 8) associées aux charges ;
— 3 sorties (numéros 9 à 11) associées au confort ;
— 5 sorties (numéros 12 à 16) associées au canal “CSF” (permettant de ré-obtenir
le correcteur initial) ;
— et 5 sorties de mesures (numéros 17 à 21).

Parmi les entrées, on trouve :
— 1 entrée vent (numéro 1) ;
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— 5 entrées (numéros 2 à 6) associées au canal “CSF” ;
— et 5 commandes (numéros 7 à 11).

Une fois ce problème standard obtenu, on vérifie que si l’on prend en compte uniquement
les entrées/sorties “CSF”, les mesures et les commandes, on retrouve bien, lors d’une
synthèse H2, le correcteur initial. Notons que le correcteur obtenu est d’ordre 29, mais
qu’il se réduit à l’ordre 11, car une partie de la dynamique n’est pas minimale.

7.2.1 Réglage en confort

On se propose ici de réduire le critère de confort. On élimine par conséquent, les
sorties associées aux charges dans la CSF. Les résultats présentés sont issus d’un réglage
que nous avons élaboré (par essais/erreurs) en augmentant successivement les scalings
statiques sur l’entrée vent et sur les sorties confort afin de réduire la norme H2 du
critère de confort C Fl(P,K)(9 : 11, 1) V . On note Kconf le correcteur issu de cette
synthèse.

Note : Il est important de noter ici que la prise en compte des filtres de confort et du
filtre vent lors de la synthèse augmente considérablement l’ordre du correcteur obtenu :
l’ordre est alors de 55 au lieu de 29. On a donc fait le choix d’effectuer la synthèse
afin de minimiser la norme H2 du critère Fl(P,K)(9 : 11, 1). Cependant, les résultats
considérés concernent bien le critère initial C Fl(P,K)(9 : 11, 1) V .

Les résultats présentés ont été obtenus avec une pondération de 0.001 sur l’entrée
vent, et de 0.01 sur les trois sorties charges.

On peut vérifier, en comparant les figures 7.2 et 7.5, que les lieux des racines n’ont
quasiment pas changé autour des modes flexibles et que l’oscillation d’incidence se
retrouve au même endroit (avec un trajet légèrement différent).

La figure 7.6 permet de comparer l’action du correcteur initial sur les courbes de
confort avec l’action du nouveau correcteur. Les transferts de C Fl(P,K0)(9 : 11, 1) V
sont représentés par les courbes vertes, ceux de C Fl(P,Kconf )(9 : 11, 1) V sont
représentés par les courbes noires. La diminution du critère s’opère principalement
en basse fréquence.

Sur la figure 7.7, les tracés en vert représentent les transferts Fl(P,K0)(1 : 8, 1) V
et les noirs ceux de Fl(P,Kconf )(1 : 8, 1) V . On n’observe pas d’amélioration sensible
(mais le critère de charges n’était pas pris en compte lors de la synthèse). On peut
d’ailleurs constater sur le tableau 7.2 que le nouveau correcteur a permis la diminution
du critère de confort d’environ 15%, mais que le critère de charges se trouve légèrement
détérioré.

Correcteur K0 Correcteur Kconf

‖Confort‖2 16.51 14.04
‖Charges‖2 1.91 107 1.99 107

Table 7.2: Critères de confort et de charges en BO et BF.
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Figure 7.5: Lieu des racines de −Kconf (s)P (s).
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Figure 7.6: Réponses fréquentielles en confort (Kconf ).
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Figure 7.7: Réponses fréquentielles en charges (Kconf ).
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7.2.2 Réglage en charges

On reprend le problème initial et on se préoccupe à présent de réduire la norme
H2 du critère de charges Fl(P,K)(1 : 8, 1) V . Comme dans le cas précédent, le filtre
vent n’est pas pris en compte lors de la synthèse, mais il est cependant utilisé pour
la lecture des résultats. Le réglage des différentes pondérations disponibles sur la CSF
ne s’est pas fait par une procédure d’essais/erreurs. En effet, au vu des tests réalisés
pour le réglage en confort, on a une idée maintenant du poids qu’il faut mettre sur le
nouveau canal (en confort), pour que ce critère soit considéré par la synthèse H2 sans
trop dégrader le canal CSF. La différence d’ordre de grandeur entre la norme H2 du
critère de confort et du critère de charges étant d’environ 106, la pondération choisie
pour le critère charges conserve le poids relatif du nouveau canal par rapport au canal
CSF. On aboutit alors à une pondération de 0.001 sur l’entrée vent et une pondération
de 10−8 sur les sorties charges. Le correcteur issu de cette synthèse est noté Kch.

Comme précédemment, on peut constater qu’autour des modes flexibles ou du mode
d’oscillation d’incidence, les différences entre les figures 7.2 et 7.8 sont minimes.

Au niveau de la courbe de confort, figure 7.9, on constate une diminution en basse
fréquence, alors que le critère de confort n’a pas été pris en compte. De même, on
constate un abaissement des courbes de charges, figure 7.10, sur la majorité des trans-
ferts. Le tableau 7.3 montre que ces modifications sont bien corrélées avec une diminu-
tion des normes H2 sur les critères de confort et de charges. En effet, on constate une
diminution d’environ 9% pour les charges et d’environ 15% pour le confort.

Correcteur K0 Correcteur Kch

‖Confort‖2 16.51 14.11
‖Charges‖2 1.91 107 1.74 107

Table 7.3: Critères de confort et de charges en BO et BF.

7.2.3 Réduction du correcteur

Le correcteur Kch est d’ordre 29. Le correcteur initial K0 étant d’ordre 11, les 18
pôles non-minimaux du correcteur obtenu par une synthèse H2 lorsque l’on ne considère
que le canal CSF ne se réduisent plus dès qu’on introduit un canal supplémentaire.

On peut toutefois se demander dans quelle mesure ce nouveau correcteur Kch peut
se réduire, c’est-à-dire dans quelle mesure ces 18 pôles participent au comportement
dynamique de ce nouveau correcteur. On peut alors vérifier qu’une réduction équilibrée
à l’ordre 20 ne perturbe en rien les résultats obtenus sur les figures 7.8, 7.9 et 7.10 et
le tableau 7.3.

Enfin, on peut également remarquer sur la figure 7.8 (mais c’était également le cas
sur la figure 7.5) la présence de pôles du correcteur près de l’axe imaginaire autour
de 13, 14 et 27 rd/s. Ces pôles (qui sont non minimaux lorsque seul le canal CSF est
considéré) sont également présents après avoir réduit le correcteur à l’ordre 20. On peut
vérifier que ces modes occillants dans le correcteur peuvent se réduire par troncature
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Figure 7.8: Lieu des racines de −Kch(s)P (s).
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Figure 7.9: Réponses fréquentielles en confort (Kch).
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Figure 7.10: Réponses fréquentielles en charges (Kch).
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directe dans la base modale du correcteur. On obtient alors un correcteur Kr
ch d’ordre

14 dont le lieu des racines est présenté sur la figure 7.11. Cela confirme que ces pôles
n’avaient pas d’influence sur le comportement dynamique du correcteur. Les réponses
fréquentielles en confort et en charge ainsi que les critères H2 obtenus avec ce correcteur
réduit Kr

ch sont parfaitement semblables à ceux obtenus avec le correcteur Kch (figures
7.9 et 7.10 et le tableau 7.3).

7.3 Conclusion

Ce chapitre illustre bien l’utilité que peut avoir la Forme Standard de Passage : elle
permet de prendre en compte un correcteur déjà existant. Au prix d’efforts minimes,
et de faibles modifications, on peut alors prendre en compte un critère supplémentaire
et améliorer le correcteur vis-à-vis de ce critère. On perd tout de même la structure et
l’ordre du correcteur lors de ce type de modifications.

Certes, le réglage des différents scalings peut être délicat, et le correcteur obtenu
est sous-optimal. Mais il est tout à fait possible d’envisager de “marier” l’utilisation de
la Forme Standard de Passage avec des techniques de synthèse BMI 2 ou des techniques
LMI mixtes H2/H∞. Dans notre application, on pourrait envisager de chercher le cor-
recteur K qui minimise la norme H2 (ou H∞) du canal de CSF, sous une contrainte
en charges (resp. en confort) ‖Charges‖2 < γ (resp. ‖Confort‖2 < γ). Le fait de ne pas
considérer les transferts croisés lors de la synthèse permettrait sûrement d’obtenir de
meilleurs résultats.

2. “Bilinear Matrix Inequalities”.
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Figure 7.11: Lieu des racines de −Kr
ch(s)P (s).
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Troisième partie

Ajustement de loi de commande :
placement de pôles
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Chapitre 8

Introduction

Cette partie présente une méthode originale d’ajustement de lois de commande,
puisqu’elle exploite l’un des nombreux liens qui existent entre le domaine de l’identifi-
cation et le domaine de la commande.

On considère un système simple -un intégrateur- bouclé par un gain k positif, comme
illustré à la figure 8.1a. On sait qu’un tel bouclage déplace le pôle réel de la boucle
ouverte de −k en boucle fermée. Si ce premier placement modal n’est pas satisfaisant,
il est possible

? soit de re-synthétiser un autre bouclage sur cette boucle fermée pour corriger
le résultat précédent (cf figure 8.1b). On traduit exactement le fait de vouloir re-
déplacer le pôle de −δ1. En final, le pôle de la boucle fermée est −(k + δ1).
? soit d’ajuster le premier gain k (cf figure 8.1c). Le pôle est donc placé en−(k+δ2).

δ2

k

1

s

(b)

+ +

−

première boucle fermée

y

−

(c)

++

+

−

yue

(a)

+

−

yu

k

1

s

u

δ1

k

1

s

Figure 8.1: Exemple démonstratif

L’idée est alors de réunir dans un même schéma les deux manières de procéder ; ce
qui est relativement simple pour cet exemple (figure 8.2). Les effets se cumulent sauf
dans le cas où δ2 vaut −δ1 (on notera δ = δ2 = −δ1). Dans ce cas, l’ajustement du gain
k réalise exactement -au signe près- ce que la traduction directe de la modification du
placement modal donnerait.

En procédant ainsi, on montre comment mâıtriser complètement l’effet de l’ajus-
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Figure 8.2: Exemple démonstratif

tement du correcteur. Mais la généralisation de cette procédure à des problèmes plus
complexes ne s’obtient que par la constatation fondamentale suivante : il est impossible
d’identifier le paramètre δ à partir de la mesure de la sortie y du système.

Cette notion d’“identifiabilité d’un paramètre” (ou d’“identifiabilité d’une combi-
naison de paramètres”), qui serait obtenue à l’issue d’une phase d’identification pa-
ramétrique, est donc la base de la méthode d’ajustement de correcteur, présentée dans
cette partie.

Cette qualité d’identifiabilité, dont on démontre l’expression mathématique de la
section 9.1 à la section 9.5 du chapitre 9, conduit à la section 9.6 aux conclusions
suivantes :

? plus un paramètre est identifiable, plus le système est sensible aux variations de
ce paramètre, et dans le cas d’un système commandé, moins la boucle fermée est
robuste aux variations de ce paramètre ;
? l’inverse étant vraie également : moins un paramètre est identifiable, moins le

système est sensible aux variations de ce paramètre, et dans le cas d’un système
commandé, plus la boucle fermée est robuste aux variations de ce paramètre.

Ce même paragraphe généralise ces notions en définissant des directions de sensibilité
minimale et maximale dès qu’il y a plus d’un paramètre considéré.

Ce sont donc ces idées directrices, établies mathématiquement dans le chapitre 9,
qui sont à l’origine de la méthode d’ajustement de certains gains d’une loi de com-
mande initialement calculée (appelés par la suite paramètres du correcteur). Le but de
l’ajustement de correcteur est, ici, de modifier les caractéristiques modales de la boucle
fermée initiale (caractéristiques dénommées ensuite paramètres modaux). Autrement
dit, le problème d’ajustement de loi de commande, traité dans cette partie, se ramène
à automatiser le réglage de paramètres du correcteur en vue d’obtenir des paramètres
modaux préalablement définis. C’est un problème purement paramétrique.

Il est alors judicieux de distinguer deux phases :
? l’analyse de la sensibilité de la boucle fermée aux variations des deux types de pa-

ramètres. Plus exactement, les directions de sensibilité minimale, lorsqu’on considère
l’ensemble (paramètres du correcteur, paramètres modaux) sont intéressantes dans
leur interprétation : elles signifient alors qu’une variation des caractéristiques mo-

112



dales voulue peut être contrée par un jeu de paramètres du correcteur. C’est ce qui
est appliqué dans le chapitre 10.
? la synthèse de potentiomètres de réglage utilisant des directions paramétriques

particulières pourra alors être effectuée grâce à des critères utilisant les résultat de
l’identification bayésienne. Ce qui sera vu au chapitre 11.

Enfin, il faut noter que les étapes, nécessaires pour l’algorithme final de cette méthode
d’ajustement de lois de commande, sont marquées par certains choix :

? il convient d’étudier l’outil d’identification paramétrique utilisé -à savoir, iden-
tification bayésienne- mais surtout de bien en interpréter les résultats ;
? l’utilisation d’un correcteur structuré -en particulier un correcteur de type esti-

mation/retour d’état- permettra plus facilement de mettre en avant les variables du
correcteur pertinentes pour modifier de façon voulue le comportement de la boucle
fermée.
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Chapitre 9

L’outil d’identification
paramétrique

9.1 Introduction

L’outil utilisé est une méthode d’identification bayésienne. Pour pouvoir parler d’es-
timation (ou d’identification paramétrique), il faut introduire un système à paramètres
incertains. Ces paramètres incertains ont une loi de probabilité a priori, l’objectif étant
de calculer leur loi de probabilité a posteriori, connaissant un vecteur de mesures.

Il faut noter que sous certaines conditions, la loi de probabilité choisie a priori n’in-
fluence que très peu la loi a posteriori. Ce principe est appelé “principe de l’estimation
stable” par Edwards, Lindman et Savage [19].

La théorie qui permet d’obtenir cette loi de probabilité a posteriori a été initiale-
ment conçue pour des systèmes à temps discret. On retrouvera d’ailleurs les différents
développements dans [24] et [29]. Cependant, il s’est avéré que le fait d’avoir une
théorie construite autour de systèmes à temps discret et de l’utiliser sur des systèmes à
temps continu conduisait à certains problèmes, en particulier sur le choix des fréquences
d’échantillonnage. Ce qui explique l’effort particulier qui a été réalisé durant cette thèse,
d’étendre les résultats existants à des systèmes à temps continu.

9.2 Théorie générale

Il s’agit de rappeler ici les principes de l’identification bayésienne et de caractériser
le comportement de cet estimateur en régime permanent.

L’estimation bayésienne est fondée sur une interprétation subjective des probabilités
puisqu’elle repose sur une connaissance a priori des réalisations des événements. Ce
choix a priori peut être basé sur l’expérience par exemple.

Cependant, si la prédiction s’avère inexacte après expérimentation, une correction
est effectuée. Si bien que la statistique bayésienne peut être interprétée comme une
correction a posteriori de la loi de probabilité a priori. On peut en déduire que seul
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le comportement asymptotique de l’estimateur est intéressant. De plus, ce résultat est
peu dépendant de la loi de probabilité a priori 1.

Il est nécessaire de préciser que le but n’est pas de comparer différentes méthodes
d’identification paramétrique, mais d’utiliser au mieux l’une d’entre elles afin de satis-
faire un objectif d’ajustement de loi de commande. Le lecteur pourra constater dans [29]
que l’utilisation de la méthode du maximum de vraisemblance développée par Fisher
[20, 21] conduit à des résultats équivalents.

9.2.1 Position du problème

On considère un système à temps continu exponentiellement stable décrit par les
équations suivantes :

(S)
{

ẋ(t) = A(θ)x(t) + Bw(t)
y(t) = Cx(t) + v(t)

(9.1)

Le vecteur x(t) représente le vecteur d’état du système à l’instant t. Les matrices
A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p et C ∈ Rm×n décrivent une représentation d’état du système (B
n’étant pas forcément la matrice de commande) et θ ∈ Rr×1 un vecteur paramétrique
incertain, dans le sens où il regroupe tous les paramètres du système dont on ne connâıt
pas exactement les valeurs.

Le vecteur y(t) ∈ Rm×1 constitue le vecteur de mesures à l’instant t. Rappelons
ici que la théorie de l’estimation bayésienne est basée sur un ensemble de mesures
discrètes. Afin de se raccrocher à cette théorie, on introduit un vecteur de mesures
échantillonnées :

yk = y(k ∆t) (9.2)

où k est un entier et ∆t est la période d’échantillonnage.
Enfin, les vecteurs w(t) et v(t) sont des bruits pseudo-blancs, gaussiens, indépendants,

ayant pour propriétés statistiques :

E(w(t)) = 0
E(v(t)) = 0

E(w(t) v(t− τ)T ) = 0
E(w(t) w(t− τ)T ) = Qδ(τ)
E(v(t) v(t− τ)T ) = R δ(τ)

(9.3)

La fonction δ(τ), représentée sur la figure 9.1, est une fonction triangle centrée en 0,
de largeur 2 ∆t, de hauteur 1/∆t et donc d’aire unitaire. On remarquera que lorsqu’on
fait tendre la période d’échantillonnage ∆t vers 0, il s’agit d’un Dirac.

Le fait d’avoir introduit ici un pas d’échantillonnage ∆t peut sembler en contradic-
tion avec le fait de vouloir établir un résultat pour des systèmes continus. En réalité,
seule la sortie est discrétisée, et comme on le verra par la suite, on peut s’affranchir de
donner une valeur à cette variable ∆t. Au final le résultat portera bien sur le système
à temps continu.

1. Comme on l’a vu en introduction, ce résultat est appelé “principe de l’estimation stable” [19].
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Figure 9.1: Fonction δ(τ)

9.2.2 Méthode d’analyse bayésienne

Le but est de calculer la densité de probabilité conditionnelle de θ a posteriori,
connaissant l’ensemble des vecteurs de mesures yi de l’instant 0 à l’instant k. 2 Cet
ensemble de mesures sera noté yk et la densité de probabilité recherchée p(θ|yk).

Remarquons que p(θ|yk) peut aussi s’écrire p(θ|yk−1, yk). L’application de la règle
de Bayes conduit aux équations (9.4).

p(θ|yk) = p(θ|yk−1, yk) =
p(θ, yk|yk−1)
p(yk|yk−1)

p(θ, yk|yk−1) = p(θ|yk−1) p(yk|θ, yk−1)

(9.4)

On obtient alors la formule de récurrence (9.5).

p(θ|yk) = p(θ|yk−1)
p(yk|θ, yk−1)
p(yk|yk−1)

(9.5)

La formule (9.5) fait intervenir le quotient de deux densités de probabilité p(yk|yk−1)
et p(yk|θ, yk−1) :

— p(yk|yk−1) ne dépend pas du vecteur paramétrique θ. Elle peut donc être assi-
milée à une constante ;
— p(yk|θ, yk−1) est la densité de probabilité accessible par la méthode du filtre de
Kalman où les paramètres et les bruits sont connus. Cette densité de probabilité
est gaussienne et peut s’exprimer de la manière suivante :

p(yk|θ, yk−1) =
Γ√

det(Mk)
exp

[
−1

2
(yk − ŷk)T M−1

k (yk − ŷk)
]

(9.6)

Γ est une constante, ŷk = ŷ(k|k−1) est la prédiction de la sortie donnée par le filtre
de Kalman, Mk = Mk(θ) = E(νk νT

k ) définit la matrice de covariance de l’erreur,
νk = yk − ŷk désignant l’erreur de prédiction de la mesure ou facteur d’innovation
du filtre.

2. Il s’agit ici d’un abus de langage, puisqu’en réalité l’instant considéré est l’instant k ∆t. Très
pratique, cette écriture sera reprise maintes fois, en particulier pour la définition de ŷk un peu plus bas.
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Finalement, à partir des équations (9.5) et (9.6), on obtient p(θ|yk) en fonction de
la densité de probabilité a priori de θ : p0(θ). En choisissant cette densité de probabilité
a priori comme constante sur l’intervalle de variation de θ, on peut écrire la relation
suivante :

p(θ|yk) = Λ0

k∏
i=1

{
1√

det(Mi)
exp

[
−1

2
νT

i M−1
i νi

]}
(9.7)

Λ0 dépendant de Γ, de p0(θ) la loi a priori de θ, et des p(yk|yk−1).
L’étude des propriétés d’un tel estimateur en régime asymptotique nécessite d’initier

le processus d’identification du vecteur paramétrique à partir d’un instant où le filtre
de Kalman a atteint son régime stationnaire. On notera Mf (θ) la valeur permanente
de la matrice Mk(θ). L’équation (9.7) peut donc se réécrire de la sorte :

p(θ|yk) = Λ det(Mf (θ))−
k
2 exp

[
k∑

i=1

−1
2

νT
i Mf (θ)−1 νi

]
(9.8)

Λ est la valeur asymptotique de Λ0.
De plus, le caractère ergodique de la suite des νi(θ) fait que la moyenne temporelle

est égale à la moyenne statistique :

1
k

k∑
i=1

νT
i Mf (θ)−1 νi = E[νT

k Mf (θ)−1 νk]

Ce qui donne au final :

p(θ|yk) = Λ det(Mf (θ))−
k
2 exp

[
−k

2
E(νT

k Mf (θ)−1 νk)
]

(9.9)

À l’aide de cette équation (9.9), on est en mesure d’étudier la convergence de
l’estimation bayésienne. Par la suite, on désignera par θ0 le vecteur paramétrique
nominal, et on effectuera une petite variation ∆θ autour de ce vecteur nominal. Plus
précisément, on va s’intéresser à la probabilité conditionnelle p(θ0 + ∆θ|yk), où ∆θ
désignera une petite variation possible autour du vecteur paramétrique nominal θ0.

9.3 Comportement asymptotique de la matrice de cova-
riance de l’erreur Mf(θ)

Ce paragraphe s’attache exclusivement au comportement asymptotique de la pro-
babilité conditionnelle p(θ0 + ∆θ|yk) au voisinage du vecteur paramétrique nominal.
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En d’autres termes, il s’agit de trouver une forme exploitable pour le calcul numérique
de l’expression (9.9) où θ vaut θ0 + ∆θ. Le fait de rester au voisinage de θ0 justifie
l’utilisation de développements limités pour le calcul de p(θ0 +∆θ|yk). Par conséquent,
toutes les méthodes d’ajustement qui seront présentées ultérieurement et utiliseront
cet outil garderont nécessairement un caractère local. Les méthodes développées ici ne
pourront donc pas être appliquées pour des synthèses de lois de commande.

9.3.1 Développements limités pour le calcul de p(θ0 + ∆θ|yk)

Il est important de souligner ici que les filtres de Kalman utilisés pour le calcul des
Mk(θ) conduisent à l’équation (9.6). Or dans cette équation, la densité de probabilité
recherchée est à θ connu : p(yk|θ, yk−1). Autrement dit, les filtres de Kalman qui four-
nissent les estimés ŷk sont calculés pour θ valant θ0 + ∆θ. Cela signifie que le filtre de
Kalman est accordé sur θ et non sur θ0, autrement dit, le système est considéré en θ
pour les calculs du filtre 3.

Il faut noter qu’en réalité les paramètre nominaux du système sont les valeurs du
vecteur θ0. Il s’en suit que la sortie réelle du système fait intervenir θ0 et non θ. Afin
de bien préciser les choses, considérons trois types de situations selon que le filtre est
adapté ou non. Le tableau 9.1 récapitule ces différentes situations.

Système θ0 Filtre θ0 Covariance M0

Système θ0 + ∆θ Filtre θ0 + ∆θ Covariance Mf = M0 + ∆Mf

Système θ0 Filtre θ0 + ∆θ Covariance M = M0 + ∆M

Table 9.1: Covariances en fonction de l’adaptation du filtre sur le système

Le premier point à souligner est que Mf = Mf (θ) est calculée pour un filtre accordé
sur un système en θ0+∆θ, puisque cela provient d’un filtre où θ est connu : p(yk|θ, yk−1).
La seconde remarque porte sur le terme νT

k M−1
f νk. Comme ce dernier est un scalaire,

ce terme est égal à sa trace. On peut donc écrire :

E
[
νT

k M−1
f νk

]
= E

[
Tr(νT

k M−1
f νk)

]
= E

[
Tr(M−1

f νk νT
k )

]
= Tr

[
M−1

f E(νk νT
k )

]
= Tr

[
M−1

f M
] (9.10)

Pour bien comprendre la dernière étape de l’équation (9.10), il est bon de rappeler
que les termes Mf et νk proviennent de l’équation 9.6 que l’on rappelle ici :

p(yk|θ, yk−1) =
Γ√

det(Mk)
exp

[
−1

2
(yk − ŷk)T M−1

k (yk − ŷk)
]

Le terme Mf vient du fait que θ est connu. Le filtre est donc accordé en θ. Quant au
terme νk il est issu de (yk − ŷk) où ŷk est la sortie de l’estimateur pris en θ et yk la

3. Gardons à l’esprit que le système n’est considéré en θ que pour le calcul du filtre de Kalman.
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sortie réelle du système pris en θ0. E(νk νT
k ) correspond donc à la covariance d’un filtre

de Kalman désaccordé : M .
Lorsque la matrice M0 est inversible, il est possible de décomposer un peu plus

l’équation (9.10). Pour cela, on se place dans un voisinage de θ0, ce qui permet de faire
un développement limité de (I + M−1

0 ∆Mf )−1 au premier ordre. Ce calcul est détaillé
dans l’équation (9.11) :

Tr(M−1
f M) = Tr

[
(M−1

0 Mf )−1 (M−1
0 M)

]
= Tr

[
(I + M−1

0 ∆Mf )−1(I + M−1
0 ∆M)

]
= Tr

[
(I −M−1

0 ∆Mf )(I + M−1
0 ∆M)

]
= m− Tr(M−1

0 ∆Mf ) + Tr(M−1
0 ∆M)

(9.11)

Le terme en m de l’équation précédente vient de la dimension du vecteur de sortie yk.
Notons également les développements limités des termes suivants :

det(Mf ) = det(M0 + ∆Mf ) = det
(
M0(I + M−1

0 ∆Mf )
)

= det(M0)
(
1 + Tr(M−1

0 ∆Mf )
)

exp
[
k

2
Tr(M−1

0 ∆Mf )
]

= 1 +
k

2
Tr(M−1

0 ∆Mf )

(9.12)

On reporte ces différents résultats dans l’équation (9.9) :

p(θ0 + ∆θ|yk) = Λ
exp

[
−k

2

(
m− Tr(M−1

0 ∆Mf ) + Tr(M−1
0 ∆M)

)]
det(M0)

k
2

(
1 + Tr(M−1

0 ∆Mf )
) k

2

soit encore :

p(θ0 + ∆θ|yk) = Λ
exp(−m k

2 )

det(M0)
k
2

exp
[
−k

2
Tr(M−1

0 ∆M)
]

(9.13)

Dans cette dernière équation il ne reste plus qu’un terme qui dépend encore de ∆θ.
Il s’agit de Tr(M−1

0 ∆M).

9.3.2 Calcul de Tr(M−1
0 ∆M)

Jusqu’à présent, aucun distinguo selon que le système est à temps continu ou à
temps discret n’a été fait. L’échantillonnage du vecteur de mesure y(t) tous les ∆t a
permis de contourner le problème 4. Cela conduit à considérer des bruits pseudo-blancs

4. Cependant on verra que l’on peut s’abstenir d’un choix pour ∆t.
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à la place de bruits blancs pour le calcul des filtres de Kalman. En effet, pour un bruit
blanc, le calcul de la matrice M0 conduit au résultat suivant :

M0 = E
[
νk(θ0) νT

k (θ0)
]
→∞ (9.14)

C’est à ce niveau -le calcul de Tr(M−1
0 ∆M)- que les résultats diffèrent selon que l’on

considère un système discret ou un système continu.

Calcul de M0

Pour le calcul de M0, le filtre de Kalman associé est accordé sur le système, soit
en θ0. La définition de M0 est rappelée ci-dessous :

M0 = E
[
(yk − ŷk|k−1)(yk − ŷk|k−1)

T
]

(9.15)

En définissant P0 comme l’espérance du carré de l’erreur entre l’état x et son es-
timée 5 x̂ : P0 = E

[
(x− x̂)(x− x̂)T

]
, on obtient les équations suivantes pour le filtre de

Kalman ; le système étant celui présenté en (9.1). On notera A0 = A(θ0).

˙̂x = A0 x̂ + K0 C(x− x̂) + K0 v

K0 = P0 CT R−1

P0 AT
0 + A0 P0 − P0 CT R−1 C P0 + Q = 0

(9.16)

Pour le calcul du filtre de Kalman à temps continu, aucune différence n’est faite
entre erreur de prédiction et erreur d’estimation, contrairement au calcul du filtre à
temps discret. Or la caractérisation de l’estimateur bayésien en régime asymptotique
utilise précisément l’erreur de prédiction : yk − ŷk|k−1. Une approximation discrète au
premier ordre en ∆t du système continu est proposée. La prédiction à l’instant k utilise
alors les grandeurs calculées de l’instant k − 1 alors que l’estimation utiliserait les
grandeurs de l’instant k. En intégrant les équations de (9.1), la formule des rectangles
donne les équations suivantes 6 :

xk = xk−1 + ∆t(A0 xk−1 + wk−1)
yk = C xk + vk

yk = C[(I + ∆t A0)xk−1 + ∆t wk−1] + vk

(9.17)

La même méthode est utilisée pour les équations du filtre (9.16) :
x̂k ' x̂k−1 + ∆t[A0 x̂k−1 + K0 C(xk−1 − x̂k−1) + K0 vk−1]

ŷk|k = C x̂k

ŷk|k−1 = C[(I + ∆t(A0 −K0 C))x̂k−1 + ∆t K0(C xk−1 + vk−1)]
(9.18)

5. Il n’y a pas de différence entre estimée et prédiction pour des systèmes continus.
6. Le lecteur remarquera que la matrice B a été supprimée pour une meilleure lisibilité des calculs.

Le système reste cependant strictement équivalent au précédent si on prend soin de choisir une matrice
de bruit d’état différente : Q = B Qold BT .
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Afin de simplifier légèrement les formules, on note e(t) = x(t) − x̂(t). Soit encore,
après discrétisation : ek = xk−x̂k. En regroupant les termes dans le calcul de yk−ŷk|k−1,
on arrive au résultat de l’équation (9.19).

yk − ŷk|k−1 = C[I + ∆t(A0 −K0 C)]ek−1 + ∆t C(wk−1 −K0 vk−1) + vk (9.19)

On doit donc, pour le calcul de M0, calculer les différents termes de E[(yk− ŷk|k−1)(yk−
ŷk|k−1)T ] dont certains sont déjà connus :

E(vk wT
k ) = 0 E(vk wT

k−1) = 0 E(vk vT
k−1) = 0 E(ek−1 vT

k ) = 0

E(ek eT
k ) = P0 E(wk wT

k ) = 1
∆t Q E(vk vT

k ) = 1
∆t R

(9.20)

Les égalités (9.20) proviennent directement des spécifications des bruits choisis en (9.3).
Les bruits w et v étant indépendants, leurs corrélations sont nulles. D’autre part, le
bruit à l’instant k est indépendant des signaux antérieurs (ek−1). En ce qui concerne
les corrélations entre bruits, la définition de la fonction δ(τ) de la figure 9.1 permet de
déduire la nullité des termes.

Il ne reste donc plus que deux termes à calculer :

E(ek−1 wT
k−1) = E(e(t) w(t)T ) et E(ek−1 vT

k−1) = E(e(t) v(t)T )

Leur calcul sera effectué avec les grandeurs continues.
En notantA = A0−K0 C, B = [I −K0] et uT = [wT vT ], 7 l’équation différentielle

de l’erreur e s’écrit comme suit :

ė = (A0 −K0 C)e + [I −K0]
[

w
v

]
ė = A e + B u

équation qui est ensuite intégrée entre t0 et t, afin d’obtenir l’expression analytique de
e(t).

e(t) = exp[A(t− t0)] e(t0) +
∫ t

t0

exp[A(t− τ)]B u(τ) dτ (9.21)

Pour le calcul de l’espérance E[e(t) u(t)T ], le terme E[e(t0) u(t)T ] est nul. De plus,
puisque les bruits blancs sont ergodiques, les opérateurs intégrale et espérance com-
mutent. On choisit alors un ∆t suffisamment petit (∆t→ 0) pour achever le calcul de

7. Les notations A et B sont ici temporaires ; elles seront réutilisées page 124 pour désigner d’autres
grandeurs.
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l’intégrale.

E[e(t) u(t)T ] =
∫ t

t0

exp[A(t− τ)]BE[u(τ) u(t)T ] dτ

=
∫ t

t0

exp[A(t− τ)]B
[

Q 0
0 R

]
δ(t− τ) dτ

= 1
2 B

[
Q 0
0 R

]
(9.22)

Ce dernier résultat montre que les termes E(ek−1 wT
k−1) et E(ek−1 vT

k−1) de E[(yk −
ŷk|k−1)(yk− ŷk|k−1)T ] sont d’ordre minimum 1 en ∆t. Le seul terme à l’ordre 0 en ∆t est
C P0 CT . Quant aux termes en 1/∆t, ils deviennent dans l’équation finale des termes
en ∆t par post et pré-multiplications par ∆t, à l’exception de E(vk vT

k ). On obtient le
résultat final à l’ordre 0 en ∆t :

M0 = C P0 CT + R
∆t (9.23)

À noter que le terme à l’ordre 0 est conservé puisque, comme nous le verrons par la
suite, le calcul de ∆M viendra simplifier le terme en 1/∆t.

En résumé, le calcul de M0 se limite au calcul de P0 dans l’équation de Riccati
(9.16).

Calcul de ∆M

La différence avec le calcul de M0 réside dans le fait que le filtre de Kalman n’est
plus accordé sur le système : le système reste dans sa configuration nominale en θ0 alors
que le filtre est maintenant accordé en θ0 + ∆θ. Les nouvelles équations du filtre sont
donc les suivantes (en pratique on commence par calculer le gain de Kalman Kp. Ce
calcul est effectué sur un système en θ0+∆θ, puisque le filtre est réglé sur cette valeur) :

˙̂x = (A0 + ∆A)x̂ + Kp C(x− x̂) + Kp v

Kp = Pp CT R−1

Pp(A0 + ∆A)T + (A0 + ∆A)Pp − Pp CT R−1 C Pp + Q = 0

(9.24)

Après échantillonnage des équations du filtre et du système à l’ordre 1 en ∆t, on
obtient pour le système les mêmes équations qu’en (9.17) ; les équations du filtre sont,
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quant à elles, quelque peu modifiées :


x̂k ' x̂k−1 + ∆t[(A0 + ∆A) x̂k−1 + Kp C(xk−1 − x̂k−1) + Kp vk−1]

ŷk|k = C x̂k

ŷk|k−1 = C[(I + ∆t(A0 + ∆A−Kp C))x̂k−1 + ∆t Kp(C xk−1 + vk−1)]
(9.25)

Un cheminement identique au calcul de M0 montre que les termes en ∆t disparaissent
de la même façon pour le calcul de E[(yk − ŷk|k−1)(yk − ŷk|k−1)T ]. On aboutit alors à :

M = C P CT + R
∆t (9.26)

La différence fondamentale par rapport au calcul de M0 est que P = E[(x− x̂)(x−
x̂)T ] n’est pas connu, puisqu’il est calculé avec un filtre désaccordé. P n’est donc pas égal
à Pp. Là encore, pour le calcul de P , le mieux est d’introduire les variables suivantes :

XT = [xT (x− x̂)T ] UT = [wT vT ]

A =
[

A0 0
−∆A A0 + ∆A−Kp C

]
B =

[
I 0
I −Kp

]

P = E[X XT ] =
[

P11 P12

P T
12 P

]
Q =

[
Q 0
0 R

] (9.27)

Le vecteur X vérifie alors l’équation différentielle (9.28) :

Ẋ = AX + BU (9.28)

On calcule à présent Ṗ, qui est nul en régime asymptotique. En procédant de la même
manière qu’en (9.22) pour les termes en E(U XT ) et E(X UT ), on aboutit à l’équation
de Lyapunov (9.29).

Ṗ = E(Ẋ XT ) + E(X ẊT )

= AP + BE(U XT ) + P AT + E(X UT )BT

0 = AP + P AT + BQBT

(9.29)
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En résumé, le calcul de M demande le calcul de Pp, Kp puis le calcul de P pour
enfin obtenir P . On obtient alors a ∆M = C(P−P0)CT . Au final, on peut en déduire
la valeur de Tr[M−1

0 ∆M ] lorsque ∆t tend vers 0, résultat déjà présenté en [16].

Tr[M−1
0 ∆M ] = ∆t Tr[R−1 C(P − P0)CT ] (9.30)

Quelle que soit la variation de ∆θ que l’on prenne, le résultat est facto-
risable par le même ∆t. Toute l’information est donc contenue dans le terme
Tr[R−1 C(P − P0)CT ]. Le calcul de ce dernier terme ne fait intervenir à aucun mo-
ment une période d’échantillonnage, puisque les équations permettant de calculer
les différentes variables (équations de Lyapunov ou de Riccati) sont des équations
continues.

a. Le terme en 1/∆t s’est simplifié.

9.3.3 Dépendance de Tr[M−1
0 ∆M ] en ∆θ

Tr[M−1
0 ∆M ] est nécessairement dépendant de la variable ∆θ. Le terme d’ordre 0

étant nul 8, il est important de connâıtre dans cette équation les termes d’ordre 1 en
∆θ, voire d’ordre supérieur si les termes d’ordre 1 sont tous nuls également. Pour cela,
on exprime les termes ∆A et ∆K comme suit :

A = A0 + ∆A = A0 +
r∑

i=1

Ai ∆θi

Kp = K0 + ∆K = K0 +
r∑

i=1

Ki ∆θi

(9.31)

où les ∆θi représentent les différentes coordonnées du vecteur ∆θ.

Quadraticité de Tr[M−1
0 ∆M ] en ∆θ

L’objectif est de démontrer ici que la fonction Tr[M−1
0 ∆M ] est quadratique en ∆θ.

Pour ce faire on va démontrer que les termes d’ordre 1 en ∆θ sont nuls. C’est pour
cette raison qu’on s’est limité à l’ordre 1 dans l’équation en Kp de (9.31). En effet rien
ne prouve qu’il n’existe pas dans le développement de Kp de termes d’ordre supérieur,
cependant ces derniers ne seraient d’aucune utilité puisqu’on se limitera par la suite
aux termes d’ordre 1.

On commence par écrire les coordonnées en (2,2) de l’équation de Lyapunov (9.29) ;

8. Si ∆θ = 0, alors P = P0.
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on rappelle également l’équation de Riccati (9.16) en P0.

0 = −∆A P12 + (A0 + ∆A−K0 C −∆K C)P
−P T

12 ∆AT + P (A0 + ∆A−K0 C −∆K C)T

+Q + K0 R KT
0 + ∆K R KT

0 + K0 R ∆KT

0 = P0 AT
0 + A0 P0 −K0 R KT

0 + Q

(9.32)

Avec les notations ∆P = P − P0 et N = P12 − P = E[x̂(x − x̂)T ], la soustraction des
deux équations précédentes conduit à l’équation (9.33) 9. Il faut remarquer que N est
calculé pour le système en θ0 et le filtre accordé en θ0 + ∆θ, puisqu’il est issu du calcul
de P. On désignera par N0 la valeur de N quand ∆θ = 0, à savoir, quand le filtre est
accordé en θ0. Comme N est toujours en facteur de ∆A dans les équations de (9.33), on
peut le remplacer par N0 puisqu’on ne s’intéresse qu’à l’ordre 1 en ∆θ. On remarquera
également qu’au premier ordre ∆K C P = ∆K C P0.

0 = −∆A(P12 − P ) + (A0 −K0 C)P −∆K C P −A0 P0

−(P12 − P )T ∆AT + P (A0 −K0 C)T − P CT ∆KT − P0 AT
0

+2K0 R KT
0 + ∆K R KT

0 + K0 R ∆KT

0 = −∆A N0 −NT
0 ∆AT + (A0 −K0 C)∆P + ∆P (A0 −K0 C)T

(9.33)

Pour le calcul de N0, on passe par le calcul de Ṅ0, grandeur qui, par ailleurs, est
nulle en régime asymptotique. On utilise les équations du filtre de Kalman (9.16),
p. 121, ainsi que les équations (9.1) du système 10, p. 116.

Ṅ0 = E[ ˙̂x(x− x̂)T ] + E[x̂(ẋ− ˙̂x)T ]
= A0 N0 + K0 C P0 + N0(A0 −K0 C)T

+K0 E[v(x− x̂)T ] + E[x̂ wT ]− E[x̂ vT ]KT
0

0 = A0 N0 + N0(A0 −K0 C)T

(9.34)

Ceci se justifie par le calcul des différentes espérances mathématiques présentes dans
l’équation (9.34). Ces calculs se conduisent exactement de la même façon que pour celui
de E[e uT ] de l’équation (9.22), p. 123. Afin de ne pas trop alourdir la démonstration,
on donnera uniquement les résultats :

K0 E[v eT ] = −1
2 K0 R KT

0

E[x̂ wT ] = 0

−E[x̂ vT ]KT
0 = −1

2 K0 R KT
0

(9.35)

9. On rappelle que K0 = P0 CT R−1.
10. Ici aussi, la matrice B a été omise, ce qui n’est pas restrictif.
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La solution en N0 à l’équation de Sylvester de (9.34) est N0 = 0. En reportant
ce dernier résultat dans l’équation (9.33), on obtient une équation de Lyapunov, qui
présente un terme constant nul.

On arrive donc à la conclusion suivante : il n’y a pas de termes d’ordre 1
en ∆θ dans le développement limité de ∆P . ∆P est donc une fonction
quadratique de ∆θ. En affirmant cela, on a bien évidemment négligé les termes
d’ordre supérieur ou égal à 3, on n’a cependant pas montré que les termes d’ordre 2
sont non nuls mais le calcul à l’ordre 2 sur un exemple simple suffirait à le prouver.
Le résultat exploitable ici est l’existence d’une matrice G−1

θ0
∈ Rr×r définie positive

telle que :
1

∆t Tr[M−1
0 ∆M ] = Tr[R−1 C ∆P CT ] = ∆θT G−1

θ0
∆θ (9.36)

Ce résultat montre que le calcul de G−1
θ0

peut se faire à partir du calcul de P.

9.4 Cas général

Jusqu’à présent, seuls les paramètres de la matrice A étaient susceptibles de varier.
On s’intéresse maintenant au cas où non seulement la matrice A, mais aussi la matrice
d’observation C dépendent de θ. La question qui se pose alors est de savoir si on peut
toujours considérer que le résultat Tr[M−1

0 ∆M ] est quadratique en ∆θ.
Lors de cette étude, on verra apparâıtre deux matrices L et N , qui pourront

également être utilisées dans le calcul de G−1
θ0

où la matrice C est indépendante de
∆θ. Ceci permettra de s’affranchir du calcul de P.

9.4.1 La matrice d’observation dépend de ∆θ

La première étape consiste à calculer le gain de Kalman. Ce calcul de Kp, qui se
fait lorsque le filtre et le système sont accordés en θ0 + ∆θ, est différent du précédent,
puisqu’il faut intégrer le fait que la matrice C varie aussi. On donne les équations en
(9.37). Quoi qu’il en soit, lorsqu’on se place dans le cadre de variations locales de θ,
on peut écrire ici aussi que Kp = K0 + ∆K et ne conserver dans ∆K que les termes
d’ordre 1 en ∆θ.

Kp = Pp(C0 + ∆C)T R−1

Pp(A0 + ∆A)T + (A0 + ∆A)Pp − Pp (C0 + ∆C)T R−1(C0 + ∆C)Pp + Q = 0
(9.37)

Le système que l’on considère est donc légèrement différent du cas précédent. À
présent, les équations du système et de son filtre de Kalman désaccordé sont les sui-
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vantes : 
ẋ = A0 x + w
˙̂x = (A0 + ∆A)x̂ + Kp C0(x− x̂)−Kp ∆C x̂ + Kp v
y = C0 x + v
ŷ = (C0 + ∆C)x̂

(9.38)

ce que l’on peut encore écrire :
ẋ = A0 x + w
˙̂x = (A0 + ∆A−Kp ∆C)x̂ + Kp C0(x− x̂) + Kp v
y = C0 x + v
ŷ = (C0 + ∆C)x̂

(9.39)

On remarque alors que la différence entre ces dernières équations et celles qui avaient
été établies pour les variations de A uniquement -cf. (9.1) et (9.24), p. 116 et 123- est
que d’un coté on a le terme ∆A dans l’équation différentielle de l’estimé, alors que de
l’autre coté, on dispose du terme ∆A−Kp ∆C. Tout comme on avait développé ∆A à
l’ordre 1 en ∆θ, on développe à l’ordre 1 également l’expression ∆A−Kp ∆C. Le calcul
de P s’effectuant alors de la même manière que précédemment, on en déduit que ∆P
est ici aussi une fonction quadratique de ∆θ.

Cependant, existe-t-il d’autres termes que ceux en ∆P dans le développement de
∆M ?

Calcul de ∆M lorsque C = C(θ)

Le calcul de ∆M conduit à introduire des termes supplémentaires, puisqu’en effet,
l’équation d’observation de l’estimateur comporte un terme en ∆C x̂. Ces termes vont
donc apparâıtre lorsqu’on calcule M = E[(y− ŷk|k−1)(y− ŷk|k−1)T ], les équations de yk

et ŷk|k−1 étant les suivantes :{
yk = C0 xk−1 + vk + ∆t(C0 A0 xk−1 + C0 wk−1)

ŷk|k−1 = (C0 + ∆C)x̂k−1 + ∆t[C(A−Kp C)x̂k−1 + Kp(C xk−1 + vk−1)]
(9.40)

Dans cette équation C = C0 + ∆C, A = A0 + ∆A et Kp est établi selon l’équation
présentée en (9.37). Lorsqu’on fait la soustraction de yk avec ŷk|k−1 et que l’on calcule
les différents termes de M , certains sont en facteur de ∆t ou même de ∆t au carré. Ces
termes vont au final disparâıtre tout comme cela a été le cas pour le calcul de M et M0

lorsque C = C0, (9.19) p. 122 à (9.25) p. 124. Le calcul de M donnera donc le résultat
suivant :

yk − ŷk|k−1 ' C0(xk−1 − x̂k−1)−∆C x̂k−1 + vk

M = C0 P C0 +
R

∆t
− C0 E[(xk − x̂k−1)x̂T

k−1]∆CT

−∆C E[x̂k−1(xk − x̂k−1)T ]CT
0 + ∆C E[x̂k−1 x̂T

k−1]∆C

(9.41)
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On notera N = E[x̂ (x − x̂)T ] et L = E[x̂ x̂T ]. Les grandeurs discrètes étant égales
aux grandeurs continues prises au même instant, on aboutit à l’équation (9.42) pour
∆M .

∆M = C0 ∆P CT
0 − C0 NT ∆CT −∆C N CT

0 + ∆C L∆CT (9.42)

Quadraticité de Tr[M−1
0 ∆M ] en ∆θ

Comme on l’a vu en (9.34) p. 126, la grandeur N ne contient pas de terme d’ordre
0 (N0 = 0). D’autre part, le terme en ∆C L∆CT est déjà d’ordre 2 (il peut donc
être considéré avec L = L0). Le calcul de ∆M ne fait donc intervenir que des termes
d’ordre 2 en ∆θ. Le résultat 11 de Tr[R−1 ∆M ] peut donc ici encore s’écrire sous la
forme ∆θT G−1

θ0
∆θ. Par conséquent, le cas A = A(θ) seul est un cas particulier du cas

où A = A(θ) et C = C(θ). Pour avoir accès au résultat numérique de (9.42), il reste à
calculer les termes N et L.

9.4.2 Calcul de N et L

On a vu lorsqu’on s’est intéressé à la dépendance de Tr[M−1
0 ∆M ] en ∆θ que l’on

pouvait écrire N sous la forme N = P12 − P . Il en est de même ici à la différence près
que le calcul de P intégrera la dépendance de C en θ. Pour ce qui est du calcul de L,
on peut écrire E[x̂ x̂T ] = E[(x− e)(x− e)T ]. En développant cette expression, on arrive
aux résultats suivants :

N = P12 − P L = P11 − P12 − P T
12 + P

= [I − I]P
[

0
I

]
= [I − I]P

[
I
−I

]
(9.43)

Le calcul de P est donc suffisant pour obtenir ∆M . Cependant, pour A ∈ Rn×n, le calcul
de P nécessite la résolution d’une équation de Lyapunov de dimension 2n × 2 n. De
plus, P comprend non seulement les termes d’ordre 2 en ∆θ mais également les termes
d’ordre supérieur qui ne sont pas nécessaires ici. Quant à L, on peut se contenter de
calculer L0 puisque ce terme est déjà en facteur de ∆C au carré. On propose alors une
autre méthode que de passer par le calcul de P pour obtenir les termes P , N et L0,
bien que le calcul de P ait, d’un point de vue théorique, le mérite de la simplicité.

On décompose l’équation de Lyapunov (9.29) sur 3 de ses 4 coordonnées (elle
est symétrique) ; sachant que la matrice A n’est pas tout à fait la même, vu que l’on
considère ∆C :

A =
[

A0 0
−∆A + Kp ∆C A0 + ∆A−Kp(C0 + ∆C)

]
(9.44)

L’équation de coordonnée (1,1) donne accès à la valeur de L0, puisque dans le
développement à l’ordre 0 de L, les termes en P12 et P21 disparaissent : P11 = L0 + P0.
L’équation de Riccati (9.16) ou (9.32) permet d’obtenir l’équation (9.45) :

A0 L0 + L0 AT
0 + K0 R KT

0 = 0 (9.45)

11. On rappelle que M−1
0 = ∆t R−1.
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On développe ensuite l’équation de coordonnée (2,1) en ne conservant que les termes
d’ordre le plus faible en ∆θ. Il s’agit ici d’une équation à l’ordre 1. Rappelons qu’à l’ordre
1, P12 = N + P0 et que N n’a pas de termes d’ordre 0. De plus P11 est en facteur de
termes d’ordre 1, et par conséquent, on pourra le remplacer par L0 + P0. Les termes
d’ordre 0 se simplifiant, on obtient :

0 = A0 P12 + [(−∆A + Kp ∆C)P11 + (A0 + ∆A−Kp(C0 + ∆C))P12]
T + Q

0 = A0 N + N(A0 −K0 C0)T − L0(∆A−K0 ∆C)T −K0 R ∆KT

(9.46)

Enfin, on développe l’équation de coordonnées (2,2) à l’ordre 2 en ∆θ, puisqu’on a
déjà démontré que les termes d’ordre 1 se simplifiaient.

0 = (−∆A + Kp ∆C)(N + P ) + (N + P )T (−∆A + Kp ∆C)T

+(A0 + ∆A−Kp(C0 + ∆C))P + P (A0 + ∆A−Kp(C0 + ∆C))T

+Kp R KT
p + Q

0 = (A0 −K0 C0)∆P + ∆P (A0 −K0 C0)T + ∆K R ∆K
−(∆A−K0 ∆C)N −NT (∆A−K0 ∆C)T

(9.47)

Pour le calcul de P, tout comme pour le calcul de L0, N et P , on ne s’est pas posé le
problème de savoir si les équations de Lyapunov et de Sylvester mises en cause ont
toujours une solution. Selon les hypothèses du problème posé en (9.1) p. 116, le calcul
de ∆M peut effectivement être mené à bout. En effet, les conditions nécessaires et
suffisantes pour que l’ensemble de ces équations aient une solution unique sont que les
matrices A0 et (A0−K0 C0) aient toutes leurs valeurs propres à partie réelle strictement
négative. (A0 −K0 C0) est stable grâce aux propriétés du filtre de Kalman, il faut et
il suffit donc que A0 soit exponentiellement stable.

Les avantages de ce dernier mode de calcul par rapport au calcul direct de P sont
les suivants :

— le calcul de P est une équation de Lyapunov de taille 2n × 2n alors que les
calculs successifs de L0, N et ∆P sont chacun de taille n× n ; certes, l’équation en
P est symétrique -on aboutit au calcul d’un même nombre de coefficients- mais les
routines numériques pour la résolution des équations de Lyapunov et Sylvester
ont des difficultés pour les ordres élevés. La décomposition en trois équations permet
donc de “digérer” une taille de problèmes plus importante.
— d’autre part, parmi les trois équations aboutissant à L0, N et P , deux seulement
doivent être résolues pour toutes les coordonnées du vecteur ∆θ ; en effet le calcul
de L0 peut être effectué une seule fois.
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9.5 Algorithme de calcul de G−1
θ0

Comme on a pu le constater à la page 120, l’information sur le comportement
de p(θ0 +∆θ|yk) est contenue dans l’expression Tr[R−1 ∆M ] qui elle-même est
une fonction quadratique de ∆θ (cela a été démontré p. 127). On peut donc
écrire, en regroupant les termes qui ne sont pas intéressants, que :

p(θ0 + ∆θ|yk) = Λ′ exp[−α ∆θT G−1
θ0

∆θ] (9.48)

où Λ′ et α sont des termes positifs, indépendants de ∆θ et donc ne contenant
aucune information. La matrice G−1

θ0
est, à elle seule, représentative du com-

portement de la gaussienne p(θ0 + ∆θ|yk). a C’est donc cette matrice, et cette
matrice seule, qui contient toute l’information sur la convergence de l’estima-
teur bayésien quand le vecteur paramétrique est supposé être au voisinage de
θ0. Il est donc indispensable de savoir calculer G−1

θ0
.

a. Il s’agit bien d’une gaussienne, puisque le terme à l’intérieur de l’exponentielle est
quadratique.

9.5.1 Procédure utilisée

Suite aux développements mathématiques des sections 9.3 et 9.4, le calcul de G−1
θ0

se fait en trois temps.
— On commence par calculer toutes les grandeurs utiles lorsque θ = θ0. Ces
dernières sont P0 calculée à partir de l’équation de Riccati (9.16) p. 121, puis
K0, ainsi que L0 calculée à partir de l’équation de Sylvester (9.45) p. 129.
— On s’attaque ensuite aux termes diagonaux de la matrice G−1

θ0
; on fait varier une

à une les coordonnées du vecteur ∆θ. C’est-à-dire pour i = 1..r on prend ∆θk=i = ε
et ∆θk 6=i = 0. On calcule ensuite Tr[R−1 ∆M ] pour le ∆θ choisi. Pour cela, on calcule
le nouveau gain de Kalman Kp selon l’équation (9.37) p. 127 afin d’en déduire ∆K,
puis les valeurs de N et ∆P selon les équations (9.46) et (9.47) p. 130, et enfin, on
obtient ∆M grâce à l’équation (9.42) p. 129. Le coefficient correspondant de G−1

θ0

est alors :

G−1
θ0

(i, i) =
Tr[R−1 ∆M ]∆θi

ε2
(9.49)

— On finit par le calcul des autres termes. Pour cela on prend ∆θk=i = ε, ∆θk=j = ε
et ∆θk 6=(i et j) = 0 puis on suit le même cheminement de calculs que précédemment.
La matrice G−1

θ0
étant une matrice symétrique, la moitié des termes seulement est

calculée. Ces termes ont pour valeurs :

G−1
θ0

(i, j) =
Tr[R−1 ∆M ]∆θij

− ε2
[
G−1

θ0
(i, i) + G−1

θ0
(j, j)

]
2 ε2

(9.50)
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9.5.2 Cas des systèmes diagonaux

Pour simplifier la lisibilité de la démonstration, on traitera le cas où seule la matrice
A est dépendante des paramètres incertains (A = A0 +∆A, C = C0). On se place dans
le cas d’un système qui est diagonal par blocs à savoir :

A = diag(A1, A2) C = diag(C1, C2)

Q = diag(Q1, Q2) R = diag(R1, R2)
(9.51)

On résout alors les différentes équations pour calculer Tr[R−1 ∆M ]. Lorsqu’on ob-
serve l’équation de Riccati (9.16) p. 121, on s’aperçoit qu’elle est vérifiée par la matrice
P0 décrite dans l’équation (9.52) où P10 est la solution de l’équation du filtre pour le
système 1 et P20 la solution pour le système 2. Or, la matrice A0 = diag(A10 , A20) est
exponentiellement stable puisque les deux matrices A10 et A20 le sont. La solution de
l’équation de Riccati est donc unique et c’est par conséquent la matrice P0. Le fait
que cette matrice P0 soit diagonale par blocs, implique que la matrice K0 l’est aussi.

P0 =
[

P10 0
0 P20

]
K0 =

[
K10 0
0 K20

]
(9.52)

Le même raisonnement conduit au fait que Kp est diagonale par blocs et logiquement
∆K aussi. En introduisant la variable 12 X = vec(x1, e1, x2, e2) on arrive à l’équation
différentielle déjà connue :

Ẋ =
[
A1 0
0 A2

]
X +

[
B1 0
0 B2

]
vec(w1, v1, w2, v2) (9.53)

La variable P = E[X XT ] vérifie donc l’équation de Lyapunov (9.54). Or la matrice
diag(P1,P2), où P1 et P2 vérifient les équations de Lyapunov (9.29) pour chaque
système, vérifie également l’équation (9.54). Par unicité de la solution, on a donc une
matrice P qui est diagonale par blocs.

0 = AP + P AT + BQBT (9.54)

P étant diagonale par blocs, ∆M l’est également. On arrive donc à la conclusion
suivante :

Tr[R−1 ∆M ] = Tr[R−1
1 ∆M1] + Tr[R−1

2 ∆M2] (9.55)

Si on dispose d’un vecteur ∆θ ordonné en deux parties tel que pour k = 1..r1,
∆A2(∆θk) = 0, et pour k = r1 + 1..r1 + r2, ∆A1(∆θk) = 0, on se retrouve alors dans
la configuration suivante :

— lorsque seul ∆A1 varie alors Tr[R−1 ∆M ] = Tr[R−1
1 ∆M1] (et réciproquement).

Si bien que G−1
θ0

(i, j) = G−1
θ01(i, j) pour i et j ∈ [1..r1].

12. L’opérateur vec produit une concaténation bout à bout de ses arguments. On obtient ici un
vecteur qui est la succession des 4 vecteurs x1, e1, x2, e2.
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— lorsque à la fois ∆A1 et ∆A2 varient, par exemple avec i ∈ [1..r1] et j ∈ [r1 +
1..r1 + r2], alors :

G−1
θ0

(i, j) =
Tr[R−1 ∆M ]∆θij

− ε2
[
G−1

θ01(i, i) + G−1
θ02(j, j)

]
2 ε2

= 0 (9.56)

On obtient alors au final le résultat (9.57) qui sera utile pour décomposer les gros
systèmes en plusieurs sous-systèmes et éventuellement réduire le nombre de calculs
lorsque l’occasion se présentera.

G−1
θ0

=
[

G−1
θ01 0
0 G−1

θ02

]
(9.57)

9.5.3 Comparaison avec l’algorithme en discret

Lorsqu’on considère directement un système discret, on aboutit à des équations
analogues pour le calcul de G−1

θ0
. Au lieu d’avoir des équations de Riccati, Lyapunov

et Sylvester de type continu, on a des équations de type discret, qui sont donc
légèrement différentes. Les résultats sont présentés ici, mais il faudra se référer à [29]
et [9] pour disposer des développements.

Le filtre de Kalman est construit à partir des équations (9.58).

K0 = P ′
0 CT M−1

0

M0 = C P ′
0 CT + R

P ′
0 = A0 P0 AT

0 + Q

P0 = (I −K0 C)P ′
0(I −K0 C)T + K0 R KT

0

(9.58)

On peut en déduire directement que ∆M = C ∆P ′CT . À noter la présence de deux
matrices P0 et P ′

0 selon que l’on considère la covariance en estimation ou en prédiction.
Bien entendu, les matrices A0 et C considérées sont celles d’un système à temps discret,
A0 étant exponentiellement stable (son rayon spectral étant strictement inférieur à 1).

Pour les équations de L0, N et ∆P ′, on obtient :

L0 = A0[L0 + K0 M0 KT
0 ]AT

0

N = A0 N(I −K0 C)T AT
0 −A0 L0 ∆AT −A0 K0 M0(∆A K0 + A0 ∆K)T

∆P ′ = A0(I −K0 C)∆P ′(I −K0 C)T AT
0 + ∆A L∆AT

+∆A N(I −K0 C)T AT
0 −A0(I −K0 C)NT ∆AT

+(A0 ∆K + ∆A K0)M0(A0 ∆K + ∆A K0)T

(9.59)

On constate donc que ces équations sont de même “nature”. Cependant, si l’on veut
appliquer ces calculs en discret pour un système continu, il faut au préalable discrétiser
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le système. On est donc obligé de choisir une période d’échantillonnage ainsi qu’une
méthode de discrétisation. Le fait de choisir telle ou telle période d’échantillonnage,
telle ou telle méthode de discrétisation conduit donc à des systèmes échantillonnés
légèrement différents et des résultats différents également. Le fait de construire G−1

θ0
en

continu, permet de s’abstenir de cette dépendance vis-à-vis de la phase de discrétisation.

9.6 Interprétation de la matrice G−1
θ0

L’identification des paramètres incertains d’un système n’est pas ici une fin en soi.
En effet l’objectif est d’utiliser les résultats de cette identification à des fins de com-
mande. Ce qui est important n’est donc pas l’outil d’identification en lui-même 13 mais
l’utilisation que l’on peut faire du résultat. Pour cela il est nécessaire de bien com-
prendre la signification de la matrice G−1

θ0
et les interprétations que l’on peut en tirer.

9.6.1 Directions de sensibilité paramétrique

La matrice G−1
θ0

permet de mesurer l’identifiabilité des composantes 14 du vecteur
paramétrique θ. En effet, la qualité de l’identification peut s’illustrer par la figure 9.2,
dans le cas où θ est un scalaire. Il est clair que si, asymptotiquement, les probabilités que
θ soit égal à θ0 ou égal à θ0 + ∆θ avec ∆θ “grand”, sont sensiblement identiques alors
l’identification est de mauvaise qualité. Les qualificatifs de “grand” et de “mauvaise”
sont bien évidemment relatifs : sur la figure 9.2, c’est la différence de l’écart entre les
probabilités p(θ0) et p(θ0 + ∆θ) qui conduit à l’utilisation d’une part du qualificatif
“bonne” (à gauche) et d’autre part du qualificatif “mauvaise” (à droite).

(b)(a)

p(θ/yk) p(θ/yk)

θ θ

θ0 θ0

p(θ0/yk)

p(θ0 + ∆θ/yk)

p(θ0/yk)
p(θ0 + ∆θ/yk)

θ0 + ∆θθ0 + ∆θ

Figure 9.2: (a) Bonne qualité de l’identification ; (b) Mauvaise qualité d’identification

Or, il existe une relation directe entre l’identifiabilité des paramètres et la sensi-
bilité du système à ces mêmes paramètres. En effet supposons qu’un paramètre ne
soit absolument pas identifiable. Ceci correspond à une gaussienne “plate”, c’est-à-dire

13. On aurait pu choisir une méthode basée sur le maximum de vraisemblance.
14. Ou des combinaisons de composantes.
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que les probabilités que θ soit égal à θ0 et que θ soit égal à θ0 + ∆θ sont identiques
(dans le cas scalaire cela correspond à une matrice G−1

θ0
nulle), autrement dit, quelle

que soit la valeur réelle de ce paramètre le vecteur de sortie y (ou yk) sera le même.
Réciproquement, plus le vecteur de sortie “change” entre deux valeurs différentes de θ,
plus le paramètre associé est identifiable. On en tire le principe suivant, déjà présenté
dans la partie introductive, et qui constitue le point de départ pour l’utilisation de la
méthode :

— plus un paramètre est identifiable, plus le système, d’un point de vue entrée-
sortie, est sensible aux variations de ce paramètre ;
— moins le système est sensible aux variations d’un paramètre, moins ce paramètre
est identifiable.
Lorsqu’on se trouve dans le cas d’un vecteur θ de dimension r, on a alors plusieurs

directions de sensibilités différentes. Une décomposition en vecteurs propres de la ma-
trice G−1

θ0
permet de visualiser les directions principales. Si λm (resp.λM ) désigne la plus

petite (resp. la plus grande) valeur propre de G−1
θ0

et θm (resp. θM ) le vecteur propre
unitaire associé, on obtient les deux relations suivantes, lorsqu’on choisit ∆θ = γ θm

d’une part, et ∆θ = γ θM d’autre part :

p(θ0 + γθm|yk) = Λ′ exp
[
−α λm γ2

]
p(θ0 + γθM |yk) = Λ′ exp

[
−α λM γ2

] (9.60)

La première équation, lorsqu’on considère la plus petite valeur propre est un cas typique
de (b) sur la figure 9.2 ; la seconde, quant à elle, représente bien le cas (a). Si on considère
une direction paramétrique unitaire donnée θd, alors on peut décomposer ce vecteur sur
la base des vecteurs propres unitaires (θi

v)i=1..r : θd =
∑r

i=1 βi θ
i
v sachant que la somme

des β2
i est égale à 1. La densité de probabilité dans cette direction se formule comme

suit :

p(θ0 + γθd|yk) = Λ′ exp

[
−α (

r∑
i=1

βi λi) γ2

]
(9.61)

Le plus petit inverse de la covariance est donné pour βi=m = 1 et le plus grand pour
βi=M = 1, les autres βi étant nuls bien entendu. On peut résumer les différentes situa-
tions dans le tableau 9.2.

Il existe d’autres mesures de l’identifiabilité des paramètres incertains. Si on considère
le vecteur ∆θ dans son ensemble, et non par une décomposition selon les direction pa-
ramétriques, alors l’identifiabilité de l’ensemble des paramètres peut se mesurer essen-
tiellement au travers de deux grandeurs :

— le déterminant de G−1
θ0

qui est directement lié au volume de l’hyper-ellipsöıde
d’incertitude. Cette mesure ayant l’inconvénient principal d’être nulle dès qu’une
direction n’est pas identifiable.
— la trace de G−1

θ0
qui peut être interprétée comme la variance moyenne des pa-

ramètres.
Par la suite, seules les directions particulières seront étudiées, car le critère global
d’identifiabilité n’a que peu d’utilité dans le réglage d’un correcteur.
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θm : direction
- de sensibilité minimale
- la moins identifiable
- donnée par le vecteur propre associé
à la plus petite valeur propre λm de G−1

θ0

θM : direction
- de sensibilité maximale
- la plus identifiable
- donnée par le vecteur propre associé
à la plus grande valeur propre λM de G−1

θ0

Table 9.2: Directions de sensibilité

9.6.2 Lien avec la robustesse

Le concept de robustesse est lié à l’aspect de commande en boucle fermée. On
introduit par conséquent un correcteur qui agit par retour dynamique de sortie. Les
équations de départ sont données en (9.62). La matrice A du système est toujours la
seule comprenant des paramètres incertains.{

ẋ = A(θ) x + B u
y = C x{
ẋc = Ac xc + Bc y
u = Cc xc + Dc y

(9.62)

En reconstituant la boucle fermée de cet ensemble système/correcteur, on en déduit
la représentation d’état (9.63). On notera par la suite Acl la matrice d’évolution du
système en boucle fermée.

[
ẋ
ẋc

]
=

[
A(θ) + B Dc C B Cc

Bc C Ac

] [
x
xc

]
y = [C 0]

[
x
xc

] (9.63)

La matrice Acl est la seule à dépendre des paramètres incertains. On peut par conséquent
appliquer l’identification paramétrique sur le système (9.63). Dans cette optique de com-
mande, la trace de G−1

θ0
est une mesure de robustesse aux incertitudes paramétriques.

Pour s’en persuader, on suppose que le vecteur paramétrique θ est un scalaire, et que
l’on dispose de deux correcteurs différents. Si, pour le premier correcteur le paramètre
θ est moins identifiable que pour le second correcteur, alors le premier correcteur est
plus robuste aux variations de θ -i.e. la sortie sera moins sensible à ces variations-.

On conclut que :
— θm -direction de sensibilité minimale- correspond également à la direction de
robustesse maximale dans le cas d’un système bouclé ;
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— θM -direction de sensibilité maximale- correspond également à la direction de
robustesse minimale dans le cas d’un système bouclé.
Cette conclusion a permis la création d’une méthode d’analyse de robustesse en

stabilité [10], ainsi qu’une méthode de synthèse et de désensibilisation aux variations
paramétriques [26].

9.7 Conclusion

Le but de ce chapitre a été de mettre en évidence les différents liens existant entre
la qualité de l’identification bayésienne, la sensibilité paramétrique et la robustesse pa-
ramétrique. Pour cela, on a étudié la loi de probabilité p(θ|yk) où θ représente un vecteur
paramétrique incertain appartenant à un système linéaire exponentiellement stable et
où yk représente le vecteur de sortie jusqu’à l’instant k. Il apparâıt que cette loi de pro-
babilité obéit en régime asymptotique à une loi gaussienne dont la matrice de covariance
G−1

θ0
est calculée à partir d’un ensemble d’équations de Lyapunov et de Sylvester.

Le cas continu a été traité afin de s’affranchir des problèmes de discrétisation.
L’interprétation de cette matrice de covariance est riche de conséquences. C’est

en effet G−1
θ0

qui permet de quantifier la qualité de l’identification bayésienne d’un pa-
ramètre ou d’une combinaison de paramètres. Par conséquent, cette matrice constituera
le point de départ pour l’analyse de sensibilité paramétrique, des directions particulières
se matérialisant par les vecteurs propres.

À présent, si l’on revient à la problématique d’ajustement de correcteur, le pre-
mier problème va consister à choisir un ensemble pertinent de paramètres qui seront
considérés comme des paramètres incertains. L’analyse des directions issues de G−1

θ0

donnera alors des relations entre les différents paramètres choisis. C’est ce qui va être
étudié dans ce qui suit.
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Chapitre 10

Analyse d’un ajustement d’une
loi de commande

10.1 Introduction

Le parallèle entre la qualité de l’identification et la sensibilité paramétrique constitue
la clé de l’analyse d’ajustement de loi de commande grâce à la méthode bayésienne.
La matrice de covariance G−1

θ0
apporte des renseignements précieux sur les différentes

composantes du vecteur paramétrique θ.
La direction de sensibilité minimale est ici un concept primordial. En effet, il se

trouve que c’est le long de ce vecteur paramétrique θm que le système considéré a
les plus faibles variations de son comportement entrée/sortie. En séparant en deux
parties les composantes du vecteur paramétrique θ = (θ1; θ2) on peut donc conclure
que, localement, la variation de θ1 = θ1

m compense la variation de θ2 = θ2
m. C’est cette

compensation qui a conduit à composer le vecteur paramétrique θ de deux familles
distinctes de paramètres :

— d’une part des paramètres de réglage du correcteur ;
— d’autre part, des caractéristiques modales que l’on veut régler.

Bien évidemment, il ne s’agit pas en réalité de paramètres incertains, mais ils seront
traités comme tels dans le cadre d’un ajustement précis d’une loi de commande, puis-
qu’on ne sait pas a priori de combien il faut faire varier les paramètres du correcteur
pour obtenir le résultat escompté.

10.2 Paramètres du correcteur

Le modèle que l’on utilise à présent est un modèle en boucle fermée -tout comme
pour l’analyse de la robustesse- puisque le fait de s’intéresser à l’ajustement de lois de
commande nécessite la présence d’un correcteur. À la différence des équations (9.62),
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ce n’est plus le système qui contient les paramètres incertains, mais le correcteur :{
ẋ = A x + B u
y = C x{

ẋc = Ac(θ) xc + Bc(θ) y
u = Cc(θ) xc + Dc(θ) y

(10.1)

On remarquera que le système étudié ne comprend pas de transmission directe. Cepen-
dant, cette hypothèse n’est absolument pas restrictive : le choix a uniquement été fait
par souci de clarté. Si on veut garder une structure identique en présence de transmis-
sion directe, on peut l’intégrer dans le correcteur comme présenté sur la figure 10.1.

i

ii
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u

Correcteur incluant D

R
A

C

Dc

Cc

R
Ac

Figure 10.1: Transmission directe intégrée au correcteur

Évidemment toutes les matrices du correcteur ne dépendent pas nécessairement de
θ. Cela est lié à l’ajustement que l’on effectue. Lorsqu’on calcule la boucle fermée de ce
système, on arrive alors au système augmenté suivant :

[
ẋ
ẋc

]
=

[
A + B Dc(θ) C B Cc(θ)

Bc(θ) C Ac(θ)

] [
x
xc

]
y = [C 0]

[
x
xc

] (10.2)

On est alors en présence d’un système où les matrices d’évolution et d’observation
dépendent de θ : Acl = Acl(θ), Ccl = Ccl(θ). Même si la relation en θ n’est pas linéaire,
cela n’a que peu d’importance puisque localement, on peut faire un développement
limité à l’ordre 1 en ∆θ.

La structure du correcteur utilisée ici est une représentation d’état. Il est clair que
cela ne sera pas toujours le cas. En effet, lorsqu’on évalue la pertinence d’un ajustement,
il se trouve que le correcteur utilisé est déjà sous une structure fixée. Le fait d’utiliser
une forme particulière peut permettre de diminuer le nombre des paramètres incertains.

140
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10.2.1 Structure estimation/retour d’état

La structure estimation-retour d’état a déjà été présentée dans la partie I de ce
mémoire au chapitre 2. Elle peut être particulièrement efficace pour réduire le nombre de
paramètres incertains pour un ajustement particulier [3]. Par exemple, la modification
de quelques gains de la matrice Kc du retour d’état -cf. figure 10.2- peut suffire à
modifier les caractéristiques modales de la boucle fermée (pulsation ou amortissement
de modes du système) [2].

On présente ici l’introduction des paramètres incertains lors de la modification du
gain de retour d’état. Cependant, le fait de ne considérer que le retour d’état n’est
pas restrictif. En effet, de la même façon, on pourrait décider de modifier uniquement
le gain d’estimation Kf ou le paramètre de Youla Q(s), statique ou dynamique, ou
plusieurs de ces gains simultanément.

gg g

g
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-

-
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?

��
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6
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A

C

C0

B

Kf

A0

Kc

NkMk

x̂

x y ŷue

Paramètre de Youla

Système

Estimateur

wKc zKc

Q(s)

B0

Figure 10.2: Mise en évidence des paramètres incertains liés à la modification de Kc

Il convient de noter quelques points importants sur la structure de la figure 10.2.
Tout d’abord, les matrices A0, B0, C0 ne correspondent pas aux matrices d’évolution, de
commande et d’observation du correcteur sous sa forme de représentation d’état, comme
sur la figure 10.1. En effet, ces matrices peuvent correspondre à la représentation d’état
du système (A, B, C) lorsque le correcteur est du même ordre que le système. Il va
de soi que lorsque le système est d’ordre supérieur au correcteur, cette représentation
ne permet pas d’obtenir une estimation complète des modes du système ; auquel cas,
la représentation A0, B0, C0 sera souvent une réduction de la représentation A, B, C
(ceci à déjà été précisé dans le chapitre 2).

On note la présence sur ce schéma d’une entrée et d’une sortie supplémentaires
notées : wKc et zKc . C’est précisément à cet endroit qu’agira le vecteur paramétrique
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∆θ :
wKc = diag(∆θ) zKc

∆Kc = Mk diag(∆θ) Nk

(10.3)

La composition des matrices Mk et Nk dépend à la fois des dimensions de la matrice
de retour d’état Kc et de l’ajustement auquel on procède. Un exemple simple permet
d’illustrer cela. Considérons que la matrice ∆Kc soit la suivante :

∆Kc =
[
−0.15 1.5 0 0
−0.3 0 0 0

]
(10.4)

En considérant que ∆θ1 = ∆Kc(1, 1), ∆θ2 = ∆Kc(2, 1), et ∆θ3 = ∆Kc(2, 1) sont des
paramètres indépendants, on obtient alors les matrices Mk et Nk de l’équation (10.5),
ce qui vérifie la seconde équation de (10.3).

Mk =
[

1 0 1
0 1 0

]
Nk =

 1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

 (10.5)

10.2.2 Mise sous forme LFT

Finalement, la figure 10.2 et l’équation (10.3) conduisent à l’utilisation d’une forme
standard, appelée encore forme M−∆ ou LFT 1, pour la modélisation des incertitudes,
les entrées exogènes étant constituées des wKc et les sorties exogènes des zKc . On aboutit
donc à une formulation présentée en figure 10.3 où y = Fu(M(s),diag(∆θ))u, qui est
une formulation classique des systèmes incertains sous forme M−∆, où la perturbation
est structurée. Le système M(s) est la boucle fermée du système en son point nominal
(voir figure 10.2).

-

��

�
M(s)y u

zKc wKc

diag(∆θ)

Figure 10.3: Formulation standard d’un système incertain

Le système M(s), qui regroupe la dynamique de la boucle fermée, peut s’exprimer
également sous la forme d’une représentation d’état. Par rapport à la représentation
d’état nominale de la boucle fermée, cette représentation comporte un nombre d’entrées
augmenté de la taille de wKc et un nombre de sorties augmenté de la taille de zKc ;
pour cette raison, on donnera à M(s) l’appellation de “système augmenté”, même si le
nombre de pôles reste le même.

1. Linear Fractional Transformation
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10.3 Caractéristiques modales

Le système issu de la transformation Fu(M(s),diag(∆θ)) comprend les variations
du correcteur. Lors de l’analyse de la pertinence d’une action de certains gains du
correcteur sur le comportement du système, le vecteur paramétrique ∆θ du correcteur
sera souvent un scalaire. En effet, même si l’ajustement concerne plusieurs gains du
correcteur, ces gains seront modifiés selon une direction -au sens d’un vecteur- déjà
déterminée, seule la norme dans cette direction constituera le paramètre incertain.
Cependant, les modifications que l’on souhaite apporter sur les caractéristiques de la
boucle fermée du système sont parfois en nombre supérieur. Par exemple si l’on souhaite,
grâce à un réglage de correcteur scalaire -de type potentiométrique, ne faisant intervenir
qu’un seul paramètre-, modifier à la fois la pulsation d’un mode et l’amortissement d’un
autre, alors les modifications à considérer seront au nombre de 2. Pour pouvoir faire
une analyse en compensation, il faut donc intégrer les caractéristiques à modifier dans
le vecteur des paramètres incertains.

10.3.1 Mise en évidence du vecteur paramétrique reflétant les varia-
tions modales

En ce qui concerne les caractéristiques de type modal (pulsations, amortissements),
on utilise également la formulation M − ∆. L’action de modifier une pulsation ou
un amortissement agit alors directement sur la matrice d’évolution Acl de M(s). On
modélise cela de la façon décrite par la figure 10.4.

i
-

-
- - -

�

6

-

?

- -

-

-
Bcl Ccl

R

Mcm Ncm

wKc

e

wcm

y

zKc

zcm

Système augmenté

Acl

Figure 10.4: Mise en évidence de paramètres incertains liés aux modifications modales
souhaitées

On a supposé sur ce schéma que les variations du correcteur étaient focalisées sur
le gain de retour d’état Kc. Il est clair qu’on aurait pu présenter la même chose avec
les autres matrices, voire plusieurs matrices simultanément. Quant aux matrices Mcm

et Ncm
2, elles sont construites exactement comme on a construit Mk et Nk :

wcm = diag(∆θ) zcm

∆Acl = Mcm diag(∆θ)Ncm

(10.6)

2. L’indice cm correspond à “caractéristiques modales”.
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Notons que le θ considéré ici n’est pas le même que celui de l’équation (10.3) p. 142.
Comme par la suite ces deux types de paramètres figureront dans ∆θ, on les distinguera
de cette manière :

— le(s) paramètre(s) de type modal (modaux) qui est (sont) sensé(s) représenter le
résultat du réglage, c’est-à-dire les variations voulues de la dynamique du système,
sera (seront) regroupé(s) dans θcm ;
— le(s) paramètre(s) du correcteur qui fait (font) l’objet du réglage sera (seront)
regroupé(s) dans θk.

10.3.2 Modélisation des variations modales

Afin que la variation ∆θcm ait l’effet désiré sur le système M(s), il faut déterminer
les matrices Mcm et Ncm. On distinguera deux cas, selon que l’on s’intéresse à une
pulsation, ou selon que l’on s’intéresse à un amortissement. On peut remarquer que pour
un mode complexe conjugué, le découpage en pulsation/amortissement est arbitraire,
on aurait pu choisir tout aussi bien un découpage partie imaginaire/partie réelle. Malgré
tout, les variables pulsation et surtout amortissement semblent être plus intéressantes
d’un point de vue ajustement de loi de commande.

Variation d’amortissement

Pour modéliser des variations d’amortissement, il faut choisir en premier lieu si l’on
considère des variations relatives, du type ξ = ξ0(1+δξ), ou additives, du type ξ = ξ0 +
δξ. Ensuite, le système doit être mis sous forme LFT comme indiqué par les équations
(10.6). Lors de cette mise en forme, il se peut que certains paramètres apparaissent de
façon répétée dans le vecteur paramétrique. Afin de minimiser le nombre de variables
utilisées, on choisira la formulation LFT minimale. Dans le cas de l’amortissement d’un
mode complexe, la formulation ne fait intervenir qu’une seule fois le paramètre δξ.

Dans les exemples qui seront présentés ultérieurement, il a semblé judicieux d’utiliser
des incertitudes de type relatif. C’est donc ce cas qui sera étudié ici. Le système M(s)
auquel on s’intéresse est considéré sous sa forme de représentation d’état dans une base
bloc diagonale réelle afin de pouvoir distinguer les différents modes. On notera Ai, Bi,
Ci les blocs élémentaires associés au mode complexe numéro i :

Ai =
[

0 1
−ω2

i −2 ξi ωi

]
Bi =

[
B1

i

B2
i

]
Ci =

[
C1

i C2
i

]
(10.7)

À partir de cette représentation, on exprime les correspondances entre les termes
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∆Ai, Mi, Ni et δξi :

∆Ai =
[

0 0
0 −2 ξ0i δξiωi

]
∆Ai = Mi δξi Ni

Mi =
[

0
1

]
Ni = [0 − 2 ξ0i ωi]

(10.8)

En introduisant la sortie fictive zcmi et l’entrée fictive wcmi ainsi que la relation
wcmi = δξi zcmi , on arrive finalement à la représentation M −∆ de l’équation (10.9).

...

...
ẋ1

i

ẋ2
i
...
...

zcmi

y


=



. . .
...

...
. . . 0

...
0 1 0 B1

i

−ω2
i −2 ξ0i ωi 1 B2

i
. . . 0

...
. . .

...
...

. . . 0 0 −2 ξ0i ωi 0 . . . 0 0

. . . . . . C1
i C2

i . . . . . . 0 0





...

...
x1

i

x2
i
...
...

wcmi

e


(10.9)

Variation de pulsation

La modélisation se fait ici de la même façon. On choisit toujours d’exprimer les
variations relatives δωi sur la pulsation des modes complexes. On obtient alors la mise
sous forme M − ∆ de l’équation (10.10). La relation entre la sortie et l’entrée fictive
étant la suivante : wcmi = δωi zcmi .
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...
ẋ1

i

ẋ2
i
...
...

zcmi

y


=



. . .
...

...
. . . 0

...
0 1 0 B1

i

−ω2
0i
−2 ξi ω0i 1 B2

i
. . . 0

...
. . .

...
...

. . . 0 −2 ω2
0i
−2 ξi ω0i 0 . . . 0 0

. . . . . . C1
i C2

i . . . . . . 0 0





...

...
x1

i

x2
i
...
...

wcmi

e


(10.10)

Pour obtenir cette modélisation des incertitudes au premier ordre, on a supposé
que δωi � 1. En effet, si tel n’est pas le cas, alors cette modélisation est fausse à
cause du terme quadratique en δωi qui est normalement présent -ce terme n’étant
plus négligeable-. Dans ce cas, si on désire tout de même une modélisation exacte de
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l’incertitude, il faut utiliser un ∆ de rang deux, avec le paramètre δωi répété. Apparâıt
alors une transmission directe entre les entrées et les sorties fictives. La forme M −∆
résultante est présentée dans (10.11) avec : wcmi = δωi zcmi et w′

cmi
= δωi z

′
cmi

.


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i

ẋ2
i
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zcmi

z′cmi

y


=



. . .
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0 1 0 0 B1
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−ω2
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i
. . . 0 0
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. . .
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. . . 0 −2 ω2

0i
−2 ξi ω0i 0 . . . 0 1 0

. . . 0 −ω2
0i

0 0 . . . 0 0 0
. . . . . . C1

i C2
i . . . . . . 0 0 0




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x1

i

x2
i
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wcmi

w′
cmi

e


(10.11)

Cette représentation fait donc intervenir une matrice de transmission directe, mais
a l’avantage de rester dans la base bloc diagonale réelle choisie initialement. Ce n’est
cependant pas la seule représentation possible.

Variations simultanées

Lorsqu’on fait varier simultanément la pulsation et l’amortissement d’un mode, non
seulement il y a des termes en δω2 mais aussi des termes croisés en δω δξ. Ces derniers
font apparâıtre un second terme non nul dans la transmission directe. La représentation
n’est donc pas la simple concaténation des deux représentations précédentes. L’équation
(10.12) donne le résultat avec la prise en compte des termes croisés, avec : wcmi =
δξi zcmi , w′

cmi
= δωi z

′
cmi

et w′′
cmi

= δωi z
′′
cmi

. On remarquera que la dimension du
vecteur paramétrique reste cependant la même (3 : 1 pour δξ, 2 pour δω en terme
répété).
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=
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(10.12)
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10.3.3 Récapitulatif

La mise en forme du problème s’effectue donc de la façon suivante :

— parmi l’ensemble des gains qui définissent le correcteur, on en choisit une partie
(ou l’intégralité) pour laquelle on veut étudier l’influence sur certaines caractéristiques
modales. Les variations de ces gains sont généralement mises sous forme LFT pour
faciliter la suite de l’analyse ;
— le système en boucle fermée augmenté du nombre d’entrées et de sortie égal au
nombre de variables du correcteur est mis sous forme de représentation d’état -Acl,
Bcl, Ccl- dans une base bloc diagonale réelle ;
— on augmente alors le système d’entrées et de sorties fictives qui permettent
la modélisation des incertitudes sur les modes de la boucle fermée -pulsations,
amortissement- ; cette formulation est exprimée par l’équation (10.12) ;
— on dispose finalement d’une formulation LFT de l’ensemble des paramètres incer-
tains, faisant apparâıtre, d’une part les variations ∆θk des variables du correcteur,
d’autre part les variations ∆θcm des caractéristiques modales de la boucle fermée
supposées varier à cause de ∆θk. La figure 10.5 synthétise ces deux derniers points.

h
h

-
- - -

�
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-

-

- ?

-

?-

�

�

-

Bcl Ccl

R
Mcm

Dcm

Ncm
wcm zcm

zKcwKc

e y

M(s)

∆

Acl

diag(∆θcm, ∆θk)

Figure 10.5: Forme M −∆ finale

Dans la forme M −∆ de la figure 10.5, certains des paramètres de ∆θcm peuvent
être sous forme répétée. Lors du calcul de G−1

θ0
, on s’arrange pour lever cette répétition.

De plus, le calcul de G−1
θ0

supporte des systèmes incertains non linéaires en ∆θ, et
la représentation sous forme LFT n’est pas obligatoire. Par conséquent, la répétition
d’éventuels paramètres de ∆θcm n’apparâıt pas dans G−1

θ0
.
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10.4 Critères d’analyse

Le calcul de G−1
θ0

s’effectue selon les explications de la page 131. Ce n’est qu’une fois
le calcul effectué que l’on distingue les deux types de variations paramétriques. Afin de
déterminer des critères quantitatifs permettant de juger de la pertinence de tel ou tel
ajustement, nous nous appuierons sur les résultats donnés par un exemple trivial.

10.4.1 Conditionnement, direction d’insensibilité de G−1
θ0

Le système utilisé est d’ordre 2, comprenant une unique paire de pôles complexes
conjugués. Le correcteur initial est nul, et on se propose par un retour d’état statique
de modifier l’amortissement du mode. La boucle fermée nominale et la boucle ouverte
étant identiques, on déduit facilement la formulation LFT qui permet de prendre en
compte la variation du correcteur. Cette représentation est illustrée par la figure 10.6.

h h- -- -
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e yR»
0
1

– »
1 0
0 1

–

ˆ
0 −2 ξ ω

˜
∆θk

»
0 1

−ω2 −2 ξ ω

–

Figure 10.6: Ajustement de la variable “amortissement” sur un système du second
ordre

Le calcul de la boucle fermée de ce système, lorsque ∆θk est différent de 0, donne
la matrice d’évolution suivante :

Acl =
[

0 1
−ω2 −2 ξ ω(1 + ∆θk)

]
(10.13)

On introduit alors les deux types de variations modales en δξ = ∆θcm
1 et en δω =

∆θcm
2 . On se placera ici dans le cadre de variations locales, si bien que δω � 1 et δξ � 1,

on pourra donc utiliser la représentation de l’équation (10.10) qui évite d’introduire une
répétition du terme en ∆θcm

2 . Le terme croisé en δξ δω n’est pas non plus pris en compte.
Ce qui simplifie le schéma. La forme LFT finale est représentée par la figure 10.7.

On procède à présent au calcul de G−1
θ0

, en prenant comme variables : ω = 3rd/s et
ξ = 0.5. Il faut également choisir les matrices de covariance de bruits d’état Q, et de
bruits de mesure R que l’on utilisera pour l’identification. Pour cela, on choisit deux
matrices identité 3.

Note : Il est important de ne pas perdre à l’esprit que le paramètre ∆θk correspond à
une variation physique et réelle du correcteur. Il sera matérialisé par un potentiomètre

3. on verra par la suite que ce choix n’est pas nécessairement le meilleur.
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Figure 10.7: Forme LFT finale pour le système du second ordre

de réglage, alors que les variations ∆θcm ne sont que des variations fictives uniquement
destinées à permettre une évaluation de ∆θk.

La matrice G−1
θ0

que l’on obtient est la suivante :

G−1
θ0

=

 0.36 −0.24 0.36
−0.24 0.58 −0.24

0.36 −0.24 0.36

 (10.14)

On tire de cette matrice plusieurs conclusions :
— G−1

θ0
comporte une direction d’insensibilité : il existe une valeur propre nulle. Le

vecteur propre associé à cette direction est le suivant : ∆θm = [−
√

2
2 0

√
2

2 ], cela
signifie que l’action du potentiomètre ∆θk peut être parfaitement contrebalancée
par un déplacement fictif de l’amortissement en sens inverse. Lorsqu’on supprime
les variations fictives, en ne conservant que la variation en ∆θk, on obtient donc une
variation d’amortissement sur le système considéré.
— Si on observe la matrice G−1

θ0
([1, 3], [1, 3]), en ne considérant que les variations δξ

et ∆θk, on constate que la direction d’insensibilité est conservée, et possède le même
vecteur propre. On peut donc dire que la présence d’une direction d’insensibilité,
faisant intervenir une coordonnée en ∆θk non nulle, donne une indication exacte de
l’action du potentiomètre.
— Malheureusement lorsqu’on considère les autres directions, on a des difficultés
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pour indiquer l’action du potentiomètre. En effet, la considération de la matrice
G−1

θ0
([2, 3], [2, 3]), où seuls varient δω et ∆θk, n’indique pas de direction d’insensibi-

lité. On peut donc affirmer que le potentiomètre n’agit pas exclusivement sur δω ;
mais quelle est son action sur δω ? Certes on sait que son action est nulle, mais la
lecture sur la matrice n’est pas simple.
— Plus inquiétante est la considération de G−1

θ0
([1, 2], [1, 2]). Les termes croisés

signifient qu’il existe une relation liant δω à δξ. Or ces deux variations, δω et δξ
devraient être indépendantes ; c’est-à-dire, les vecteurs propres associés devraient
être égaux à [1 0] et [0 1].

Le critère primordial d’analyse est donc la présence ou non d’une direction d’insensi-
bilité, ou de quasi-insensibilité. Le conditionnement de G−1

θ0
est donc une information

utile, même si elle n’est pas très précise :
— plus le conditionnement de G−1

θ0
est élevé, plus la direction de sensibilité minimale

a du sens ;
— moins il est élevé, moins les variables considérées dans ∆θcm ont de rapport avec
l’action de ∆θk.

10.4.2 Paramétrisation de l’identification

On remet ici en cause le choix de R et de Q qui a été fait précédemment. Plutôt
que de prendre deux matrices identité, on choisit cette fois :

R = I Q =
[

1 0
0 0

]
On calcule alors G−1

θ0
pour voir si on obtiendrait éventuellement des différences d’in-

terprétation. Ce calcul nous donne la matrice suivante :

G−1
θ0

=

 0.33 −0.26 0.33
−0.26 0.62 −0.26

0.33 −0.26 0.33

 (10.15)

On constate que la différence avec la matrice G−1
θ0

obtenue en (10.14) n’est pas suffisante
pour aboutir à une différence d’interprétation. On teste alors d’autres configurations
de Q et R afin de se faire une idée plus précise. Avec :

R = I Q =
[

0 0
0 1

]
on obtient une matrice G−1

θ0
qui a une allure totalement différente. Cependant, la direc-

tion de sensibilité nulle reste la même. Il y a toujours un couplage entre les variables
δξ et δω, par conséquent, les interprétations restent délicates.

G−1
θ0

=

 0.012 0.013 0.012
0.013 0.026 0.013
0.012 0.013 0.012

 (10.16)
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Maintenant, si l’on additionne les deux matrices G−1
θ0

obtenues en (10.15) et (10.16)
avec des coefficients bien choisis, on obtient des termes de G−1

θ0
de coordonnées (1,2)

et (2,1) nuls. Malheureusement, la relation qui lie Q aux termes croisés en (1,2) et
(2,1) n’est pas linéaire. Un algorithme d’optimisation classique, permet de trouver une
matrice Q qui donne des termes croisés nuls. Cette matrice est la suivante :

Q =
[

1 0
0 8.375

]
On obtient alors la matrice G−1

θ0
de l’équation (10.17). Les termes croisés sont effective-

ment nuls. Ceci signifie très clairement qu’une variation d’amortissement ne peut pas
être compensée par une variation de pulsation du point de vue du processus d’identi-
fication. C’est justement ce que l’on souhaite pour quantifier plus précisément l’action
d’un ajustement.

G−1
θ0

=

 0.56 0 0.56
0 0.66 0

0.56 0 0.56

 (10.17)

On a vu page 132 que, dans le cas où A est une matrice bloc diagonale réelle, et où
∆A est aussi bloc diagonale réelle, alors G−1

θ0
est également bloc diagonale et chacun des

blocs peut être déterminé par les matrices A, R, Q, ∆A etc. qui lui correspondent. Par
conséquent, quand on se trouve en présence d’un système complexe, on peut affirmer
qu’au niveau des résultats de l’identification des différents paramètres δω et δξ, il n’y a
pas d’interaction entre les différents modes. Il existe cependant une interaction au sein
même d’un mode complexe conjugué entre δω et δξ. Il serait donc intéressant de trouver
pour chaque sous-bloc d’ordre 2, un ensemble de paramètres Q et R qui permettent
d’obtenir pour le bloc correspondant de G−1

θ0
une matrice diagonale.

Nous venons de voir que les équations qui lient Q et R à G−1
θ0

ne sont pas linéaires et
la solution analytique n’a pas été trouvée. Par conséquent, il a été utilisé un algorithme
d’optimisation. Malheureusement, l’algorithme ne converge pas toujours, il semble donc
qu’il faille trouver une autre solution que celle basée sur le réglage de R et Q. Pour
cette raison, nous allons nous intéresser à d’autres critères, plus ou moins explicatifs
des phénomènes observés. Pour juger au mieux la pertinence d’un ajustement, il nous
faut obtenir un critère quantitatif qui évite des couplages entre les paramètres modaux
pour la définition des directions d’insensibilité.

10.4.3 Critère quantitatif

Supposons une direction donnée, ∆θ, dans l’espace paramétrique complet, alors
la quantité ∆θT G−1

θ0
∆θ = 1

σ définit la qualité de l’identification bayésienne le long
de cette direction, et par conséquent la sensibilité du système lorsqu’on se déplace le
long de cette direction. En effet, la loi de probabilité correspondante est donnée par la
relation (10.18).

p(θ0 + γ ∆θ|yk) = Λ′ exp[−α
γ2

σ
] (10.18)
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Cette grandeur, ∆θT G−1
θ0

∆θ = 1
σ constitue donc un critère. Afin de pouvoir utiliser

cette quantité, on sépare dans le critère les différentes parties, issues soit des paramètres
du correcteur, soit des caractéristiques modales fictives du système. Ce qui donne la
relation suivante :

1
σ

=
[

∆θcm T ∆θk T
] [

G11 G12

GT
12 G22

] [
∆θcm

∆θk

]
= ∆θcm T G11 ∆θcm + 2 ∆θcm T G12 ∆θk + ∆θk T G22 ∆θk

(10.19)

Pour connâıtre les différents effets d’un ajustement donné suivant une direction ∆θk,
on introduit les paramètres modaux fictifs qui sont sensés varier grâce à cet ajustement,
et on compile la matrice G−1

θ0
. On cherche ensuite à minimiser le critère (10.19), avec le

vecteur ∆θk fixé et égal à la direction donnée pour l’ajustement, en fonction de ∆θcm.
Le vecteur ∆θcm ∗ correspond alors à la valeur optimale de ∆θcm pour laquelle le critère
1
σ est minimal.

En dérivant l’équation (10.19) par rapport à ∆θcm, et en se plaçant à l’extremum
du critère -extremum qui correspond à un minimum puisque la matrice G−1

θ0
est définie

positive-, on obtient la valeur de ∆θcm ∗, ainsi que la valeur du critère correspondant :

∂ 1
σ

∂∆θcm
= 0 ⇔

∆θcm ∗ = −G−1
11 G12 ∆θk

1
σ∗

= ∆θk T [G22 −GT
12 G−1

11 G12]∆θk

(10.20)

Ce résultat amène deux constats :
— l’effet d’une variation de ∆θcm ∗ et l’action de ∆θk se compensent mutuellement.
Dès lors, une action sur ∆θk provoque une modification des pôles semblable à celle
que provoquerait une variation de ∆θcm égale à −∆θcm ∗.
— la comparaison du critère initial : 1

σinit (pour ∆θcm = 0) et du critère à l’optimal :
1
σ∗ donne une indication de fiabilité sur la direction ∆θcm ∗. Pour mesurer cette
notion de fiabilité, on utilise la grandeur suivante Tcf , nommée taux de confiance :

Tcf = 1− σinit

σ∗
(10.21)

Lorsqu’il est égal à 1, cela signifie que le critère final est nul, et que la direction ∆θ
est une direction de sensibilité nulle. Plus ce taux de confiance est proche de 0, et
moins le vecteur ∆θcm ∗ n’aura d’action sur le critère.

Exemple de la page 149

Pour illustrer ce fait, on considère de nouveau la matrice G−1
θ0

de la page 149 (10.14).
Les deux matrices G−1

θ0
([2, 3], [2, 3]) et G−1

θ0
([1, 3], [1, 3]) qui en sont issues conduisent à

deux taux de confiance très différents :
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— dans le premier cas -le correcteur agit sur l’amortissement du mode et le seul
paramètre fictif utilisé est la pulsation du mode- on obtient ∆θcm ∗ = δω∗ = 0.41 ∆θk

avec un taux de confiance Tcf = 0.27. Ce taux de confiance indique que le paramètre
∆θcm choisi, δω en l’occurrence, est très peu représentatif de l’action de ∆θk, le
vecteur de compensation ∆θcm ∗ n’est donc pas fiable. Ce qui se passe est représenté
schématiquement sur la figure 10.8 en (a). Cette figure illustre où le pôle du système
se déplace lorsqu’on applique successivement les ajustements ∆θk et ∆θcm ∗ ; on
constate que le pôle est loin de sa position initiale.
— dans le second cas, on obtient ∆θcm ∗ = δξ = −∆θk avec un taux de confiance
Tcf = 1. Le paramètre fictif, δξ, que l’on avait décidé d’introduire pour le calcul
de G−1

θ0
est donc parfaitement représentatif de l’action de ∆θk. De plus lorsqu’on

donne à ∆θk une valeur de x%, on sait que l’amortissement du pôle varie lui aussi
de x%. 4 La figure 10.8 (b) illustre le fait que ∆θcm ∗ ramène le système dans sa
position initiale.

(a) (b)

∆θk
∆θk

∆θcm ∗
∆θcm ∗

Figure 10.8: (a) Mauvais taux de confiance ; (b) Taux de confiance unitaire

Si on considère maintenant G−1
θ0

dans son ensemble, on trouve Tcf = 1 avec δω∗ = 0
et δξ∗ = −∆θk. On peut conclure, dans ce cas, qu’une variation de ∆θk fait varier
l’amortissement du pôle de la même quantité, et uniquement l’amortissement.

Afin de confirmer les conclusions précédentes, on considère le même système que
celui de la figure 10.7 mais où l’ajustement du correcteur n’agit pas uniquement sur
l’amortissement du pôle. On peut lire sur le schéma LFT correspondant, figure 10.9,
que le nouveau potentiomètre ∆θk agit à 0.75% sur l’amortissement du système et à
0.25% sur sa pulsation. Il serait donc logique que l’on retrouve un taux de confiance
plus élevé en considérant uniquement δξ qu’en considérant uniquement δω. Les résultats
confirment cela dans le tableau 10.1.

Note : S’il existe des paramètres modaux qui sont couplés au niveau du calcul de
G−1

θ0
, alors le taux de confiance dépend de la paramétrisation en Q et R utilisée. Ce

taux n’est donc pas intrinsèque au système. Il importe donc, lorsqu’on regarde l’action

4. Il est clair que si on avait obtenu ∆θcm ∗ = −0.5∆θk alors une variation de x% sur ∆θk abou-
tirait à une variation de 0.5 x% de l’amortissement. Par la suite, on considèrera des variations de ∆θk

unitaires.
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Figure 10.9: Ajustement agissant à la fois sur la pulsation et l’amortissement du mode

∆θ =
[

δξ
∆θk

]
∆θ =

[
δω
∆θk

]
∆θ =

 δξ
∆ω
∆θk



G−1
θ0

=
[

0.36 0.21
0.21 0.15

]
G−1

θ0
=

[
0.58 −0.03
−0.03 0.15

]
G−1

θ0
=

 0.36 −0.24 0.21
−0.24 0.58 −0.03

0.21 −0.03 0.15



Tcf = 0.82 Tcf = 0.02 Tcf = 1

∆θcm ∗ = −0.59 ∆θcm ∗ = 0.06 ∆θcm ∗ =
[
−0.75
−0.25

]
(∆θk = 1) (∆θk = 1) (∆θk = 1)

Table 10.1: Résultats d’analyse pour le système de la figure 10.9

154
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de ∆θk sur un mode particulier, de considérer à la fois δξ et δω -qui sont couplés- pour
minimiser l’influence de la paramétrisation.

Les problèmes de couplages entre les différentes variables modales fictives utilisées
pour l’analyse apparaissent également lorsque l’ajustement provoque un changement
de base.

Modification de la pulsation d’un mode avec changement de base

Certains ajustements modifient la structure de la matrice A0. L’exemple que l’on
se propose de traiter est un ajustement qui modifie la pulsation du mode complexe du
système, mais qui ne conserve pas la structure bloc diagonale réelle considérée jusqu’à
présent.

Le schéma de la figure 10.10 montre comment la correction s’effectue sur le système 5.
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Figure 10.10: Modification de pulsation sans conservation de la structure de A

Le calcul de la boucle fermée de ce système conduit à la matrice Acl suivante :

Acl =
[

0 1 + ∆θk

−ω2(1 + ∆θk) −2 ξ ω(1 + ∆θk)

]
(10.22)

Si on calcule l’équation caractéristique de cette matrice, on s’aperçoit que ∆θk = δω.
Cependant, la base dans laquelle on se trouve n’est plus la même.

5. Le paramètre ∆θk est répété sur la figure 10.10 mais reste scalaire.
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L’analyse qui suit donne les résultats du tableau 10.2. Le faible taux de confiance,
malgré la prise en compte simultanée de δω et δξ, indique qu’il manque des variables
dans cette analyse. Le vecteur ∆θcm ∗ obtenu est décevant par rapport au résultat
escompté ; il est peu représentatif de ce qu’il se passe en réalité.

∆θ =

 δξ
δω
∆θk

 Tcf = 0.59 ∆θcm ∗ =
[
−0.98
−0.99

]

Table 10.2: Résultats d’analyse pour le système de la figure 10.10

Le fait d’avoir un tel résultat s’explique justement à cause de cette différence de base.
En effet, les filtres de Kalman utilisés pour l’identification bayésienne sont construits
sur le système suivant -les termes d’ordre 2 et plus ont été simplifiés- :

ẋ =
[

0 1 + ∆θk

−ω2 (1 + ∆θk + 2 δω) −2 ξ ω (1 + ∆θk + δω + δξ)

]
x + w

y =
[

1 0
0 1

]
x + v

(10.23)

On constate que pour ∆θk 6= 0, il n’est pas possible de trouver δω et δξ qui ramènent
le système dans sa position initiale. Lors d’un changement de base, la matrice d’obser-
vation est aussi modifiée, il convient donc d’introduire ces variables supplémentaires.

Une analyse est donc menée avec, non seulement les variables δω et δξ, mais
également avec les coefficients de la matrice C. Certains coefficients nominaux de la
matrice C pouvant être nuls -ce qui est le cas-, il sera appliqué sur cette matrice des
variations absolues et non relatives :

C(θ0 + ∆θ) =
[

1 + δC11 δC12

δC21 1 + δC22

]
(10.24)

Le résultat de l’analyse, donné sur le tableau 10.3, est à présent nettement meilleur.
On retrouve un taux de confiance très proche de 1, et ∆θcm ∗ indique bien que l’action
principale de ∆θk porte sur δω.

Si le taux de confiance n’est pas exactement égal à 1, bien que toutes les variables
du système (10.23) soient considérées, c’est dû à la modification de l’excitation du bruit
w sur le système. En effet, comme ∆θk modifie légèrement la configuration initiale de la
matrice Acl, les modes ne sont pas excités de la même façon en présence et en l’absence
de perturbation ∆θk. Pour pallier ce problème, deux solutions sont possibles :

— la première consiste à considérer une matrice B, qui constituerait la matrice
d’entrée du bruit w, dépendant de θ. C’est-à-dire, qu’on augmente le nombre de
variables dans ∆θcm de 4 : δB11, δB12, δB21, δB22, et qu’on calcule G−1

θ0
avec B =

B(θ). Cette solution, qui augmente le nombre de variables, augmente le temps de
calcul : on lui préférera la seconde solution.
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∆θ =



δξ
δω

δC11

δC12

δC21

δC22

∆θk


Tcf = 0.99 ∆θcm ∗ =



0.03
−1.05
0.03
0.06
−0.62
0.77



Table 10.3: Résultats d’analyse pour le système de la figure 10.10, avec prise en compte
des coefficients de la matrice d’observation

— la seconde solution consiste à se replacer dans la base compagne après avoir
construit Acl(θ0 +∆θ) et C(θ0 +∆θ), et ce avant d’appliquer le bruit sur le système
(10.23). De cette façon, le bruit w agit toujours de la même façon.

Cette dernière solution appliquée sur ce système conduit à un taux de confiance unitaire.
Le vecteur ∆θcm ∗ résultant -cf. tableau 10.4- montre bien la véritable action de ∆θk.

∆θ =



δξ
δω

δC11

δC12

δC21

δC22

∆θk


Tcf = 1 ∆θcm ∗ =



0
−1
−1
0
0
0



Table 10.4: Résultats d’analyse pour le système de la figure 10.10, avec prise en compte
des coefficients de la matrice d’observation et changement de base

On peut vérifier l’exactitude de ce résultat en appliquant la variation ∆θ∗ sur le
système, puis en effectuant le changement de base adéquat, via la matrice M , ce qui
conduit au système initial :

ẋ =
[

0 1 + ∆θk

−ω2 (1−∆θk) −2 ξ ω

]
x

y =
[

1−∆θk 0
0 1

]
x

M =
[

1 + ∆θk 0
0 1

] (10.25)

Note : On pourra remarquer que le changement de base n’est pas unique. En parti-
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culier, la matrice :

M =
[

1 0
0 1−∆θk

]
est aussi une matrice qui transforme Acl sous sa forme compagne. Si lors du calcul
de G−1

θ0
, on “force” le changement de base sous cette forme plutôt que sous la forme

exprimée en (10.25), alors on se retrouvera avec le vecteur :

∆θcm ∗T =
[

0 −1 0 0 0 1
]

qui lui correspond.

Introduction d’une matrice d’observation fictive

Comme on vient de le voir précédemment, on peut s’affranchir d’utiliser une matrice
B qui dépend de θ pour le calcul de G−1

θ0
. Or il en est de même pour la matrice C. Si l’on

ne désire pas étudier l’influence de l’ajustement sur les paramètres de la matrice C -
quand on se replace dans la base compagne initiale-, alors on peut choisir une matrice C
fictive, indépendante de θ, qui est utilisée uniquement pour le processus d’identification.
Ce faisant, on n’étudie que l’influence de l’ajustement sur la position de pôles -ie sur
la matrice d’évolution-.

Le calcul de G−1
θ0

suit alors les étapes suivantes :
— on applique au système la variation ∆θk ;
— on se place dans la base bloc diagonale compagne ;
— on applique au système la variation ∆θcm, qui ne comprend que des termes en
δω ou en δξ ;
— on ne conserve du système que la matrice Acl, on remplace la matrice C par
une matrice identité. Le fait de choisir une matrice identité permet à la fois de
garantir que tous les modes sont observables 6 et de garantir que G11 soit diagonale
par blocs -deux modes distincts seront donc indépendants d’un point de vue de
l’identification- ;
— on calcule le coefficient de G−1

θ0
correspondant.

Lorsque l’action de ∆θk a été mise sous forme LFT comme sur la figure 10.4, p. 143,
les étapes 2 et 3 peuvent être interverties.

L’application de cette procédure au système considéré précédemment (figure 10.10,
p. 155), conduit à la matrice G−1

θ0
suivante :

G−1
θ0

=

 0.36 −0.24 −0.24
−0.24 0.58 0.58
−0.24 0.58 0.58

 (10.26)

Ceci donne les résultats d’analyse du tableau 10.5. On constate que le taux de confiance
est de 1, ce qui est tout à fait normal, puisque seules les variations au sein de la matrice

6. Le fait qu’un mode soit inobservable rend les paramètres correspondants non-identifiables.

158



10.5. CONCLUSION

Acl ont été considérées et que tous les paramètres possibles sont présents dans ∆θcm

(δω et δξ). De plus la valeur de ∆θcm ∗ montre bien que l’action de ∆θk ne modifie que
la pulsation du système.

∆θ =

 δξ
δω
∆θk

 Tcf = 1 ∆θcm ∗ =
[

0
−1

]

Table 10.5: Résultats d’analyse pour le système de la figure 10.10, avec changement
de base et remplacement de la matrice d’observation

10.5 Conclusion

La quantification de la qualité de l’identification bayésienne, via la matrice G−1
θ0

,
a permis d’établir un processus pour analyser la pertinence d’un ajustement de loi de
commande donné. Les variations paramétriques ∆θ ont été séparées en deux parties :

— d’une part les variations des variables du correcteur correspondant à l’ajustement
de la loi de commande ;
— d’autre part les variations des paramètres modaux du système sensés évoluer
lors de l’ajustement, ainsi que de ceux présentant un couplage avec les précédents.

Un critère a ensuite été construit, qui permet de juger l’efficacité de l’ajustement. La
variable ∆θcm ∗ issue de l’optimisation de ce critère permet de dire quelle est l’action
du réglage sur la dynamique de la boucle fermée, et la variable Tcf indique quant à elle
la confiance que l’on peut avoir dans ∆θcm ∗.
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Chapitre 11

Synthèse de directions
paramétriques

11.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, il était question de quantifier la pertinence d’une di-
rection paramétrique donnée, dans l’espace des variables du correcteur, vis-à-vis d’une
action déterminée, ou bien, d’évaluer l’action de cette direction. Ici, on s’intéresse au
problème inverse : on dispose d’un objectif d’ajustement, et on se demande quelle est
la direction paramétrique optimale -toujours dans l’espace des variables du correc-
teur, ∆θk- qui accomplit au mieux cette tâche. On regroupe donc dans le vecteur
paramétrique ∆θk un ensemble “bien choisi” des variables du correcteur.

Nous verrons que l’ensemble des variables que nous choisissons, initialement, dépend
de la structure du correcteur et de l’ajustement désiré. Une fois cet ensemble déterminé,
on minimise un critère pour obtenir ∆θk∗. Comme nous l’avons vu dans le chapitre
précédent, le principal objectif réalisable par cette technique est le placement de pôles.
Le lecteur aura pu s’apercevoir qu’à aucun moment il n’était fait allusion à l’ordre du
système ou à l’ordre du correcteur. Si bien qu’un des avantages de la technique est
le fait de pouvoir travailler directement avec un correcteur d’ordre (très) inférieur à
l’ordre du système.

11.2 Directions optimales

Lors de la phase d’analyse explicitée dans le chapitre 10, le vecteur paramétrique
∆θ était composé de deux parties distinctes :

— ∆θk, scalaire dans le cas de l’analyse, constituait une grandeur de réglage du
correcteur ;
— ∆θcm regroupait les variations des paramètres modaux, sensés être modifiés par
l’action ∆θk. Ce vecteur constituait alors le vecteur des inconnues.

Lors de la phase de synthèse, ∆θk est maintenant un vecteur, et c’est lui l’inconnu.
L’objectif est donc de définir un critère, dont la variable d’optimisation est ∆θk, et qui

161
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soit représentatif de la distance à l’objectif d’ajustement qu’on s’est fixé.

11.2.1 Critère primaire

Le critère considéré est le même que pour l’analyse d’un ajustement particulier :

1
σ

=
[

∆θcm T ∆θk T
] [

G11 G12

GT
12 G22

] [
∆θcm

∆θk

]
= ∆θcm T G11 ∆θcm + 2 ∆θcm T G12 ∆θk + ∆θk T G22 ∆θk

(11.1)

Par rapport à l’équation obtenue pour l’analyse d’une direction d’ajustement, la seule
différence est la dimension des trois matrices G11, G12 et G22.

En particulier, G22 était un scalaire dans le chapitre 10. Elle est, à présent, une
matrice qui peut être de très grande dimension. Par exemple, si on veut modifier un
retour d’état qui comporte 10 états et 4 entrées, cela conduit à la modification d’une
matrice Kc de 40 gains ; G22 est alors une matrice de taille 40 × 40. Quant à la taille
de G11, ce sera la plupart du temps un scalaire.

L’objectif consiste donc à minimiser le critère 1
σ , non plus avec ∆θk fixé, mais avec

∆θcm fixé. Ce qui donne le résultat suivant :

∆θk ∗ = −G−1
22 GT

12 ∆θcm (11.2)

Observons les résultats d’une synthèse sur un exemple simple analogue à celui de
la page 149.

Exemple illustratif

On se propose de modifier la pulsation du modèle du second ordre de la figure 11.1.
Or, dans ce cas précis, la structure du correcteur nous est imposée, et on dispose de
deux gains ∆θk

1 et ∆θk
2 pour mener à bien l’ajustement. Puisqu’on ne s’intéresse qu’à

la pulsation du système, la variable ∆θcm = δω a été introduite sous forme LFT (voir
section 10.3 du chapitre 10).

Si on observe les résultats de la synthèse, cf. tableau 11.1, on constate que le taux
de confiance est unitaire, et que le vecteur ∆θk ∗ correspond au vecteur auquel on
s’attendait 1. Dans ce cas, on peut donc dire que le résultat de la synthèse est parfait.
Ceci dit, il faut souligner que la solution du problème existait dans ce cas-là. Parfois,
il n’existera pas de direction paramétrique au niveau du correcteur qui permette une
compensation parfaite de l’objectif.

1. On peut facilement le vérifier par le calcul.
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Figure 11.1: LFT pour la synthèse d’un ajustement de la pulsation d’un mode

∆θ =

 δω
∆θk

1

∆θk
2

 Tcf = 1 ∆θk ∗ =
[
−2
1

]

Table 11.1: Résultats de synthèse pour le système de la figure 11.1
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Exemple à 4 pôles

Afin de mieux comprendre ce qu’il se passe quand il n’existe pas d’ajustement
parfait, on considère un système composé de 2 paires de pôles complexes conjugués. La
première paire a pour pulsation ω1 = 3rd/s, et pour amortissement ξ1 = 0.5 ; la seconde
paire a pour pulsation ω2 = 4rd/s, et pour amortissement ξ2 = 0.75. Les paramètres à
identifier sont les suivants :

— la variation de l’amortissement du premier mode δξ1,
— et la variation de deux gains du correcteur ∆θk

1 et ∆θk
2 .

Le schéma du système n’est pas représenté, mais les équations qui le décrivent le système
sous sa forme LFT sont les suivantes :

ẋ =


0 1 0 0
−9 −3 0 0

0 0 0 1
0 0 −16 −6

 x +


0 0 0
1 1 0.1
0 0.5 0
0 0 1


 w1

w2

w3


 z1

z2

z3

 =

 0 −3 0 0
0 −3 2 −1
−3 −1 0 1

 x w1

w2

w3

 =

 δξ1 0
0 ∆θk

1 0
0 0 ∆θk

2

  z1

z2

z3


(11.3)

Les deux potentiomètres disponibles (∆θk
1 , ∆θk

2) agissent sur les deux pôles si-
multanément. Un calcul simple permet de le vérifier. Par exemple, pour ∆θk

1 6= 0 et
∆θk

2 = δξ1 = 0, la variation de la matrice Acl de la boucle fermée du système s’écrit :

∆Acl =


0 0 0 0
0 −3 2 1
0 1.5 1 −0.5
0 0 0 0

 ∆θk
1

De plus, on pourrait vérifier que si δξ1 6= 0, il est impossible de trouver ∆θk
1 et ∆θk

2 qui
permettent d’annuler de façon exacte les variations de la matrice A du système dues à
δξ1.

Si on veut que l’ajustement apporte une modification de l’amortissement du premier
mode flexible égal à 2 δξ1 = 1, le processus de synthèse donne le résultat résumé dans
le tableau 11.2.

On peut constater que le taux de confiance n’est pas unitaire. Le critère 1
σ n’est donc

pas nul ; il n’existe pas de direction d’insensibilité (ce qui est cohérent avec l’affirmation
ci-dessus, qui précise que dans le cas particulier où δξ1 6= 0, on ne peut pas compenser
intégralement son effet). Cependant, le taux de confiance est suffisamment élevé pour
que la direction de sensibilité minimale ait un sens. On peut donc dire que cette modifi-
cation du correcteur ∆θk ∗ permet de modifier l’amortissement du premier mode. Mais

2. Pour trouver la direction optimale ∆θk ∗, on considère une variation δξ1 normalisée, en pratique
cette variation est trop grande, et on est amené à appliquer un coefficient.
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∆θ =

 δξ1

∆θk
1

∆θk
2

 Tcf = 0.95 ∆θk ∗ =
[
−0.93
−3.28

]

Table 11.2: Résultats de synthèse pour le système du quatrième ordre (11.3)

on ne peut pas préciser comment cette variation agit sur les autres caractéristiques du
système. La seule chose qu’on puisse dire c’est que cette action n’est pas nulle puisque
le critère n’est pas égal à 0 à l’optimum.

Dans cet exemple, l’action de −∆θk ∗ est représenté par l’équation (11.4) qui donne
la matrice Acl de la boucle fermée du système pour une variation de −0.1 ∆θk ∗.

Acl =


0 1 0 0

−9.24 −3.34 0 0
0 0 0 1
0 0 −14.52 −5.54

 (11.4)

On constate bien une variation de l’amortissement du premier pôle, mais également
de faibles variations sur ω1, ω2, et ξ2. Malheureusement, ces variations autres que sur
ξ1 ont une influence dans le critère qui n’est pas contrôlable. On ne sait pas si une
modification de ξ2 a autant d’influence sur le critère qu’une modification de ω2 etc.

De plus, si on souhaite modifier ξ1 en modifiant le moins possible ξ2 mais en laissant
une marge de manoeuvre sur ω1 et ω2, le critère présenté ici ne permet pas de le faire. On
peut ajouter qu’un mode faiblement observable (la mesure considérée est celle utilisée
pour le calcul de G−1

θ0
) a une influence, sur le critère considéré ici, plus faible que les

autres modes.

11.2.2 Critère avec pondérations

Pour pallier les problèmes soulevés ci-dessus, on adopte un critère différent, basé
sur une analyse des différentes directions. Ce critère nécessite de prendre en compte
un plus grand nombre de variables, mais permet de pondérer les erreurs commises sur
chaque déplacement. L’idée est d’utiliser un critère direct d’erreur quadratique entre la
position modale que l’on désire ∆θcm des, et la position modale réelle. Supposons que
l’on connaisse effectivement cette position. On dispose alors d’un vecteur ∆θcm re et on
peut évaluer la qualité de la synthèse par le critère de l’équation (11.5).

Crit = (∆θcm re −∆θcm des)T P (∆θcm re −∆θcm des) (11.5)

Dans ce critère, la matrice P représente une pondération sur les erreurs commises
(∆θcm re−∆θcm des constitue bien une erreur 3). Cette pondération sera le plus souvent

3. L’exposant re est une abréviation de “réel”, et des de “désiré”.
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une matrice diagonale. S’il existe deux paramètres dans ∆θcm, le critère peut s’écrire
de la sorte :

Crit = p1 (∆θcm re
1 −∆θcm des

1 )2 + p2 (∆θcm re
2 −∆θcm des

2 )2 (11.6)

Par conséquent, si on désire qu’une erreur sur la première composante de ∆θcm ait
le même impact sur le critère que le double de cette même erreur, mais sur la seconde
composante de ∆θcm, alors on attribuera à p1 la valeur 1 et à p2 la valeur (1

2)2. Les
pondérations sur chaque coordonnée doivent donc être élevées au carré dans P .

Le problème est donc à présent de pouvoir évaluer la variation ∆θcm re en fonction
de la variation ∆θk du correcteur. Or, pour une variation de ∆θk donnée, l’analyse
(voir chapitre 10, section 10.4.3, page 151) montre qu’on peut déterminer un vecteur
∆θcm ∗ qui se rapproche très fortement de −∆θcm re, pour peu que le taux de confiance
Tcf soit suffisamment proche de 1. On arrive donc au critère (11.7) qui sera finalement
utilisé par la suite pour synthétiser des directions de réglage. Les matrices G11, G12 et
G22 sont les mêmes que celles présentées à la section 10.4.3.

Crit = (−∆θcm ∗ −∆θcm des)T P (−∆θcm ∗ −∆θcm des)

= (G−1
11 G12 ∆θk −∆θcm des)T P (G−1

11 G12 ∆θk −∆θcm des)
(11.7)

La minimisation de ce critère conduit au vecteur solution ∆θk ∗ qui représente donc
l’ajustement à réaliser pour obtenir un vecteur ∆θcm re le plus proche possible du vecteur
∆θcm des 4. Bien évidemment, le résultat ne sera probant que si le taux de confiance lié
au calcul de ∆θcm ∗ est proche de 1. En effet, un taux de confiance égal à 1 correspond
à une diminution du critère primaire 1

σ de 100%. Dans ce cas, le vecteur associé aux
quantités ∆θcm ∗ et ∆θk constitue donc une direction de sensibilité nulle. Il y a donc,
en théorie (et localement), équivalence entre :

— la variation des pôles de la boucle fermée correspondant à ∆θcm re, induite par
une variation ∆θk du correcteur ;
— et la variation des pôles de la boucle fermée correspondant à −∆θcm ∗.

Obtention du taux de confiance unitaire

Dans le chapitre 10, une méthode pour améliorer le taux de confiance a été vue dans
la section 10.4.3, p.156. On utilisera la même procédure pour le calcul des différents
coefficients de G−1

θ0
, à savoir :

1. on applique une variation ∆θk sur le système ;

2. on se place dans la base bloc diagonale compagne ;

3. on applique ensuite la variation ∆θcm ;

4. on remplace la matrice C existante par une matrice identité, si on ne s’intéresse
qu’aux seules variations modales de la boucle fermée.

4. Par rapport au ∆θk ∗ précédent, il y a une inversion de signe, puisqu’on ne travaille plus avec
une compensation, mais avec un critère faisant intervenir l’erreur.
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Si on considère dans le vecteur ∆θcm toutes les variations possibles des modes
de la boucle fermée (pulsations et amortissements), alors on peut produire toutes les
variations possibles de la matrice Acl. En effet, la matrice Acl est considérée dans sa base
diagonale par blocs à chaque étape du calcul de G−1

θ0
. Toutes les variations possibles de

cette matrice sont donc considérées dans ∆θcm. On est alors sûr qu’il existe un vecteur
∆θcm ∗ qui permette d’obtenir Acl(∆θk)+Mcmdiag(∆θcm ∗)Ncm = Acl0 . Il y a donc une
compensation exacte entre ∆θcm ∗ et ∆θcm re.

Solution optimale pour le critère (11.7)

La solution ∆θk ∗ qui minimise le critère Crit de l’équation (11.7) s’obtient en com-
mençant par dériver le critère par rapport à ∆θk :

∂

∂∆θk

[
(G−1

11 G12 ∆θk −∆θcm des)T P (G−1
11 G12 ∆θk −∆θcm des)

]
= 0

⇔
GT

12 G−1
11 P (G−1

11 G12 ∆θk −∆θcm des) = 0

(11.8)

Supposons, dans un premier temps, que la matrice P soit égale à l’identité. Deux
cas se présentent fréquemment :

— la matrice G−1
11 G12 est de rang plein en colonnes. Alors GT

12 G−2
11 G12 est une

matrice inversible. On obtient donc en développant l’équation (11.8) la solution
suivante :

∆θk ∗ = (GT
12 G−2

11 G12)−1 GT
12 G−1

11 ∆θcm des (11.9)

— la matrice G−1
11 G12 est de rang plein en lignes. Alors c’est la matrice G−1

11 G12 GT
12 G−1

11

qui est inversible. La deuxième équation de (11.8) peut alors s’écrire 5 :

G−1
11 G12 ∆θk −∆θcm des = 0 (11.10)

Par conséquent, il existe tout un ensemble de solutions. La solution centrale, qui se
résout en prenant la pseudo-inverse de G−1

11 G12, correspond à la solution de norme
minimale. À cela s’ajoute une solution de type solution de l’équation sans second
membre, notée N qui appartient au noyau de G−1

11 G12 :

∆θk ∗ = GT
12 G−1

11 (G−1
11 G12 GT

12 G−1
11 )−1 ∆θcm des +N

où G−1
11 G12N = 0

(11.11)

Si maintenant la matrice P est diagonale quelconque. Lorsqu’on se trouve dans le
second cas, on peut remarquer que la solution proposée reste valable, y compris en
présence d’une matrice P non inversible (des zéros sur la diagonale). Dans le premier
cas également, la présence d’une matrice P comprenant des zéros sur la diagonale ne
rend pas le problème insoluble. Mais, la résolution nécessite une manipulation préalable
de l’équation (11.8). La matrice P étant une matrice diagonale, dont les termes p1,

5. Le noyau de GT
12 G−1

11 est l’ensemble vide.
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p2 etc. sur sa diagonale sont des termes positifs, on peut construire la matrice
√

P
dont la diagonale est formée par les termes

√
p1,
√

p2 etc. On définit alors à partir de√
P G−1

11 G12 une matrice Hr =
√

Pr G−1
11r G12r, où les lignes nulles ont été éliminées. Il

y a alors une stricte équivalence entre les deux équations suivantes :

GT
12 G−1

11 P (G−1
11 G12 ∆θk −∆θcm des) = 0

⇔
HT

r (Hr ∆θk −
√

Pr ∆θcm des) = 0
(11.12)

De nouveau, la résolution de cette dernière équation demande à considérer deux cas
(tout comme pour la résolution de l’équation (11.8)) : le cas où H est de rang plein en
lignes et le cas où H est de rang plein en colonnes.

Mais, il reste un cas, dont la résolution est un peu plus complexe que dans les deux
cas précédents : si la matrice G−1

11 G12 a ses deux dimensions supérieures à son rang.
Dans ce cas-là, on doit décomposer en valeurs singulières la matrice G−1

11 G12 (ou la
matrice

√
P G−1

11 G12).

Cas général

Afin d’obtenir la solution générale du problème, on introduit les grandeurs H ∈
Rm×n de rang r, et ∆θcm des

p ∈ Rm : 6

H =
√

P G−1
11 G12 ∆θcm des

p =
√

P ∆θcm des (11.13)

L’équation à résoudre est donc la suivante :

HT (H ∆θk −∆θcm des
p ) = 0 (11.14)

On effectue ensuite une décomposition en valeurs singulières de la matrice H. Cette
décomposition fait apparâıtre les matrices unitaires u ∈ Rm×m et v ∈ Rn×n, la matrice
pseudo-diagonale S ∈ R+m×n de rang r, ainsi que leurs homologues de taille réduite au
rang r comme présentées dans l’équation (11.15) :

S = uT H v uT u = Im vT v = In

ur = u

[
Ir

0(m−r)×r

]
vr = v

[
Ir

0(n−r)×r

]

S =
[

Sr 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
Sr = uT

r Hvr

(11.15)

On se propose à présent de démontrer que le vecteur ∆θk ∗ = vr S−1
r uT

r ∆θcm des
p

constitue la solution particulière du problème. Pour cela, on remplace ∆θk dans l’équation

6. Les variables m, n et r ont, peut-être, déjà été utilisées précédemment avec d’autres définitions ;
on n’en tiendra pas compte ici.
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(11.14), puis on multiplie à droite par la matrice inversible vT . On doit donc démontrer
que :

vT HT H vr S−1
r uT

r ∆θcm des
p = vT HT ∆θcm des

p (11.16)

Pour cela, on travaille sur le premier membre de l’équation précédente (que l’on note
par commodité (a)) :

(a) = vT HT H vr S−1
r uT

r ∆θcm des
p = vT HT u uT H vr S−1

r uT
r ∆θcm des

p

= ST uT H vr S−1
r uT

r ∆θcm des
p = ST S vT vr S−1

r uT
r ∆θcm des

p

= ST S

[
Ir

0(n−r)×r

]
S−1

r uT
r ∆θcm des

p = ST

[
Ir

0(m−r)×r

]
uT

r ∆θcm des
p

= ST

[
Ir

0(m−r)×r

] [
Ir 0r×(m−r)

]
uT ∆θcm des

p

= ST

[
Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
uT ∆θcm des

p = ST uT ∆θcm des
p

= vT HT ∆θcm des
p

(11.17)

On a donc démontré, dans le cas général, que le minimum du critère (11.7) est
atteint pour la valeur :

∆θk ∗ = vr S−1
r uT

r

√
P ∆θcm des (11.18)
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Retour sur l’exemple à 4 pôles p.164

Étant donné qu’on doit considérer à présent toutes les variations modales du système,
la forme LFT de ce système d’ordre 4 est la suivante :

ẋ =


0 1 0 0
−9 −3 0 0

0 0 0 1
0 0 −16 −6

 x +


0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 1




w1

w2

w3

w4

w5

w6




z1

z2

z3

z4

z5

z6

 =



0 −3 0 0
−18 −3 0 0

0 0 0 −6
0 0 −32 −6
0 −3 2 −1
−3 −1 0 1

 x



w1

w2

w3

w4

w5

w6

 =



δξ1 0 0 0 0 0
0 δω1 0 0 0 0
0 0 δξ2 0 0 0
0 0 0 δω2 0 0
0 0 0 0 ∆θk

1 0
0 0 0 0 0 ∆θk

2





z1

z2

z3

z4

z5

z6


(11.19)

Comme précédemment, on peut lire que les deux potentiomètres disponibles, ∆θk
1

et ∆θk
2 , agissent simultanément sur les 2 pôles complexes. Le calcul de G−1

θ0
donne les

résultats d’analyse suivants :

∆θ =



δξ1

∆ω1

∆ξ2

∆ω2

∆θk
1

∆θk
2

 G−1
θ0

=



0.36 −0.24 0 0 0.36 0.002
−0.24 0.58 0 0 −0.24 0.006

0 0 0.28 −0.21 0.16 −0.046
0 0 −0.21 0.26 −0.17 0.034

0.36 −0.24 0.16 −0.17 0.48 −0.025
0.002 0.006 −0.046 0.034 −0.025 0.008



Tcf = 1 ∀∆θk ∆θcm ∗ =


−1 0.0167

0 −0.0167
−0.2708 0.1667

0.4375 0

 ∆θk

Table 11.3: Résultats d’analyse pour le système du quatrième ordre (11.19)
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Le fait que Tcf soit unitaire peut se démontrer facilement en calculant la valeur du
critère d’analyse (∆θT G−1

θ0
∆θ) pour ∆θT = [∆θcm ∗ ∆θk] ; on s’aperçoit que cette

valeur est nulle, quelle que soit la valeur affectée à ∆θk.
∆θcm ∗ étant calculé, on se propose d’observer ce qu’il se passe sur la matrice Acl

lorsqu’on prend ∆θcm des T = [0.1 0 0 0] (i.e., δξ1 = 0.1 et les autres variations de
paramètres nulles), et ce, pour différentes valeurs de la matrice de pondération P . Afin
de faciliter la lecture des résultats, on se dispense de donner la nouvelle valeur de la
matrice Acl en donnant plutôt l’erreur commise sur chaque composante δξ1, δω1, δξ2,
δω2 lors de l’ajustement -erreur prise par rapport à la valeur désirée, exprimée en valeur
absolue-.

diag(
√

P ) =


1
1
1
1

 |∆θcm ∗ −∆θcm des| =


0.0154
0.0024
0.0013
0.0360

 ∆θk ∗ =
[

0.082
0.142

]

diag(
√

P ) =


1
1
1
2

 |∆θcm ∗ −∆θcm des| =


0.0417
0.0019
0.0040
0.0246

 ∆θk ∗ =
[

0.056
0.115

]

diag(
√

P ) =


1
1
1
0

 |∆θcm ∗ −∆θcm des| =


0.0001
0.0026
0.0003
0.0422

 ∆θk ∗ =
[

0.097
0.157

]

diag(
√

P ) =


1
0
0
0

 |∆θcm ∗ −∆θcm des| =


0
0

0.0268
0.0437

 ∆θk ∗ =
[

0.1
0.002

]

Table 11.4: Résultats de synthèse avec critère pondéré pour le système du quatrième
ordre (11.19)

On constate sur le tableau 11.4 que la modification de la pondération sur la va-
riable δω2 influence l’erreur commise sur cette même grandeur. Lorsqu’on augmente le
coefficient de pondération, on diminue l’erreur commise sur δω2 ; inversement, lorsqu’on
diminue le coefficient de pondération, on augmente l’erreur commise. Cependant, le fait
d’agir sur la pondération d’une composante implique une modification du poids relatif
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des autres composantes dans le critère. Ici, la diminution de l’erreur commise sur δω2

provoque indirectement une augmentation de l’erreur sur le vecteur des autres compo-
santes ; ce qui se traduit, dans notre cas, par une augmentation de l’erreur commise
principalement sur δξ1.

On peut donc conclure que l’utilisation du critère (11.7) avec pondérations per-
met l’obtention de directions de réglages ∆θk ∗ optimales, conformes avec l’idée qu’on
se fait du résultat de l’ajustement de la loi de commande. Même si les réglages à
effectuer sur les pondérations sont parfois délicats, ils permettent un contrôle relatif
des différentes erreurs commises sur le déplacement des différents pôles.

11.3 Système masses-ressorts

Afin d’illustrer les sections qui suivent, on considère un système masses-ressorts
d’ordre 6, et son correcteur associé d’ordre 4. Le schéma du système est présenté figure
11.2. Le système comprend 2 entrées et 1 sortie.

k1

f1

u1
m2

x1

x2

x3

f2

k2

u2
m0

0

m1

Figure 11.2: Schéma de principe d’un système masses-ressorts d’ordre 6.

11.3.1 Mise en équation

Les équations fondamentales de la dynamique conduisent à la représentation d’état
du système (11.20). On notera X le vecteur d’états : XT = [x1 ẋ1 x3 ẋ3 x2 ẋ2].
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
Ẋ =



0 1 0 0 0 0
− k1

m1
− f1

m1
0 0 k1

m1

f1

m1

0 0 0 1 0 0
0 0 − k2

m2
− f2

m2

k2
m2

f2

m2

0 0 0 0 0 1
k1
m0

f1

m0

k2
m0

f2

m0
−k1+k2

m0
−f1+f2

m0


X +



0 0
1

m1
0

0 0
0 1

m2

0 0
0 0


[

u1

u2

]

y =
[

0 0 1 0 0 0
]

X
(11.20)

Le choix des valeurs numériques pour l’application est le suivant :
— les masses : m1 = 0.5 kg, m2 = 0.6 kg et m0 = 0.25 kg ;
— les raideurs : k1 = 1N.m−1 et k2 = 1.3 N.m−1 ;
— les coefficients de frottement visqueux : f1 = 0.0025 N.m−1.s et f2 = 0.003 N.m−1.s.
Associé à ce système, on construit un correcteur par la méthode LQG/LTR. L’idée

de base de cette méthode, due à Kwakernaak [28] et reprise par Doyle et Stein
[18], est de synthétiser une commande de type LQG qui “recouvre” asymptotiquement
soit les propriétés de robustesse de la méthode LQ, soit celles du filtre de Kalman.

11.3.2 Réduction du système

Afin d’obtenir un correcteur d’ordre réduit, on utilise un modèle d’ordre réduit lors
de la phase de synthèse 7. Étant données les valeurs numériques de m1, m2 et m0, on
décide de négliger l’effet de la masse m0. Les variables d’états correspondantes x2 et
ẋ2 disparaissent, ce qui ramène l’ordre du système à 4. On dispose également entre les
masses m1 et m2 des raideurs k1, k2 et des coefficients de frottement visqueux f1, f2

disposés en série ; la raideur totale est alors notée k et le coefficient de frottement vis-
queux f . Le système sur lequel s’effectue la synthèse est finalement décrit par l’équation
(11.21).


Ẋr =


0 1 0 0
− k

m1
− f

m1

k
m1

f
m1

0 0 0 1
k

m2

f
m2

− k
m2

− f
m2

 Xr +


0 0
1

m1
0

0 0
0 1

m2

 [
u1

u2

]

y =
[

0 0 1 0
]

Xr

(11.21)

Les valeurs numériques sont les suivantes :
— m1 = 0.5 kg et m2 = 0.6 kg ;

— k =
k1 k2

k1 + k2
= 0.565 N.m−1 ;

— f =
f1 f2

f1 + f2
= 0.0014 N.m−1.s.

7. La synthèse de type LQG/LTR conduit à un correcteur d’ordre identique à l’ordre du modèle de
synthèse.
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11.3.3 Calcul d’un correcteur nominal

Le calcul des gains de retour d’état Kc et d’estimation Kf se fait à partir de ce
modèle d’ordre réduit (Ar, Br, Cr) par résolution des équations de Riccati (11.22) et
(11.23)

Pc Ar + AT
r Pc − Pc Br R−1

c BT
r Pc + Qc = 0

Kc = R−1
c BT

r Pc

(11.22)

Pf AT
r + Ar Pf − Pf CT

r R−1
f Cr Pf + Qf = 0

Kc = Pf CT
r R−1

f

(11.23)

où le choix des matrices de bruits d’état Qc et Qf et des matrices de bruits de
mesure Rc et Rf est le suivant :

— Qc = CT
r Cr et Qf = Br BT

r ;
— Rc = 10 I2 et Rf = 2.10−3.

On arrive finalement aux matrices Kc et Kf :

Kc =
[

0.104 0.278 0.069 0.195
0.128 0.162 0.137 0.354

]
KT

f =
[

41.2 9.3 9.5 45.0
]

(11.24)

Les figures 11.4 et 11.5 montrent les lieux des racines depuis les pôles en boucle
ouverte 8 de K(s) G(s) jusqu’aux pôles en boucle fermée de −G(s)

1−K(s) G(s) lorsque le gain
de boucle g varie de 0 à 1 (voir schéma 11.3).

j
6

- -

6






�

-

- G(s) K(s)

g

+

y

e

Figure 11.3: Schéma de principe pour le tracé du lieu des racines.

Les pôles du système en boucle ouverte, G(s), sont marqués par des ’*’ et ceux du
système en boucle fermée sont marqués par des ’o’. Le lieu construit à partir du système
complet comprend, en plus, le pôle éliminé lors de la réduction.

8. On note K(s) la matrice de transfert du correcteur et G(s) la matrice de transfert du système.
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11.4 Choix de la structure

Le choix du critère utilisé étant arrêté, il convient à présent d’analyser s’il est
judicieux de choisir une structure particulière du correcteur, lorsque celle-ci n’est pas
imposée. Entre autres critères, une structure peut être jugée plus intéressante que les
autres, dans le fait de diminuer le nombre de paramètres du correcteur que l’on intègre
dans le vecteur θk.

11.4.1 Limitation du nombre de paramètres

Lorsqu’on est confronté à des systèmes d’ordre élevé (dont le correcteur associé est
souvent lui aussi d’ordre élevé), le nombre de paramètres dans le vecteur ∆θ devient
vite élevé. En effet :

— le nombre de variables dans le vecteur ∆θcm est égal, au minimum, à l’ordre de
la boucle fermée, et peut être supérieur si on décide d’y intégrer les variations de la
matrice d’observation C ;
— le nombre de variables dans le vecteur ∆θk est, quant à lui, dépendant de la
complexité du correcteur. Le nombre de paramètres qui définissent un correcteur
d’ordre nk, comportant p entrées et m sorties, est de nk (p + m) + m p.

Le nombre d’éléments dans le vecteur ∆θcm ne peut être réduit que si on est sûr que,
par la suite, certaines pondérations dans la matrice P seront égales à 0 ; les paramètres
modaux correspondants peuvent alors être éliminés. Le nombre d’éléments dans le
vecteur ∆θk peut quant à lui être réduit, selon la structure la structure utilisée et
les objectifs attendus.

Structure estimation/retour d’état

La structure estimateur/retour d’état 9 a déjà été utilisée au chapitre 10, p.141,
pour illustrer la mise sous forme LFT de la variation des paramètres du correcteur
∆θk. Seuls les paramètres du retour d’état Kc avaient été pris en compte. Cependant,
pour plus d’exactitude, il faut également considérer les paramètres du gain d’estimation
Kf et ceux du paramètre de Youla statique Q. La forme LFT globale est rappelée
figure 11.6.

Supposons sur cette structure que A0 = A, B0 = B et C0 = C, autrement dit,
qu’on dispose d’un correcteur du même ordre que le système et qu’on ait choisi une
représentation d’état du modèle embarqué identique à la représentation d’état du
modèle de validation. Alors, on peut affirmer qu’il y a séparation des dynamiques
d’estimation et de commande ; les pôles de la boucle fermée sont :

— les pôles de A0 −B0 Kc : la dynamique de commande,
— et les pôles de A0 −Kf C0 : la dynamique d’estimation.

On conclut de tout cela que l’objectif consistant à replacer un pôle appartenant à
spec(A0 −B0 Kc) (resp. à spec(A0 −Kf C0)) peut être atteint en ne considérant dans

9. Rappelons que mis à part quelques cas marginaux, tous les correcteurs peuvent se mettre sous
forme estimateur/retour d’état.
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Figure 11.6: Mise sous forme LFT complète des variables du correcteur pour un cor-
recteur sous forme estimateur/retour d’état.

∆θk que les paramètres de ∆Kc (resp. de ∆Kf ). Ce qui permet de réduire la taille de
∆θk d’environ une moitié.

Notons également que dans ce cas précis, si le vecteur ∆θk n’est composé que des pa-
ramètres de ∆Kc (resp. ∆Kf ), alors la partie des pôles de la boucle fermée initialement
en spec(A0−Kf C0) (resp. en spec(A0−B0Kc)) reste identique. On peut donc éliminer
du vecteur θcm tous les paramètres issus de spec(A0 −Kf C0). Ce cas très simple, où
il y a séparation des dynamiques, n’est pas des plus intéressants, puisque l’ajustement
modal peut être parfaitement réalisé par les techniques classiques de placement modal.

Par contre, lorsque l’ordre du correcteur est inférieur à celui du système, le nombre
d’états que l’on peut estimer est alors au maximum de nk +p grâce à un observateur de
type Luenberger. Si le système est d’ordre supérieur à nk + p, l’estimateur ne réalise
alors qu’une estimation partielle des modes du système, et le principe de séparation
n’est plus vérifié. De plus, on ne retrouve pas spec(A0 − B0 Kc) et spec(A0 −Kf C0)
dans spec(Acl).

Cependant, lorsque le modèle embarqué est correctement choisi (on verra dans la
section suivante le choix du modèle embarqué), on constate que, souvent, la considération
des gains de la seule matrice Kc dans θk permet d’atteindre au moins partiellement les
objectifs d’ajustement.
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Illustration avec le système masses/ressorts

On rappelle que l’ajustement du placement des pôles en boucle fermée s’effectue di-
rectement sur l’association modèle complet du système/correcteur réduit. Les matrices
du système, A, B, C, sont celles définies en (11.20). Quant aux matrices de l’obser-
vateur, A0, B0, C0, elles sont identiques à celles qui définissent le modèle embarqué
(11.21). On se trouve donc dans le cas où le système et le modèle embarqué ne sont pas
du même ordre.

Même si tous les modes du système ne sont pas estimés, on se propose de déplacer
les pôles de la boucle fermée issus de la dynamique du système (cf. figure 11.5) grâce aux
seuls gains de la matrice de retour d’état Kc. Les différents résultats sont rassemblés
sur les pages 179 et 181.

Figure 11.7 : On observe le lieu des racines de la boucle fermée lorsqu’on fait varier
δKc. Les ’o’ représentent les pôles de la boucle fermée nominale (δKc = 0), et les ’*’
les pôles de la boucle fermée lorsque 10 vec(δKc) = ∆θk ∗ ; l’objectif de ∆θk ∗ étant
d’augmenter la pulsation du mode rigide de 25% avec une matrice de pondération P
qui comprend des 1 pour les modes issus du système (mode rigide, mode flexible et
second mode flexible qu’on avait éliminé pour la synthèse du correcteur nominal) et
des 0 pour les modes issus du correcteur. On constate que l’on obtient effectivement
une augmentation de 25% de la pulsation du mode rigide, les modes flexibles ne se
déplaçant pas. Cependant, le mode basse fréquence issu de la dynamique du correcteur
s’est légèrement déplacé : ce qui est cohérent avec le fait qu’on ait laissé ce pôle libre
(pondération nulle).

Figure 11.8 : Il s’agit du lieu des racines de la boucle fermée construit de la même
façon que précédemment, mais lorsqu’on décide de faire varier cette fois l’amortissement
du mode rigide de 25%. Les pondérations choisies sont identiques à celles prises pour la
figure 11.7 et on aboutit aux mêmes observations : le mode rigide s’est déplacé comme
souhaité, avec cependant un léger déplacement du mode basse fréquence du correcteur.

Figure 11.9 : Cette fois-ci, en considérant la même matrice de pondération, on s’in-
téresse au déplacement du premier mode flexible suivant une direction d’iso-amortis-
sement. On constate que l’objectif est bien atteint, puisque la pulsation du mode en
question augmente des 25% souhaités et que les autres modes ne se sont pas déplacés.

Figure 11.10 : On travaille toujours sur le premier mode flexible, avec comme objectif
de doubler l’amortissement. Le choix des pondérations est resté le même, et on constate
que l’objectif est atteint par l’ajustement effectué.

Figure 11.11 : Le lieu des racines évolue selon un potentiomètre de réglage δKc

visant à augmenter légèrement la pulsation du second mode flexible. Les pondérations
utilisées sont toujours de 1 pour les 6 modes issus du système en boucle ouverte et de
0 pour les 4 modes issus de la dynamique du correcteur. On constate que la pulsation

10. vec(δKc) désigne le vecteur constitué des colonnes de Kc mises bout-à-bout.
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du second mode flexible est effectivement augmentée. Il y a par contre un fort couplage
avec le mode rigide et le mode basse fréquence du correcteur. Ces deux derniers modes
sont fortement perturbés, et l’action des pondérations n’a pas eu le rôle escompté sur
le premier mode rigide (l’erreur commise sur le premier mode flexible est bien trop
importante par rapport à celle commise sur le second mode flexible compte tenu du
fait que leurs pondérations sont identiques). Ceci s’explique de deux façons :

— le second mode flexible ne figure pas dans les estimées du système, par conséquent
sa correction par action sur Kc demande l’utilisation de forts gains :

δKc =
[
−1.9 −2.5 1.5 2.0
−1.4 −2.8 1.3 2.2

]
(11.25)

On s’éloigne donc du cadre local de l’ajustement (même si on ne demande pas un
grand déplacement du mode en question).
— on peut lire cela sur la 4ème ligne de la matrice H (cf. p.168) où tous les coef-
ficients sont compris entre -0.02 et 0.02, alors que les autres lignes ont plutôt des
coefficient compris entre -1 et 1 voire plus. Ceci est associé à une valeur singulière
faible.

On verra par la suite l’importance de ces valeurs singulières trop faibles.

Figure 11.12 : On s’intéresse à la modification de l’amortissement du second mode
flexible. On constate qu’il n’y a pas réellement de problème, l’amortissement du mode
est bien plus commandable que la pulsation. Il est donc possible de modifier des pôles
qui ne sont pas estimés avec les gains de la matrice Kc.

Figure 11.13 : L’objectif de cet ajustement est d’augmenter de 10% l’amortissement
du premier mode flexible. Cependant, la matrice de pondération utilisée est différente
de celle utilisée pour l’ajustement de la figure 11.10 ; il s’agit de la matrice identité. Les
valeurs singulières de la matrice H sont les suivantes :

diag(S)T =
[

7.32 3.48 2.18 0.69 0.44 0.20 0.69 10−4 0.015 10−4
]

(11.26)

La tolérance choisie pour le calcul du rang de S donne ici un rang de 8. Toutes les valeurs
singulières sont donc considérées, y compris les deux dernières qui sont beaucoup plus
faibles que les autres. On constate que les déplacements des pôles sont mal contrôlés.

Figure 11.14 : On se propose ici d’effectuer le même ajustement que précédemment,
mais 10 fois plus important (on désire doubler l’amortissement du premier mode flexible).
On utilise la même matrice de pondération que pour l’ajustement de la figure 11.13,
c’est-à-dire une pondération qui prend en compte l’intégralité des 10 modes de la boucle
fermée. La différence avec le cas précédent se situe dans le calcul du rang de la ma-
trice S (i.e. de la matrice H) : les deux dernières valeurs singulières sont considérées
comme nulles vis-à-vis des 6 autres. On se retrouve donc avec une matrice H de rang 6
seulement. Le résultat montre une nette amélioration, l’ajustement est conforme à nos
attentes.
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Figure 11.15 : L’objectif qu’on cherche à atteindre sur cette figure et sur les 3 sui-
vantes (sur la même page), est d’augmenter la pulsation du mode rigide de 50%. La
pondération utilisée comporte des 1 pour l’intégralité des modes du système. De plus,
on utilise plus de variables du correcteur que précédemment : en effet, on s’autorise la
modification des gains de Kf et de Dk (transmission directe du correcteur) en plus de la
modification des gains de Kc. Le résultat obtenu n’est pas satisfaisant. Certes, l’erreur
commise sur les différents placements des modes du système est indiquée comme nulle
par le résultat de l’analyse, mais les gains obtenus pour conserver la position initiale
des modes sont élevés, si bien que l’ajustement perd de son caractère local. Parmi les
modes nécessitant de grands gains pour être contrôlés, figure principalement le second
mode flexible.

Figure 11.16 : On décide d’éliminer l’influence du second mode flexible sur le critère
afin de voir si on obtient une amélioration de l’ajustement. On fixe donc à 0 les deux
pondérations correspondantes. Le rang de la matrice H passe donc de 10 à 8. On
constate une nette amélioration du résultat (le premier mode flexible aussi bien que le
mode basse fréquence du correcteur se déplacent beaucoup moins).

Figure 11.17 : On élimine à présent les pondérations sur les deux modes du correc-
teur. Le résultat est meilleur en ce qui concerne le déplacement du mode rigide (on suit
un peu plus une direction d’iso-pulsation) et aussi en ce qui concerne le premier mode
flexible, qui ne se déplace plus. Le mode basse fréquence du correcteur se déplace beau-
coup moins que pour la figure précédente, mais ceci est “compensé” par un déplacement
plus important du mode haute fréquence du correcteur.

Figure 11.18 : Le résultat présenté sur cette figure est obtenu en considérant que les
gains de Kc sont les seuls à pouvoir être modifiés. Si on compare avec la figure 11.17
(où les gains de Kc, Kf et Dk pouvaient tous varier), on constate que le résultat est
moins satisfaisant ici.
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Il est possible de déplacer un certain nombre de modes de la boucle fermée issus
du système avec la méthode que nous proposons, et cela sans prendre en considération
tous les paramètres du correcteur sur lesquels on aurait la possibilité d’agir. Le choix
d’une structure estimation/retour d’état facilite cette démarche. Cela nécessite tout
de même plusieurs précautions :

— lorsqu’on travaille avec une partie seulement des variables du correcteur (Kc

par exemple), il est inutile d’essayer de modifier une caractéristique modale
qui est trop peu commandable par cet ensemble de gains ;

— les valeurs singulières trop faibles de la matrice H doivent être éliminées pour
conserver le caractère local de l’ajustement. Si, pour un ajustement local, on
venait à trouver des gains de réglage trop importants, alors il faudrait douter
de la validité du résultat ;

— dans certains cas, un mauvais choix de pondérations peut conduire à des
résultats ne correspondant pas à la réalité. On prendra donc soin de tester
plusieurs pondérations avant de conclure sur un ajustement a.

a. Comparé au calcul de G−1
θ0

, le temps mis pour calculer une direction d’ajustement pour une
pondération donnée est petit.

11.4.2 Influence du modèle embarqué

Pour les ajustements effectués dans la sous-section 11.4.1, on a utilisé un modèle
embarqué d’ordre 4 qui estimait principalement le mode rigide et le premier mode
flexible. On se propose de choisir un estimateur qui estime à présent le mode rigide
et le second mode flexible, le correcteur vu dans son ensemble restant identique au
correcteur nominal.

Nouveau modèle embarqué et correcteur correspondant

On décide à présent de réduire le système masses-ressorts, initialement d’ordre 6, à
l’ordre 4 par une troncature dans sa base “naturelle”. Pour cela, on supprime simple-
ment les états x1 et ẋ1 dans l’équation (11.20). On obtient alors le modèle embarqué
suivant :

Ẋr =


0 1 0 0
− k2

m2
− f2

m2

k2
m2

f2

m2

0 0 0 1
k2
m0

f2

m0
−k1+k2

m0
−f1+f2

m0

 Xr +


0 0
0 1

m2

0 0
0 0

 [
u1

u2

]

y =
[

1 0 0 0
]

Xr

(11.27)

On peut remarquer que ce système réduit est assez peu représentatif du système
complet. En effet, l’action de l’entrée u1 a disparu et les pôles du système sont différents
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de ceux du système complet :

spec(Ar) =


−0.0125 + 3.2472 i
−0.0125− 3.2472 i
−0.0010 + 0.9066 i
−0.0010− 0.9066 i

 spec(A) =



−0.0135 + 3.3608 i
−0.0135− 3.3608 i
−0.0025 + 1.4393 i
−0.0025− 1.4393 i

0
0


Aucun pôle de ce modèle réduit n’occupe une place d’un pôle du modèle complet,
et le mode rigide a disparu. On peut comparer les diagrammes de Bode du modèle
complet, du modèle embarqué de la sous-section 11.4.1 et de ce nouveau modèle réduit
sur la figure 11.19. Les courbes en trait continu constituent les diagrammes de Bode du
modèle complet ; celles en tirets représentent les transferts du modèle réduit lorsqu’on
néglige la masse m0 ; enfin, les courbes en tirets et pointillés désignent les transferts du
modèle réduit par troncature des états x1 et ẋ1.

À partir de ce modèle réduit, on construit les gains Kc et Kf de la forme esti-
mation/retour d’état, de sorte que le correcteur résultant soit identique au correcteur
nominal. La technique utilisée est celle décrite dans [3] et [4]. Ce qui donne les gains
suivants :

Kc =
[

0.2859 0.0918 0.0237 −0.0683
0.3768 0.2345 −0.1323 −0.0682

]
KT

f =
[

10.22 42.36 −4.96 −140.5
]

(11.28)

Résultats des ajustements avec le nouveau modèle embarqué

Figure 11.20 : L’objectif fixé est la modification de 50% de la pulsation du mode
rigide. On utilise une matrice de pondération P égale à l’identité et on s’autorise à
modifier l’intégralité des gains utilisables, c’est-à-dire les gains des matrices Kc, Kf et
Dk. Le résultat est semblable à celui de la figure 11.15. Le déplacement du premier
mode flexible et du mode basse fréquence du correcteur est mal contrôlé ; cependant, le
mode rigide suit une direction proche de la direction d’iso-amortissement. L’ajustement
semble donc réalisable.

Figure 11.21 : Dans le cas où le modèle embarqué était plus représentatif de la dy-
namique du système, on avait eu des problèmes lorsqu’on considérait le second mode
flexible dans le critère. On décide par conséquent de fixer à 0 les pondérations corres-
pondantes. Le résultat s’améliore, comme il s’était amélioré entre la figure 11.15 sur
la figure 11.16 ; cependant, il reste légèrement moins bon que ce qu’il n’était avec le
précédent modèle embarqué (figure 11.16).

Figure 11.22 : Ici, on choisit des pondérations unitaires uniquement pour les modes
issus du système (premier mode flexible et mode rigide), les autres modes ont une
pondération nulle dans le critère. Le résultat est moins satisfaisant que le résultat de la
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Figure 11.19: Diagrammes de Bode pour les différents modèles du système masses-
ressorts.
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figure 11.21, où on a considéré les pôles du correcteur dans le critère, et que celui de la
figure 11.17, où on utilise les mêmes pondérations avec un modèle embarqué différent. Il
se peut donc que les gains Kc et Kf aient une influence sur tous les modes du système.
Ici, la séparation des dynamiques est moins bien vérifiée que dans le cas du modèle
embarqué représentatif.

Figure 11.23 : Afin de vérifier ce qui a été dit précédemment, on conserve les même
pondérations, mais on effectue l’ajustement en n’utilisant que les gains de la matrice Kc.
Le résultat observé confirme la conclusion précédemment citée : la direction synthétisée
est de moins bonne qualité que la direction synthétisée à la figure 11.22.

Étant donné que les gains de Kc et de Kf ont des ordres de grandeur différents,
et qu’apparemment ils contribuent tous deux au bon placement du mode rigide, on
décide d’effectuer un scaling sur les variations δKc et δKf avant le calcul de G−1

θ0
. On

normalise donc les variations de ∆θk de la sorte : δKc(i, j) = 0.1 Kc(i, j) ∆θk(4 (i−1)+j)
et δKf (i) = 0.1 Kf (i) ∆θk(8 + i).

Figure 11.24 : Cette figure représente le résultat obtenu pour une matrice de pon-
dération identité lorsqu’on se préoccupe toujours de la pulsation du mode rigide. Il ne
semble pas y avoir de nette amélioration par rapport à la figure 11.20.

Figure 11.25 : On élimine la pondération sur le second mode flexible. Cette fois-ci,
le résultat est parlant : il est de même qualité que le meilleur résultat obtenu avec le
modèle embarqué initial. Le mode rigide suit une direction d’iso-amortissement et les
autres modes du système ne se déplacent quasiment pas.

Figure 11.26 : On réduit le nombre de pondérations unitaires, en ne prenant en
compte que les pondérations sur le mode rigide et le premier mode flexible. Le résultat
est cette fois-ci beaucoup plus dégradé qu’il ne l’était entre les figures 11.21 et 11.22.

Figure 11.27 : On supprime l’utilisation des gains Kf et Dk pour voir si on a
également une détérioration par rapport à la figure 11.26. On constate, en fait, que
le résultat est moins mauvais. Il est d’ailleurs comparable à celui de la figure 11.23.
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Il apparâıt que le choix de la structure à utiliser peut avoir de nettes conséquences
sur le résultat d’un ajustement particulier. Les conclusions de cette section sont les
suivantes :

— le choix d’une structure estimation/retour d’état se justifie principalement
par le fait qu’on peut réduire le nombre de variables utilisées par l’algorithme.
Pour que cette réduction du nombre de variables ne porte pas trop préjudice
à la qualité de l’ajustement, il est nécessaire que le modèle embarqué choisi
soit représentatif du système complet ;

— lorsque le modèle embarqué est trop peu représentatif du système, il devient
nécessaire de considérer l’intégralité des gains du correcteur ;

— la matrice de pondération joue un rôle important dans le résultat de l’ajuste-
ment. Il convient d’éviter de prendre en compte dans le critère le déplacement
des modes trop peu commandables.

11.4.3 Changements de base

On étudie, dans ce paragraphe, le cas particulier d’un changement de modèle em-
barqué qui est un simple changement de base. Pour cela, on utilise le modèle réduit
initial (qui était représentatif de la dynamique globale du système - voir sous-section
11.4.1) dans une base différente. La base utilisée ici est une base bloc-diagonale, com-
posée de deux blocs de Jordan. Le système A0, B0, C0 est donc le même que celui
décrit par (11.21) à la page 173, mais dans la base suivante :


Ẋr =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −2.072 −0.005

 Xr +


0 0

0.909 0.909
0.0021 −0.0017
1.73 −1.44

 [
u1

u2

]
y =

[
1 0 −0.5258 0.0006

]
Xr

(11.29)
Comme pour les résultats 11.24 à 11.27, on utilise une pondération visant la mise

à l’échelle des gains de Kc et Kf lors du calcul de G−1
θ0

.

Figure 11.28 : L’objectif fixé est la modification de 50% de la pulsation du mode
rigide. On utilise une matrice de pondération P égale à l’identité et on s’autorise à
modifier l’intégralité des gains utilisables, c’est-à-dire les gains des matrices Kc, Kf

et Dk. Le résultat est semblable à celui de la figure 11.15, à la différence près que le
premier mode flexible ne se déplace plus. Il semble donc que l’action de l’ajustement
sur les différents pôles du système soit mieux découplée.

Figure 11.29 : Dans tous les cas précédents, on s’était aperçu d’un dégradation de
l’ajustement lors de la prise en considération des pondérations sur le second mode
flexible du système. On procède donc de même que pour la figure 11.16 en attribuant une
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valeur nulle à ces pondérations. Le résultat confirme ce qui était observé précédemment
puisqu’on observe une amélioration par rapport à la figure précédente. Le seul mode
à se déplacer légèrement est le mode basse fréquence de la dynamique du correcteur.
Quant au mode rigide, il se déplace de façon parfaite sur une direction d’iso-pulsation.

Figure 11.30 : On se propose également de vérifier l’action des pondérations sur les
modes issus de la dynamique de correction. Pour cela on ne garde des pondérations
unitaires que pour le mode rigide et le premier mode flexible ; les autres pondérations
étant nulles. Le résultat est cette fois-ci décevant. Il est en effet comparable à celui de la
figure 11.26 où on avait les même pondérations et un modèle embarqué non-représentatif
du système. On peut donc conclure que lorsqu’on utilise tous les gains du correcteur
disponibles, il importe d’avoir choisi une matrice de pondérations significative.

Figure 11.31 : Afin de compléter la comparaison avec les cas où on a utilisé un
modèle embarqué différent ou utilisé dans une base différente, on effectue l’ajustement
en ne considérant que les gains de la matrice Kc, associé à une pondération ne portant
que sur le mode rigide et le premier mode flexible. Le résultat est quasiment identique
à celui de la figure 11.18 où on a utilisé le même modèle embarqué dans une base
différente.

Il apparâıt que le choix de la base du modèle embarqué dans laquelle on se trouve
a moins d’influence sur l’ajustement que le modèle embarqué lui-même. Cependant,
son influence n’est pas nulle. On retrouve le fait que l’utilisation de tous les gains
disponibles pour effectuer l’ajustement demande un choix de pondérations adéquat.
En particulier, certains pôles non estimés par le modèle embarqué, ou difficilement
commandables, ne doivent pas être pris en compte, alors que les pôle issus de la
dynamique du correcteur doivent être considérés.

11.5 Méthode d’ajustement de placement de pôles

Ce paragraphe résume la méthode d’ajustement de placement de pôles, que nous
venons de présenter. Nous supposons pour cela que la structure du correcteur n’est pas
imposée 11.
On rappelle que les données du problème sont les suivantes :

— on dispose d’un système d’ordre élevé ;
— associé à ce système, on dispose d’un correcteur nominal d’ordre réduit par
rapport à l’ordre du système ;
— on souhaite déplacer certains pôles de la boucle fermée, tout en évitant le dé-
placement de certains autres ;

11. Lorsque la structure est imposée, on démarre directement à l’étape du calcul de G−1
θ0

.
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— une phase de validation doit être évitée, de telle sorte que l’on travaille directe-
ment sur l’ensemble modèle complet/correcteur réduit.

La procédure d’ajustement est alors la suivante :
1. On construit, à partir du modèle complet, un modèle d’ordre réduit généralement

égal à l’ordre du correcteur. Ce modèle réduit devra, quand cela est possible, être
représentatif de la dynamique du modèle complet.

2. On opère un changement de base sur le modèle réduit si nécessaire afin de le
placer dans une représentation diagonale par blocs. Cela permet d’améliorer un
peu d’éventuels couplages lors de l’ajustement entre différents modes issus de la
dynamique du système.

3. À partir de ce modèle réduit et du correcteur nominal, on construit la forme
estimation/commande équivalente à ce correcteur. Autrement dit, on calcule les
matrices de gains Kc et Kf .

4. On fait ensuite apparâıtre la variation des gains du correcteur sur le système en
boucle fermée. La forme LFT n’est pas indispensable. Il suffit, en fait, de faire
une fonction, qui, à partir des deux entrées (système nominal en boucle fermée et
variations du correcteur), calcule le système en boucle fermée après application
de ces variations. Notons que cette fonction n’est autre qu’un simple feedback
lorsque le système est sous forme LFT. La fonction en question devra donner en
sortie le système “perturbé” dans une forme diagonale par blocs.

5. On ajoute ensuite les variations fictives de type modal. Ces variations peuvent
également s’écrire au travers d’une forme LFT. Le résultat de ce point et du
précédent, doit être par contre sous la forme d’une fonction d’entrée ∆θ et de
sortie Sysbf (∆θ) sous forme diagonale par blocs. On ajoutera si nécessaire un
scaling sur les gains de Kc et Kf (lorsque ces derniers ont des ordres de grandeur
différents).

6. Vient à présent le calcul de la matrice G−1
θ0

. La procédure de ce calcul a déjà été
détaillée au chapitre 9.

7. On se fixe un vecteur δθcmdes et une matrice de pondération P . L’ensemble doit
être conforme aux objectifs de l’ajustement. Le choix de la matrice de pondération
nécessite parfois plusieurs essais.

8. On synthétise ensuite la direction δθk optimale par minimisation du critère avec
pondération présenté à la section 11.2.2.

Notons que les deux dernières étapes peuvent être répétées plusieurs fois jusqu’à
obtention d’une matrice de pondération P menant à des résultats satisfaisants. Comme
l’étape la plus longue de la phase d’ajustement est le calcul de G−1

θ0
(qui ne s’effectue

qu’une seule fois), le coût relatif en temps de cette réitération est faible.

11.6 Extensions de la méthode

Jusqu’à présent, la méthode était exploitée pour modifier uniquement des caractéris-
tiques modales en boucle fermée. Cependant, cet outil d’identification permet d’autres
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types d’ajustements.

11.6.1 Désensibilisation paramétrique des correcteurs

Les synthèses classiques de type LQ -LQG, LQR et LQG/LTR- n’assurent à aucun
moment une robustesse vis-à-vis des incertitudes paramétriques. La synthèse LQG/LTR,
connue pour recouvrer les garanties de marges de stabilité d’un régulateur LQR ou d’un
filtre de Kalman, ne donne aucune garantie de robustesse à la stabilité.

Il est par conséquent souvent utile de robustifier le correcteur vis-à-vis des incerti-
tudes paramétriques. Cette robustification peut avoir lieu directement lors de la phase
de synthèse, c’est ainsi qu’à été élaborée la synthèse PRLQR (“Parameter Robust Li-
near Quadratic Regulator”), ou encore la synthèse PRLQG (“Parameter Robust Linear
Quadratic Gaussian”) pour la robustification des synthèses LQG. Le lecteur pourra se
reporter à [4] pour plus de détails.

Outre les désensibilisations de correcteurs classiques issues de synthèses de type
LQ, il est possible de désensibiliser un correcteur en utilisant les propriétés de l’identifi-
cation paramétrique, si celle-ci avait effectivement eu lieu. L’outil est donc le même
que celui utilisé jusqu’à présent. Cet outil a déjà été utilisé dans le cadre des re-
cherches effectués au sein du DCSD, afin de construire une méthode de synthèse ro-
buste au incertitudes paramétriques [27, 29]. Mais on peut également, à partir de la
formulation mathématique de la mesure de robustesse obtenue pour la phase d’ana-
lyse, chercher à robustifier un régulateur donné, tout en assurant un bon compromis
perfomance/robustesse [26, 9]. On se trouve alors dans le cadre de notre étude visant
l’ajustement de lois de commande.

Dans ce qui suit, on se contente d’exposer brièvement la méthode qui permet de
robustifier un correcteur vis-à-vis des incertitudes paramétriques. On peut se reporter
à [9] pour avoir un aperçu applicatif de la méthode.

Robustesse aux performances

Lors de la phase de désensibilisation, il importe de garder une certaine robustesse
aux performances de l’ensemble système/correcteur. Le compromis performances/ro-
bustesse paramétrique ne doit pas être entièrement au profit de la robustesse.

Afin d’éviter une dégration brutale des performances lors de la phase d’ajustement,
on décide de construire, grâce à l’outil développé au chapitre 9, une classe de régulateurs
aux performances semblables. Ultérieurement, parmi cet ensemble de régulateurs, on
choisira celui qui offre la meilleure robustesse paramétrique.

La construction de l’ensemble de correcteurs assurant des performances semblables
au correcteur nominal se fait de la façon suivante :

1. on définit l’ensemble des variables du correcteur que l’on s’autorise à modifier. Si
le correcteur est à structure fixée, alors cet ensemble de variables est constitué
de l’ensemble des gains “naturels” de la structure utilisée. Tout comme pour un
ajustement de placement de pôles de la boucle fermée, lorsque la structure n’est
pas imposée, on pourra mettre le correcteur sous forme observateur/retour d’état
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et utiliser les différents gains des matrices Kc, Kf , et Dk. L’ensemble de ces gains
sera noté θk comme précédemment.

2. une fois cet ensemble déterminé, on calcule la matrice G−1
θk
0

où les seules variables
sont les gains du correcteur.

3. par analogie à la mesure de robustesse en stabilité (chapitre 9 p. 115 ) obtenue par
la qualité de l’identification des paramètres inconnus (θcm) du système en boucle
fermée, la robustesse aux performances va être ici quantifiée grâce à la qualité de
l’identification des paramètres du correcteur θk.

4. la direction de sensibilité minimale donnée par le vecteur propre de G−1
θk
0

, θk
min,

associé à la plus petite valeur propre, constitue donc une direction de robustesse
maximale.

5. en se déplaçant le long de cette direction de +/ − ∆θk
min on obtient donc deux

nouveaux correcteurs qui ont très peu changé la dynamique de la boucle fermée
du système.

L’ensemble des correcteurs à performances similaires comprend généralement deux
éléments. Ce sont les correcteurs paramétrés par :

— θk
0 + α θk

min = θk
1+ et,

— θk
0 − α θk

min = θk
1− .

Cependant, il est possible de choisir un plus grand nombre de correcteurs le long de la
droite θk

min.

Désensibilisation aux incertitudes paramétriques

À partir de la direction de robustesse maximale, obtenue dans l’espace paramétrique
θk, il a été obtenu une classe de régulateurs robustes aux performances. On va alors
chercher, dans cette classe de régulateurs, celui qui est le plus robuste aux incertitudes
paramétriques. Le vecteur paramétrique que l’on considère à présent est donc θcm. La
mesure de robustesse aux incertitudes choisie est alors la suivante :

J1+/− = Tr
(
G−1

θcm
0

(θk
1+/−)

)
La notation G−1

θcm
0

(θk
1+) (respectivement G−1

θcm
0

(θk
1−)) doit se comprendre comme la

matrice G−1
θcm
0

, de variable θcm, considérée au voisinage de θcm
0 , le tout calculé pour le

correcteur pris en θk
1+ (respectivement en θk

1−). S’il existe plus de deux éléments dans
la classe des correcteurs robustes aux performances on pourrait alors noter le critère
J11, J12 etc.

Le choix de la trace comme critère de robustesse permet d’envisager une augmenta-
tion de la robustesse pour toutes les grandeurs de θcm, tout en pondérant plus fortement
dans le critère les directions de robustesse minimale (les plus grandes valeurs propres
de la matrice G−1

θcm
0

ont plus d’importance). Cependant, on aurait pu choisir une autre
grandeur pour la mesure de la robustesse. Par exemple, en utilisant la plus grande
valeur propre de G−1

θcm
0

:

J1+/− = λmax

(
G−1

θcm
0

(θk
1+/−)

)
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L’algorithme de désensibilisation des régulateurs aux incertitudes paramétriques
peut donc se résumer par les étapes suivantes :

1. Établir une classe de régulateurs robustes aux performances avec la méthode
décrite au paragraphe précédent. Cette classe comportera généralement deux
éléments. Rappelons que cette construction s’effectue dans l’espace paramétrique
θk.

2. Pour chaque élément de la classe précédente, on cherche celui qui a la plus grande
robustesse aux incertitudes ; soit encore celui dont le critère de robustesse aux
incertitudes, Ji+/− , est le plus petit. Chacun des critères étant associé à un cor-
recteur, on obtient par conséquent un nouveau correcteur paramétré soit en θk

1+ ,
soit en θk

1− .

3. On recommence la procédure à partir de la première étape en considérant le
nouveau correcteur.

L’algorithme s’arrête quand :
— on est passé en-dessous du critère de robustesse désiré ;
— ou quand lors de la phase 2, les deux nouveaux correcteurs (en θk

i+ et θk
i−) on

un critère de robustesse aux incertitudes (Ji+/−) plus grand que le critère conservé
à l’étape précédente (min(J(i−1)+/−)).

Dans ce dernier cas, on peut néanmoins continuer l’algorithme si le dernier correcteur
considéré en θk

(i−1) n’est pas satisfaisant. On définit alors un nouvel ensemble de correc-
teurs robustes aux performances à partir de θk

(i−1), non pas en considérant le vecteur
propre θk

min associé à la valeur propre minimale de G−1
θk
(i−1)

, mais en considérant le vec-

teur propre θk
min′ associé à la seconde plus petite valeur propre de G−1

θk
(i−1)

. Les deux

correcteurs correspondants sont alors paramétrés par :
— θk

i + α θk
min′ = θk

i+ et,
— θk

i − α θk
min′ = θk

i− .
Si on n’arrive pas à améliorer le critère, on recommence en prenant la troisième plus
petite valeur propre etc. Et si finalement, quelle que soit la valeur propre considérée,
le critère ne peut pas être amélioré, c’est qu’on se trouve, localement, sur un point de
robustesse paramétrique maximale, par conséquent on ne pourra pas atteindre l’objectif
désiré en partant du correcteur paramétré par θk

(i−1). On peut alors considérer le point
θk
(i−2) (et ainsi de suite), ou arrêter l’algorithme.

11.6.2 Autres méthodes itératives

La méthode itérative présentée pour la désensibilisation paramétrique d’un correc-
teur se base sur le principe suivant :

— on définit un ensemble de correcteurs robustes aux performances grâce à l’outil
d’identification bayésienne,
— puis, parmi cet ensemble, on cherche un correcteur qui minimise un certain
critère (ici de robustesse paramétrique).
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On peut donc envisager de généraliser cette façon de procéder à d’autres types de
critères ; par exemple, minimiser la norme d’un transfert donné dans un espace de
correcteurs robustes aux performances.

Cette voie n’a pas été explorée durant cette thèse, mais pourrait faire l’objet d’une
étude ultérieure.

11.6.3 Réduction de la dimension de l’espace paramétrique

À la page 167, dans la section 11.2.2, lorsque la matrice G−1
11 G12 est de rang plein

en lignes (mais pas nécessairement en colonnes), alors la solution optimale en ∆θk pour
une variation modale désirée s’écrit :

∆θk ∗ = GT
12 G−1

11 (G−1
11 G12 GT

12 G−1
11 )−1 ∆θcm des +N

G−1
11 G12N = 0

(11.30)

Ce résultat est particulièrement intéressant. En effet, cela signifie que si l’on choisit
∆θk = N (dans le noyau de G−1

11 G12) l’ajustement qui en résulte ne modifie pas la
position des pôles de la boucle fermée. Si on va un peu plus loin et qu’on choisit une
matrice de pondération P qui ne prend pas en compte dans le critère certains pôles (ce
qui correspond à des zéros sur la diagonale de P ), alors le choix de ∆θk dans le noyau
de
√

P G−1
11 G12 conduit à un ajustement qui ne modifie pas les pôles pris en compte.

On peut par conséquent imaginer, lors d’un problème d’optimisation où :
— les variables d’optimisation sont les paramètres ∆θk,
— et les contraintes consistent à ne pas déplacer certains pôles,

transformer le problème :

on réduit le nombre des variables d’optimisation en se plaçant dans le sous-espace
correspondant au noyau de

√
P G−1

11 G12, ce qui permet de supprimer en même
temps les contraintes sur les pôles.

Ce type de transformation d’un problème d’optimisation pourrait s’appliquer à n’im-
porte quel critère, du moment qu’il existe une contrainte forte sur un ou plusieurs
pôles.

11.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on s’est efforcé de mettre au point une méthode d’ajustement
de placement de pôles qui puisse s’appliquer sur un ensemble {système - correcteur}
ne permettant pas d’avoir un estimateur d’ordre complet (le système est d’ordre trop
élevé par rapport à celui du correcteur). Pour cela, on a été amené à construire un
critère qui soit représentatif de l’écart qu’il y a entre la position d’un pôle et la position
qu’on souhaiterait qu’il ait. Ce critère s’articule lui-même autour de l’analyse faite au
chapitre 10 grâce à l’outil d’identification paramétrique développé.

Les résultats obtenus pour des systèmes relativement simples sont satisfaisants, mais
dépendent tout de même de certains facteurs, principalement :
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— le choix des paramètres du correcteur qu’on s’autorise à modifier,
— le choix du modèle embarqué qu’on utilise, lorsqu’on souhaite utiliser un cor-
recteur sous sa forme estimation/retour d’état -en particulier quand le nombre de
paramètres que l’on s’autorise à modifier est réduit.
La méthode a tout de même l’avantage de pouvoir s’appliquer sur tout type de

systèmes et de correcteurs en respectant la structure de ce dernier. Il faut néanmoins
rappeler que son utilisation reste locale.

Enfin, on a pu voir dans ce chapitre que l’outil d’identification paramétrique développé
au chapitre 9 avait d’autres champs d’application possibles, en particulier, dans la ro-
bustification de lois de commande vis-à-vis de paramètres incertains.

198



Chapitre 12

Application au modèle avion

12.1 Position du problème

Le modèle avion utilisé ici correspond au modèle latéral présenté dans la partie I au
chapitre 3. Ce modèle comporte 60 états, 10 sorties (dont 6 sont des mesures et 4 sont
utilisées pour les simulations temporelles) et 4 entrées (qui sont toutes des commandes).
En outre, on dispose d’un correcteur initial à 20 états, 6 entrées et 4 sorties, conçu pour
répondre à des exigences de qualités de vol (réglage des performances rigides - voir figure
12.2).

12.1.1 Le correcteur initial

On présente ici le correcteur initial. La figure 12.1 représente le lieu des racines de
−K0(s)P22(s) lorsqu’on fait varier le gain de boucle de 0 à 1. K0(s) désigne le correcteur
initial et P22(s) = P (5 : 10, :) le modèle latéral de l’avion entre les 4 commandes et les
6 mesures.

Les ’x’ bleus représentent les pôles du modèle de l’avion en boucle ouverte. Les ’x’
verts (en clair) correspondent aux pôles du correcteur. Les ’+’ rouges, quant à eux,
indiquent l’emplacement des pôles du système en boucle fermée. On peut suivre chaque
pôle depuis sa position en boucle ouverte jusqu’à sa position en boucle fermée grâce
aux lignes pointillées en noir.

On peut constater que ce correcteur place les modes rigides du système de la façon
suivante :

— le mode de roulis hollandais est placé en −0.85 + / − 1.80i, sa pulsation est de
1.99 et son amortissement de 0.43 ;
— le mode spiral est placé en −0.4 ;
— le mode de roulis, quant à lui, est placé en −0.67.

Ce positionnement conduit à un dépassement important sur la sortie β lorsqu’on ap-
plique comme consigne un échelon unitaire de βref . La cause principale est le trop faible
amortissement du mode de roulis hollandais.

Les simulations temporelles sont établies à partir du schéma 12.2. La précommande
statique H est calculée pour avoir un gain statique unitaire entre (β, φ) et (βref , φref ).
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Figure 12.1: Lieu des racines de −K0(s)P (s).
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En amont de H, on trouve le produit de matrices :[
1 0
0 1

s

] [
1 0
−1 1

]
qui est utilisé pour établir un virage coordonné et une consigne en pref (vitesse de
roulis).

4

4

6

K0(s)

β, p, r, φ

P (s)βref , pref βref , φref

H







1 0

−1/s 1/s







Figure 12.2: Schéma fonctionnel.

La figure 12.3 permet de visualiser les 4 sorties β, p, r et φ, pour une consigne
d’échelon sur βref (les 4 graphes de la partie supérieure) et pref (les 4 graphes de la
partie inférieure).

On peut constater sur la première courbe le problème de dépassement en β. On
peut également constater un problème de déphasage non-minimal sur la réponse de φ
à un échelon de βref qui n’est pas acceptable sur le plan des qualités de vol.

12.1.2 Les objectifs

L’objectif qu’on se propose d’atteindre est, dans un premier temps, la réduction du
dépassement de β. Comme le mode dominant dans la réponse en β est le mode de roulis
hollandais, on va donc augmenter son amortissement. En outre, comme le premier mode
flexible a une influence sur les réponses du système, on souhaiterait donc augmenter
également son amortissement.

La technique mise en oeuvre pour cet ajustement est celle qui est présentée dans le
chapitre 11. Elle utilise l’outil d’identification bayésienne développé dans cette partie
III. Pour cela, nous avons mis le correcteur sous forme estimation-retour d’état, afin
de diminuer le nombre de paramètres lors du calcul de G−1

θ0
. La structure utilisée est

de type observateur de Luenberger, qui permet l’estimation de 26 états du système
(l’ordre du correcteur étant de 20 et le nombre de sorties de 6). À l’intérieur de cette
structure, on ne s’est intéressé qu’aux seuls gains de la matrice de retour d’états estimés
Kc. Le nombre de paramètres du correcteur qu’on s’est autorisé à modifier est donc de
104 (26 états par 4 entrées).

12.2 Ajustements réalisés

À partir de :
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Figure 12.3: Simulations temporelles pour le correcteur initial.
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— la matrice G−1
θ0

calculée avec les variations des 80 pôles de la boucle fermée et
des 104 paramètres du correcteur ;
— et d’une matrice de pondérations, définie dans le chapitre 11, où toutes les
pondérations sont égales à 0.1, à l’exception de celles qui correspondent aux amor-
tissements et aux pulsations du roulis hollandais et du premier mode flexible, qui
ont été prises égales à 1 ;

on a pu calculer pour différentes valeurs du vecteur δcm
des (qui correspond à la variation

souhaitée des pôles de la boucle fermée) les variations correspondantes du correcteur.

12.2.1 Premier ajustement

Dans un premier temps, on observe ce qui se passe sur la carte des pôles lorsqu’on fait
varier l’amortissement du roulis hollandais, puis lorsqu’on fait varier l’amortissement
du premier mode flexible.

La figure 12.4 correspond à un objectif d’augmentation de l’amortissement du roulis
hollandais de 40%. La figure 12.5 correspond à un objectif d’augmentation de l’amor-
tissement du premier mode flexible de 35%. Les ’+’ indiquent la position des pôles de la
boucle fermée initiale. Les ’x’ indiquent la position des pôles de la boucle fermée après
l’ajustement. On peut suivre le déplacement des pôles lorsqu’on fait varier un gain en
facteur de δKc de 0 à 1 par les pointillés noirs.

Sur la figure 12.4, on peut constater qu’on a bien modifié l’amortissement du roulis
hollandais sans altérer sa pulsation. Les autres pôles du système ne se déplacent quasi-
ment pas (à l’exception du premier mode flexible dont l’amortissement est légèrement
augmenté, pôle situé aux alentours de −2± 9i), cependant, les modes issus de la dyna-
mique du correcteur sont influencés par cet ajustement (cela n’a pas de conséquences
importantes et traduit comment évolue la dynamique du correcteur en fonction du
paramètre de réglage δKc).

Sur la figure 12.5, on peut constater que l’amortissement du premier mode flexible
est bien augmenté. Il s’agit pratiquement de la seule modification importante sur la
localisation des pôles du système.

On applique à présent au système la combinaison des deux modifications précédentes :
l’augmentation des amortissements du roulis hollandais et du premier mode flexible.
Le déplacement des pôles induit par cet ajustement est représenté sur la figure 12.6.

Un des inconvénients de cet ajustement est le déplacement vers le demi-plan droit
d’un mode du correcteur (autour de −1.5 ± 10i). On peut d’ailleurs constater sur la
figure 12.7 que ce déplacement modifie l’attribution des dynamiques de la boucle fermée.

Ce lieu des racines donne l’emplacement des pôles de la boucle ouverte, du nouveau
correcteur et des pôles de la boucle fermée lorsqu’on fait varier le gain de boucle de 0 à
1 (selon les même principes que le lieu des racines établi pour le correcteur initial). Le
mode du correcteur qui est déplacé par l’ajustement et le mode premier mode flexible
se croisent, de telle sorte que l’on a du mal à distinguer quel pôle de la boucle fermée
est associé à quel pôle de la boucle ouverte.
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Figure 12.4: Carte des pôles lors de la modification du roulis hollandais.
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Figure 12.5: Carte des pôles lors de la modification du premier mode flexible.
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Figure 12.6: Carte des pôles lors des deux modifications simultanées.
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Figure 12.7: Lieu des racines du nouveau correcteur.
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12.2.2 Second ajustement

Afin d’éviter cela, on décide, en plus des modifications sur le roulis hollandais et le
premier mode flexible, d’augmenter légèrement la pulsation du mode issu de la dyna-
mique du correcteur. L’augmentation choisie est de 5%. On aboutit alors au correcteur
final dont les résultats sont présentés figures 12.8 à 12.10.

La figure 12.8 montre la carte des pôles lorsqu’on passe de la boucle fermée initiale
(les ’+’) à la boucle fermée finale (les ’x’). On constate que la pulsation du mode du
correcteur a effectivement légèrement augmentée. Il suffit de comparer la figure 12.8 à
la figure 12.6 précédemment établie sans consigne sur le déplacement de ce pôle.

On peut alors observer, sur le lieu des racines correspondant (figure 12.9), que
l’ambiguité soulevée autour de la position finale du premier mode flexible est levée.

On conserve donc ce correcteur, et on calcule la précommande H. Le résultat des
simulations temporelles est donné figure 12.10.

Le fort dépassement en β, qui était constaté sur la figure 12.3, est réduit. On a
éliminé par la même occasion le phénomène de déphasage non-minimal sur φ. On peut
donc considérer l’ajustement réalisé comme étant satisfaisant.

12.3 Conclusion

Ce chapitre illustre l’utilisation de la méthode d’ajustement de loi de commande
utilisant l’outil d’identification bayésienne. On peut décomposer, d’un point de vue
pratique, cette méthode en deux parties : le calcul de la matrice G−1

θ0
et la réalisation

des ajustements à partir de cette matrice.
Le calcul de G−1

θ0
s’avère être assez long pour des gros systèmes comportant un

grand nombre de paramètres à modifier. De plus, on a parfois été confronté à certains
problèmes numériques lors de ce calcul (matrice G−1

θ0
non positive). Cependant, une fois

le calcul de G−1
θ0

effectué, on a la possibilité d’essayer tous les ajustements possibles,
avec diverses matrices de pondérations, car les calculs qui suivent sont très rapides. Les
réglages par essais/erreurs peuvent alors être employés pour modifier le comportement
du système en boucle fermée et agir directement sur les caractéristiques modales de la
boucle fermée.
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Figure 12.8: Carte des pôles pour l’ajustement final.
209



CHAPITRE 12. APPLICATION AU MODÈLE AVION
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Figure 12.9: Lieu des racines de −Kfinal(s)P (s).
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Figure 12.10: Simulations temporelles pour le correcteur final.
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Conclusion et Perspectives

Les travaux effectués au cours de cette thèse sont articulés autour de l’ajustement
de lois de commande. Nous avons centré nos études autour de deux outils différents : la
CSF et l’identification bayésienne. Ces outils permettent de mettre au point différentes
méthodologies afin d’améliorer un correcteur existant. Les résultats se sont exprimés à
la fois sur un plan théorique, par l’amélioration ou la généralisation des outils existants,
et sur un plan méthodologique, puisque certaines des techniques d’ajustement mises en
oeuvre grâce aux outils présentés dans ce mémoire, n’avaient pas d’antécédents.

La partie II présente un outil, baptisé CSF, qui peut être utilisé pour la résolution de
certains problèmes multi-objectifs, ou encore pour la prise en compte de spécifications
H2 ou H∞ supplémentaires sur un correcteur déjà existant.

— D’un point de vue théorique, notre apport s’est focalisé essentiellement sur trois
aspects.
– La formalisation du problème de la Forme Standard de Passage. La définition

a été légèrement complétée par rapport à ce qu’elle était dans [5]. En effet, on
souhaitait s’assurer que la résolution d’un problème de type CSF aboutissait à une
unique solution, ce qui constitue un point de départ essentiel lorsqu’on souhaite
effectuer l’ajustement d’une loi de commande.

– La formulation de la CSF. Nous avons réussi à nous affranchir d’une expression
de la Forme Standard de Passage nécessitant la mise sous forme de représenta-
tion estimation-retour d’état du correcteur. Il existe néanmoins un lien fort entre
la mise sous forme estimation-retour d’état d’un correcteur et la création d’un
problème standard de type CSF à partir de ce même correcteur, puisque, lors de
chacune de ces opérations, on retrouve la même équation de Riccati.

– La généralisation de la CSF à des correcteurs quelconques. L’outil ne se limite plus
aux correcteurs d’ordre supérieur ou égal à celui du système ; il permet également
de constituer une CSF à partir d’un correcteur d’ordre réduit. Nous pouvons aussi
rappeler que les formulations exposées dans ce manuscrit permettent de trouver
la Forme Standard de Passage d’un correcteur à deux degrés de liberté.

— D’un point de vue méthodologique, la CSF peut s’appliquer dans deux cadres
différents, mais voisins.
– La résolution d’un problème multi-objectifs. Les exemples choisis dans ce ma-

nuscrit s’articulent autour des mêmes méthodologies que celles proposées dans
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[41, 5]. Néanmoins, le champ d’action de la CSF a été élargi aux correcteurs
d’ordre inférieur et aux correcteurs à deux degrés de liberté [15]. D’autre part,
la méthodologie de synthèse multi-objectifs utilisant la CSF permet ”l’empile-
ment” de plusieurs objectifs. Malheureusement, lors de la synthèse finale, une
seule contrainte de type H2 ou H∞ peut être prise en compte.

– La prise en compte de nouvelles spécifications dans une optique d’ajustement. Il
s’agit ici d’un point particulier par rapport à la résolution d’un problème multi-
objectifs. Cependant, c’est dans cette optique, que les améliorations apportées
à l’outil CSF sont les plus significatives. En effet, il est fréquent, dans le cadre
d’un ajustement, d’avoir affaire à un correcteur d’ordre réduit. La nouvelle for-
mulation de cet outil autorise ce type d’ajustement. L’inconvénient majeur de
cette procédure est la perte de la structure du correcteur. Il n’est, en effet, pas
possible de conserver une structure particulière pour le correcteur, ni de garder
un correcteur d’ordre réduit.

— Sur le plan algorithmique, certains résultats peuvent parâıtre décevants, mais
il faudrait évaluer l’utilisation des degrés de liberté disponibles de la structure. En
effet, la mâıtrise des multiplicateurs à l’entrée et à la sortie du canal de la CSF,
qui ne dénaturent pas le problème, peut sensiblement améliorer les résultats. Le
problème est alors de pouvoir affirmer que les multiplicateurs choisis sont, à coup
sûr, optimaux. Le choix de la distribution des valeurs propres de la boucle fermée
pour la résolution de l’équation de Riccati semble également avoir de l’importance.
Il faudrait pouvoir calculer l’influence de ces degrés de liberté sur le critère et les
contraintes, dans le cadre d’une synthèse mixte H2/H∞ par exemple.

La partie III présente un autre outil basé sur une identification paramétrique. Cet
outil, dans le cadre de la commande des systèmes, était principalement utilisé pour
l’analyse de robustesse paramétrique ou pour la robustification paramétrique des lois
de commande. Notre apport [11, 14, 17] a été de diversifier son champ d’action.

— D’un point de vue théorique, on peut considérer que les modifications apportées
dans le calcul de G−1

θ0
simplifient son utilisation.

– Extention de l’outil aux systèmes continus. Quand on appliquait l’ancienne méthode
de calcul de G−1

θ0
à un système continu, il fallait commencer par le discrétiser.

Le résultat dépendait alors de la période d’échantillonnage choisie. À présent, on
peut utiliser cet outil directement sur des systèmes continus, sans passer par un
échantillonnage. Il y a donc un gain sur le plan méthodologique en supprimant le
choix d’une période d’échantillonnage et les erreurs potentielles dues à la présence
de ce paramètre supplémentaire.

— D’un point de vue méthodologique, l’idée forte, nouvelle, concerne la façon dont
on utilise les différentes directions de sensibilité.
– Compensation de l’action de paramètres issus de deux groupes distincts. Le concept

de compensation des actions de certains paramètres par la modification d’autres
paramètres constitue un autre apport de cette thèse. Dans la robustification d’un
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correcteur, des directions de sensibilité minimales permettaient de créer un sous-
ensemble de correcteurs aux performances équivalentes. La direction de sensibilité
minimale était donc utilisée comme un tout, l’ensemble des paramètres étant uni-
quement composé de gains du correcteur. Ici, nous avons introduit un ensemble
de paramètres fictifs supplémentaires, représentant les variations modales de la
boucle fermée. Le vecteur paramétrique peut donc être scindé en deux parties.

– L’analyse de variations modales de la boucle fermée. L’utilisation d’un vecteur
paramétrique composé de deux ensembles différents permet d’évaluer l’action
d’une variation du correcteur sur les caractéristiques modales de la boucle fermée.

– La synthèse de ”potentiomètres” de réglage. L’utilisation d’un critère représenta-
tif de l’action exercée sur les pôles du système en boucle fermée et des résultats de
l’analyse des variations du correcteur a permis de dégager des directions de réglage
ayant des actions spécifiques. Il est, par exemple, possible d’extraire un vecteur
paramétrique, au niveau du correcteur, qui permet (lorsqu’on modifie les gains du
correcteur le long de cette direction paramétrique) de modifier l’amortissement
d’un mode donné. L’exploitation de ce ”potentiomètre” permet alors d’ajuster
une loi de commande, mais pourrait offrir d’autres possibilités dans le cadre
d’essais en vol par exemple.

La méthode d’ajustement proposée dans ce mémoire, avec l’aide de l’identification
bayésienne, possède l’avantage de ne pas modifier la structure initiale du correcteur.
Cependant, son utilisation se restreint aux déplacements de pôles. L’extension de cette
approche à des spécifications temporelles ou fréquentielles (par exemple : isoler dans
la loi de commande un potentiomètre pour mâıtriser le dépassement d’une réponse
indicielle ou la fréquence de coupure sur la fonction de sensibilité complémentaire)
sans dégradation des autres performances, pourrait être envisagée. D’un point de vue
des spécifications temporelles, une piste envisageable est d’utiliser l’outil pour dégager
un certain nombre de paramètres du correcteur dont on sait qu’ils ont indirectement
(par l’intermédiaire des pôles) une action sur la réponse du système. On pourrait alors
utiliser un outil d’optimisation qui travaillerait sur cet ensemble réduit de paramètres.
On peut raisonnablement penser qu’une optimisation sur un ensemble de paramètres
restreints et pertinents sera plus efficace qu’une optimisation aveugle sur l’ensemble des
paramètres de la loi de commande.
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