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Introduction

En raison de la non linéarité forte des équations, des solutions multiples peuvent exister
satisfaisant aussi bien les équations générales de la mécanique que les conditions aux limites et
les conditions initiales. Bien sûr en pratique ces conditions sont souvent simplifiées eu égard à tel
modèle recherché (paroi parfaitement lisse, écoulement incident parfaitement uniforme etc ...),
mais la question de la multiplicité des solutions demeure. Par exemple une couche limite peut
être laminaire ou turbulente.

Une façon d’appréhender ce problème est de se poser la question de la stabilité des différentes
solutions possibles. On peut penser que la théorie de la stabilité a un vrai point de départ avec
les travaux de Lord Reynolds qu’il a appliqué à diverses applications. Ensuite et jusque vers les
années soixante, avant l’arrivée de l’informatique, les études étaient exclusivement analytiques,
s’appuyant notamment sur des approches asymptotiques. L’informatique et ses performances
croissantes ont progressivement permis de répondre à des situations pratiques pour lesquelles
l’approche numérique était indispensable. Ces calculs de stabilité restent néanmoins très avan-
tageux en terme de temps de calcul par rapport à des simulations numériques complètes de
l’écoulement considéré.

En pratique, une instabilité se déroule souvent en trois phases successives. Il y a d’abord l’ap-
parition d’une instabilité en réponse à une (micro-) excitation quelle qu’elle soit (imperfection de
paroi, inhomogénéité du fluide porteur etc), ce mécanisme fixe une amplitude initiale à chaque
perturbation. Puis dans une phase dite linéaire, les perturbations sont appréhendées de façon
individuelle avec une amplitude arbitraire, mais supposée très petite, on suit alors leur amplifi-
cation éventuelle dans le temps ou dans l’espace. Cette étape linéaire conduit à la détermination
des paramètres critiques associés au seuil de déclenchement des amplifications des perturbations.
Enfin si les amplitudes atteintes physiquement deviennent trop importantes des phénomènes non
linéaires entrent en jeu et il s’agit alors de prendre en compte les interactions entre les perturba-
tions elles-mêmes ce qui peut conduire à des modifications observables de l’écoulement porteur.
Dans certains cas, la phase linéaire peut ne pas exister, notamment dans le cas où les excitations
évoquées ci-dessus sont de grande amplitude. Le travail présenté dans cette thèse se limite à la
phase linéaire.

La stabilité est appliquée à un écoulement que l’on nomme écoulement de base ; par le
biais d’une méthode perturbative on superpose une fluctuation à cet écoulement de base. Tout
l’avantage des méthodes de stabilité en linéaire par rapport aux simulations numériques directes
consiste à particulariser une forme mathématique à la perturbation recherchée. Cette forme est
déterminée par les propriétés de l’écoulement de base. L’approche classique que l’on notera 1D par
la suite est limitée au cas d’écoulements dits parallèles (correspondant à un écoulement de base
inhomogène dans une seule direction d’espace). L’approche 2D (ou non locale) proposée a pour
objectif de généraliser l’approche classique pour traiter des écoulements de base plus complexes.
Cette généralité a cependant l’inconvénient de demander de grandes ressources informatiques ce
qui explique aussi que son développement soit récent.

13
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Notre travail a consisté à formaliser la mise en œuvre de cette nouvelle approche et de l’ap-
pliquer à l’écoulement de couche limite qui se développe au voisinage de la ligne de partage d’une
aile en flèche. Dans la traditionnelle recherche de réduction de traînée d’un avion, la conservation
d’un état laminaire ou la relaminarisation de l’écoulement sur des zones étendues de chacune des
parties de l’avion est un point déterminant. L’état de la couche limite au voisinage de la ligne de
partage peut être critique vis-à-vis de la conservation d’un état laminaire sur l’aile. L’approche
1D est inadaptée pour cet écoulement, qui s’apparente à un écoulement de type point d’arrêt
auquel on superpose une vitesse tranversale. Les lignes de courant au voisinage de cette ligne
sont donc violemment non-parallèles. Il existe une hypothèse simplificatrice, approximation de
Görtler-Hämmerlin, qui permet de se ramener à une approche 1D. Par chance, cette modélisa-
tion semble conduire au mode le plus amplifié mais rien ne garantit qu’il n’existe pas d’autres
types d’instabilités que celle envisagée par cette hypothèse. Enfin si cette approximation conduit
à une solution exacte du problème aux perturbations dans le cas d’un écoulement de fluide in-
compressible, en écoulement de fluide compressible elle imposerait de négliger un certain nombre
de termes dans les équations, notamment celle de l’énergie.

Le premier objectif de cette thèse était donc de mettre en place un outil permettant d’étudier
la stabilité linéaire d’écoulements tridimensionnels ou fortement non-parallèles par une approche
non-locale. Nous avons donc choisi de développer cette nouvelle approche en considérant l’écou-
lement de Poiseuille dans une conduite de section rectangulaire, et en cherchant les instabilités
dans un plan perpendiculaire à la direction de l’écoulement définissant une section complète de
la conduite. Pour cela nous nous sommes appuyés sur les travaux de Tatsumi & Yoshimura [35].
Le deuxième objectif était d’utiliser cette méthode afin d’étudier la stabilité de l’écoulement de
couche limite compressible au voisinage d’une ligne de partage. Nous avons dans un premier
temps mené l’étude en écoulement incompressible en se basant sur les travaux de Lin & Malik
[24] puis nous avons traité le cas compressible.

Le présent mémoire se décompose en cinq chapitres. Dans le premier chapitre il s’agit de
présenter la méthode de stabilité linéaire non locale. Ainsi de façon formelle on rappelera le
principe de l’approche locale et on donnera sa généralisation. La méthode de résolution numérique
du problème de stabilité est également présentée. Un deuxième chapitre présente les écoulements
qui ont été étudiés. On présentera pour chaque cas la géométrie, les grandeurs caractéristiques
et le champ moyen ainsi que la façon de l’obtenir. Ce deuxième chapitre justifie donc en quelque
sorte la nécessité de développer l’approche non locale présentée dans le premier chapitre. En outre
les résolutions des écoulements moyens constituent une problématique à part entière et font appel
à des méthodes de résolution différentes de celles utilisées pour le problème de stabilité. Enfin,
il était plus aisé de présenter l’écoulement compressible de ligne de partage dans la continuité
de la présentation de ce même écoulement en fluide incompressible. Finalement, chacune des
sections de ce chapitre fera par la suite l’objet d’un chapitre qui sera dédié exclusivement au
traitement du problème de stabilité par l’approche non locale. Ainsi le troisième chapitre décrit les
éléments propres à l’approche 2D de la stabilité de l’écoulement de Poiseuille dans une conduite se
section rectangulaire de dimensions finies. Le quatrième chapitre expose les résultats concernant
la stabilité de l’écoulement de couche limite incompressible de ligne de partage. On montrera
en particulier que nos résultats sont en très bon accord avec ceux établis précédemment. Le
cinquième chapitre est dédié à la stabilité de l’écoulement de couche limite compressible de ligne
de partage. Il n’existe que peu de résultats pour cette dernière configuration. On présentera les
principales tendances qui ont pu être observées et on en proposera une analyse critique en les
comparant à celles proposées par d’autres auteurs. Enfin on donnera les conclusions de cette
étude et les perspectives qui nous sembleraient intéressantes de développer.



Chapitre 1

Stabilité linéaire 2D : formulation
générale

La présence d’instabilités, et leur amplification dans le temps ou dans l’espace est bien souvent
à l’origine d’un processus de modification de la structure d’un écoulement, comme par exemple le
passage d’un état laminaire à un état turbulent. Ces instabilités peuvent être déclenchées par un
élément extérieur à l’écoulement, comme par exemple la présence d’imperfections sur une surface
ou d’un bruit. Dans ce cas ces instabilités peuvent être soit d’amplitude infinitésimale et il existera
alors une zone d’écoulement sain dans laquelle une amplification linéaire de ces instabilités peut
être observée, soit d’amplitude non infinitésimale et l’écoulement sera alors totalement conta-
miné et son étude ne relève pas d’une analyse de stabilité. Par ailleurs, les instabilités peuvent
être intrinsèques à l’écoulement, on parle également d’instabilités naturelles que l’on considère
d’amplitudes infinitésimales. Dans ce cas, le développement des instabilités est lié à une valeur
seuil d’un paramètre de l’écoulement. La stabilité linéaire permet de modéliser ces instabilités
naturelles et d’étudier leur évolution. Le mécanisme global de déstabilisation de l’écoulement
ne pourra être décrit uniquement par la théorie linéaire mais cette dernière constitue une étape
importante vers la compréhension de ce mécanisme. En effet, pour reprendre l’exemple de la
transition d’un état laminaire à un état turbulent, dans la plus grande partie des cas elle est le
résultat d’une réceptivité de l’écoulement à des perturbations extérieures, combinée à une ampli-
fication linéaire des instabilités naturelles, et enfin à des mécanismes d’interactions non linéaires
des différentes perturbations. Une présentation complète des instabilités hydrodynamiques et des
théories de stabilité est proposée par différents auteurs, citons par exemple Drazin & Reid [7] et
Huerre & Rossi [15].

Ce chapitre a pour but de présenter de façon formelle un problème de stabilité linéaire 2D.
On reviendra tout d’abord sur le principe de la méthode perturbative. Après avoir rappelé la
théorie 1D, qui est classiquement utilisée pour un écoulement parallèle, on généralisera cette
formulation au cas 2D. La méthode de résolution du problème de stabilité 2D est également
donnée à la fin de ce chapitre.

1.1 Méthode perturbative

On rappelle que la méthode perturbative consiste à considérer un écoulement moyen dont on
connaît une solution laminaire, stationnaire et à laquelle on superpose une perturbation tridi-
mensionnelle, instationnaire infinitésimale. Les grandeurs qui définissent l’état et le mouvement
de l’écoulement instantané, soient les composantes de vitesse, la pression et dans le cas compres-
sible la température et la masse volumique, notées de façon générique q̃ s’écrivent alors comme
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la somme d’une grandeur moyenne, caractérisant l’écoulement laminaire stationnaire et notée Q̄,
et d’une grandeur fluctuante, représentative de la petite perturbation introduite et notée q̂.

Si l’opérateur E désigne les équations générales du mouvement alors formellement la solution
pour l’écoulement instantané vérifie :

E(q̃) = E(Q̄+ q̂) = 0

L’écoulement moyen laminaire stationnaire est solution de : E(Q̄) = 0 et sous l’hypothèse de per-
turbations infinitésimales on linéarise les équations de sorte que les équations aux perturbations
soient finalement décrites par l’application linéaire d’un opérateur (gradient de E) dépendant de
l’écoulement moyen :

L(Q̄).q̂ = 0 (1.1)

Ainsi ces équations linéaires et homogènes associées à des conditions homogènes représentent
le problème de stabilité à résoudre. Dans la section 1.1.1 on rappelle le principe de l’approche
modale en 1D qui permet de réduire et de résoudre le problème (1.1) dans le cas d’écoulements
moyens parallèles. Puis dans la section 1.1.2 on proposera une généralisation de cette approche
modale que l’on qualifiera de 2D pour des écoulements moyens tridimensionnels ou non-parallèles.

1.1.1 Rappel 1D : écoulements paralèlles

Les simplifications permettant la résolution du problème de stabilité se situent à deux niveaux
intimement liés : la modélisation de l’écoulement moyen et la modélisation de la perturbation.
La première ayant naturellement des conséquences sur la dernière. Ainsi dans l’approche 1D on
considère des écoulements qui sont tels que l’opérateur L(Q̄) de l’expression (1.1) ne dépende
que d’une variable d’espace X. En écoulement incompressible, cela revient à ce que L(Q̄) ne soit
fonction que de la vitesse et dans ce cas l’équation de continuité impose des lignes de courant pa-
rallèles. C’est pour cette raison qu’on parle également souvent de l’approximation d’écoulements
parallèles pour désigner l’approche 1D. Le champ de vitesse décrivant l’écoulement moyen est
donc considéré stationnaire et invariant dans deux des trois directions d’espace, soit :

Ū = Ū(X) (1.2)

oùX est une variable d’espace. Ce type d’écoulement correspond par exemple à l’écoulement plan,
incompressible, stationnaire de Poiseuille entre deux plans parallèles infinis dans les directions x
et z et dont le champ de vitesse est donné par Ū = (Ū (y), 0, 0). Dans ce cas l’équation linéaire
décrite par (1.1) est à coefficients constants vis-à-vis des variables de temps t et d’espace Y et Z.
Or une équation linéaire à coefficients constants admet des solutions exponentielles, d’où l’idée
de rechercher les perturbations dont la dépendance en t, Y et Z est de type exponentiel :

q̂(X,Y,Z, t) = q(X)ei(k1Y +k2Z−ωt) (1.3)

Les nombres k1, k2 et ω et la fonction q(X) sont a priori complexes. La partie imaginaire de
l’exponentielle donne à la perturbation son caractère ondulatoire tandis que la partie réelle donne
l’amplification ou l’atténuation de la perturbation. L’instabilité physique correspond à la partie
réelle de q̂. Pour simplifier, on s’intéresse au cas où les perturbations sont recherchées dans un
plan, soit k2 = 0. On peut alors envisager deux types de théorie :

– la théorie temporelle pour laquelle on suppose que l’amplification (ou l’atténuation) des
ondes ne peut être que temporelle. Dans ce cas, k1 est réel et représente le nombre d’onde
dans la direction longitudinale et ω est complexe, sa partie réelle représente la pulsation
de l’onde et sa partie imaginaire le taux d’amplification. L’écoulement est temporellement
stable si ωi est négatif et instable si ωi est positif.
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– la théorie spatiale pour laquelle on suppose que l’amplification (ou l’atténuation) des ondes
ne peut être que spatiale. Dans ce cas, ω est réel et représente la pulsation de l’onde tandis
que k1 est complexe, sa partie imaginaire représentant le nombre d’onde spatial et sa partie
imaginaire le taux d’amplification. L’écoulement est spatialement stable si k1i est positif et
instable si k1i est négatif. La stabilité spatiale dépend en réalité du signe de k1i et de celui
de la vitesse de groupe dans la direction Y .

Grâce à ces modélisations les équations aux perturbations données par (1.1) peuvent se ra-
mener, dans le cas incompressible, à une équation différentielle scalaire ordinaire :

O(Q̄, k1, k2, ω).q(X) = 0 (1.4)

Cette équation différentielle ordinaire homogène et ses conditions limites homogènes associées
constituent le problème de stabilité à résoudre. La condition d’existence d’une solution autre
que la solution q ≡ 0, qui correspond à la solution d’écoulement non perturbé où l’écoulement
instantané se réduit à l’écoulement moyen, est que l’opérateur constitué de O et des conditions
limites correspondantes soit singulier, ce qui se traduit par une relation, dite de dispersion, de
dépendance entre les paramètres k1, k2 et ω :

D(k1, k2, ω) = 0 (1.5)

Ainsi, en se plaçant dans le cadre de la théorie spatiale ou temporelle, bien souvent la démarche
est de se donner deux de ces paramètres et de résoudre alors le problème aux valeurs propres
dont les solutions correspondent aux valeurs du troisième paramètre, les fonctions d’amplitude q
sont les fonctions propres correspondant à chacune de ces valeurs. Dans le cadre de la théorie
temporelle, on cherche à résoudre le problème aux valeurs propres donné par :

Vt
1(Q̄, k1, k2)q = ωVt

2(Q̄, k1, k2)q (1.6)

En effet, la dépendance de ω dans l’opérateur O de l’expression (1.4) est linéaire et on peut donc
écrire (1.4) sous la forme

(
Vt

1(Q̄, k1, k2) − ωVt
2(Q̄, k1, k2)

)
.q(X) = 0 qui conduit au problème aux

valeurs propres généralisé donné par (1.6). Dans le cadre de la théorie spatiale, la valeur propre
apparaît généralement sous la forme d’un polynôme. Pour simplifier, on se place dans le cas ou
k2 = 0, en posant k = k1 le problème s’écrit alors :

Vs
1(Q̄, ω)q =

N∑

n

knVs
2,n(Q̄, ω)q (1.7)

Si on souhaite pouvoir utiliser les méthodes de résolution classiques présentées par la suite, il
faudra alors transformer le problème (1.7) à un problème linéaire. Pour cela, on construit un
nouveau vecteur inconnu ˜̃q, tel que :

˜̃q = (q, kq, . . . , kN−1q)T

Le problème (1.7) sera alors sous la forme désirée, ˜̃V
s

1
˜̃q = k ˜̃V

s

2
˜̃q.

Dans le cas où on considère l’écoulement de base unidirectionnel, par exemple de Poiseuille,
et au sein duquel on cherche les perturbations dans le plan (x, y) soit û = (u(y), v(y), 0)ei(αx−ωt) ,
l’équation différentielle ordinaire obtenue est l’équation de Orr-Sommerfeld :

[
1

iR
(
D2 − α2

)2 −
(
αŪ − ω

) (
D2 − α2

)
+ αŪ ′′

]

v = 0 (1.8)
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avec l’opérateur D désignant la dérivation par rapport à y, D = d
dy et R le nombre de Reynolds

défini à l’aide des grandeurs de référence de l’écoulement considéré. Cette équation se généralise
facilement au cas de perturbations ayant une troisième composante de vitesse et un nombre
d’onde k2 non nul. Les conditions limites associées sont homogènes :

v(y = 1) = v(y = −1) = v′(y = 1) = v′(y = −1) = 0 (1.9)

On trouvera une description plus détaillée par exemple dans Drazin & Reid [7].

1.1.2 Cas général 2D

On souhaite généraliser l’approche modale utilisée pour les écoulements parallèles à des écou-
lements non-parallèles ou tridimensionnels. On considère donc un écoulement moyen stationnaire
pour lequel l’opérateur L(Q̄) de l’expression (1.1) est fonction de deux variables d’espace X et
Y . Dans le cas incompressible, cela correspond à un champ de vitesse :

Ū = Ū(X,Y ) (1.10)

De la même façon, on recherche des perturbations prise sous forme de mode normal vis-à-vis du
temps et de la troisième variable spatiale :

q̂(X,Y,Z, t) = q(X,Y )ei(kZ−ωt) (1.11)

Dans la suite, on utilisera également la forme q̂(X,Y,Z, t) = q(X,Y )eik(Z−ct) où c =
ω

k
représente

la vitesse de phase. Par ailleurs on notera f = ω/2π la fréquence associée à la perturbation. Les
équations aux perturbations données par (1.1) ne peuvent plus s’écrire sous forme d’une équation
différentielle ordinaire mais d’un système d’équations aux dérivées partielles :

P(Q̄, k, ω).q(X,Y ) = 0 (1.12)

Le problème discretisé pour la résolution numérique sera en conséquence de taille considérable-
ment plus importante que pour l’approche 1D. C’est d’ailleurs en raison de ces limitations d’ordre
numérique que l’approche 2D a été peu développée jusqu’à présent. C’est également la raison
pour laquelle on restera dans le cadre de la théorie temporelle bien que les écoulements considérés
par la suite soient plutôt sujets à des instabilités convectives. La théorie spatiale serait alors plus
pertinente mais elle est également bien plus coûteuse, particulièrement en approche 2D et à plus
forte raison pour un écoulement compressible. L’étude de stabilité en théorie spatiale est néan-
moins envisageable et a d’ailleurs été réalisée par certains auteurs que l’on précisera pour chaque
application. Dans ce cas, la méthode de résolution est différente de celle présentée ci-après, il
faudra par exemple utiliser une méthode de Jacobi-Davidson. C’est une méthode qui consiste à
projeter le problème non-linéaire sur un sous-espace de dimension moindre. Une présentation est
donnée par Voss [40], ce type de méthode est également utilisée par Heeg [14]. Cette méthode
peut aussi bien être utilisée pour l’approche 1D mais le problème en 1D étant de taille plus
raisonnable, elle semble moins essentielle.

Les conditions limites seront supposées homogènes de façon à toujours être en mesure de se
ramener à la résolution d’un problème aux valeurs propres de type (1.6). Ces conditions limites
peuvent éventuellement s’avérer être un point dur selon les applications considérées. En effet, dans
le cas d’écoulements fermés ou assimilés, toutes les frontières du problème sont réelles et il existe
des conditions naturelles. En revanche, dans le cas d’écoulements ouverts, la frontière globale
du problème est la réunion de frontières réelles et artificielles Γ = Γφ ∪ Γnum. L’établissement
de conditions limites sur ces frontières artificielles reste un point délicat sur lequel nos travaux
n’apportent que des propositions.
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1.2 Problème aux valeurs propres généralisé

On a montré dans la section 1.1.2 que le problème de stabilité est un système d’équations aux
dérivées partielles qui, associé à des conditions limites homogènes, s’écrit comme un problème aux
valeurs propres généralisé (1.6). Il existe une solution non nulle à ce problème si ω appartient au
spectre des opérateurs définissant (1.6), S(V t

1,Vt
2). Nous allons voir dans cette section comment

résoudre numériquement ce problème.

1.2.1 Discrétisation des équations aux dérivées partielles

La résolution du problème de stabilité est traitée à l’aide d’une méthode de collocation spec-
trale dans les deux directions. Un exposé complet des méthodes spectrales a été réalisé par Ca-
nuto et al. [4]. Nous n’utilisons pas de méthode spectrale à proprement parler puisqu’on restera
toujours dans l’espace physique. On rappelle ici quelques éléments principaux de cette méthode.

Le domaine de discrétisation défini par les intervalles I et J est composé de couples de
points (X,Y ). Ces points sont construits à partir des points de Gauß-Lobatto. Pour l’intervalle I
on utilise nx +1 points ξi définis sur [−1, 1] et répartis sur I à l’aide d’un changement de variable
adéquat. La question du changement de variable est traité ci-après. De même sur l’intervalle J
on utilise ny + 1 points ηj de Gauß-Lobatto. Ces points de collocation s’expriment par :

ξi = cos

(
πi

nx

)

, i = 0, . . . , nx et ηj = cos

(
πj

ny

)

, j = 0, . . . , ny

Une approximation d’une fonction ψ(ξ) définie sur [−1, 1] est obtenue par interpolation po-
lynômiale :

ψ(ξ) =

nx∑

i=0

λi(ξ)ψ(ξi)

avec λi les polynômes interpolateurs de Lagrange, qui dans le cas particulier des points ξ choisis,
ont l’expression simple suivante :

λi(ξ) =

(
1 − ξ2

ξ − ξi

)

(−1)i+1T
′
nx

(ξ)

n2
xci

où T ′
nx

désigne la dérivée de Tnx , Tn étant le polynôme de Chebychev de degré n et ci la suite
telle que pour un entier nx fixé, c0 = cnx = 2 et ci = 1 pour i = 1, . . . , nx−1. Ainsi, si la fonction
ψ est l’inconnue du problème, la méthode de discrétisation consiste à remplacer cette inconnue
par les nx + 1 inconnues ψi = ψ(ξi).

De façon équivalente l’approximation d’une fonction ψ(ξ, η) définie sur [−1, 1] × [−1, 1] est
obtenue de façon similaire, à η fixé :

ψ(ξ, η) =

nx∑

i=0

λi(ξ)ψ(ξi, η)

À ξ fixé, on réalise alors l’interpolation suivant η :

ψ(ξ, η) =

ny∑

j=0

µj(η)ψ(ξ, ηj)
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avec µj(η) =

(
1 − η2

η − ηj

)

(−1)j+1
T ′

ny
(η)

n2
ydj

et d0 = dny = 2, dj = 1 pour j = 1, . . . , ny−1. Finalement

la solution s’écrit :

ψ(ξ, η) =

nx∑

i=0

ny∑

j=0

λi(ξ)µj(η)ψ(ξi, ηj), (1.13)

et les inconnues discrètes sont ψij = ψ(ξi, ηj).

Dérivation

La dérivée d’ordre l de la solution approchée d’une fonction ψ(ξ) définie sur [−1, 1] est évaluée
aux points de collocation à l’aide d’un opérateur de dérivation obtenu en différenciant les fonctions
interpolantes :

ψ(l)(ξi) =

nx∑

k=0

λ
(l)
k (ξi)ψ(ξk)

Cet opérateur peut être représenté par une matrice qui relie ainsi de façon simple la dérivée de
ψ calculée aux points de collocation avec les valeurs de ψ en ces mêmes points :

dlψ

dξl
(ξi) =

nx∑

k=0

D
(l)
Ξikψk

La matrice de dérivation à l’ordre 0 est la matrice identité, notée I et dans notre cas les coefficients
de la matrice de dérivation à l’ordre 1, notée DΞ s’expriment de manière simple :

DΞik =
ci
ck

(−1)k+i

ξi − ξk
pour i 6= k

DΞii = − ξi
2(1 − ξ2

i )
pour i = 1, . . . , nx− 1

DΞ00 = −DΞnxnx =
2n2

x + 1

6

La matrice de dérivation pour la fonction définie sur un intervalle I sera obtenue par le change-
ment de variable considéré. Les matrices de dérivation d’ordre supérieur peuvent être obtenues
par multiplications matricielles simples ou bien par la méthode itérative proposée par Weideman
& Reddy [41] où les coefficients hors diagonale sont obtenus par la récurrence :

i 6= k D
(l)
Ξik =

l

ξi − ξk

(
ci
ck
D

(l−1)
Ξkk −D

(l−1)
Ξik

)

(1.14)

et les termes de la diagonale par la relation :

D
(l)
Ξii = −

nx∑

k=0
k 6=i

D
(l)
Ξik

De façon équivalente, on généralise à une fonction ψ(ξ, η) définie sur [−1, 1] × [−1, 1] en
représentant la matrice de dérivation à l’ordre 1 par rapport à η par :

DΠjk =
dj

dk

(−1)j+k

ηj − ηk
pour j 6= k

DΠjj = − ηj

2(1 − η2
j )

pour j = 1, . . . , ny − 1

DΠ00 = −DΠnyny =
2n2

y + 1

6
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Les dérivées de ψ aux points de collocation s’expriment donc :







∂ψ

∂ξ
(ξi, ηj) =

nx∑

k=0

DΞikψkj

∂ψ

∂η
(ξi, ηj) =

ny∑

k=0

DΠjkψik

(1.15)

Changement de variable

Transformation de l’intervalle [−1, 1] en I = [−L,L]

Ce cas est évidemment extrêmement simple, la variable x définie sur I et ses dérivées s’expriment
par :

x = Lξ et D
(l)
X =

1

Ll
D

(l)
Ξ

Utilisation de matrices de dérivation paires et impaires pour un calcul sur I = [0, L]

Si la géométrie et l’écoulement le permettent il est souvent judicieux, en tous cas économique,
de ne considérer qu’un demi-domaine en utilisant des propriétés de symétrie et de parité. Dans
ce cas on ne considère que la moitié des points. On suppose que nx est pair de sorte à ce que le
point 0 soit un point de collocation et on pose nx = 2(n− 1). Le calcul sera alors réalisé à l’aide
des n points représentant l’intervalle [0, 1]. On peut simplement utiliser les matrices de dérivation
tronquées au sous-domaine et imposer des conditions de parité ensuite ou bien on peut construire
de nouvelles matrices qui prennent en compte la parité de la fonction que l’on s’apprête à dériver.
Ces matrices, notées avec un exposant (p) pour les matrices de dérivation paires et un exposant
(i) pour les matrices impaires, sont définies par :

∀i = 0, . . . , n







D
(p)(l)
Xij = D

(l)
Xij +D

(l)
Xi,2n−j ∀j = 0, . . . , n− 1 et D

(p)(l)
Xin = D

(l)
Xin

D
(i)(l)
Xij = D

(l)
Xij −D

(l)
Xi,2n−j ∀j = 0, . . . , n− 1 et D

(i)(l)
Xin = D

(l)
Xin

L’utilisation de ces matrices paires et impaires implique que les conditions de parité portant
sur les dérivées sont implicitement vérifiées, en revanche l’annulation de la fonction impaire en 0
reste à préciser.
Transformation de l’intervalle [−1, 1] en I = [0, L]

Cette transformation est notamment utilisée, une fois de plus, dans le cas de résolution sur un
demi-domaine en imposant des conditions de parité. Cette fois, tous les points de Gauß-Lobatto
sont utilisés pour représenter le demi-intervalle. On a :

x = L
1 + ξ

2
et D

(l)
X =

2l

Ll
D

(l)
Ξ

Transformation de l’intervalle [−1, 1] en J = [0, L] avec resserrement des points autour d’un point y i

Cette transformation est souvent utilisée pour représenter un intervalle physique [0,+∞]. En
particulier si on s’intéresse à un écoulement entre une paroi libre et une atmosphère infinie, et que
l’on souhaite cependant bien représenter la zone proche paroi où se développe la couche limite,
on pourra choisir de resserrer les points autour de l’épaisseur de couche limite. On pose :

y = a
1 + η

b− η
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avec b = 1+2a/L et a = yiL/(L−yi), ainsi la moitié des points sont situés dans la zone 0 6 y 6 yi.
Les matrices de dérivation sont données par :

DY = coDΞ D
(3)
Y = c5D

(3)
Ξ + c4D

(2)
Ξ + c3DΞ

D
(2)
Y = c2D

(2)
Ξ + c1DΞ D

(4)
Y = c9D

(4)
Ξ + c8D

(3)
Ξ + c7D

(2)
Ξ + c6DΞ

avec, en posant d = a(b+ 1), les termes métriques ci :

c0 =
(b− η)2

d

c1 = −2
(b− η)3

d2

c2 =
(b− η)4

d2

c3 = 6
(b− η)4

d3

c4 = −6
(b− η)5

d3

c5 =
(b− η)6

d3

c6 = −24
(b− η)5

d4

c7 = 36
(b− η)6

d4

c8 = −12
(b− η)7

d4

c9 =
(b− η)8

d4

Modification des dérivées pour la prise en compte implicite des conditions limites
Il est également possible pour un problème aux conditions limites simples de modifier la base

de polynômes interpolants de sorte à ce qu’ils vérifient les conditions limites du problème. Les
matrices mises en jeu sont alors réduites du nombre de points pour lesquels on a une condition
limite. Cette modification se traduit ensuite par de nouvelles matrices de dérivation. Cette mé-
thode n’a été utilisée que pour l’écoulement de Poiseuille, elle est détaillée par Weideman [41] et
est abordée en annexe A.

1.2.2 Résolution du spectre S(V t
1,V t

2)

Les équations du problème (1.12) sont discrétisées à l’aide de la méthode de collocation
spectrale présentée ci-avant. Le problème de stabilité est donc décrit par nq × (nx + 1)(ny + 1)
équations discrètes couplées, où nq désigne le nombre d’éléments du vecteur inconnu continu q. Il
s’agit à présent d’écrire le problème sous la forme classique matricielle d’un problème aux valeurs
propres généralisé :

A.X = ωB.X (1.16)

Les (nx + 1)(ny + 1) premières composantes du vecteur X correspondent aux valeurs discrètes
de la première grandeur caratéristique du vecteur q (par exemple la composante de vitesse dans
la direction x) et ainsi de suite. Cette solution n’est pas nécessairement habituelle en 1D mais
c’est celle que nous avons utilisée. Un exemple de la construction de ces matrices est donnée en
annexe A pour l’écoulement de Poiseuille et en annexe B.3 pour le cas de l’étude de la stabilité
de l’écoulement de ligne de partage incompressible avec une formulation réduite des équations.
Le problème étant à présent donné sous forme matricielle, sa résolution va pouvoir être réalisée
à l’aide d’algorithmes déjà programmés dans des subroutines disponibles dans des librairies de
calcul.

Algorithme QZ

Une description générale des différentes méthodes et algorithmes existants pour la résolu-
tion de problèmes aux valeurs propres de tous types est donnée dans les ouvrages de Golub &



1.2. PROBLÈME AUX VALEURS PROPRES GÉNÉRALISÉ 23

Van Loan [11] et Chatelin [6]. Concernant des problèmes aux valeurs propres généralisés impli-
quant des matrices complexes, non-symétriques, l’algorithme permettant la résolution complète
du spectre est l’algorithme QZ. Il est basé sur une méthode itérative conduisant à la réduction
de A et B à l’aide de décompositions Schur généralisées en matrices respectivement de Hessen-
berg et triangulaire supérieures. En pratique nous utilisons une subroutine de calcul issue de
la librairie LAPACK [1]. Dans le cas d’une approche 1D cette méthode de résolution convient
parfaitement, en revanche pour une approche 2D elle n’est pas toujours envisageable. En effet,
lorsque les matrices deviennent très grandes, il n’est plus possible d’utiliser les méthodes itéra-
tives classiques qui requièrent, lorsqu’elles convergent, une allocation de mémoire et un temps
de calcul prohibitifs. Pour les matrices de grande taille il existe des méthodes itératives dont le
principe est de projeter les matrices sur des sous-espaces de dimensions significativement plus
petites. On en expose brièvement le principe dans le paragraphe suivant.

Méthode itérative de type Arnoldi

L’idée de cette méthode est d’une part de projeter les matrices sur un espace de dimension
plus petite que le problème initial mais également d’utiliser un sous-espace ayant des propriétés
de convergence permettant de réduire le nombre d’itérations nécessaires pour la réduction des
matrices à des formes plus simples. Les valeurs propres de la matrice projetée sur un sous-
espace de Krylov correspondent à une approximation des valeurs propres de plus grand module
de la matrice initiale. La dimension du sous-espace étant très inférieure à celle du problème
initial, on peut résoudre le problème projeté à l’aide d’une méthode itérative classique telle
que la méthode QZ présentée ci-avant. Nous proposons dans ce paragraphe une présentation
simplifiée des principes à l’origine de ce type d’algorithmes. La plupart de nos calculs ont été
réalisés à l’aide de sous-programmes issus de la librairie ARPACK [3] qui utilisent cette méthode.
Arnoldi [3] est l’un des premiers à proposer ce type de méthode pour des matrices symétriques.
Les généralisations à des matrices quelconques et des améliorations de cet algorithme initial
ont fait l’objet de nombreux travaux, on ne citera ici que Saad [32] concernant les différents
algorithmes d’orthogonalisation. Une récapitulation synthétique de la méthode est également
donnée par Sorensen et al. [22], auteurs de la librairie ARPACK.

Les éléments propres ω, X du problème (1.16) d’ordre nq(nx +1)(ny +1) vont être approchés
par ceux d’une matrice d’un ordre m très inférieur à nq(nx + 1)(ny + 1).

On propose ici une présentation très simplifiée du principe de la méthode. Pour une description
plus complète on se réfèrera à Saad [32], Sorensen et al. [22], Golub & Van Loan [11] ou Chatelin
[6]. Considérons le problème aux valeurs propres simple, A.X = λX. Dans ce cas, la matrice de
dimension m est obtenue par projection orthogonale sur le sous-espace de Krylov Km(A, X0). Le
sous-espace Km(A, X0) est engendré par les combinaisons linéaires de {X 0,AX0, . . . ,A

m−1X0},
où X0 représente un vecteur initial. Notons B0 = (e0, . . . , em) la base canonique. On construit,
à partir de X0, une base orthonormale Qm = (q

0
, . . . , q

m−1
) de ce sous-espace Km telle que l’on

puisse écrire :
AQm = QmHm + hmqm

eTm

où Qm est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs (q
0
, . . . , q

m−1
) exprimés dans la base B0, eTm

est le transposé de em et Hm une matrice de Hessenberg supérieure1. Dans cette équation le sca-
laire hm représente le résidu de la réduction de A sur le sous-espace de Krylov. Si hm = 0, alors
le sous-espace Km(A, X0) est un sous-espace invariant de A et dans ce cas les éléments propres
de la matrice Hessenberg sont exactement les m éléments propres de plus grand module de A.

1Une matrice de Hessenberg supérieure est une matrice H complexe de dimension n×n dont les éléments sont
tels que hi, j = 0 pour i > j + 1
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Cette étape finale n’est obtenue qu’après plusieurs itérations dans lesquelles le vecteur initial X 0

est évalué à partir d’une combinaison linéaire des vecteurs formant la base orthonormale Qm

calculée à l’itération précédente. La construction du sous-espace de Krylov fait intervenir des
puissances de la matrice A, ce qui implique que les écarts entre les valeurs propres de la matrice
projetée seront plus importants, ce qui facilite leur obtention. L’autre conséquence est qu’en uti-
lisant un sous-espace de dimension p supérieure à m, on sera en mesure d’obtenir une meilleure
approximation d’un plus grand nombre de valeurs propres du problème complet.

Le problème que nous souhaitons résoudre est un problème aux valeurs propres généra-
lisé A.X = ωB.X dont la matrice B est singulière. Les valeurs propres approchées étant celles de
plus grand module, l’idée est de contourner le problème de la singularité de B tout en choisissant
la zone du spectre recherchée. Ainsi, on utilise une valeur cible σ et on applique la méthode pré-
sentée ci-avant pour le problème aux valeurs propres simple pour résoudre le problème suivant :

(A− σB).X = λX

Les fonctions propres restent les mêmes et la valeur propre ω est immédiatement déduite de λ
par :

ω = σ +
1

λ

Une restriction apparaît cependant pour le choix de σ, la transformation précédente n’est possible
que si σ n’est pas une valeur propre du problème.

En pratique, le problème discret le plus lourd présenté dans ce mémoire utilise (n+1)(ny+1) =
36 × 53 points pour nq = 5 grandeurs caractéristiques, ce qui correspond à des matrices de
dimension 95402. On recherche dans ce cas 30 valeurs propres et fonctions propres associées
à l’aide d’un sous-espace de dimension 300 (un sous-espace de dimension 100 serait également
suffisant par exemple). L’approximation est plus que satisfaisante, on en verra une illustration
sur la figure 4.13.

1.3 Conclusion

Le principe général d’une étude de stabilité a été rappelé et la généralisation à l’approche 2D
a été présentée. Les outils nécessaires à la discrétisation et la résolution de ces problèmes ont
également été introduits. Nous allons donc appliquer la démarche proposée ici à différents écou-
lements. Les champs de base et leur résolutions sont rassemblés dans le prochain chapitre. Les
équations aux perturbations correspondant à chaque écoulement seront données et résolues dans
les chapitres suivants. Pour chaque configuration, il faudra préciser :

– les variables X, Y , liées à l’inhomogénéité de l’écoulement dont on étudie la stabilité,
– déterminer un domaine d’intégration Ω = I × J du problème différentiel,
– donner les conditions aux limites sur les frontières naturelles Γφ et artificielles Γnum,
– effectuer les changements de variable nécessaires pour se retrouver avec un problème aux

valeurs propres généralisé du type (1.6) discrétisé dans [−1, 1] × [−1, 1],
– résoudre ce problème en essayant différentes cibles pour l’algorithme d’Arnoldi.



Chapitre 2

Applications : écoulements
tridimensionnels ou non-parallèles

Dans ce chapitre on présente brièvement les écoulements pour lesquels nous avons mené une
étude de stabilité 2D. L’écoulement de Poiseuille dans une conduite de section rectangulaire a été
choisi dans le but de développer notre approche 2D. Ce cas académique, largement documenté
dans le cadre d’une théorie de stabilité classique 1D nous a en effet permis de valider notre
démarche ; il présente en outre l’avantage de conditions aux limites bien posées. Nous nous
sommes ensuite intéressés à des écoulements plus proches d’applications de type aéronautiques :
d’une part l’écoulement de Taylor dans une conduite à parois débitantes qui modélise l’écoulement
interne d’un moteur à propergol solide (booster d’Ariane 5) et d’autre part l’écoulement de
couche limite se développant autour d’une aile en flèche à proximité de la ligne de partage. Pour
ce dernier, on mènera une étude en écoulement incompressible mais également une étude en
écoulement compressible.

La démarche formelle exposée dans le chapitre 1 sera donc appliquée à chacun de ces écou-
lements. Les études de stabilité détaillées feront l’objet des prochains chapitres. L’objet de ce
chapitre est de préciser pour chaque cas la géométrie considérée ainsi que les différentes grandeurs
caractéristiques et nombres adimensionnels mis en jeu. Enfin on décrit l’écoulement moyen et la
méthode utilisée pour le calculer.

2.1 Écoulement 3D de Poiseuille

2.1.1 Géométrie

Dans une conduite de section rectangulaire, on considère l’écoulement de Poiseuille laminaire
incompressible stationnaire. Contrairement au cas plan, la hauteur et la largeur de la conduite
sont de dimensions comparables et on définit un rapport d’aspect A comme le rapport de la
largeur sur la hauteur. Par raison de symétrie on se limite par exemple au cas A > 1. Le cas
plan correspond au cas où ce rapport d’aspect est infini. Le couple (y, z) définit la section de la
conduite et x désigne la direction longitudinale du canal (voir figure 2.1). La longueur du canal
est supposée suffisamment grande devant les dimensions de la section de sorte que l’écoulement
moyen puisse être considéré comme invariant dans cette direction. Pour l’écoulement moyen,
on cherche une solution simple des équations de Navier-Stokes décrivant un fluide laminaire
incompressible en écoulement stationnaire et invariant en x. L’équation de continuité suggère
alors un champ de vitesse de type (Ū(y, z), 0, 0). Notons que ce champ de vitesse correspond
à un écoulement unidirectionnel mais qui dépend de deux variables d’espace définissant le plan

25
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normal à cette direction et donc représenté de façon tridimensionnelle.

2.1.2 Grandeurs caractéristiques

La longueur caractéristique choisie pour cet écoulement est la demi-hauteur de la conduite (di-
rection y) et la vitesse de référence est la vitesse maximale, relevée sur l’axe 1. Pour l’écoulement
de Poiseuille, R désigne donc le nombre de Reynolds correspondant à cet adimensionnement.

La démarche formelle pour mener une étude de stabilité 2D exposée au chapitre 1 sera ap-
pliquée à l’écoulement de Poiseuille dans le chapitre dédié à celui-ci (chap. 3). On précise ici
auparavant les différentes notations relatives à cette étude. La recherche d’instabilités s’effectue
dans toute la section de la conduite, ainsi pour cette application les variables d’espace adimen-
sionnelles sont X = y, Y = z, le domaine de calcul est fermé par des parois et ainsi il n’y a
pas de frontière artificielle, Γφ = γp et Γnum = ∅. Le nombre d’onde k est un nombre d’onde
longitudinal que l’on notera α. Les perturbations de vitesse u, v, w et de pression p s’écrivent
donc sous la forme de mode normal :

q̂ = q(y, z)ei(αx−ωt)

Le problème de stabilité pouvant être abordé de différentes façons, on écrira les équations que
doivent satisfaire les perturbations au début du chapitre consacré à la stabilité de l’écoulement de
Poiseuille (chap. 3). On verra en particulier qu’il est possible d’utiliser une formulation réduite,
en ne conservant que deux composantes de vitesse de fluctuations inconnues.

2.1.3 Écoulement moyen

On cherche une solution simple des équations de Navier-Stokes représentant un fluide lami-
naire incompressible en écoulement stationnaire et invariant en x, soit le champ de vitesse de
type (Ū(y, z), 0, 0) suggéré par l’équation de continuité. Après simplification du système d’équa-
tions on trouve un gradient de pression longitudinal constant et il reste à résoudre une équation
de Poisson pour la vitesse. Ces équations sont données sous forme adimensionnée par :







dP̄

dx
= κ

∂2Ū

∂y2
+
∂2Ū

∂z2
= κR

(2.1)

avec κ une constante2 et R le nombre de Reynolds défini précédemment (section 2.1.2). Les
conditions limites traduisent l’adhérence aux parois :

Ū(1, z) = Ū(−1, z) = 0 ∀ z ∈ [−A;A] et Ū(y,A) = Ū(y,−A) = 0 ∀ y ∈ [−1; 1] (2.2)

La discrétisation de l’équation de Poisson à une valeur de κ donnée est réalisée à l’aide de la
méthode de collocation spectrale décrite en section 1.2.1 et conduit finalement à l’inversion d’un
problème linéaire. Cette inversion est réalisée à l’aide d’une routine de résolution, utilisant une
factorisation LU, issue d’une librairie scientifique (LAPACK [1]). On constate que le niveau
de la solution Ū(y, z) est proportionnel à κR. On a choisi pour longueur de référence la valeur
dimensionnée de Ū∗ au centre de la conduite Ū∗(0, 0). Cette valeur dépend du gradient de pression

1On vérifie (section 2.1.3 que Ū est borné, car solution d’une équation de Poisson. Intuitivement, ce maximum
se situe bien sur l’axe du canal)

2Cette constante représente la chute de pression observée en aval de la conduite, elle est donc négative.
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imposé et du rapport d’aspect de la conduite mais ne connaissant pas a priori la forme analytique
de Ū(y, z), elle ne s’en déduit pas trivialement. En pratique, on réalise un premier calcul pour une
valeur arbitraire de κR, (κR)a (par exemple (κR)a = −2), dont on extrait la solution Ūa(0, 0)
correspondante. On effectue alors un deuxième calcul pour κR = (κR)a/Ūa(0, 0) qui satisfait
ainsi Ū(0, 0) = 0. On peut trouver une présentation plus détaillée de la mise en place du problème
linéaire en annexe A. De façon alternative, le champ moyen peut également être obtenu à l’aide
d’une solution analytique (cf Theofilis [36]). La figure 2.1 permet de visualiser la géométrie, le
repère ainsi que l’écoulement moyen.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

γp

y

2A

2

z
x

Fig. 2.1 – Représentation de l’écoulement de Poiseuille dans une conduite rectangulaire de rap-
port d’aspect A

En principe, le cas plan correspond à un rapport d’aspect infini. En pratique, à partir de
quel ordre de grandeur du rapport d’aspect peut-on considérer les effets de bord comme négli-
geables ? On peut apprécier le rôle du rapport d’aspect sur l’écoulement de base en observant
l’évolution sur l’axe y = 0 de la dérivée seconde de l’unique composante de vitesse Ū vis-à-vis

de la variable y. Sur la figure 2.2 on a tracé cette dérivée
∂2Ū

∂y2

∣
∣
∣
∣
y=0

en fonction de la largeur

du canal adimensionnée et rapportée sur le rapport d’aspect z/A pour différents rapports d’as-
pect. Seul le demi-domaine z/A ∈ [0, 1] est représenté, l’autre partie se déduisant par symétrie
en z/A = 0. Dans le cas plan (1D) cette dérivée vaut −2 puisque le champ moyen est défini

par Ū1D(y) = 1 − y2. Pour un rapport d’aspect A = 20, le niveau de
∂2Ū

∂y2

∣
∣
∣
∣
y=0

atteint plus

de 99% du niveau 1D à partir d’une distance à la paroi supérieure à 10% du demi-domaine.
Pour A = 25, le niveau atteint à 10% de la paroi est à plus de 99, 5% celui du 1D. Ainsi, du
point de vue de l’écoulement de base, on peut considérer l’approximation du cas plan comme très
satisfaisante à partir d’un rapport d’aspect de l’ordre de 20 (pour la majeure partie du domaine
sauf bien entendu à proximité des parois latérales z = ±A).

2.2 Écoulement plan de Taylor-Culick

Dédiée au problème des oscillations de poussée qui peuvent survenir dans les moteurs à
propergol solide, des travaux relatifs à la stabilité de l’écoulement dit de Taylor-Culick sont
entrepris au Département depuis une petite dizaine d’années. De façon simplifié, il s’agit de
l’écoulement en conduit plan induit par injection pariétale (normale, constante et uniforme). En
rendant les longueurs sans dimension par la demi-hauteur du conduit, on se donne deux surfaces
planes parallèles situées en y = −1 et y = 1 à travers lesquelles de l’air est injecté, ces deux
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Fig. 2.2 – Effet du rapport d’aspect sur l’écoulement moyen : évolution de ∂2Ū
∂y2 en y = 0 en

fonction de z/A. Dans le cas plan (1D), la valeur est −2.

plans sont limités par une surface pleine (non débitante) située en x = 0, comme indiqué sur la
figure 2.3.

x

y
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-0.5

0

0.5

1

Fig. 2.3 – Représentation de quelques lignes de courant associées à l’écoulement dit de Taylor,
résultant de l’injection uniforme de fluide à travers les deux parois horizontales.

Dans cette approche simplifiée, l’écoulement est plan : pas de composante de vitesse selon
l’axe Oz et l’écoulement est invariant selon cette direction z. Sur la figure sont également repré-
sentées quelques lignes de courant qui partent des parois injectantes. Loin du fond avant situé
en x = 0, ces lignes semblent devenir presque parallèles au moins suffisamment loin des parois
débitantes. En fait, notamment près du fond avant, cet écoulement est fortement non parallèle.

La partie principale du travail de thèse effectuée par Thierry Féraille [8] a consisté à étudier la
stabilité de cet écoulement. En parallèle et en collaboration avec nos propres recherches, Thierry
Féraille a développé une approche globale en recherchant les perturbations sous forme modale
vis-à-vis du temps t avec des fonctions d’amplitude dépendant de x et y. Le problème de stabilité
se pose en terme d’une équation aux dérivées partielles écrites pour une fonction de courant
associée à la perturbation. Le domaine d’intégration spatial est délimité par les deux parois
débitantes, le fond avant (soit donc trois frontières physiques) et une ligne artificielle en x = Xe.

Cet écoulement constitue une application un peu différente des autres écoulements présentés
puisqu’il est 2D mais non parallèle. L’approche 2D de stabilité menée par Thierry Féraille a
permis de valider certaines hypothèses utilisées dans l’approche locale et de confirmer la forme
des perturbations. De plus, comme certaines expériences le laissent supposer, le spectre des
instabilités obtenu par l’approche 2D est discret et non continu comme le prévoit la théorie
locale. L’existence d’une frontière artificielle dans le domaine de calcul impose d’établir une
condition de sortie comme ce sera le cas pour l’écoulement de Hiemenz. On trouvera les résultats
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détaillés des travaux de Thierry Féraille ainsi que la poursuite de ces travaux par François
Chedevergne et Grégoire Casalis, notamment pour le cas d’une conduite cylindrique dans les
différentes communications [9, 10, 8, 5].

2.3 Écoulement incompressible de Hiemenz en flèche

2.3.1 Géométrie

On considère une aile supposée d’envergure infinie, placée en flèche dans un écoulement de
vitesse infinie amont Q∞. La topologie des lignes de courant de l’écoulement de fluide parfait,
dit extérieur, autour de l’aile permet de définir la notion de ligne de partage. Cette ligne est la
ligne de courant de courbure minimale, située à proximité du bord d’attaque, et qui correspond
à la séparation des écoulements intrados et extrados. Classiquement, l’écoulement de Hiemenz
désigne l’écoulement de point d’arrêt 2D. L’écoulement de Hiemenz en flèche correspond donc
à cet écoulement auquel on a ajouté une composante de vitesse transversale. Cet écoulement
est obtenu par une solution de similitude des équations de couche limite qui correspond dans ce
cas précis à une solution exacte des équations de Navier-Stokes. Le repère est choisi de façon
classique : z représente la direction de l’envergure, x désigne la normale à la ligne de partage
dans le plan tangent de l’aile et y est la normale à ce plan tangent. La figure 2.4 donne une
représentation schématique de l’aile avec son repère local, des lignes de courant de l’écoulement
extérieur et d’un profil de vitesse transversal de couche limite.

−−→
Q∞

x

z

x

y
W

γp

γ∞

γ+
γ−

y

Fig. 2.4 – Représentation de l’écoulement de ligne de partage

2.3.2 Grandeurs caractéristiques

L’écoulement de fluide parfait à l’extérieur de la couche limite est un écoulement de type ligne
de partage, au voisinage de cette ligne les composantes longitudinale et transversale de vitesse
sont donc de type U0 = k1x

∗ et W0 = k2 où k1, k2 sont des constantes. Afin de travailler en
grandeurs adimensionnées et de définir le nombre de Reynolds caractéristique de l’écoulement
on se donne une longueur et une vitesse de référence. De façon classique [13, 24], on choisit W0

comme échelle de vitesse et on construit une échelle de longueur ∆ telle que :

∆ =

√
ν

k1
et R =

∆W0

ν
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avec ν la viscosité cinématique. En pratique, comme cela peut être observé sur la figure 2.5
δ/∆ ∼ 3, d’où ∆ est de l’ordre de δ/3 en notant δ l’épaisseur de couche limite, telle que :

W ∗(y∗ = δ) = 0.99W0

L’épaisseur de couche limite est habituellement définie de façon équivalente mais en considérant
non pas la composante transversale de l’écoulement mais la projection de l’écoulement sur la
ligne de courant extérieure. Étant situés dans un voisinage de la ligne de partage on obtient une
bonne approximation en ne considérant que la composante transversale. Remarquons également
que pour cet écoulement particulier l’épaisseur de couche limite est invariante avec la distance à
la ligne de partage x et avec la position en envergure z.

Dans cette application on souhaite chercher les éventuelles instabilités dans le plan normal
à la ligne de partage (x, y) (voir figure 2.4). Les variables spatiales adimensionnelles de l’étude
de stabilité sont donc X = x, Y = y. Le domaine de calcul comprend à la fois des frontières
réelles et des frontières artificielles. Selon la direction y, il est fermé par la paroi γp d’un côté
et de l’autre par γ∞ que l’on suppose située à une ordonnée suffisamment grande pour que la
condition physique de non-perturbation à l’infini soit valable. En revanche, selon la direction x,
normale à la ligne de partage, il n’y a pas de frontière physique. On doit se placer dans un
voisinage de la ligne de partage et on devra donc fermer le domaine de calcul de façon artificielle
par γ+ et γ− (voir figure 2.4). Finalement, dans ce cas les frontières sont Γφ = γp

⋃
γ∞ et

Γnum = γ+
⋃
γ−. Le nombre d’onde k est ici un nombre d’onde transversal que l’on notera β et

on écrit les perturbations de vitesse et de pression sous la forme d’ondes :

q̂ = q(x, y)eiβ(z−ct)

Le problème de stabilité est donné dans le chapitre consacré à la stabilité de l’écoulement incom-
pressible de ligne de partage (chap. 4).

2.3.3 Solution pour l’écoulement moyen

Localement dans le voisinage de la ligne de partage, si l’épaisseur de couche limite est petite
comparée au rayon de bord d’attaque, on peut chercher une solution adimensionnelle sous la
forme :

Ū(x, y) =
xU?(y)

R , V̄ (x, y) =
V ?(y)

R , W̄ (x, y) = W ?(y)

où R est le nombre de Reynolds dont on précisera la définition dans la section suivante (2.3.2).
Ainsi les équations de continuité et de Navier-Stokes conduisent au système :







U? + V ?′ = 0

V ?′′′ +
(
V ?′
)2 − V ?V ?′′ − 1 = 0

W ?′′ − V ?W ?′ = 0

(2.3)

Les conditions aux limites traduisant l’adhérence à la paroi et le raccord à l’écoulement extérieur
de fluide parfait sont données par :

V ?(0) = 0, V ?′(0) = 0,W ?(0) = 0 et V ?′(y) = −1,W ?(y) = 1 pour y → ∞ (2.4)

La solution peut être obtenue à l’aide d’un code de similitude déjà disponible au départe-
ment, c’est la solution auto-semblable de Hiemenz-Falkner-Skan-Cook mais qui est également
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solution exacte des équations de Navier-Stokes. Nous avons préféré une résolution directe afin de
l’implémenter dans notre code de stabilité. On a ainsi la possibilité de choisir une répartition de
points du même type que celle utilisée pour le calcul de stabilité et espérer ainsi une solution
de l’écoulement moyen interpolée sur le maillage de stabilité de meilleure qualité. L’équation
portant sur V ? est résolue à l’aide d’une routine de calcul d’équation différentielle non linéaire
issue de la librairie NAG [25] basée sur un algorithme de type Runge-Kutta. On donne initiale-
ment en sus des conditions limites portant sur V ? une estimation de V ?′(y → ∞), V ?′′(y = 0)
et V ?′′(y → ∞). La solution approchée obtenue est alors corrigée à l’aide de techniques de
correction de différences finies couplées à une itération de Newton [25]. On utilise 300 points
avec une répartition de type Gauß-Lobatto ramenés sur l’intervalle [0, yb

max] (cf section 1.2.1)
avec yb

max = 8. En effet, comme cela a été évoqué précédemment la hauteur de couche limite
adimensionnée étant de l’ordre de 3, cet intervalle est largement suffisant pour calculer un écou-
lement de couche limite. La solution convergée est alors écrite sur le maillage utilisée pour le
calcul de stabilité. Sur l’intervalle [0, yb

max] la solution est interpolée linéairement, puis elle est
prolongée linéairement sur l’intervalle [yb

max, ymax]. La composante U ? est déduite immédiate-
ment sur la grille de stabilité grâce à l’équation de continuité. Enfin on discrétise l’équation de
quantité de mouvement transversal par la méthode de collocation spectrale (1.2.1) sur la grille
de stabilité. Finalement, la composante W ? est résolue en inversant le système linéaire discret
obtenu, à l’aide de routines d’inversion matricielle utilisant une factorisation LU et issues de la
librairie LAPACK [1]. La figure 2.5 présente les profils de vitesse adimensionnés : à gauche en
noir, la composante tranversale W̄ d’ordre O(1) et en gris U ?/R qui représente la partie de la
composante longitudinale Ū qui dépend de y (Ū = xU?/R) d’ordre O(10−3). La composante
normale V̄ est représentée à droite.
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Fig. 2.5 – Évolution des composantes de vitesse de l’écoulement de base de Hiemenz incompres-
sible avec la distance à la paroi y = y∗/∆ pour un nombre de Reynolds R = 800

2.4 Écoulement compressible de Hiemenz en flèche

La géométrie est strictement celle présentée dans la section (2.3.1) dédiée à l’écoulement
incompressible de Hiemenz en flèche. Toutes les notations introduites pour l’écoulement incom-
pressible sont conservées.
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2.4.1 Grandeurs caractéristiques

On utilise à nouveau les grandeurs caractéristiques et le nombre de Reynolds définis pré-
cédemment pour l’écoulement incompressible (section 2.3.2). On introduit en sus le nombre de
Mach transversal M et le nombre de Prandtl P, définis à l’aide de la vitesse du son prise sur la
ligne de partage a0 :

M =
W0

a0
et P =

Cpµ

λc

avec µ la viscosité dynamique, Cp la capacité calorifique à pression constante et λc le coefficient
de conductivité thermique. On se place sous l’hypothèse de gaz parfait et caloriquement parfait,
ainsi Cp et P sont considérés comme constants. La vitesse du son a0 est définie à l’aide de la
température relevée sur la ligne de partage T0 qui nous servira de température de référence pour
les adimensionnements. En revanche, on préférera caractériser l’écoulement compressible par une
température génératrice Ti0. Dans le cas d’un point d’arrêt 2D ces températures sont strictement
équivalentes mais pour la ligne de partage ces températures se déduisent l’une de l’autre par la
relation :

Ti0 = T0(1 +
γ − 1

2
M2)

où γ est le rapport des capacités calorifiques (γ = 1.4). D’autre part, on est souvent plus habitué
à un nombre de Mach infini amont M∞ caractérisant l’écoulement impactant l’aile en amont
de celle-ci. La relation entre ces deux nombres de Mach est établie à partir de la conservation
d’enthalpie totale, valable dans le cas où il n’y a pas de choc en amont du bord d’attaque de
l’aile et dans le cas où ce choc existe mais reste stationnaire. Elle est donnée par :

M = M∞ sinφ

(

1 +
γ − 1

2
M2

∞ cos2 φ

)−1/2

(2.5)

φ

M∞
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Fig. 2.6 – Diagramme d’obtention du nombre de Mach transversal sur la ligne de partage M en
fonction du nombre de Mach infini amont M∞ paramétré par l’angle de flèche φ

Cette relation fait intervenir l’angle de mise en flèche de l’aile φ, donné par l’angle formé entre
la composante longitudinale de la vitesse dans le repère lié à l’aile et l’écoulement infini amont
incident. À gauche de la figure 2.6, on donne un schéma de l’aile et de l’écoulement incident avec
les différentes notations utilisées. La partie droite de la figure donne, à un angle de flèche donné,
le nombre de Mach transversal sur la ligne de partage en fonction du nombre de Mach infini
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amont. Cette évolution est obtenue par la formule (2.5). Par exemple, pour avoir un écoulement
tel que M = 1.5 sur la ligne de partage d’une aile en flèche de 60̊ , on doit avoir un écoulement
amont à M∞ = 1.88.

Les variables et frontières nécessaires à l’étude de stabilité sont celles décrites en section 2.3.2.

2.4.2 Solution pour l’écoulement moyen

Mise en place d’un système d’équations

L’écoulement moyen est un écoulement laminaire compressible stationnaire de couche limite
qui se développe autour d’une aile en flèche supposée d’envergure infinie à proximité de la ligne
de partage. Sous ces conditions il vérifie donc les équations de continuité et de couche limite qui
s’écrivent sous forme dimensionnée :







∂ρ∗u∗

∂x∗
+
∂ρ∗v∗

∂y∗
= 0

ρ∗u∗
∂u∗

∂x∗
+ ρ∗v∗

∂u∗

∂y∗
= ρeue

due

dx∗
+

∂

∂y∗

(

µ∗
∂u∗

∂y∗

)

ρ∗u∗
∂w∗

∂x∗
+ ρ∗v∗

∂w∗

∂y∗
= ρeue

dwe

dx∗
+

∂

∂y∗

(

µ∗
∂w∗

∂y∗

)

ρ∗u∗
∂h∗i
∂x∗

+ ρ∗v∗
∂h∗i
∂y∗

=
∂

∂y∗

(

µ∗
(

1 − 1

P

)(

u∗
∂u∗

∂y∗
+ w∗ ∂w

∗

∂y∗

)

+
λc

Cp

∂h∗i
∂y∗

)

(2.6)

où ρe, ue, we caractérisent l’écoulement à l’extérieur de la couche limite et h∗
i désigne l’enthalpie

totale. Afin d’augmenter la précision de la définition de notre écoulement moyen en vue d’effectuer
une étude de stabilité, on préfère calculer une solution de similitude plutôt que d’utiliser le résultat
d’un code de couche limite. Pour cela on considère l’écoulement extérieur de ligne d’arrêt :

ue = k1x
∗ et we = k2

On utilise le changement de variables de Levy-Lees, où l’indice p est relatif aux grandeurs prises
à la paroi :

ξ =

∫ x∗

0
ρpµpuedX et η =

ue√
2ξ

∫ y∗

0
ρ∗dY (2.7)

On vérifie que ξ est uniquement fonction de x∗ tandis que η est fonction de x∗ et y∗. On introduit
ensuite trois fonctions de similitude telles que :

f ′(η) =
df

dη
=
u∗

ue
et f(0) = 0, g(η) =

w∗

we
et s(η) =

h∗i
hie

− 1

En définissant la fonction ψ∗ telle que :

ρ∗u∗ =
∂ψ∗

∂y∗
et ρ∗v∗ = −∂ψ

∗

∂x∗
(2.8)

l’équation de continuité est toujours vérifiée. Ainsi la vitesse normale v∗ sera déduite de la vitesse
longitudinale u∗, en effet :

ρ∗u∗ =
∂ψ∗

∂y∗
⇒ ψ∗ =

√

2ξf(η) + h(ξ) ⇒ ρ∗v∗ = −ρpµpue√
2ξ

f(η)
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En supposant en outre que la masse volumique et la viscosité dynamique ne dépendent pas de la
position en corde x∗, le système d’équations aux dérivées partielles (2.6) se ramène à un système
d’équations différentielles ordinaires :






ff ′′ +
2ξ

ue

due

dξ
(
ρe

ρ∗
− f ′2) +

∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp
f ′′
)

= 0

fg′ +
2ξ

we

dwe

dξ
(
ρe

ρ∗
− f ′g) +

∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp
g′
)

= 0

fs′ +
∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp

1

P s
′

)

+
u2

e

hie

∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp

(

1 − 1

P

)

f ′f ′′
)

+
w2

e

hie

∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp

(

1 − 1

P

)

gg′
)

= 0

Les coefficients de ces équations doivent être des fonctions de la variable η si on veut que les
conditions de similitude (f , g et s fonctions de η) soient respectées. Il faut tout d’abord rappeler
que l’écoulement extérieur est un écoulement de ligne de partage ue = k1x

∗, we = k2. Au
voisinage de la ligne de partage, la composante longitudinale est donc petite devant la composante
transversale. Ainsi dans la dernière équation, le second terme est négligé devant le dernier, u2

e �
w2

e (et f , g sont en O(1)). Enfin, sous l’hypothèse énoncée ci-dessus que masse volumique et
viscosité ne sont fonctions que de la distance à la paroi y∗ et non de la position en corde x∗, on
vérifie que la forme particulière de l’écoulement extérieur permet de satisfaire les conditions de
similitude :

2ξ

ue

due

dξ
= 1,

2ξ

we

dwe

dξ
= 0 et

w2
e

hie
= constante

Finalement, le système à résoudre s’écrit :






ff ′′ +
ρ∗

ρe
− f ′2 +

∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp
f ′′
)

= 0

fg′ +
∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp
g′
)

= 0

fs′ +
∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp

1

P s
′

)

+
w2

e

hie

∂

∂η

(
ρ∗

ρp

µ∗

µp

(

1 − 1

P

)

gg′
)

= 0

(2.9a)

La traduction des conditions d’adhérence à la paroi, de raccord à l’écoulement extérieur et des
conditions de paroi donne :







f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′(ηe) = 1

g(0) = 0, g(ηe) = 1

s(ηe) = 0,







s′(0) = 0 si la paroi est athermane

s(0) =
hp

hie
− 1 si la paroi est isotherme

(2.9b)

Sous les hypothèses précédemment énoncées, on peut obtenir la distribution de température à
partir de la définition de l’enthalpie totale :

T ∗

Te
=
Tie

Te
(s+ 1) − w2

e

2CpTe
g2 = h(η)

En outre, l’air est considéré comme calorifiquement parfait et comme un gaz parfait. La viscosité
dynamique est modélisée par la loi de Sutherland :

µ(T ) = 1.711 × 10−5 1 + 110.4/273

1 + 110.4/T

√

T

273
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Résolution numérique

La résolution du problème (2.9) nécessite la connaissance du groupement G(η) =
ρ∗

ρp

µ∗

µp
=

Tp

T ∗

µ∗

µp
. On se donne donc une distribution initiale de température de façon à évaluer G ainsi que

sa dérivée par rapport à η. On peut alors résoudre en cascade l’équation portant sur f puis sur g
puis sur s. On en déduit un nouveau profil de température et une nouvelle évolution de G. On
itère ce processus jusqu’à convergence.

Dans le cas d’une paroi adiabatique, on choisit une répartition de température initiale constante
correspondant au cas incompressible. Ainsi la première estimation de G est une loi constante. Le
système est alors résolu à l’aide d’une routine de calcul de système d’équations différentielles non
linéaires issue de la librairie NAG [25] (identique à celle utilisée pour la résolution de l’écoulement
incompressible (2.3.3)). En pratique on donne une estimation de la valeur du vecteur inconnu,
soit (f, f ′, f ′′, g, g′, s, s′), aux deux points de la frontière du domaine (0 et ηe) ; un algorithme de
type Runge-Kutta associé à des méthodes de correction et de Newton permet alors d’obtenir une

solution pour (f, g, s). On peut alors calculer G et
∂G
∂η

et recommencer le processus.
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Fig. 2.7 – Profils de température de l’écoulement de base de Hiemenz compressible pour les
conditions R = 1500, M = 2 et T ∗

i0 = 300K

Dans le cas d’une paroi isotherme, il est très difficile de faire converger ce processus et on
procède donc différemment. La solution initiale utilisée est une répartition de température de type
loi de Crocco construite à l’aide d’un profil de vitesse longitudinal de type Blasius. L’équation
portant sur f est résolue à l’aide d’une routine de calcul NAG d’intégration de système d’équations
différentielles du premier ordre utilisant une méthode de type Adams [25] et placée au sein
d’un algorithme de type Newton-Raphson. L’équation portant sur f est exprimée sous forme de
système linéaire en évaluant la dérivée du vecteur F = (f, f ′, f ′′) au point p + 1 à l’aide de ce
même vecteur au point p. En pratique on se donne une valeur estimée du vecteur F en 0, la
borne inférieure du domaine de calcul. On compare ensuite le résultat issu de la routine NAG
en ηe, la borne supérieure du domaine de calcul, à la condition limite physique en ce même
point (f ′(ηe) = 1). Si l’écart est significatif on réitère le calcul avec une nouvelle estimation
de f ′′(0) et ce jusqu’à convergence de la condition limite en ηe. L’évolution de f étant connue,
on peut procéder à la même démarche pour résoudre l’équation portant sur g en convergeant
sur la condition g(ηe) = 1. De façon similaire, connaissant f et g, on résout l’équation portant
sur s en convergeant sur la condition s(ηe) = 0. On peut ensuite en déduire une distribution
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de température et estimer G et
∂G
∂η

. Le processus complet est répété jusqu’à ce que la solution

complète (f , g, s et G) soit convergée.
Les profils de vitesse adimensionnés ont la même allure que pour l’écoulement incompressible

avec toutefois des niveaux plus faibles pour U ?/R et V̄ tout en conservant les mêmes ordres de
grandeur (cf 2.3.3). La figure 2.7 présente les profils de température adimensionnée pour une paroi
adiabatique (à gauche) et une paroi isotherme (à droite) pour deux températures de paroi Tp

imposées.

2.5 Conclusion

Ce chapitre était dédié à la présentation des écoulements moyens pour lesquels nous avons
mené une étude de stabilité 2D. Pour l’écoulement plan de Taylor on a une solution analytique
mais pour les écoulements tridimensionnels de Poiseuille et de Hiemenz, la détermination des
champs moyens n’est pas triviale. En outre la qualité de la solution pour l’écoulement de base est
capitale puisqu’elle influence directement les résultats de stabilité. C’est la raison pour laquelle les
procédures de calcul ont été détaillées, notamment pour le cas de la ligne de partage compressible,
pour lequel on considère une solution de similitude.

L’étude de la stabilité 2D de l’écoulement de Taylor-Culick faisant partie des travaux de
thèse de Thierry Féraille, on trouvera des résultats de stabilité non-locale dans son mémoire [8].
L’étude de l’écoulement de Taylor-Culick dans une conduite cylindrique est poursuivie par Fran-
çois Chedevergne. La mise en place du problème de stabilité avec la formulation des équations
aux perturbations et les résultats de stabilité en approche non-locale pour les autres écoulements
font l’objet des chapitres suivants, les chapitres 3 pour Poiseuille, 4 pour Hiemenz et 5 pour
Hiemenz compressible.



Chapitre 3

Stabilité de l’écoulement 3D de
Poiseuille

L’objet de ce chapitre est d’étudier la stabilité de l’écoulement de Poiseuille dans une conduite
de section rectangulaire supposée de longueur infinie. L’écoulement de Poiseuille est ici qualifié
d’écoulement 3D au sens où les trois dimensions sont nécessaires pour le représenter. En fait, cet
écoulement est unidirectionnel mais son unique composante de vitesse dépend des deux variables
d’espace définissant le plan perpendiculaire à cette direction (soit le plan définissant la section de
la conduite). Cet écoulement a été présenté dans le chapitre précédent (section 2.1). L’approche
de stabilité locale (1D) peut être envisagée lorsqu’une des deux dimensions de la section de la
conduite est infiniment grande devant l’autre.

L’écoulement de Poiseuille plan est certainement l’écoulement le plus couramment étudié en
stabilité linéaire. Si l’enjeu de cette étude ne paraît pas très important à première vue, ce cas
quelque peu académique nous permet néanmoins de développer l’approche 2D en s’appuyant sur
un problème pour lequel les conditions limites sont bien posées et pour lequel on dispose d’une
large documentation concernant les résultats de stabilité linéaire classique (1D). En outre, Tat-
sumi & Yoshimura [35], qui sont les premiers à avoir utilisé une approche 2D pour l’écoulement de
Poiseuille, donnent les conditions critiques (en nombre de Reynolds et nombre d’onde) correspon-
dant à des conduites de dimensions différentes. Ils rappellent que dans le cas d’une section carrée,
l’écoulement semble être stable du fait de sa similarité avec l’écoulement de Hagen-Poiseuille en
conduite cylindrique et que lorsqu’une dimension de la conduite devient infinie devant l’autre on
tend vers l’écoulement de Poiseuille entre deux plans parallèles. Cet écoulement est instable vis-
à-vis d’une perturbation de vitesse normale à la direction principale de l’écoulement symétrique
pour un nombre de Reynolds supérieur à Rc = 5772 et stable pour une perturbation de vitesse
normale antisymétrique à ce nombre de Reynolds. Ils établissent un rapport géométrique critique
Ac = 3.2, rapport entre les deux dimensions définissant la section, en deçà duquel l’écoulement
est inconditionnellement stable. Theofilis [36, 38] a également développé une approche 2D afin
d’étudier la stabilité de l’écoulement dans des conduites de section définies par des rapports
A = 1, A = 5 et A = 6. En particulier, il utilise pour cela la méthode de résolution basée sur
l’algorithme d’Arnoldi, exposée dans le chapitre précédent (section 1.2.2).

Un rappel de l’approche 1D a été donné dans le premier chapitre de ce document (section
1.1.1). On aborde dans une première partie le développement de la méthode 2D en écrivant
deux formulations différentes du problème de stabilité et on propose également, en complément
des méthodes de résolution présentées dans le chapitre 1, une méthode de tir généralisée à la
configuration 2D. Les résultats de l’approche globale sont ensuite présentés : du point de vue
spectral, puis du point de vue du comportement 2D des fluctuations. Enfin une variation du
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rapport géométrique définissant la section de la conduite permettra d’apprécier les limites de
l’approche locale. Une grande partie des développements exposés dans ce chapitre a déjà fait
l’objet d’un rapport interne [29]. Certains des résultats ont été présentés en congrès [30].

3.1 Formulation du problème 2D

La présentation formelle exposée dans le chapitre précédent, section 1, donne le problème
de stabilité sous forme d’un problème aux valeurs propres généralisé. On précise pour le cas de
l’écoulement de Poiseuille deux formulations pour exprimer les opérateurs intervenant dans la
relation de dispersion. Enfin, une généralisation de la méthode de tir à la configuration 2D est
établie afin d’envisager le suivi individuel d’un mode dans sa dépendance vis-à-vis d’un paramètre
du problème.

3.1.1 Équations aux perturbations : problème aux valeurs propres généralisé

Considérant l’écoulement de fluide incompressible, laminaire et stationnaire de Poiseuille dans
une conduite de section rectangulaire et de longueur supposée infinie, les équations linéarisées
pour les perturbations s’écrivent :







iαu+
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∂z
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∂Ū
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(3.1)

avec L l’opérateur défini par :

L =
∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
− α2

qui est en fait l’opérateur laplacien pour une dépendance en eiαx vis-à-vis de x. Les conditions
aux limites associées à ce système, traduisant l’adhérence aux parois, s’écrivent :

∀y u(y,−A) = v(y,−A) = w(y,−A) = u(y,A) = v(y,A) = w(y,A) = 0

∀z u(−1, z) = v(−1, z) = w(−1, z) = u(1, z) = v(1, z) = w(1, z) = 0
(3.2)

Il peut également être commode de considérer le système (3.1) sous d’autres formes. En
combinant les équations on peut se ramener à un système réduit. Différentes possibilités ont
été envisagées [29] mais il ne nous a pas paru possible de se ramener à une unique équation
scalaire pour une certaine grandeur, à l’instar de l’équation d’Orr-Sommerfeld. En revanche on
peut obtenir un système de deux équations. On choisit une formulation (v, w) identique à celle
utilisée par Tatsumi et al. [35].

L’équation de continuité sert à exprimer u et l’équation de quantité de mouvement projetée
sur l’axe Oz donne l’expression de p en fonction de v et w. En dérivant l’équation de quantité de
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mouvement projetée sur l’axe Ox par rapport à y et par rapport à z, on obtient :
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∂y∂z
w +

∂Ū
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∂Ū

∂y

∂v

∂z
+
∂2Ū
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où K est l’opérateur défini par K =
1

R
L + iω − iαŪ . On multiplie ces deux équations par iα et

on y remplace u et les dérivées de p par leur expression, de sorte qu’il ne reste plus que v et w.
Enfin, en regroupant les opérateurs suivant v et ceux suivant w et en redonnant l’opérateur K
sous sa forme explicite pour mettre en évidence la valeur propre ω, les deux équations à résoudre
sont :
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(3.4)

Ces deux équations (3.3) et (3.4) forment un système différentiel dont les inconnues sont les
fonctions v et w. Reste à écrire les conditions aux limites. Celles sur v et w sont écrites directement
dans (3.2), il faut maintenant traduire celles portant sur u en conditions sur v et w, nos inconnues.
On utilise pour cela l’équation de continuité. Prenons par exemple la frontière z = −A, les
conditions dans (3.2) donnent :

∀y u(y,−A) = v(y,−A) = w(y,−A) = 0

On en déduit :

∀y ∂v

∂y
(y,−A) = 0

L’équation de continuité montre alors que la condition sur u implique :

∀y ∂w

∂z
(y,−A) = 0

qui est bien une condition qui s’exprime avec les inconnues du problème. On procède de façon
équivalente pour les trois autres frontières, de sorte que, finalement, les conditions aux limites
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associées au système (3.3)+(3.4) s’écrivent :

∀y







v(y,−A) = w(y,−A) =
∂w

∂z
(y,−A) = 0

v(y,A) = w(y,A) =
∂w

∂z
(y,A) = 0

∀z







v(−1, z) = w(−1, z) =
∂v

∂y
(−1, z) = 0

v(1, z) = w(1, z) =
∂v

∂y
(1, z) = 0

(3.5)

Le problème complet pour les perturbations est à présent bien décrit. Cette formulation
réduite conduit à un système d’équations discrètes deux fois plus petit qu’en formulation primi-
tive. On peut envisager d’intégrer les équations différentielles dans le domaine complet [−1, 1] ×
[−A,A], cependant la taille du système discret peut encore être divisée par quatre en considé-
rant les symétries et parités du problème. L’écoulement de base est symétrique par rapport aux
axes y = 0 et z = 0. En effet, en réécrivant le système 2.1 formellement :

LŪ(y, z) = λ

de sorte que l’opérateur L englobe l’opérateur différentiel ∆2 et les conditions aux limites. Les
propriétés de L et λ sont telles que si l’on change y en −y, L et λ restent inchangés. Ainsi, en
calculant le système précédent en −y, on a :

LŪ(−y, z) = λ

Les fonctions y 7−→ Ū(y, z) et y 7−→ Ū(−y, z) satisfont donc le même problème différentiel. En
admettant l’existence et l’unicité de la solution de ce dernier1, ces deux fonctions sont égales
ce qui montre que la fonction y 7−→ Ū(y, z) est paire. Le même résultat s’applique évidemment
pour la variable z.

De la même façon on peut examiner les symétries pour la perturbation. On réécrit le système
(3.3+3.4+3.5) sous la forme :







K(v)(y, z)v + K(w)(y, z)w = 0

N (v)(y, z)v + N (w)(y, z)w = 0
(3.6)

Un rapide examen de l’expression explicite de chacun de ces opérateurs montre que les fonctions :

y 7−→ K(v)(y, z), z 7−→ K(v)(y, z), y 7−→ N (w)(y, z), z 7−→ N (w)(y, z)

sont paires et les quatre autres impaires. Ainsi, le système précédent évalué en −y donne :






K(v)(y, z)v(−y, z) −K(w)(y, z)w(−y, z) = 0

−N (v)(y, z)v(−y, z) + N (w)(y, z)w(−y, z) = 0
(3.7)

Pour un écoulement dans une conduite de section rectangulaire, ce domaine réduit ne présente
plus aucune symétrie et on peut supposer que toutes les valeurs propres dans ce cas sont simples.

1Dans le cas présent, l’existence et l’unicité ne posent pas de difficulté théorique en raison du caractère stric-
tement elliptique du problème.
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Formellement, à z fixé et pour une valeur propre simple ω donnée, le système (3.6) admet la
solution Z(y) = (v(y), w(y)) et le système (3.7) admet la solution Z̃(y) = (v(−y),−w(−y)). Z et
Z̃ représentent les fonctions propres d’une même valeur propre simple, elles appartiennent ainsi
à un espace vectoriel de dimension 1 et sont donc proportionnelles. On peut alors écrire :
{
v(−y) = µv(y)

w(−y) = −µw(y)
, ∀y et donc pareillement, en changeant y en − y :

{
v(y) = µv(−y)

w(y) = −µw(−y)
D’où : {

v(y) = µ2v(y)

w(y) = µ2w(y)
⇒ µ2 = 1

Ainsi, la perturbation v associée à une valeur propre simple de ce système d’opérateurs est soit
paire, soit impaire pour la variable y, et la fonction w associée est de parité inverse. De la même
façon, on montre que v est également soit paire soit impaire en z, et w à nouveau de parité
inverse. Il y a donc quatre possibilités :

y 7−→ v(y, z) paire et z 7−→ v(y, z) paire
y 7−→ v(y, z) paire et z 7−→ v(y, z) impaire
y 7−→ v(y, z) impaire et z 7−→ v(y, z) paire
y 7−→ v(y, z) impaire et z 7−→ v(y, z) impaire

(3.8)

les symétries pour w étant déduites de celles sur v.
La mise en place du problème numérique ainsi qu’un exemple d’implémentation des conditions

limites permettant de ne considérer que les points intérieurs du domaine sont donnés en annexe
A et dans le rapport [29].

3.1.2 Complément : méthode de tir

Ayant sélectionné quelques valeurs propres jugées intéressantes dans le spectre de l’opérateur
complet, calculé avec un algorithme QZ par exemple, il est intéressant de pouvoir les suivre
individuellement dans leur dépendance vis-à-vis des différents paramètres caractéristiques du
problème. Le domaine de calcul est borné par des frontières réelles où les conditions limites sont
bien définies, on peut envisager une méthode de tir permettant de contrôler la convergence d’un
mode à une précision donnée et d’obtenir la fonction propre associée à l’aide d’une procédure
de calcul rapide. On utilise le principe de la méthode de Newton-Raphson qu’on généralise à la
configuration 2D. La difficulté en 2D porte sur le choix de la déshomogénéisation permettant
l’inversion du problème (A−ωB)X . En effet, la substitution d’une condition d’adhérence par une
condition inhomogène portant sur une dérivée du second ordre en un point unique de la frontière,
conduit à une forte discontinuité des conditions appliquées à la frontière du domaine et nuit ainsi
à la convergence du processus. Pour éviter ce problème, on remplace la condition d’adhérence
sur tous les autres points de la paroi par une condition moins sévère, ie on impose que la vitesse
reste constante sur la paroi. On modifie donc les conditions limites sur v, celles sur w restant
inchangées, et l’algorithme de convergence sur la condition inhomogène reste identique à celui
de la configuration 1D. Un schéma illustrant l’imposition des conditions limites est donné sur la
figure 3.1.

3.1.3 Paramètres de calcul

Les résultats de stabilité de l’écoulement 3D de Poiseuille vont être présentés dans les sections
suivantes. Nous avons initialement choisi une configuration identique à celle de Theofilis [36],
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yy aux points situés en z = A

Fig. 3.1 – Représentation des conditions limites sur le quart de domaine [0, 1] × [0, A] pour la
résolution en formulation réduite avec une méthode de tir

soit une conduite de rapport d’aspect A = 5, dont les conditions critiques correspondantes sont
données par Tatsumi & Yoshimura, soit un nombre de Reynolds R = 10400 et un nombre d’onde
α = 0.91. Le problème aux valeurs propres a été construit à partir de la formulation réduite des
équations et on considère également le domaine de calcul réduit [0, 1] × [0, A] que l’on discrétise
à l’aide de 41 × 61 points.

3.2 Spectre de valeurs propres

Dans le cas plan (1D), le spectre de l’opérateur Orr-Sommerfeld dans le cadre de la théorie
temporelle est composé d’un certain nombre de valeurs discrètes qui se distinguent nettement
d’une branche continue pratiquement verticale. Les modes de la branche continue sont correc-
tement alignés lorsque le rafinement du maillage est suffisant. Autrement dit, plus le nombre
de points est grand, plus la branche continue est bien définie. Dans le cas de l’approche 2D,
les tailles des matrices décrivant le problème aux valeurs propres sont bien plus importantes.
L’espace mémoire et le temps de calcul requis pour une recherche de spectre ne nous permettent
pas dans ce cas d’utiliser un maillage aussi fin qu’en 1D. La conséquence est que l’on obtient un
spectre confus dans lequel il s’agit de trier les modes correspondant à des solutions physiques du
problème des modes liés à la discrétisation du problème. On donne sur la figure 3.2 un exemple de
spectre, obtenu à l’aide d’une routine de résolution LAPACK [1] basée sur l’algorithme QZ, pour
deux maillages différents. On ne représente que les modes associés à des perturbations de vitesse
normale à la direction principale de l’écoulement paires vis-à-vis des deux variables définissant la
section y et z, soit uniquement un quart du spectre pour tous types de perturbations confondus.

Si une modification de maillage permet d’éliminer un bon nombre de modes, il en reste
cependant encore beaucoup. Mis à part un raffinement de maillage supplémentaire, la seule
façon, néanmoins fastidieuse, d’appécier si ces modes représentent éventuellement une solution
du problème continu serait de contrôler les fonctions propres associées à chacun de ces modes.
C’est ainsi que procède Sipp [33] qui effectue ce contrôle de façon automatique en éliminant les
modes dont la transformée de Fourier des fonctions propres ont trop d’énergie sur les hautes
fréquences. Nous nous limiterons à la présentation du mode neutre2 qui se dégage légèrement du
nuage de points et qui doit être le mode susceptible de déstabiliser l’écoulement si on suppose
une analogie stricte avec l’approche locale. La pulsation et le taux d’amplification de ce mode
marginalement instable sont donnés dans le tableau 3.1 pour les deux maillages présentés sur

2Rappelons que nous sommes dans des conditions critiques et que de ce fait on ne doit a priori trouver aucun
mode instable.
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Fig. 3.2 – Spectre QZ pour des perturbations paires en y et en z dans le cas d’un rapport d’aspect
A = 5 et pour R = 10400, α = 0.91

la figure 3.2. On donne également les résultats, issus de calculs utilisant la méthode itérative
d’Arnoldi, réalisés par Theofilis qui discrétise tout le domaine sans considérer de symétries. Le
nombre de points indiqué correspond au nombre de points représentant un demi-domaine dans
chaque direction. Avec toute la réserve que l’on peut émettre vis-à-vis de la convergence en
maillage de ce mode dans les deux cas, la comparaison est toutefois assez satisfaisante. On donne
également, à titre informatif, le mode le plus amplifié issu de l’approche locale à mêmes nombre
de Reynolds et nombre d’onde.

ny × nz ωr ωi(×103)

Theofilis [36] 18 × 27 0.21215 0.28

Theofilis [36] 20 × 30 0.21167 0.01

étude présente 31 × 41 0.21146 0.02

étude présente 41 × 61 0.21158 0.02

1D 0.20543 4.08

Tab. 3.1 – Mode neutre de l’écoulement dans une conduite définie par un rapport d’aspect
A = 5 dans les conditions critiques R = 10400 et α = 0.91 : comparaison aux calculs Arnoldi de
Theofilis [36] et au résultat de l’approche locale

3.3 Comportement des modes 2D : fonctions propres

Les fonctions propres sont normalisées en amplitude et en phase de sorte à ce que le maximum
selon y d’amplitude de perturbation de vitesse dans la direction principale de l’écoulement en z =
0 soit égal à un. Dans la suite de ce chapitre on présentera des modules d’amplitude normalisés,

soit |qnorm(y, z)| =

∣
∣
∣
∣

q(y, z)

u(ym, z = 0)

∣
∣
∣
∣
, où ym est tel que |u(ym, z = 0)| = max

y
|u(y, z = 0)|. On

présente sur la figure 3.3 les allures des fonctions d’amplitude associées au mode neutre pour
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A = 5. Les profils d’amplitudes des composantes longitudinale (à gauche) et normale à la direction
principale de l’écoulement (à droite) sont donnés en z = 0, l’axe de symétrie de la conduite sur
lequel l’écoulement moyen se rapproche le plus de l’écoulement de Poiseuille entre deux plans
parallèles. Les profils issus de l’approche locale dans les mêmes conditions d’écoulement y sont
également représentés pour la même normalisation. Ces résultats montrent le comportement très
semblable de ces perturbations pour les directions x et y. Les niveaux d’amplitude au centre de
la conduite sont plus faibles dans la configuration 2D. L’amplitude de la composante transversale
de vitesse fluctuante |w|, propre à notre approche, est représentée sur la figure 3.4 sous forme
d’iso-contours. On observe que dans les coins de la conduite elle est maximum et est du même
ordre de grandeur que celle de la composante longitudinale (en z = 4.04 et y = 0.83 |w| = 1.03).
En revanche, au voisinage de l’axe de symétrie son influence est faible et diminue d’ailleurs lorsque
le rapport d’aspect A devient plus grand pour devenir presque inexistante dans la majeure partie
de la conduite si A est très grand (on tend vers le comportement 1D).
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Fig. 3.3 – Comparaison au cas plan : profils à z = 0 des modules d’amplitudes des composantes
de vitesse longitudinale (à gauche) et normale (à droite) de la perturbation associée au mode
neutre de la configuration A = 5 et pour R = 10400, α = 0.91 et profils issus de l’approche
locale 1D
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Fig. 3.4 – Iso-valeurs du module de l’amplitude de la composante de vitesse transversale de la
perturbation associée au mode neutre de la configuration A = 5 et pour R = 10400, α = 0.91

Si l’allure des perturbations de vitesse sur l’axe z = 0 est très proche de celle du mode de
Poiseuille plan, les parois en z = −A et z = A ont cependant un effet non négligeable partout
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ailleurs dans la conduite. Ceci est illustré sur la figure 3.5 où les modules des amplitudes de
perturbations de vitesse longitudinale et normale sont représentés en fonction de y à différentes
distances z de l’axe de symétrie, pour un rapport d’aspect A = 5. En s’éloignant de l’axe de
symétrie, si A n’est pas trop grand, l’amplitude des perturbations diminue jusqu’à la zone de
perturbation transversale maximale évoquée précédemment où la perturbation atteint un niveau
plus élevé que sur l’axe (z = 4.04 puis a un comportement totalement différent juste avant
d’atteindre la paroi z = 4.79).
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Fig. 3.5 – Profils longitudinaux (à droite) et normaux (à gauche) des amplitudes de fluctuations
de vitesse associées au mode neutre, pour différentes positions z, de la configuration A = 5 et
pour R = 10400, α = 0.91

3.4 Variation du rapport d’aspect : lien avec l’approche 1D
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Fig. 3.6 – Évolution de la pulsation (à gauche) et du taux d’amplification (à droite) d’un mode
propre en fonction du rapport d’aspect A pour R = 10400, α = 0.91 : représentation de la limite
limite de l’approche locale

La méthode de tir présentée en section 3.1.2 a été mise en œuvre dans le but de suivre
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l’évolution du mode neutre de la configuration précédemment étudiée dans sa dépendance vis-à-
vis du rapport d’aspect de la conduite. Les évolutions de la pulsation et du taux d’amplification
sont reportées sur la figure 3.6. Lorsque A devient suffisamment grand, on tend asymptotiquement
vers le mode bien connu issu de l’approche locale (sa pulsation et son taux d’amplification ont
été donnés dans le tableau 3.1). Si cette observation valide en quelque sorte l’approche 2D, d’une
certaine manière elle la justifie aussi. En effet, elle souligne les limitations d’une approximation 1D
dans le cadre, par exemple, d’une comparaison précise à des résultats expérimentaux. En effet,
pour un rapport d’aspect A = 10 l’écart relatif entre les valeurs de ω obtenues en 1D et en 2D est
de 1% pour la partie réelle et de 30% pour la partie imaginaire ; pour un rapport d’aspect A = 19,
les écarts sont respectivement de 0.3% et 2%.

3.5 Conclusion

L’approche non-locale développée dans le chapitre précédent à été appliquée à l’écoulement
de Poiseuille dans une conduite de section rectangulaire. Toutes les frontières du problème étant
réelles et avec des conditions limites bien posées, il a été possible de développer une méthode de
tir permettant le suivi individuel de modes vis-à-vis des paramètres caractéristiques du problème.
L’approche non-locale est validée par une comparaison satisfaisante aux résultats 2D également
de Theofilis d’une part et d’autre part on tend asymptotiquement vers le mode issu de l’approche
locale lorsque la géométrie de la conduite tend vers la géométrie 1D. La perturbation 2D a glo-
balement le même comportement que la perturbation 1D dans un voisinage du plan de symétrie
de la conduite, en revanche l’influence de la composante dans la direction perpendiculaire à ce
plan devient importante près des parois dès que l’on s’éloigne de ce plan. Les taux d’amplification
donnés par l’approche locale sont entachés d’une erreur significative (supérieure à 5%) pour des
rapports d’aspects A 6 14.



Chapitre 4

Stabilité de l’écoulement 3D de
Hiemenz incompressible

Un des enjeux primordiaux et récurrents des études en aérodynamique est de parvenir à
diminuer la consommation de carburant via une réduction de traînée sur les principaux éléments
du corps de l’avion. En particulier on cherche à reculer l’apparition de la transition laminaire-
turbulent sur la voilure car la traînée de frottement d’un écoulement laminaire est bien moins
importante que celle d’un écoulement turbulent. Or l’examen de la couche limite qui se développe
autour d’une aile en flèche dans des conditions de vol, au voisinage du bord d’attaque, montre
l’apparition très précoce de la turbulence. Dans les années 50 les premiers essais de laminarisation
de l’aile à l’aide d’un dispositif d’aspiration à la paroi échouèrent. Plus tard, Gaster mit en
évidence l’alimentation de la couche limite turbulente au bord d’attaque de l’aile par l’écoulement
provenant du fuselage de l’avion, mécanisme dit de contamination de bord d’attaque. Il proposa
un dispositif, le Gaster-bump, permettant d’obtenir un écoulement sain en aval1 du Gaster-bump
placé sur le bord d’attaque, à proximité de l’emplanture de l’aile. Ainsi, supposant le problème
de contamination de bord d’attaque résolu, on peut s’interroger sur l’amplification éventuelle
d’instabilités intrinsèques à la couche limite laminaire située au voisinage de la ligne de partage
de l’aile en flèche, qui pourrait conduire à une transition vers un état turbulent. L’écoulement
de couche limite qui se développe autour d’une aile en flèche à proximité du bord d’attaque
est modélisé par l’écoulement de Hiemenz en flèche. Cet écoulement a été décrit précédemment
dans la section 2.3. Dans cette partie on examine les instabilités naturelles susceptibles de se
développer au sein de cet écoulement.

Pour des configurations particulières de Poiseuille et de Taylor, il est possible de définir
des zones d’écoulement quasi-parallèle dans lesquelles on peut mener des études de stabilité
locales. Dans le cas de Hiemenz cela semble bien moins réaliste car l’écoulement est totalement
tridimensionnel. Cependant, Görtler et Hämmerlin ont proposé de considérer que la perturbation
a la même forme que l’écoulement moyen en ce qui concerne la dépendance en x, ce qui permet
de simplifier le problème et de se ramener à une approche locale. Après un bref rappel de cette
analyse locale, on proposera deux formulations du problème de stabilité global. Enfin les résultats
issus de cette approche seront présentés et comparés aux travaux existants.

1Ici la notion d’aval se rapporte à l’écoulement dans la direction de la ligne de partage.
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4.1 Rappel de l’approche locale dite 1D :
mode de Görtler-Hämmerlin

La première approche non-parallèle menée avec succès pour l’écoulement de ligne de partage
avec effet de flèche a été réalisée par Hall, Malik et Poll [13]. Sous l’hypothèse énoncée initialement
par Görtler et Hämmerlin (1955), les perturbations sont recherchées sous une forme semblable à
celles des ondes de Tollmien-Schlichting se propageant le long de la ligne de partage :

û(x, y, z, t) = (xu?(y), v?(y), w?(y)) eiβ(z−ct)

avec plus précisément, comme unique différence, la dépendance linéaire en x dans la direction
transverse à celle de la propagation modale. Cette forme particulière est choisie sur le modèle de
la dépendance en x de l’écoulement principal sans aucune autre justification a priori que celle de
simplifier le problème mathématique. On conserve les notations utilisées pour le calcul de l’écou-
lement moyen (section 2.3.3) et on écrit les équations de Navier-Stokes linéarisées. L’équation
de continuité permet d’exprimer la composante de vitesse transversale w? en fonction des autres
composantes de vitesse :

iβw? = −u? − v?′

L’équation de quantité de mouvement selon z donne la pression en fonction des composantes de
vitesse :

iβp? =
1

RLw + iβcw − V ?

R w?′ −W ?′v − iβW ?w

avec

L =
d2

dy2
− β2

En remplaçant p? et w? par leurs expressions dans l’équation de quantité de mouvement selon y,
on obtient le système réduit suivant :







(L + iβcR) u? = 2U?u? + U?′v? + V ?u?′ + iβRW ?u?

(L + iβcR)Lv? = iβRW ?Lv? − iβRW ?′′v? + V ?Lv?′ + V ?′Lv?

−2U?′u? − 2U?u?′ − U?′′v? − U?′v?′

(4.1)

et les conditions limites associées :

u?(0) = 0, v?(0) = 0, v?′(0) = 0 et u?(y) = 0, v?(y) = 0, v?′(y) = 0 pour y → ∞

La résolution du problème aux valeurs propres (Hall et al. [13]) montre l’existence d’un mode
propre amplifié au-delà d’un nombre de Reynolds critique Rc = 583. Ce mode bidimensionnel,
issu de l’approche 1D qui nous servira de référence, est appelé mode de Görtler-Hämmerlin, noté
par la suite GH.
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Insuffisances du modèle de Görtler-Hämmerlin

Note préalable sur la terminologie : par un souci de cohérence avec les différentes publications sur
le sujet, on parlera de perturbations bidimensionnelles pour désigner les perturbations telles le
mode GHa issus de l’approche 1Db et de perturbations tridimensionnellesc pour les perturbations
issues de l’approche 2Dd.

aà part pour la composante de vitesse u, où elle est prédéfinie, il n’y a pas de dépendance vis-à-vis de la
variable x

ble problème s’écrit comme une équation différentielle ordinaire à une variable
cles perturbations dépendent des trois variables d’espace
dle problème s’écrit comme un système d’équations différentielles à deux variables

Une synthèse des problèmes liés à la ligne de partage, dont la contamination de bord d’attaque
et la transition naturelle, est présentée par Arnal [2]. Une compilation des différents travaux
théoriques, numériques et expérimentaux réalisés sur ce sujet (excepté les publications les plus
récentes) et leur analyse globale y sont proposées.

Les différentes expériences réalisées sur une aile en flèche mettent en évidence un nombre de
Reynolds2 R = 245. En deçà de ce seuil, l’écoulement est inconditionnellement stable, quelles que
soient les amplitudes des perturbations et les mécanismes mis en jeu. Dans ce cas, la dissipation
visqueuse est trop importante pour que la turbulence puisse s’auto-entretenir. Cette limite cor-
respond en particulier au mécanisme de contamination de bord d’attaque lié à des perturbations
d’amplitude non infinitésimale provenant de la couche limite turbulente du fuselage ou provo-
quées, par exemple, par une grosse rugosité. La mise en place d’un système d’aspiration ou d’un
Gaster-bump permet de relaminariser l’écoulement. Si aucune perturbation issue du fuselage ne
vient ainsi contaminer la couche limite au bord d’attaque et si la surface est suffisamment lisse, on
peut supposer que la transition au voisinage de la ligne de partage sera causée par l’amplification
d’instabilités naturelles avec des perturbations initialement de faible amplitude.

Du point de vue des perturbations infinitésimales, la théorie linéaire précédemment évoquée
montre qu’au-delà d’un nombre de Reynolds critique Rc = 583, l’écoulement est inconditionnel-
lement instable et que le mode responsable de cette déstabilisation est le mode GH. Cependant,
excepté l’intérêt de la simplification mathématique qu’apporte cette hypothèse, rien ne justifie
a priori de rechercher des perturbations bidimensionnelles. Les simulations numériques directes
tridimensionnelles de Spalart [34] montrent néanmoins qu’en réponse à un bruit blanc les fluc-
tuations les plus instables correspondent bien à celles comportant cette dépendance particulière
vis-à-vis de la composante longitudinale, ce qui justifie a posteriori la forme mathématique choi-
sie. De même Joslin [17] confirme également une prédominance des instabilités bidimensionnelles
dans ses simulations numériques directes tridimensionnelles en utilisant une source harmonique
comme générateur de perturbations. Ces perturbations sont quasi-bidimensionnelles lorsque la
source est étendue et placée perpendiculairement à la ligne de partage ou bien tridimensionnelles
si la source tend vers une source ponctuelle placée sur la ligne de partage. En revanche, même en
se donnant les meilleures conditions de taux de turbulence extérieure et d’état de surface, il reste
très difficile de retrouver expérimentalement avec précision le nombre de Reynolds critique issu
de la théorie linéaire. Les résultats expérimentaux semblent s’en approcher de la même façon que
d’une limite, ce qui laisse supposer l’existence d’un mécanisme non-linéaire conduisant à une in-
stabilité subcritique entre R = 245 et R = 583. Ainsi Hall et al. [13], en comparant leurs courbes
neutres aux résultats expérimentaux de Poll et Pfenninger & Bacon, suggèrent l’existence d’un
équilibre subcritique. Hall & Malik [12], avec une approche faiblement non linéaire, confirment et

2Sans aucune autre précision le nombre de Reynolds désigne le nombre de Reynolds qui a été défini en section
2.3.2 basé sur la vitesse transversale et une longueur construite à l’aide du gradient de vitesse longitudinal.
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argumentent l’idée d’une bifurcation subcritique qui serait liée à l’existence de perturbations non
linéaires instables en-deçà du nombre de Reynolds critique mais évoquent également la possibi-
lité d’un rôle des perturbations tridimensionnelles. Les travaux de Jiménez et al. [16] (DNS avec
formulation en vorticité sous l’approximation bidimensionnelle) montrent des résultats linéaires
près de la courbe neutre en accord avec Hall et al. [13] et concluent qu’il n’existe pas de solution
bidimensionnelle non linéaire subcritique et supposent donc une prédominance des effets 3D. De
même Theofilis [37] n’obtient pas d’états subcritiques en utilisant le modèle GH dans ses DNS
et suggère ainsi l’absence d’instabilité subcritique dans ce cas, argumentant que les formulations
bidimensionnelles utilisées par lui-même et Jiménez et al. en sont la cause. Quant à Joslin [18], ses
simulations numériques directes mettent en évidence des perturbations subcritiques non-linéaires
amplifiées, qu’elles soient bidimensionnelles ou tridimensionnelles. Il argumente que Jiménez et
al. ne les observent pas du fait de leur choix de modélisation de la pression et Theofilis aurait des
amplitudes de perturbations trop faibles. Cependant Joslin relève des différences quantitatives
entre les deux types de perturbations et souligne l’importance des perturbations tridimension-
nelles pour la compréhension de la transition au sein de cet écoulement.

Lin & Malik [24] sont les premiers à considérer une approche non-locale pour cet écoulement
permettant la recherche d’instabilités tridimensionnelles. Ils montrent qu’il existe des perturba-
tions instables en plus de l’onde bidimensionnelle dominante qui permet une non-uniformité dans
la direction d’accélération de l’écoulement. Ils suggèrent également que bien que ces modes soient
linéairement stables dans la région subcritique, une combinaison de ces modes peut éventuelle-
ment initier la chute du Reynolds critique.

Finalement, la théorie classique (Görtler-Hämmerlin) en linéaire et en non-linéaire étant in-
complète pour expliquer les instabilités subcritiques, il est indispensable de s’intéresser aux per-
turbations tridimensionnelles qu’il est possible d’obtenir grâce à l’approche dite 2D. La connais-
sance des perturbations tridimensionnelles existant au sein de l’écoulement pourrait permettre
la mise en place d’une recherche de perturbation optimale et s’intéresser aux éventuelles interac-
tions non-linéaires entre les différents modes. Et ce d’autant plus qu’il est nécessaire d’apporter
une réserve quant à l’interprétation des travaux de Spalart affirmant que le mode GH est le seul
mode instable émergeant en réponse à un bruit blanc. En effet on a pu vérifier avec l’approche 2D
que dans les conditions de ses DNS, soit R = 600 et β = 0.2845, seul le mode GH est en zone
instable (voir figure 4.1). Il serait particulièrement intéressant de réaliser de nouvelles DNS dans
des conditions de Reynolds plus élevé pour lesquelles deux modes seraient instables. D’après nos
calculs, à même nombre d’onde mais pour un nombre de Reynolds R = 675 par exemple, le
mode GH ainsi que le mode antisymétrique suivant, noté A1, sont tous deux en zone instable.
Peut-être serait-il ainsi possible d’observer avec un excitateur de perturbations symétriques, puis
antisymétriques, puis un bruit blanc si la réponse obtenue est le mode GH ou le mode antisy-
métrique ou bien encore une combinaison de ces modes. Notons que ce nombre de Reynolds est
indicatif mais toutefois il faudrait choisir un nombre de Reynolds tel que 650 < R < 700. En effet
pour des valeurs proches de R = 650 le mode S1 est marginalement instable et on risque donc
d’être dans la même configuration qu’à R = 600. De même au-delà de R = 700/725 d’autres
modes vont passer en zone instable et cette situation n’est pas souhaitable si on ne veut pas
compliquer l’exploitation des résultats.

La méthode non-locale présentée au chapitre 1 va donc être mise en œuvre pour l’écoulement
de Hiemenz en flèche. Deux formulations du problème seront envisagées, l’une conservant les
variables primitives et l’autre, réduite, obtenue en exprimant certaines variables en fonction
des autres. Les travaux existants proposent tous une formulation primitive et des méthodes de
discrétisation différentes. Lin & Malik [24] utilisent une méthode de collocation spectrale pour
discrétiser les équations dans les deux directions mais à l’aide de polynômes différents (Chebychev
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Fig. 4.1 – Spectre issu de l’approche 2D dans des conditions identiques aux DNS de Spalart Re =
600, β = 0.255

pour y et réguliers pour x). Theofilis [39] procède la même façon mais avec des polynômes de
Jacobi en x. Quant à Heeg [14] qui s’intéresse à la théorie linéaire spatiale, il utilise une méthode
de différences finies pour la discrétisation en x. Les paragraphes suivants donnent les formulations
des équations aux perturbations. Les aspects les plus techniques sont reportés en annexe B.

4.2 Formulations non-locales : approche 2D du problème

4.2.1 Équations aux perturbations en formulation primitive

En conservant le champ complet des perturbations, le système des équations linéarisées pour
le mouvement fluctuant, traduisant les conservations de débit et de quantité de mouvement,
s’écrit :
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∂Ū

∂y
+ iβW̄u = −∂p

∂x
+

1

R ∇2u

−iβcv + Ū
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(4.2)

avec

∇2f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
− β2f

Les conditions limites associées à ce système sont des conditions d’adhérence à la paroi et d’écou-
lement non perturbé à l’infini pour la direction normale y :

u(x, 0) = v(x, 0) = w(x, 0) = 0 et u(x, y) = v(x, y) = w(x, y) = 0, pour y → ∞
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Pour la pression, le problème est bien posé, il n’est pas nécessaire d’imposer des conditions. On
laisse donc les équations de la mécanique à la paroi et en y = ymax :

∂p

∂y
(x, 0) =

1

R
∂2v

∂y2
(x, 0) et

∂p

∂y
(x, ymax) =

1

R
∂2v

∂y2
(x, ymax) − V̄ (ymax)

∂v

∂y
(x, ymax)

Ces relations sont parfois appelées conditions de compatibilité, elles correspondent à la traduction
de l’équation de quantité de mouvement dans la direction normale y écrite aux points limites
du domaine [24, 38]. Ces conditions deviennent obsolètes si on utilise des grilles de maillage
différentes pour les composantes de vitesse d’une part et la pression d’autre part. Cette dernière
doit compter deux points de moins, ce qui peut être obtenu en retirant les points frontière tout
en conservant leur influence dans les opérateurs de dérivation. Une autre méthode enfin consiste
à conserver une unique grille mais approcher la pression par des polynômes de degré inférieur de
deux unités à ceux qui sont utilisés pour interpoler la vitesse. Ce type de méthode est discuté
dans [26] mais elle n’a pas été implémentée dans notre étude.

Dans la direction x il faut définir une zone de calcul au voisinage de la ligne de partage car
il n’y a pas de frontière physique à proprement parler. On peut choisir ce domaine de façon à
ce qu’il présente une symétrie en x = 0, soit [−xmax, xmax]. L’écoulement de base a ainsi une
composante longitudinale antisymétrique et les autres composantes sont symétriques par rapport
à x = 0. On peut alors montrer que les solutions d’un tel système seront soit paires, soit impaires.
En effet, le système (4.2) étant réécrit formellement de la façon suivante :







C(u)(x, y)u + C(v)(y)v + C(w)w = 0

Q(u)
x (x, y)u + Q(p)

x (x)p + Q̄x(x, y) = 0

Q(v)
y (x, y)v + Q(p)

y (y)p = 0

Q(w)
z (x, y)w + Q(p)

z p + Q(v)
z (y)v = 0

(4.3)

Un rapide examen de chacun de ces opérateurs montrent que les fonctions

x 7−→ Q(u)
x (x, y), x 7−→ Q(v)

y (x, y), x 7−→ Q(w)
z (x, y)

sont paires et les fonctions

x 7−→ C(u)(x, y), x 7−→ Q(p)
x (x), x 7−→ Q̄x(x, y)

impaires. Ainsi, le système (4.3) évalué en −x s’écrit :







−C(u)(x, y)u(−x, y) + C (v)(y)v(−x, y) + C (w)w(−x, y) = 0

Q(u)
x (x, y)u(−x, y) − Q(p)

x (x)p(−x, y) − Q̄x(−x, y) = 0

Q(v)
y (x, y)v(−x, y) + Q(p)

y (y)p(−x, y) = 0

Q(w)
z (x, y)w(−x, y) + Q(p)

z p(−x, y) + Q(v)
z (y)v(−x, y) = 0

(4.4)

Formellement, vis-à-vis de x, pour une valeur propre simple c donnée, le système (4.3) admet la
solution S(x) = (u(x), v(x), w(x), p(x)) et S̃(x) = (−u(−x), v(−x), w(−x), p(−x)) est solution
du système (4.4). Les solutions S et S̃ représentent les fonctions propres d’une même valeur
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propre simple, elles appartiennent donc à un espace vectoriel de dimension 1 et sont donc pro-
portionnelles. On peut donc traduire cette proportionnalité en écrivant :






u(−x) = −µu(x)

v(−x) = µv(x)

w(−x) = µw(x)

p(−x) = µp(x)

, ∀x et donc de même, en changeant x en − x :







u(x) = −µu(−x)

v(x) = µv(−x)

w(x) = µw(−x)

p(x) = µp(−x)

D’où : 





u(x) = µ2u(x)

v(x) = µ2v(x)

w(x) = µ2w(x)

p(x) = µ2p(x)

⇒ µ2 = 1

Ainsi, la perturbation u associée à une valeur propre simple de ce système d’opérateurs est soit
paire, soit impaire pour la variable x, et les fonctions v, w, p associées sont de parité inverse. Les
solutions d’un tel système seront donc nécessairement paires ou impaires. Les solutions dites par
la suite “paires” sont telles que u est impaire et v, w paires. Dans ces conditions, on peut donc
ajouter au système les conditions de symétrie ; pour les solutions paires :

u(0, y) =
∂v

∂x
(0, y) =

∂w

∂x
(0, y) =

∂p

∂x
(0, y) = 0

u(xmax, y) = −u(−xmax, y), v(xmax, y) = v(−xmax, y),

w(xmax, y) = w(−xmax, y), p(xmax, y) = p(−xmax, y)

pour les solutions impaires :

∂u

∂x
(0, y) = v(0, y) = w(0, y) = p(0, y) = 0

u(xmax, y) = u(−xmax, y), v(xmax, y) = −v(−xmax, y),

w(xmax, y) = −w(−xmax, y), p(xmax, y) = −p(−xmax, y)

Cependant, en recherchant des solutions de symétrie particulière il est légitime de travailler sur
un domaine réduit dans la direction de symétrie pour des raisons d’économie de mémoire. Dans
ce cas les conditions en x = 0 restent inchangées en revanche en x = xmax on écrit des conditions
d’extrapolation, i.e. les fonctions d’amplitude sur le dernier point de la grille de calcul en x
sont calculées à l’aide des mailles précédentes [38]. Les conditions d’écoulement sortant pour la
direction longitudinale x constituent un point ardu de cette étude car aucune condition physique
ne s’impose. Les résultats de calcul présentés ont été réalisés avec des conditions d’extrapolation
quadratique (cf annexe B.4).

4.2.2 Formulation réduite des équations aux perturbations

Les équations du système précédent 4.2 peuvent également être combinées, ce qui permet de
réduire le sytème initial à un système de deux équations. En effet, w et p peuvent être exprimées
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en fonction de u et v à l’aide des équations de continuité et de quantité de mouvement projetée
sur Oz :

w =
i

β

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)

p = − i

β

(

Mw + iβcw − ∂W̄

∂y
v

)

avec

M =
1

R

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− β2

)

− Ū
∂

∂x
− V̄

∂

∂y
− iβW̄

En remplaçant dans les équations de quantité de mouvement projetées sur Ox et Oy, on obtient
le système à deux équations :







(

Mu + iβcu − ∂Ū

∂x
u − ∂Ū

∂y
v

)

=

1

β2

(

M + iβc − ∂Ū

∂x

)(
∂2u

∂x2
+

∂2v

∂x∂y

)

+
i

β

∂W̄

∂y

∂v

∂x
(

Mv + iβcv − ∂V̄

∂y
v

)

=

1

β2

[(

M + iβc − ∂V̄

∂y

)(
∂2u

∂x∂y
+

∂2v

∂y2

)

− ∂Ū

∂y

(
∂2u

∂x2
+

∂2v

∂x∂y

)

− iβ
∂W̄

∂y

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)]

+
i

β

[
∂W̄

∂y

∂v

∂y
+

∂2W̄

∂y2
v

]

(4.5)

On conserve les conditions de symétrie et d’extrapolation pour u et v. Il n’est pas nécessaire
de traduire les conditions de symétrie pour w et p. En effet, comme montré dans la section
précédente, la parité de w est déduite de celle de u et v grâce à l’équation de continuité. De
même on déduit la parité de p à l’aide par exemple de l’équation de quantité de mouvement
longitudinal. Les conditions d’extrapolation en sortie de domaine étant imposées par nécessité
numérique uniquement, il est inutile de traduire celles concernant w et p. Il en va de même pour
les conditions de compatibilité portant sur p dans la direction y. Traduisant l’adhérence à la paroi
pour u, v et w, les conditions limites physiques pour la direction normale à la paroi y s’écrivent :

u(x, 0) = v(x, 0) =
∂v

∂y
(x, 0) = 0 et u(x, y) = v(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) = 0, pour y → ∞

La mise en place du problème numérique est détaillée en annexe B.3.

4.3 Résultats issus de l’approche 2D : spectre et fonctions propres

Les deux formulations ont été utilisées afin de résoudre le problème. L’intérêt principal de la
formulation réduite, outre le fait qu’elle permet de valider en quelque sorte les résultats obtenus
par la formulation primitive, est d’utiliser des matrices de taille deux fois plus petites a priori.
Cependant si le gain de mémoire et donc de temps est réel pour les modes les plus faciles
à converger, le raisonnement n’est pas aussi évident pour les modes suivants. En effet, on doit
traiter deux équations au lieu de quatre mais dont l’ordre de différentiation est deux fois plus élevé.
L’utilisation d’un algorithme de construction des matrices dérivées optimisé pour la réduction
des erreurs d’arrondi (formule (1.14), Weideman [41]) n’y suffit pas, l’apparition de matrices
de dérivation d’ordre plus élevé impose un nombre de points de maillage plus grand pour faire
converger la solution. Le gain global n’est donc pas évident.
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4.3.1 Validation : comparaison au 1D et à Lin & Malik

Le cas de référence étant celui traité par Lin & Malik [24], nous nous sommes placés dans les
mêmes conditions dans un premier temps afin de vérifier le bon comportement de notre code.
Ainsi pour un nombre de Reynolds R = 800 et un nombre d’onde transversal β = 0.255, on a
reporté le mode GH issu de l’approche 1D d’une part et les modes obtenus par Lin & Malik [24]
d’autre part sur le spectre donné en figure 4.2. Les valeurs des quatre modes les plus amplifiés
sont rassemblées dans le tableau 5.1. Notre calcul est réalisé en formulation primitive à l’aide
de 36 × 53 points pour décrire le domaine [0, 200] × [0, 50].

0.3 0.325 0.35 0.375 0.4
-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

36*53 : [0,200]*[0,50]
Lin & Malik 1996
GH 1D

cr

ci

S1
A1
S2
A2

Fig. 4.2 – Spectre des valeurs propres pour l’écoulement de Hiemenz incompressible, Re =
800, β = 0.255

L’accord avec Lin & Malik est très satisfaisant. On retrouve une série de modes alterna-
tivement symétriques et antisymétriques. Ces modes, ordonnés selon un taux d’amplification
décroissant sont notés pour la suite S1 < A1 < S2 < A2. Le mode le plus amplifié correspond
bien au mode GH symétrique donné par l’approche 1D. Cependant il est important de noter
que les modes suivants de fréquence très proches de celle de GH sont certes moins amplifiés
mais restent tout de même en zone instable pour certains. Ainsi il n’est pas exclu que ces modes
jouent un rôle dans le processus de déstabilisation de la couche limite au voisinage du bord d’at-
taque et en particulier que leurs interactions conduisent à une instabilité subcritique telle qu’elle
est observée expérimentalement. Il serait particulièrement intéressant dans ce but de mener une
étude de perturbation optimale afin d’évaluer leur participation. L’existence du mode A1 a été
confirmée par les DNS spatiales de Joslin [19]. Il impose une perturbation ou bien symétrique
(S1) ou bien antisymétrique (A1) de façon indépendante à l’aide d’aspiration et de soufflage à
la paroi. Les taux d’amplification observés sont en très bon accord avec les résultats de Lin &
Malik [24].

La portion de spectre présentée est obtenue à l’aide de la méthode d’Arnoldi (cf section 1.2.2).
Aucun post-traitement n’a été réalisé et seuls les modes précédemment évoqués peuvent être
considérés comme convergés et donc solutions du problème continu. En particulier, les modes de
la «branche »située à gauche du graphe, qui semblent pour certains être plus amplifiés que A2 ne
doivent pas être pris en compte. De façon plus précise, les questions de convergence en maillage
ainsi que l’influence du domaine de calcul choisi et des conditions limites de sortie sont discutées
en annexe B.4.

La figure 4.3 regroupe différentes représentations des modules des amplitudes des fluctuations
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de vitesse associées au mode S1, ces fonctions sont normalisées de façon à ce que max
(x,y)

|w| = 1

(ce qui apparaît clairement sur les profils de |w| donnés figure 4.3). À ce stade, il est important
d’expliciter de façon précise, la normalisation qui a été utilisée. On cherche la position (xm, ym) à
laquelle le module de l’amplitude de la perturbation de vitesse transversale atteint son maximum,
|w(xm, ym)| = max

(x,y)
|w|. Les différentes amplitudes complexes de vitesse, pression et température

sont alors divisées par la valeur de l’amplitude complexe de la composante transversale à cette
position, soit qnorm(x, y) = q(x, y)/w(xm, ym). Les représentations de modules d’amplitude ou
de perturbation réelle données par la suite, sauf précision contraire, sont donc normalisées en
amplitude et en phase :

|q(x, y)| =

∣
∣
∣
∣

q(x, y)

w(xm, ym)

∣
∣
∣
∣

et q̂r(x, y) =

(
q(x, y)

w(xm, ym)

)

r

cos β(z − ct) −
(

q(x, y)

w(xm, ym)

)

i

sinβ(z − ct)

où les indices r et i désignent respectivement les parties réelle et imaginaire. La partie supérieure
de la figure 4.3 donne les profils dans la direction normale à la paroi y des trois composantes
de vitesse pour quatre positions x données. Le mode S1 apparaît bien comme le mode bidimen-
sionnel de Görtler-Hämmerlin avec des composantes normale v et transversale w indépendantes
vis-à-vis de la distance à la ligne de partage. En outre, leur allure est comparable à celle observée
pour une onde de type Tollmien-Schlichting oblique qui se propage au sein d’une couche limite
sur plaque plane (avec l’axe Oz comme direction principale). En revanche, il existe une compo-
sante longitudinale non-nulle qui est du même ordre de grandeur que la composante transversale
loin3 de la ligne de partage. Les maxima de vitesse longitudinale et transversale sont atteints à
une hauteur d’environ 20% de l’épaisseur de couche limite (21% pour u et 17% pour w) et la
composante normale v atteint son niveau maximum à une distance d’environ 0.7δ de la paroi. Sur
la partie inférieure de la figure 4.3 les évolutions de chaque composante en fonction de la distance
à la ligne de partage x sont données pour trois valeurs de la distance à la paroi y. Ces évolutions
sont représentées par des symboles et les traits plein représentent une régression linéaire de ces
points. La dépendance linéaire de la composante longitudinale u vis-à-vis de x et la constance
des deux autres composantes vis-à-vis de cette même variable sont confirmées.

4.3.2 Description des modes tridimensionnels

Ainsi le mode le plus instable est bien le mode GH donné par l’approche 1D et observé
également par Spalart [34]. On s’intéresse à présent au comportement des modes tridimensionnels
moins amplifiés que S1 mais de fréquences proches. Des représentations similaires à celles données
pour S1 sont donc proposées pour les modes A1 et S2. Les figures 4.4 et 4.5 donnent les profils
en y et en x des modules des amplitudes de vitesse fluctuante. Le comportement dans la direction
normale à la paroi y est strictement identique pour tous les modes. En revanche la dépendance
en x est de type polynômiale avec un ordre croissant pour un mode de plus en plus amorti.
Les régressions polynômiales d’ordre 1, 2 ou 3 sont reportées selon les cas sur les profils pour
comparaison. Ainsi l’évolution de la composante longitudinale u de A1 est de type quadratique
tandis que les deux autres sont de type linéaire et de même pour S2 la dépendance pour ces
dernières est de type quadratique et celle pour la composante longitudinale est de type cubique.
Ces formes polynômiales en x sont également exhibées par Theofilis et al. [39] comme résultat
de leur approche 2D dite bi-globale. Theofilis et al. suggèrent que c’est probablement cette

3La notion de loin signifie ici proche de la section de sortie du domaine, soit pour des valeurs de x proches
de 200 mais il faut garder à l’esprit que ce domaine représente en réalité un voisinage de la ligne de partage et
ainsi en grandeur dimensionnelle x∗ = 200∆ est très petit devant la dimension de la corde de l’aile.
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dépendance en puissance de x croissante qui rend la convergence des modes suivants de plus
en plus difficile. Ils proposent une extension du modèle Görtler-Hämmerlin en prédéfinissant la
forme des modes qui conduit à des résultats tout à fait satisfaisants qui font même douter de
l’intérêt d’utiliser une approche 2D pour cet écoulement dans le cas incompressible.

Les modes tridimensionnels semblent donc, à la dépendance en x près, évoluer de façon totale-
ment similaire au mode bidimensionnel GH. Afin de rechercher d’éventuelles différences on s’est
intéressés à diverses représentations. On en donne deux d’entre elles pour les trois modes S1, A1
et S2. Les figures 4.6, 4.7 et 4.8 montrent pour chaque mode les iso-valeurs de la perturbation
complète de vitesse transversale, soit ŵ(x, y, z, t) = Re[w(x, y)eiβ(z−ct)], à trois distances de la
ligne de partage x = 102.58, x = 150.61 et x = 190.21 et pour deux temps t = 0 et t = T/4
où T représente la période temporelle. Encore une fois on retrouve pour les trois modes des
caractéristiques similaires à celle d’une onde TS au sein d’une couche limite de plaque plane. On
observe un décalage de phase entre deux zones, une proche de la paroi et l’autre au-delà de la
couche limite. Le développement de chacune de ces ondes se fait principalement dans la direction
d’envergure z. Bien entendu, pour le mode S1 les contours sont absolument identiques pour les
différentes positions x. On observe uniquement un déplacement vers les z croissants en avançant
dans le temps. En revanche pour les modes A1 et S2 on retrouve une croissance en x. Celle-ci
est plus importante pour le mode S2 (croissance en x2 contre x pour A1).

Enfin, les figures 4.9, 4.10 et 4.11 donnent pour les trois modes une représentation de la
partie réelle de la composante longitudinale du rotationnel à t = 0, Re[Ωxe

iβz]. Ces iso-valeurs
sont données dans un plan parallèle à la ligne de partage (y, z). Dans la représentation plane le
trait plein désigne la position x = 131.59 et le trait segmenté désigne la position x = 190.21.
Une vue 3D est également proposée où plusieurs plans apparaissent à différentes positions x. Le
maximum de vorticité longitudinale est situé en très proche paroi. On observe une nouvelle fois
la constance en x pour le mode S1. En revanche, on observe nettement le développement en x
pour les modes A1 et S2.

4.3.3 Commentaires sur d’autres types de résolution

L’objet de ce paragraphe est de faire un certain nombre de commentaires sur divers calculs
qui ont été réalisés. Ces calculs diffèrent de ceux présentés précédemment soit par la formulation
du problème de stabilité, soit par la répartition des points, soit encore par l’algorithme de réso-
lution. Si aucune de ces solutions n’a conduit à des améliorations, elles peuvent néanmoins être
considérées comme autant de cas de validation des résultats obtenus.

Formulation réduite des équations

La formulation réduite des équations permet d’obtenir un problème discret deux fois plus
petit. Ainsi pour un calcul à même nombre de points on réalise une économie importante à la
fois de stockage mémoire et de temps de calcul. Cependant seuls les deux premiers modes sont
correctement convergés dans ce cas. On peut bien entendu se permettre d’augmenter le nombre
de points, néanmoins il est très difficile de trouver de meilleures conditions de convergence. Les
essais que nous avons menés n’ont pas permis d’amélioration des résultats. Le nombre de points
dans la direction normale à la paroi y a été porté à 83 points sur un domaine d’intégration allant
jusqu’à ymax = 50 ou ymax = 60, le nombre de points dans la direction parallèle à la ligne de
partage x à 51 points sur un domaine d’intégration variant de xmax = 50 à xmax = 300. Un
exemple de résultat est donné sur la figure 4.12(b) pour un domaine [0, 200] × [0, 50] représenté
par 36 × 53 points.
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Fig. 4.3 – Profils normaux et longitudinaux des amplitudes de fluctuations de vitesse associées
au mode S1
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Fig. 4.4 – Profils normaux et longitudinaux des amplitudes de fluctuations de vitesse associées
au mode A1
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Fig. 4.5 – Profils normaux et longitudinaux des amplitudes de fluctuations de vitesse associées
au mode S2
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Fig. 4.6 – Iso-valeurs de la perturbation de vitesse transversale ŵ aux instants t = 0 et t = T/4
pour le mode S1
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Fig. 4.7 – Iso-valeurs de la perturbation de vitesse transversale ŵ aux instants t = 0 et t = T/4
pour le mode A1
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Fig. 4.8 – Iso-valeurs de la perturbation de vitesse transversale ŵ aux instants t = 0 et t = T/4
pour le mode S2
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Fig. 4.9 – Représentation dans le plan parallèle à la ligne de partage à t = 0 de la composante
longitudinale de la perturbation de rotationnel pour le mode S1
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Fig. 4.10 – Représentation dans le plan parallèle à la ligne de partage à t = 0 de la composante
longitudinale de la perturbation de rotationnel pour le mode A1
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Fig. 4.11 – Représentation dans le plan parallèle à la ligne de partage à t = 0 de la composante
longitudinale de la perturbation de rotationnel pour le mode S2

Répartition des points de discrétisation

Dans la direction parallèle à la ligne de partage, la sensibilité du spectre au nombre de
points et à la dimension du domaine de calcul xmax (voir annexe B.4) nous a poussé à explorer
différentes solutions. Pour des raisons inconnues ne nous sommes pas parvenus à obtenir le spectre
recherché en utilisant une répartition de points régulière. Nous avons donc préféré conserver la
répartition de points de Gauß-Lobatto qui a de bonnes propriétés de convergence et tenter de
modifier leurs positions à l’aide de changements de variable. Deux types de changements de
variable dits mappings ont été réalisés. Les points de Gauß-Lobatto sont resserrés aux bornes de
l’intervalle [−1, 1] et relachés en 0. Les changements de variable envisagés ont pour but d’avoir un
peu plus de points dans la zone autour de x = 0. Le premier est un mapping de type exponentiel :

x = xmax
eκξ − 1

eκ − 1
(4.6)

où κ est un paramètre que l’on peut modifier. L’autre mapping est uniquement destiné à un calcul
sur demi-domaine en écrivant explicitement les conditions de symétrie. Il consiste à ramener les
points de Gauß-Lobatto sur un demi-domaine [0, 1] :

x = xmax
1 + ξ

2
(4.7)

La figure 4.12(a) donne les trois différentes répartitions de points sur l’intervalle [0, xmax] pour une
valeur du paramètre κ = 2 et les spectres obtenus dans chaque cas sont rassemblés sur la figure
4.12(b). En haut de la figure 4.12(a), les carrés représentent les 36 points de maillage utilisés pour
le calcul et issus d’une répartition de 71 points de Gauß-Lobatto sur [−1, 1] qui a été ramenée
sur l’intervalle [−200, 200]. Les cercles correspondent aux mêmes points après la transformation
de type exponentiel donnée par 4.6. Les losanges sont les 36 points issus d’une répartition de 36
points de Gauß-Lobatto ramenés sur l’intervalle [0, 200] à l’aide de la transformation 4.7. Les trois
répartitions ont été artificiellement décalées dans un souci de visibilité. Sur le bas de la figure on
représente un zoom de la zone [0, 50], où cette fois les points sont superposés afin d’apprécier les
différences dans la zone proche de la ligne de partage. Malheureusement aucune configuration
ne nous a conduit à une meilleure convergence du spectre, cependant cela montre que les modes
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obtenus ne dépendent pas du maillage utilisé. La répartition de points pour la variable y donnée
en section 1.2.1 n’a été que peu modifiée. On pourrait bien entendu s’interroger sur la position
optimale du paramètre de lieu de rafinement yi mais ce paramètre doit impérativement être
situé dans un voisinage de l’épaisseur de couche limite pour bien représenter cette zone et dans
la gamme proche de l’épaisseur de couche limite il est difficile de déterminer les améliorations
éventuelles apportées.
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Fig. 4.12 – Comparaison de différents types de résolution : cas incompressible R = 800, β =
0.255, 36 × 53 points sur [0, 200] × [0, 50]. À gauche, en haut : différentes transformations de la
répartition de points de Gauß-Lobatto sur l’intervalle [0, 200], en bas : zoom sur la zone proche
de la ligne de partage [0, 50]. À droite : spectres issus de calculs utilisant les trois répartitions et
spectre issu de la formulation réduite

Résolution du spectre complet par un algorithme QZ

Pour information, on propose un spectre complet issu de la résolution par un algorithme
QZ (routine LAPACK [1]), donné en figure 4.13. Le calcul correspond approximativement au
maximum d’espace mémoire utilisable sur notre machine pour un unique processeur. On donne
également le calcul Arnoldi correspondant avec le même maillage et pour trois cibles différentes
données sur la figure. Pour obtenir des spectres QZ exploitables, il faudrait être en mesure
d’augmenter considérablement le nombre de points de calcul. Cependant, en zoomant sur la zone
qui nous intéresse, on peut contrôler que l’algorithme d’Arnoldi nous offre bien une très bonne
approximation des valeurs propres recherchées. D’autre part l’intérêt du calcul QZ est de s’assurer
que les modes que l’on étudie sont bien les plus amplifiés. Rappelons que la procédure d’Arnoldi
ne donne qu’un nombre de modes donné, les plus proches d’une cible fixée. Sans un calcul QZ on
ne peut donc être certains d’avoir choisi la bonne cible. En réalité on observe un groupe de modes
plus amplifiés à des vitesses de phase plus élevées et également deux modes isolés dans la gamme
des modes qui font l’objet de notre étude. Ces modes sont des modes purement numériques qui ne
sont absolument pas convergés. L’examen des fonctions propres associées à ses modes montrent
en effet nettement le caractère non établi de ces modes. Un exemple est donné en figure 4.14,
où est représentée l’évolution du module de la composante transversale de vitesse vis-à-vis de la
direction normale à la paroi pour le mode le plus amplifié, soit c = (0.986, 0.160). On a également
effectué d’autres calculs de spectres Arnoldi pour les mêmes cibles mais avec une résolution de
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points différente, soit 31 × 63, qui montrent que les modes ne sont pas convergés en maillage (cf
figure 4.14). Les deux modes dans notre gamme d’étude n’existent plus et le groupe situé à des
vitesses de phase plus élevées est grossièrement déplacé vers le haut du diagramme (cr, ci).
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Fig. 4.13 – Comparaison d’un spectre QZ avec des spectres Arnoldi-R = 800, β = 0.255, 31×53
points sur [0, 200] × [0, 50]
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Fig. 4.14 – À gauche : composante de vitesse transversale associée au mode apparaissant comme
le plus amplifié dans le spectre QZ, à droite : effet d’une modification du maillage sur les modes
les plus instables du spectre QZ (calculs Arnoldi, notés Ar.)

4.4 Conclusion

L’approche globale menée pour la stabilité de l’écoulement incompressible laminaire et sta-
tionnaire de ligne de partage désigne le mode bidimensionnel, obtenu par ailleurs via l’approxi-
mation de Görtler-Hämmerlin, comme étant le mode linéaire le plus instable. Cette méthode
non-locale montre néanmoins l’existence d’autres modes amplifiés dont les fonctions propres as-
sociées dépendent de x de façon polynômiale. Il est finalement très difficile de différencier ces
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modes autrement que par le degré du polynôme qui représente cette dépendance. Comme Theofi-
lis [39] l’évoque, cela vient corroborer le fait que seul le mode S1 est observé expérimentalement.
En effet, les fréquences étant très proches (suffisamment pour passer pour une fréquence unique
à la précision de la mesure près) et les comportements similaires, le mode S1, le plus amplifié
peut masquer l’existence des autres modes. Seul un sondage dans la direction perpendiculaire
à la ligne de partage permettrait peut-être de mettre en évidence l’existence de ces modes de
façon expérimentale. Bien que moins amplifiés, ces modes peuvent jouer un rôle important dans
le processus de déstabilisation subcritique observé expérimentalement. Si l’approche non-locale
présentée ne permet pas de comprendre les mécanismes mis en jeu, elle peut toutefois servir
de point de départ à une recherche de perturbation optimale. Ainsi une analyse faiblement non
linéaire, basée sur une recherche de perturbation optimale nous permettrait peut-être d’observer
un équilibre subcritique. Il serait bien entendu préférable d’utiliser les modes issus de la théorie
spatiale, laquelle peut être développée de façon similaire à condition d’avoir de fortes ressources
de mémoire pour la résolution numérique ou bien il faudra mettre en place une méthode de
Jacobi-Davidson [40]. D’autre part la dépendance particulière vis-à-vis de la distance à la ligne
de partage des fonctions propres associées aux modes tridimensionnels offre des possibilités in-
téressantes de développement analytique. Ainsi, par exemple, Obrist & Schmid [27, 28] se sont
intéressés aux effets non-modaux et à la réceptivité de cet écoulement à partir de la formulation
globale du problème de stabilité. Si cette partie de l’étude n’apporte pas de résultats innovants
quant aux travaux déjà réalisés, ils confirment néanmoins des résultats encore peu courants en
utilisant une résolution numérique légèrement différente.
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Chapitre 5

Stabilité de l’écoulement 3D de
Hiemenz compressible

On a évoqué en préambule du chapitre précédent l’intérêt d’étudier la stabilité de l’écoulement
de couche limite laminaire qui se développe autour d’une aile en flèche au voisinage du bord
d’attaque (écoulement 3D de Hiemenz). Ainsi après l’étude de l’écoulement incompressible, on
souhaite naturellement étendre notre étude au problème de l’écoulement compressible. En outre
dans ce cas l’approximation de Görtler-Hämmerlin ne permet pas de simplifier suffisamment les
équations pour se ramener à une approche 1D1. La méthode globale apparaît donc comme la seule
possibilité de mener une étude de stabilité pour cet écoulement autrement que par des simulations
numériques directes plus coûteuses. Pour cette raison très peu de résultats concernant la stabilité
de l’écoulement compressible sont disponibles. Lin & Malik [23] ont étendu le modèle 2D qu’ils
avaient développé en incompressible à l’étude d’une couche limite supersonique au voisinage de la
ligne de partage d’un cylindre en flèche. Ils privilégient la recherche d’ondes obliques propagatives
et montrent que les taux d’amplification donnés par la théorie 1D sont largement sous-estimés.
Toutefois l’analyse de leurs résultats est rendue difficile par la prise en compte des effets de
courbure en sus des effets de compressibilité. Heeg [14] réalise une étude dans le cadre de la
théorie spatiale en incompressible et en compressible subsonique. Dans la gamme de Mach de
ses travaux, il note un effet stabilisant de la compressibilité concernant le taux d’amplification
spatial dans la direction d’envergure. Il n’observe de différences de structure spatiale des modes
que pour les fluctuations directement liées à la compressibilité (température et densité). Enfin, Le
Duc [20] réalise des simulations numériques directes à un Mach faiblement compressible M ∼ 0.3.
En procédant à l’excitation de tous les modes d’instabilités par un bruit blanc, elle constate que le
mode le plus instable possède la symétrie de Görtler-Hämmerlin. Elle n’observe pas de différences
avec le comportement en écoulement incompressible et note que la forme de la fluctuation de
température est parabolique dans la direction perpendiculaire à la ligne de partage. Elle situe
le déclenchement des instabilités près de la paroi, à une hauteur de l’ordre de la longueur de
référence (soit au tiers de l’épaisseur de couche limite) et suggère une propagation par diffusion
dans la zone proche de la paroi et par convection au-dessus. Enfin utilisant à la fois une condition
de paroi adiabatique et une condition de paroi isotherme, elle constate un taux d’amplification
plus élevé dans le cas de la paroi isotherme. Ainsi, en écoulement faiblement compressible il
semble que le mode GH soit encore le plus instable. Néanmoins, on ajoutera la même réserve que
celle évoquée dans le cas des simulations en incompressible de Spalart [34] (chap. 4). En effet,
d’après nos calculs seul le mode GH est amplifié dans les conditions de ces DNS et il est donc
possible que la perturbation la plus instable soit une combinaison de plusieurs modes dans des

1Certes possible en incompressible, la simplification ne permet d’atteindre qu’un seul mode d’instabilité.

67
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conditions plus défavorables.
Après avoir explicité le problème de stabilité et exposé sa mise en place, on proposera une

validation de la formulation en compressible à l’aide de comparaisons aux résultats obtenus en
incompressible et des DNS pour un fluide faiblement compressible de Le Duc. Les résultats sont
ensuite présentés en trois volets. Les effets directement liés à la compressibilité via une évolution
en nombre de Mach sont analysés. Puis on s’intéresse à la condition de paroi isotherme et aux
effets d’une paroi chaude ou froide sur la stabilité de l’écoulement. Enfin, on parlera de modes
nouveaux, qu’on appellera modes de compressibilité, qui apparaissent au-delà d’un certain seuil
et dont le comportement est de type acoustique.

5.1 Formulation du problème de stabilité 2D

5.1.1 Équations aux perturbations

Pour l’écoulement de Hiemenz compressible on se contentera d’une seule formulation en consi-
dérant les variables primitives. Toutefois, l’équation d’état des gaz parfaits linéarisée permet d’ex-
primer simplement la masse volumique en fonction de la pression et la température, elle s’écrit
sous forme adimensionnée :

ρ =
γM2

T
p− ρ

T
T (5.1)

En remplaçant ρ dans les équations de continuité, de quantité de mouvement et d’énergie
linéarisées et adimensionnées on obtient le système à cinq inconnues :
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T = 0

(5.2e)

Les différentes grandeurs surlignées sont relatives à l’écoulement principal. On détaillera dans
la section 5.1.2 comment s’expriment ces grandeurs moyennes à l’aide des fonctions de similitude
calculées précédemment (voir section 2.4.2).

Les conditions limites vis-à-vis de la direction normale à la paroi y sont des conditions d’adhé-
rence à la paroi et d’écoulement non perturbé à l’infini. Pour la perturbation en température,
à l’infini on considère un écoulement non perturbé et en y = 0 la condition est différente selon
que l’on considère une paroi athermane ou isotherme. Ne faisant pas de distinction de maillage
ou de méthode, pour la pression on traduit l’équation de quantité de mouvement en y = 0 et
en y = ymax dans la direction normale à la paroi. Dans le cas incompressible, la même démarche
nous avait déjà permis d’obtenir ce type de conditions dites de compatibilité. Finalement, les
conditions associées au système (5.2) s’écrivent :

u(x, 0) = v(x, 0) = w(x, 0) = 0 et u(x, y) = v(x, y) = w(x, y) = 0, pour y → ∞






∂T

∂y
(x, 0) = 0 en paroi athermane

T (x, 0) = 0 en paroi isotherme
et T (x, y) = 0 pour y → ∞

∂p

∂y
(x, 0) = Qy(x, 0) et

∂p

∂y
(x, y) = Qy(x, y), pour y → ∞

avec l’opérateur Qy donné explicitement en annexe C.1.
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De la même façon que pour l’écoulement incompressible, en choisissant un domaine symétrique
par rapport au plan de symétrie situé en x = 0, on pourra réduire le nombre d’inconnues ou
sinon affiner la discrétisation dans un demi-espace (x > 0 ou x < 0). En effet, tous les opérateurs
intervenant dans les équations (5.2a,5.2b,5.2c,5.2d,5.2e) sont de parité particulière vis-à-vis de x.
On recherche donc des solutions paires ou impaires sur un demi-domaine et les conditions dans
la direction de corde x s’écrivent, pour les solutions paires :

u(0, y) =
∂v

∂x
(0, y) =

∂w

∂x
(0, y) =

∂p

∂x
(0, y) =

∂T

∂x
(0, y) = 0

u(xmax, y) = −u(−xmax, y), v(xmax, y) = v(−xmax, y), w(xmax, y) = w(−xmax, y),

p(xmax, y) = p(−xmax, y), T (xmax, y) = T (−xmax, y)

pour les solutions impaires :

∂u

∂x
(0, y) = v(0, y) = w(0, y) = p(0, y) = T (0, y) = 0

u(xmax, y) = u(−xmax, y), v(xmax, y) = −v(−xmax, y), w(xmax, y) = −w(−xmax, y),

p(xmax, y) = −p(−xmax, y), T (xmax, y) = −T (−xmax, y)

5.1.2 Écriture des grandeurs relatives au champ de base pour le problème de
stabilité

Le problème de stabilité défini par le système (5.2) est donné sous forme adimensionnée. Ainsi
le champ moyen, donné par une solution de similitude (voir section 2.4.2) doit être écrit sous
forme adimensionnée, en fonction des variables sans dimension utilisées pour le calcul de stabilité

x =
x∗

∆
et y =

y∗

∆
. On procède donc à un changement de variables et en différentiant l’expression

de la variable de similitude η donnée par (2.7) on obtient :

dy =
1√
Ge

T ∗

Te
(η)dη =

h(η)√
Ge
dη

D’où les expressions suivantes :

U(x, y) =
u∗

W0
= x

1

Rf ′(η)

V (y) =
v∗

W0
= − 1

R√Ge

T ∗

Te
(η)f(η)

où la vitesse normale v∗ est obtenue à l’aide de l’équation de continuité et de la décomposi-
tion (2.8)

ρ∗u∗ =
∂ψ∗

∂y∗
⇒ ψ∗ =

√

2ξf(η) + h(ξ) ⇒ ρ∗v∗ = −ρpµpue√
2ξ

f(η)

W (y) =
w∗

W0
= g(η)

T (y) = h(η) =
T ∗

Te
(η) =

Tie

Te
(s(η) + 1) − w2

e

2CpTe
g2(η)

µ(y) =
1.711 × 10−5

µe

1 + 110.4/273

1 + 110.4/TeT (y)

√

TeT (y)

273
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D’autre part, on utilise la projection de la quantité de mouvement sur x pour l’écoulement

moyen afin d’exprimer le gradient de pression
∂P

∂x
:

∂P

∂x
=
µ

R
∂2U

∂y2
+

1

R
dµ

dy

∂U

∂y
− 1

T

(

U
∂U

∂x
+ V

∂U

∂y

)

Le système est discrétisé à l’aide de la méthode de collocation spectrale présentée en section
1.2.1 puis il est mis sous forme d’un problème aux valeurs propres. On trouvera des informations
complémentaires concernant la mise en place du problème numérique en annexe C.

5.1.3 Paramètres de calcul

L’écoulement moyen est résolu (section 2.4.2) pour la variable η avec 300 points répartis
entre 0 et 8. La solution est ensuite interpolée sur la grille de calcul pour la stabilité (comme
décrit en section 5.1.2). L’écoulement est caratérisé par un nombre de Mach transversal M (défini
en section 2.4.1) et dans la configuration avec paroi isotherme par une température de paroi Tp

qui seront précisés pour chaque cas de calcul. Le nombre de Prandtl P est fixé à 0.72. Les
modifications induites par une variation de la température génératrice Ti0, qui sert de grandeur
d’adimensionnement, ne sont que peu significatives, c’est pourquoi on fixe a priori sa valeur
à T ∗

i0 = 300K. Le nombre de Reynolds R et le nombre d’onde β seront définis pour chaque calcul
de stabilité.

Les résultats présentés dans ce document sont tous issus de calculs réalisés sur un demi-
domaine en x, soit [0, xmax]×[0, ymax]. Selon la direction normale y les équations sont discrétisées
à l’aide d’une répartition de points de Gauß-Lobatto ramenés sur l’intervalle [0, ymax] par le biais
d’un changement de variable qui permet en outre de resserrer les points autour d’une valeur
donnée yi. Ainsi l’intervalle [0, yi] sera représenté par la moitié des points. Il est légitime de
choisir yi de l’ordre de grandeur de l’épaisseur de couche limite δ. En écoulement incompressible,
on observe une épaisseur de couche limite de l’ordre de 3∆, ∆ représentant la longueur de
référence précédemment définie (cf section 2.3.2). On fixe donc yi à 3. En ymax, on doit vérifier
une condition d’écoulement non perturbé à l’infini, il faut donc trouver le bon compromis entre
une valeur très élevée pour assurer cette condition mais assez modérée toutefois pour être en
mesure de représenter correctement cette direction avec un nombre de points raisonnable. Les
différents tests réalisés nous ont conduit à fixer ymax à 50 ce qui correspond en dimensionnel à
une valeur dimensionnelle y∗max de l’ordre de 15 à 20δ. Il faut un minimum de 51 points pour être
assurés que la solution soit indépendante du maillage. Selon la direction tangente à la paroi x
on se donne une répartition de points de Gauß-Lobatto qu’on ramène sur [−xmax, xmax] puis on
considère le demi-domaine [0, xmax] en utilisant des propriétés de symétrie. On a également testé
de modifier la répartition de points avec un changement de variables et également de ramener
la répartition de Gauß-Lobatto directement sur le domaine [0, xmax]. Les différentes approches
seront commentées lors de la présentation des résultats. Le choix de xmax est moins aisé que
celui de ymax car aucune condition physique ne s’y applique. Nous n’avons donc d’autres critères
que celui de la convergence des modes et de la non dépendance des résultats à ce paramètre. La
difficulté de satisfaire ces critères est accrue par le fait que le spectre est encore plus facilement
"pollué " qu’en approche 1D par des modes parasites d’une part et d’autre part l’amélioration
de la convergence par une plus grande résolution en nombre de points de discrétisation est
rapidement limitée par l’espace mémoire disponible. En pratique en choisissant 30 6 xmax 6 50
(soit une valeur dimensionnée x∗max de l’ordre 10 à 20δ) seuls les deux modes les plus amplifiés
sont convergés (résultats présentés dans [31]). On parvient à obtenir une bonne convergence pour
un mode supplémentaire ainsi qu’une estimation correcte du suivant en passant à un domaine au



72 CHAPITRE 5. STABILITÉ DE L’ÉCOULEMENT 3D DE HIEMENZ COMPRESSIBLE

moins 3 fois plus grand. Lorsque cela ne sera pas précisé xmax sera fixé à 200. Il n’est pas exclu
qu’une augmentation du nombre de points aurait amélioré ces résultats mais malheureusement les
ressources de mémoire dont nous disposions ne nous ont pas permis d’effectuer ce test. Par ailleurs,
comme en incompressible, nous avons souhaité utiliser une répartition de points régulière, mais
ce fut également sans succès. Les détails concernant les méthodes de discrétisation sont donnés
en section 1.2.1.

5.2 Validation : incompressible et DNS

La première vérification qui s’impose pour valider la version compressible de notre code est de
comparer les résultats à faible nombre de Mach aux résultats obtenus en incompressible. Notre
référence en écoulement incompressible étant les travaux de Lin & Malik [24], on effectue un calcul
dans les mêmes conditions, soit un nombre de Reynolds R = 800 et un nombre d’onde β = 0.255.
Le calcul compressible est réalisé pour un nombre de Mach M = 0.01. Le domaine considéré est
[0, 200]×[0, 50] et il est discrétisé à l’aide de 36×53 points. L’accord est tout-à-fait satisfaisant, on
retrouve le même spectre. On observe une série de modes qui sont alternativement symétriques
et antisymétriques. On note ces modes pour un taux d’amplification décroissant, S1 > A1 >
S2 > A2. Le mode S1 correspond, comme dans le cas incompressible, au mode de Görtler-
Hämmerlin, obtenu en approche locale. En effet, la perturbation de vitesse associée à ce mode
a une composante longitudinale qui varie linéairement avec la distance à la ligne de partage
et les deux autres composantes sont constantes dans cette direction. Les autres modes sont
également ceux que l’on avait observés en fluide incompressible. En passant d’un mode à l’autre,
chaque composante de vitesse de la perturbation correspondante voit sa dépendance en x, variable
représentant la distance à la paroi, augmenter d’un ordre. Ainsi par exemple, le mode A1 a une
perturbation de vitesse longitudinale parabolique en x et des perturbations de vitesse normale
et transversale linéaires en x. Les quatres premiers modes sont donnés dans le tableau 5.1.

On obtient également un accord satisfaisant avec les simulations numériques directes réalisées
par Le Duc [20]. Ces simulations concernent une configuration faiblement compressible pour un
nombre de Mach M = 0.2977. Le nombre de Reynolds est fixé à R = 644 et le nombre d’onde
transversal vaut β = 0.2787. Pour une paroi adiabatique le mode le plus amplifié qui émerge
de la simulation numérique est bien le mode de Görtler-Hämmerlin (S1). La vitesse de phase et
le taux d’amplification de ce mode sont donnés dans le tableau 5.2 où ils sont comparés à nos
résultats dans les mêmes conditions2. Cette comparaison n’étant pas parfaite mais encourageante
nous avons pris contact avec l’auteur afin de mener en parallèle de nouvelles simulations. À ce
moment nos résultats étaient quelque peu différents (cr = 0.38028, ci ×102 = 0.38630) du fait de
légères erreurs dans la programmation du système d’équations à résoudre. De son côté Le Duc
évoque la possibilité d’un problème de dissipation numérique dans ses simulations à faible nombre
de Mach qui pourrait être supprimée grâce à une meilleure résolution de points dans la direction
de l’envergure z. De nouveaux calculs, avec un plus grand nombre de points en z donnent alors
un taux d’amplification ci × 102 = 0.19 pour M = 0.3 [21]. Ces résultats s’éloignent encore plus
des nôtres. Malheureusement nous n’avons pu poursuivre nos comparaisons et il serait pourtant
fort intéressant de pouvoir reprendre des calculs en parallèle. En outre, Le Duc [21] évoque
également un calcul de stabilité linéaire en écoulement incompressible réalisé par P. Schmid pour
les paramètres R = 644 et β = 0.2787 qui est en très bon accord avec notre calcul équivalent.
Ces résultats sont également donnés en table 5.2. On retrouve aussi l’effet stabilisant du nombre
de Mach.

2M = 0.2977, R = 644, β = 0.2787, T ∗

i0 = 300.244K, domaine [0, 196] × [0, 50] représenté par 36 × 53 points
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cr ci(×102)

Lin & Malik [24] 0.35840982 0.58532472

S1 GH code 1D 0.35841059 0.58510587

incompressible 0.35840961 0.58512010

M = 0.01 0.35842029 0.58497932

Lin & Malik [24] 0.35791970 0.40988668

A1 incompressible 0.35791964 0.40968751

M = 0.01 0.35793028 0.40954184

Lin & Malik [24] 0.35743540 0.23430007

S2 incompressible 0.35743483 0.23410857

M = 0.01 0.35744543 0.23395912

Lin & Malik [24] 0.35695687 0.058571260

A2 incompressible 0.35696896 0.06604485

M = 0.01 0.35697965 0.06590850

Tab. 5.1 – Validation du code compressible : comparaison des modes S1, A1, S2, A2 en in-
compressible et à M = 0.01 aux résultats incompressibles de Lin & Malik [24] pour R = 800,
β = 0.255

Ces vérifications étant faites on peut à présent s’intéresser à la stabilité d’écoulements com-
pressibles pour des nombres de Mach plus élevés. Différents types d’analyse ont été menés. Il est
bien entendu possible de réaliser toutes sortes de variations paramétriques. À titre d’exemple on
donne ci-après la variation du taux d’amplification des deux modes symétriques les plus instables
avec le nombre d’onde β (figure 5.1). Ces évolutions sont tout-à-fait similaires à celles réalisées
par Heeg [14] dans d’autres conditions.

On peut également s’interroger sur les effets de compressibilité et de température d’une part
sur la structure du spectre et d’autre part sur la forme des fonctions propres associées aux modes
les plus amplifiés. Ces points sont traités dans les paragraphes suivants.

5.3 Effet de compressibilité : évolution du nombre de Mach

À partir des conditions de paroi adiabatique on fait varier le nombre de Mach. Sur la figure
5.2 sont représentées les évolutions en fonction du nombre de Mach de la vitesse de phase, à
gauche, et du taux d’amplification, à droite, pour les modes S1 (en trait plein), A1 (en trait
pointillé) et S2 (en trait segmenté). Les écoulements sont définis pour un nombre de Reynolds
R = 1500, une température génératrice T ∗

i0 = 300K et on cherche les perturbations ayant pour
nombre d’onde β = 0.19. Le domaine de calcul est décrit par 36× 51 points sur [0, 200] × [0, 50].
On constate que le nombre de Mach a un effet stabilisant jusqu’à M = 1.6.

On peut observer que la structure S1 < A1 < S2 < A2 est conservée. Cependant on a pris
soin cette fois de ne pas les qualifier de modes les plus instables. À partir d’un certain nombre de
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cr ci(×102)

DNS Le Duc [20] 0.38095 0.10370

S1 (M = 0.2977) 0.38196 0.12673

P. Schmid [21] 0.37520 0.20060

S1 incompressible 0.37522 0.20042

Tab. 5.2 – Validation du code compressible : comparaison de S1 aux simulations numériques
directes de Le Duc [20] à M = 0.2977 pour R = 644, β = 0.2787 et comparaison de la valeur
incompressible correspondante au calcul de Schmid.
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0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

β

ci

S1

S2

M = 0.75, R = 1500 − [0, 200] × [0, 50] : 36 × 51

Fig. 5.1 – Évolution du taux d’amplification des modes S1 et S2 avec le nombre d’onde

Mach, d’autres modes ayant un taux d’amplification plus important que S1 apparaissent en effet
dans notre fenêtre de visualisation. Ce point sera discuté dans un prochain paragraphe (5.5).

L’allure générale des fluctuations est conservée mais on peut toutefois observer quelques
modifications. Les modules des amplitudes des fluctuations de vitesse associées au mode S1 sont
représentés en fonction de la direction normale à la paroi y sur la figure 5.3 pour trois nombres
de Mach différents M = 0.75, M = 1.5 et M = 2.1. Comme dans le cas incompressible, la
normalisation choisie est telle que max

(x,y)
|w| = 1. Elle est explicitée plus en détails en section 4.3.1.

Les composantes normale et transversale sont indépendantes de la position par rapport à la ligne
de partage, tandis que la composante longitudinale en dépend linéairement. Pour cette dernière,
seule la position la plus éloignée x = 200 a été représentée. Les maxima d’amplitude sont de
plus en plus hauts dans la couche limite, même en tenant compte de l’épaississement de cette
dernière. Le profil de vitesse transversal est un peu modifié près de la paroi. On donne sur les
figures (5.4,5.5,5.6), pour les modes S1, A1, S2, les iso-valeurs de la perturbation réelle de vitesse
transversale ŵ pour trois positions différentes par rapport à la ligne de partage au temps t = 03

et au quart de période suivant. Par rapport au cas incompressible (figs. 4.6,4.7,4.84), les contours

3Rappelons que les perturbations sont normalisées en amplitude et en phase, ainsi l’indication de temps est
relative à cette normalisation.

4Les dimensions des diagrammes diffèrent entre les cas compressible et incompressible.
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Fig. 5.2 – Effet de Mach sur les vitesses de phase et taux d’amplification des modes S1, A1, S2
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Fig. 5.3 – Profils normaux des amplitudes de fluctuations de vitesse du mode S1 pour les nombres
de Mach M = 0.75, M = 1.5 et M = 2.1-R = 1500, β = 0.19, [0, 200] × [0, 50] :36 × 51
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sont déformés dans la direction principale de propagation.
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Fig. 5.4 – Iso-valeurs de la perturbation de vitesse transversale ŵ aux instants t = 0 et t = T/4
pour le mode S1-M = 2.1

La figure 5.7 donne différentes représentations de la température. Sur la partie gauche, on
observe l’effet d’une augmentation du nombre de Mach sur l’amplitude de la fluctuation de tem-
pérature dont on a pris le module. Seules les amplitudes associées au mode S1 sont représentées.
On remarque l’augmentation, à laquelle on pouvait s’attendre, du niveau de perturbation de tem-
pérature par rapport à celui de la composante transversale de vitesse w avec le nombre de Mach.
En outre, il est important de noter que, pour des Mach élevés, soit ici M = 2.1, la fluctuation de
vitesse dans la direction normale à la ligne de partage u devient moins importante relativement
à fluctuation de vitesse transversale w que pour des nombres de Mach plus faibles, tandis que
celle de température atteint un niveau plus élevé que celui de la perturbation de vitesse trans-
versale. D’autre part, cherchant toujours à différencier les modes observés, nous avons superposé
les iso-valeurs de la perturbation réelle de température de paroi à l’instant initial t = 0 pour les
modes S1, A1 et S2 dans le cas M = 2.1. Cette représentation à la paroi, dans le plan (x, z)
est donnée à droite de la figure 5.7. À nouveau, le mode S1 se distingue par son indépendance à
la distance de la ligne de partage. On donne, pour le cas M = 2.1, sur la figure 5.8, les profils
longitudinaux des modules des amplitudes de fluctuation de température pour trois distances à
la paroi différentes pour les modes S1 (à gauche), A1 (au milieu) et S2 (à droite). Les profils
sont représentés par des symboles et les lignes pleines correspondent à des régressions linéaire ou
polynômiale d’ordre 2 le cas échéant. Il est intéressant à ce stade de relever le fait que Le Duc
[20] observe une évolution parabolique de la température avec la distance à la paroi et que les
perturbations de vitesse en revanche ont les mêmes propriétés de symétrie que le mode GH. Ce
point important est discuté en détail dans le paragraphe suivant.
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Fig. 5.5 – Iso-valeurs de la perturbation de vitesse transversale ŵ aux instants t = 0 et t = T/4
pour le mode A1-M = 2.1
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Note sur l’évolution de la perturbation de température associée au mode GH :
comparaison aux DNS de Le Duc

Comme cela a déjà été évoqué ci-avant et en introduction de ce chapitre, Le Duc [20] réalise
des simulations numériques directes avec une excitation de type bruit blanc et observe une pertur-
bation ayant les mêmes propriétés vis-à-vis du comportement dans la direction perpendiculaire à
la ligne de partage que le mode de Görtler-Hämmerlin. En outre, dans la section (5.2) dédiée à la
validation de nos résultats compressibles, on a montré que la vitesse de phase et le taux d’ampli-
fication de cette perturbation étaient en assez bon accord avec ceux du mode S1, correspondant
au mode le plus amplifié issu de notre calcul de stabilité dans les mêmes conditions. En revanche,
nous n’observons pas le même comportement pour la perturbation de température. L’évolution
parabolique du maximum selon y de la valeur rms selon z de la perturbation de température,
à différents instants, en fonction de la distance à la ligne de partage x obtenue par Le Duc [20]
est donnée à gauche de la figure 5.9. On se place dans les mêmes conditions, soit dans notre
cas à la position y = 0.86 de la paroi où le module de l’amplitude de température atteint son
maximum. L’évolution du module de l’amplitude de température, à cette position, en fonction
de la distance à la paroi est donnée dans la partie droite de la figure 5.9. Cette perturbation de
température correspond au mode le plus amplifié S1 et le module a été normalisé de sorte à ce
qu’il soit unitaire sur la ligne de partage. Les échelles de représentation sont les mêmes que celles
de la figure de gauche. On remarque également une évolution parabolique mais avec une échelle
de variations qui nous paraît peu significative. On constate l’existence d’un facteur 10 entre l’am-
plitude de Le Duc et la nôtre. La différence majeure de conditions entre les DNS et notre calcul
de stabilité, à part la prise en compte des termes non linéaires, provient de la modélisation de
l’écoulement de base. En effet, nous supposons que notre écoulement de base a une température
homogène dans la direction perpendiculaire à la ligne de partage. Cette hypothèse conduit à l’éli-
mination d’un certain nombre de termes dans l’équation de l’énergie pour les perturbations. La
présence de faibles variations dans la direction x de la température de l’écoulement de base dans
les DNS, si elles existent, pourraient être envisagées comme un élément d’explication possible de
ces différences de variation en x. Ce point mériterait d’être exploré plus avant.

D’autre part, concernant nos résultats, l’évolution parabolique n’est pas pertinente. Outre le
faible niveau de variations observé, l’évolution en x est variable selon la position y considérée.
Pour des positions supérieures au tiers de la hauteur de la couche limite on tend réellement vers
une évolution constante et pour des positions inférieures, la dépendance parabolique nous semble
caduque d’autant plus que le coefficient de x2 de la régression polynômiale correspondante est
non seulement petit par rapport au coefficient constant mais surtout positif ou négatif selon
la position considérée. Par ailleurs sur une représentation de la perturbation de température
en fonction de x et de y donnée par Le Duc (figure 2.7 de [20]), l’impression visuelle confirme
l’évolution quasi-constante dans la direction x, ou en tous cas très faible comparée à l’évolution
dans la direction y. Enfin, pour se convaincre de la dépendance linéaire vis-à-vis de la distance
à la ligne de partage de l’amplitude de fluctuation de température associée au mode S1, on la
compare à celle des autres modes sur la figure 5.10. Les évolutions de l’amplitude des fluctuations
de température avec la distance à la ligne de partage sont données pour trois positions y situées
dans la couche limite et une position hors de la couche limite, pour les modes S1, A1 et S2. Dans
ce cas la normalisation est celle qui était utilisée jusqu’alors, c’est-à-dire telle que le maximum
d’amplitude selon x et y de la perturbation de vitesse transversale soit égale à un. Les échelles
sont les mêmes pour les trois modes.

Finalement, l’observation faite précédemment pour M = 2.1 d’une perturbation de tempéra-
ture constante avec la distance à la ligne de partage pour le mode S1 (et une évolution linéaire
pour A1 et parabolique pour S2) est confirmée à M = 0.2977. C’est la tendance générale qui se
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dégage de notre étude de stabilité linéaire. Cependant Le Duc formule une conclusion différente.
On peut alors s’interroger sur l’existence ou non d’une dépendance parabolique dans la zone de
plus forte amplitude (environ au tiers de la couche limite) qui serait atténuée dans notre cas
du fait de la non prise en compte des termes non-linéaires ou des variations de température de
l’écoulement moyen dans la direction x.
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Fig. 5.9 – À gauche, résultat des DNS de Le Duc [20] : maximum selon y de la valeur rms selon
z de la perturbation de température, normalisé par sa valeur en x = 0, à différents instants.
À droite, résultat de calcul compressible dans les conditions des DNS de Le Duc : module de
l’amplitude de la perturbation de température en y = 0.86393, position où la perturbation
atteint son maximum, pour le mode S1. La normalisation et les échelles de représentations sont
identiques à la figure de gauche.

-180 -120 -60 0 60 120 180
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05
y=5.91
y=1.67
y=0.96
y=0.31
régres. lin.

x

|T|

A1

-180 -120 -60 0 60 120 180
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05
y=5.91
y=1.67
y=0.96
y=0.31
régres. pol. ordre 2

x

|T|

S2

-180 -120 -60 0 60 120 180
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05
y=5.91
y=1.67
y=0.96
y=0.31
régres. lin.

x

|T|

S1

Fig. 5.10 – Évolution du module de l’amplitude de la perturbation de température vis-à-vis de
la distance à la ligne de partage pour les modes S1, A1 et S2 dans les conditions des DNS de Le
Duc (M = 0.2977, R = 644, β = 0.2787, [0, 196] × [0, 50] :36 × 53)

5.4 Effet de température

Sous des conditions de paroi isotherme on s’intéresse aux conséquences d’un chauffage ou d’un
refroidissement de la paroi sur la stabilité. On choisit un cas de référence en paroi adiabatique,
soit le cas d’un écoulement à M = 0.75, R = 1500 et de perturbations ayant pour nombre d’onde
transversal β = 0.19. Le calcul de stabilité est réalisé à l’aide de 36 × 51 points discrétisant le
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domaine [0, 200] × [0, 50]. Les évolutions de la vitesse de phase et du taux d’amplification sont
données en figure 5.11 pour les modes S1, A1 et S2 dont l’ordonnancement est conservé. On
retrouve le résultat connu pour la couche limite loin de la ligne de partage (en approche de
stabilité locale) : l’écoulement est déstabilisé par une augmentation de la température de paroi.
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Fig. 5.11 – Effet de la température de paroi sur les vitesses de phase et taux d’amplification des
modes S1, A1, S2

Le cas adiabatique a également été reporté sur la figure 5.11. Dans ces conditions, la tempé-
rature de paroi calculée est T ∗

p = 295.75K.
Pour le mode S1 on compare, sur la figure 5.12, à gauche, les profils de température, entre le

cas adiabatique (T ∗
p = 295.75K), un cas de paroi froide (T ∗

p = 200K) et un cas de paroi chaude
(T ∗

p = 400K). On peut être surpris de trouver un niveau inférieur aux deux autres pour le cas
adiabatique. Cependant, on se trouve dans le cas où en adiabatique le profil de température de

l’écoulement moyen ne varie que très peu et ainsi les niveaux de
dT̄

dy
sont très faibles. Ainsi le cas

adiabatique, comparé au cas paroi froide, est plus instable et a des niveaux d’amplitude plus élevés
pour les fluctuations de vitesse mais son niveau d’amplitude pour la fluctuation de température
est plus faible. On refait le même type de comparaison pour un cas moins particulier, où la dérivée
de la température de l’écoulement moyen n’est pas aussi faible. On choisit le cas M = 2 dont les
profils de température moyenne pour les cas adiabatique (T ∗

p = 281.6K), paroi isotherme froide
(T ∗

p = 200K) et paroi isotherme chaude (T ∗
p = 400K) ont été donnés précédemment (figure 2.7).

Les profils de température sont également représentés sur la figure 5.12. Les valeurs du mode S1
pour ces trois températures à M = 2 sont donnés en table 5.3.

5.5 Modes de compressibilité ?

Au-delà d’un certain nombre de Mach, on observe, dans notre fenêtre de recherche de modes,
des nouveaux modes proches de l’axe ci = 0. Dans certains cas ces modes sont plus amplifiés que
S1. Dans les conditions de nombre de Reynolds R = 1500 et de nombre d’onde β = 0.19, ces
nouveaux modes sont plus amortis que le mode S1 si le nombre de Mach est inférieur ou égal à
M = 0.9 et moins amortis que S1 si le nombre de Mach est supérieur ou égal à M = 1. Afin
d’analyser de plus près ces différents modes on va se placer dans une configuration propice, soit à
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S1 cr ci(×101)

paroi adiabatique T ∗
p = 281.6K 0.62434226 −0.38915344

paroi isotherme T ∗
p = 200K 0.62086548 −0.41745493

paroi isotherme T ∗
p = 400K 0.62939498 −0.36603424

Tab. 5.3 – Effet de température : mode S1 en paroi adiabatique et paroi isotherme froide et
chaude - M = 2, R = 1500, β = 0.19, [0, 200] × [0, 50] : 36 × 51

un nombre de Mach M = 1.5. Le spectre correspondant est donné en figure 5.13. On observe deux
catégories de modes ayant un taux d’amplification plus élevé que celui du mode S1 : d’une part
les modes situés sur une sorte de branche à gauche de la série S1−A1−S2, notée B (voir figure
5.13) qui ne sont en réalité pas convergés et qui ne correspondent pas à des solutions physiques
du problème et d’autre part les nouvelles séries verticales situées proche de l’axe ci = 0. On
s’intéresse plus particulièrement à ces derniers que l’on note (S1 − A1 − S2)1, (S1 −A1 − S2)2
et ainsi de suite car le comportement de ces modes vis-à-vis de la direction x est rigoureusement
identique à celui de ceux de la série S1−A1−S2. En effet, les perturbations de vitesse associées
aux modes S1j sont linéaires dans la direction perpendiculaire à la ligne de partage et constantes
dans les deux autres directions vis-à-vis de la distance à la ligne de la partage. Les perturbations
associées aux modes A1j sont respectivement quadratiques et linéaires et enfin celles associées
aux modes S2j cubiques et quadratiques (voir l’exemple donné figure 5.14(b)).

Les allures des fonctions d’amplitude associées à ces nouveaux modes sont synthétisées sur la
figure 5.14. À gauche, figure 5.14(a), on donne les profils, selon la direction normale y, de vitesse
transversale des fluctuations correspondant aux modes S11 et S12 ainsi que celui correspondant
au mode S1 pour mémoire. On retrouve pour les modes S11 et S12 l’indépendance vis-à-vis
de la variable x. Dans la direction y, on observe la trace d’un comportement de type couche
limite en proche paroi puis, plus loin de la paroi on observe un comportement oscillatoire avec
un quart de longueur d’onde (S11), un quart plus une longueur d’onde (S12), un quart plus
deux longueurs d’onde (S13) et ainsi de suite. À droite la figure 5.14(b), illustre le comportement
dans la direction tangentielle x. L’évolution de la composante transversale de vitesse selon x est
donnée dans la couche limite à une hauteur y∗ = 0.95δ mais la dépendance en x est de même
type pour toutes les valeurs de y. On retrouve la dépendance linéaire en x pour les modes A1j

et la dépendance quadratique pour les modes S2j .
Les modes semblent être de type acoustique. En effet, ils sont neutres ou très légèrement

amortis. Leur évolution dans la direction normale à la paroi y est de type ondulatoire. Ces
modes sont convergés en maillage, ne dépendent pas du domaine choisi dans la direction x
(contrairement à ceux de la branche B). Par contre ils dépendent fortement du choix du domaine
en y. De façon plus précise la longueur d’onde observée, et donc également la vitesse de phase
via la fréquence, sont directement liées à la taille du domaine dans la direction y. En revanche
le nombre de longueurs d’onde observé reste le même. Ces modes pourraient correspondre à des
ondes de type cavité. Il est plus que probable que ces modes ne soient pas solution du problème
tel que nous l’avons posé avec une condition de perturbation nulle à l’infini. Néanmoins on
construit artificiellement une cavité en imposant un infini numérique, défini par la taille du
domaine selon y, et il semble logique que ces modes apparaissent. Dans ce cas, ils seraient donc
intrinsèquement liés aux équations compressibles telles que nous les avons données et doivent
ainsi exister numériquement quel que soit le nombre de Mach mais sont probablement rejetés à
des fréquences élevées (vitesse de phase cr petite). En revanche s’il existe une frontière supérieure
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naturelle, ces modes pourraient alors être des solutions acceptables du problème continu quitte
à ce qu’ils soient un peu modifiés par la condition limite écrite alors sur cette frontière. La
frontière naturelle à laquelle on peut raisonnablement songer serait un choc détaché en amont de
la ligne de partage. Pour un écoulement infini amont suffisamment rapide et ou un angle de flèche
suffisamment élevé, on peut imaginer l’existence d’un choc détaché placé en amont de la ligne
de partage. De la même façon que l’on néglige les effets de courbure de l’aile dans un voisinage
proche de la ligne de partage, on pourrait également supposer que dans ce même voisinage (au
sens de l’étendue dans la direction perpendiculaire perpendiculaire à la ligne de partage) le choc
est localement droit et reste parallèle à la ligne de partage. Le problème est loin d’être aisé à
mettre en place puisqu’il resterait encore à évaluer la position de ce choc par rapport à la ligne
de partage, qui fixera très certainement la fréquence des ondes observées, et surtout à écrire une
condition de réflexion.

La figure 5.15 illustre la dépendance des modes de compressibilité à la taille du domaine
dans la direction y. À gauche on a représenté la partie du spectre où on trouve les modes
de compressibilité. Les carrés noirs représentent les modes issus d’un calcul avec un domaine
[0, 200] × [0, 50] discrétisé par 36 × 51 points et les diamants gris représentent les modes issus
d’un calcul sur un domaine deux fois plus haut [0, 200] × [0, 100] discrétisé par 21 × 71 points.
Comme cela a déjà été évoqué, les modes dépendent de la taille du domaine en y, en revanche pour
une hauteur ymax donnée, une modification de la taille de domaine en x ou du nombre de points
de discrétisation dans l’une ou l’autre des directions ne change en rien le spectre obtenu et n’a
d’effet que sur la bonne représentation des fonctions propres associées. Sur la figure, à droite, on
compare les fluctuations de pression correspondant aux modes S1j obtenus pour les deux calculs
ymax = 50 et ymax = 100. Pour ces calculs, la normalisation a été modifiée pour que l’amplitude et
la phase soient normalisées de sorte à ce que le maximum sur x et y du module de l’amplitude de la
vitesse dans la direction normale à la ligne de partage soit unitaire, max

(x,y)
|v| = 1. Afin d’avoir une

résolution de points suffisante pour représenter correctement les oscillations nous avons modifié
la répartition de points utilisée jusqu’à présent en choisissant le point-milieu du maillage y i = 60
au lieu de yi = 3 (voir le principe de modification de la répartition de points en section 1.2.1). Le
lieu des modes de compressibilité dans le plan (cr, ci) est totalement inchangé. Ce dernier point
vient corroborer l’idée que ces modes ne sont en aucun cas pilotés par le comportement de la
couche limite mais plutôt par le comportement de l’écoulement extérieur.

5.6 Conclusions

Les résultats de stabilité linéaire, obtenus à l’aide de la méthode non-locale, ont été présentés
pour l’écoulement de fluide compressible de Hiemenz en flèche. La structure de modes alterna-
tivement symétriques et antisymétriques observée dans le cas incompressible est retrouvée et le
mode ayant le taux d’amplification le plus élevé de cette série est toujours le mode de Görtler-
Hämmerlin, ou plus exactement le mode dit S1 que l’on suit par continuité à partir du mode
GH en augmentant le nombre de Mach. D’une façon générale les conclusions établies dans le cas
incompressible sont valables également dans le cas compressible. Pour des conditions de Reynolds
et de nombre d’onde fixées, l’augmentation du nombre de Mach a un effet stabilisant jusqu’à un
certain seuil. Dans tous les cas la structure évoquée est toujours identique et les perturbations
associées sont légèrement modifiées en proche paroi pour des nombres de Mach élevés. La pertur-
bation de température pour ces différents modes est maximale au tiers de la hauteur de la couche
limite. Elle a la même dépendance en x que les perturbations de vitesse normale et tangente à la
ligne de partage. En particulier la perturbation de température associée au mode S1 est constante
vis-à-vis de la distance à la ligne de partage. Ce point précis apparaît, semble-t-il, en désaccord
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avec les résultats des simulations numériques directes effectuées par Le Duc pour qui l’évolution
de la fluctuation de température en x est de type parabolique pour ce même mode. Par ailleurs
l’effet de la température de paroi est similaire à celui observé en couche limite loin de la ligne de
partage. Une augmentation de la température de paroi déstabilise l’écoulement et réciproquement
une diminution le stabilise. L’apparition de nouveaux modes, propres à l’étude compressible, de
nature apparemment acoustique, mériterait de nouvelles investigations. Ces modes semblent être
la trace de modes de type cavité qui pourraient exister en présence d’une frontière réelle, imposée
par une onde de choc, loin de la paroi.



Conclusions et perspectives

Une approche non locale a été mise en place pour étudier la stabilité linéaire d’écoulements
non parallèles ou tridimensionnels stationnaires. Cette approche plus globale que la théorie 1D
classique nous a permis de calculer les instabilités naturelles présentes dans l’écoulement de
couche limite compressible au voisinage d’une ligne de partage en considérant leur développement
dans un plan perpendiculaire à la direction principale de l’écoulement. À partir de conditions telles
que l’écoulement incompressible soit instable, on a augmenté le nombre de Mach, obtenant alors
des conditions d’écoulement amont subsonique et supersonique. Le premier résultat à souligner
est que lorsqu’il y a amplification, le mode le plus amplifié S1 correspond au mode de Görtler-
Hämmerlin donné par l’approche locale. Il existe également une série de modes alternativement
antisymétriques et symétriques A1 > S2 > A2, moins amplifiés mais également instables et
de fréquence très voisine de celle de S1. Leur comportement vis-à-vis de la distance à la paroi
est identique à celui de S1 et de type onde de Tollmien-Schlichting dans la direction principale
d’écoulement. Vis-à-vis de la distance à la ligne de partage leur dépendance est polynômiale en
puissance croissante en allant vers le mode le plus amorti. Ces résultats viennent corroborer ceux
établis en incompressible par Lin & Malik [24], ainsi que ceux obtenus par Heeg [14] dans le cadre
d’une théorie spatiale pour un écoulement compressible subsonique. Par ailleurs, les simulations
numériques directes de Le Duc [20] pour un fluide faiblement compressible mettent également en
évidence le mode S1 comme réponse à un bruit blanc. Notre étude montre que pour la gamme
de nombres de Mach étudiée ainsi que pour des conditions de paroi adiabatique ou isotherme,
le spectre observé reste ordonné de la même façon et les propriétés des perturbations évoquées
précédemment sont conservées. L’augmentation du nombre de Mach a un effet stabilisant jusqu’à
un certain seuil. Au-delà de ce seuil on observe néanmoins une déformation des profils de vitesse
de la perturbation en proche paroi. De façon plus générale, avec l’augmentation du nombre de
Mach le lieu des maxima d’amplitudes est déplacé plus haut dans l’épaisseur de couche limite.

On observe que la perturbation de température a la même dépendance vis-à-vis de la distance
à la ligne de partage que la perturbation de vitesse dans la direction principale de l’écoulement.
En particulier, elle est invariante pour le mode S1. Ce résultat semble être en désaccord avec les
conclusions de Le Duc et ce point mériterait d’être éclairci, en particulier en tentant d’établir si
cette différence peut provenir de l’hypothèse d’une température uniforme dans des plans parallèles
à la paroi pour l’écoulement de base. D’autre part, contrairement aux résultats du modèle de
type Görtler-Hämmerlin en théorie spatiale de Heeg [14], nous n’observons pas de modification
majeure du profil de température dans la direction normale à la paroi lorsque le nombre de Mach
augmente. Une fois de plus nous ne pouvons que nous interroger sur le fait que ces effets soient
liés ou non à la simplification de l’équation de l’énergie nécessaire à l’établissement de ce modèle.

À l’instar des simulations de Le Duc, nous avons également réalisé des calculs pour une
paroi isotherme. On retrouve le résultat connu de couche limite loin de la ligne de partage, soit
un effet stabilisant d’une paroi chaude et déstabilisant d’une paroi froide. Par ailleurs, aucune
modification de l’ordonnancement des modes ou de la structure des perturbations associées n’est
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observée.

Une autre observation, qui mériterait d’être explorée plus avant, est la présence de nouveaux
modes qui sont plus amortis que S1 et restent dans des gammes fréquentielles très différentes
de celle de S1 tant qu’on est dans une situation instable. Cependant, en augmentant le nombre
de Mach, pour des situations marginales ou stables, ces modes ont alors un taux d’amplification
plus élevé que S1 et ont des fréquences plus proches de celle de S1. Ces modes sont ordonnés
en séries similaires à celle de S1 > A1 > S2 > A2 et possèdent les mêmes propriétés vis-
à-vis de la dépendance à la distance de la ligne de partage. En revanche, dans la direction
normale à la paroi, ils ne sont plus gouvernés par l’écoulement de couche limite mais plutôt par
l’écoulement extérieur. Leur dépendance à la taille du domaine et la structure de type noeud-
ventre et harmonique dans cette direction laisse supposer qu’ils représentent probablement des
modes acoustiques qui existeraient dans un écoulement où la frontière supérieure serait un choc
et dont la distance à la paroi imposerait une longueur d’onde privilégiée.

Finalement, pour la recherche d’instabilités linéaires dans l’écoulement de couche limite au
voisinage d’une ligne de partage, l’approche non locale n’apporte aucune information supplémen-
taire par rapport à l’approche locale quant au mode le plus amplifié. En revanche, elle montre
l’existence d’autres modes pouvant jouer un rôle dans le processus de déstabilisation. Les simu-
lations numériques directes de Spalart [34] et de Le Duc [20] qui montrent le mode S1 comme le
mode émergeant en réponse à un bruit blanc sont réalisées dans les conditions particulières où il
est le seul à être amplifié. Une collaboration avec l’équipe de la Technische Universität München
est envisagée et dans ce cadre il serait particulièrement intéressant de réaliser des simulations
dans des conditions où plusieurs modes sont amplifiés. Il s’agirait également de contrôler l’évo-
lution de la température dans le cas où seul S1 est amplifié. D’autre part, cette approche 2D
pourrait également servir de point de départ à une étude de perturbation optimale. L’idéal serait
de mettre en place au préalable le problème de stabilité en théorie spatiale. Il faudrait également
s’assurer que les différents modes observés soient susceptibles d’interagir entre eux en contrôlant
leurs directions de propagation relatives. Si elles ne sont pas trop différentes cette étude pourrait
peut-être mettre en évidence une croissance transitoire qui pourrait conduire à une instabilité
subcritique. Une autre possibilité, suggérée par Jean-Christophe Robinet serait de réaliser de
simulations directes des équations aux perturbations. Toutes ces propositions supposent des ca-
pacités de mémoire et de temps bien plus importantes que celles utilisées pour mener cette étude.

Concernant l’étude de stabilité linéaire 2D, les améliorations à envisager concernent la défi-
nition du problème dans la direction normale à la ligne de partage. En particulier, nous avons
évoqué la difficulté d’obtenir A2 ainsi que les modes plus amortis.

Enfin, de nombreuses autres applications pour l’approche non locale développée peuvent être
envisagées. En particulier, les écoulements pour lesquels l’approximation d’écoulement faiblement
non-parallèle ne peut être posée. On peut penser par exemple à des tourbillons de bout d’aile ou
à des décollements. Cependant, une difficulté semblable à celle rencontrée pour l’écoulement de
ligne de partage réside dans l’expression de conditions limites. En revanche, les travaux entrepris
dans cette thèse doivent être poursuivis dans le cadre de la thèse future d’Estelle Piot, encadrée
par Grégoire Casalis. Ils souhaitent utiliser l’approche non-locale pour étudier la stabilité des
streaks que l’on observe sous certaines conditions dans une couche limite. En effet l’instabilité
qui se développe dans la couche limite déforme les profils de vitesse et conduit, si le niveau de
perturbations extérieurs est faible, à la formation de structures longitudinales, appelées streaks.
Elles correspondent à des régions alternées dans la direction transverse à l’écoulement de haute
et basse vitesses. Leur stabilité pourrait donc être étudiée dans le plan normal à la direction
principale de l’écoulement. Dans ce cas, les conditions limites dans la direction normale à la
paroi sont classiquement la condition d’adhérence à la paroi et la condition d’écoulement non
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perturbé à l’infini et on peut imaginer qu’une condition de périodicité dans la direction transverse
à l’écoulement permettrait d’avoir un problème bien posé.

En fait, il se dégage deux types de problématique bien distincts. Le premier concerne la
stabilité dans un plan perpendiculaire à la direction de l’écoulement. Le second traite les aspects
purement non parallèles (cas du décollement par exemple). Si les conditions aux limites ne posent
pas de difficulté dans le premier cas, la condition d’extrapolation mise en œuvre dans cette étude
pour le second cas est une première solution à tester pour d’autres problèmes de stabilité.

En outre, des questions fondamentales se posent sur la modélisation des instabilités formu-
lées par l’approche 2D non locale. Par exemple, la structure de mode normal modélisée dans
l’approche classique conduit à la notion d’onde, de vitesse de phase et de vitesse de groupe.
Ces notions sont utilisées pour déterminer notamment la structure convective ou absolue du
type d’instabilités considérées. Il faudra étendre ces notions importantes à l’approche non locale.
Avec l’augmentation constante des capacités informatiques, cette approche pourra être utilisée
de façon systématique quand elle est nécessaire comme pour la stabilité des tourbillons ou des
décollements de couche limite.
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A

Écoulement de Poiseuille

Cette annexe est en fait une partie du rapport [29]. Pour cette raison les notations sont
légèrement différentes de celles utilisées dans le reste de ce mémoire. On utilise N + 1 points
de discrétisation dans la direction y et M + 1 points dans la direction z. En particulier les
indices des matrices commencent à 1 et non à 0, soit [ψ]ij = ψi−1,j−1 pour i = 1, . . . , N + 1 et
j = 1, . . . ,M +1. D’autre part, la matrice de dérivation dans la direction y est notée [D] et celle
dans la direction z est notée [E]. On donne ici les éléments techniques de mise en place de la
résolution numérique de l’écoulement de base et du problème de stabilité.

A.1 Calcul de l’écoulement de base

A.1.1 Discrétisation

Le système à résoudre pour l’écoulement moyen est donné par (2.1). L’équation différentielle
s’écrit explicitement :

∂2Ū

∂y2
+
∂2Ū

∂z2
= λ

où λ est une constante fixée. On cherche à appliquer la méthode de collocation spectrale. Compte
tenu de la géométrie, on pose :

ξ = y et η = z? =
1

A
z

Avec les mêmes notations que ci-dessus, on recherche ψ = Ū suivant la formule d’interpola-
tion (1.13). Dès lors, en terme de matrice, l’équation à résoudre pour Ū se discrétise sous la
forme :

[D].[D].[ψ] + [ψ].[E]T .[E]T = [λ] (A.1)

où [D] = [D?], [E] = 1
A [E?] et [λ] représente la matrice dont tous les éléments sont égaux à λ.

Cette équation représente en fait (N + 1)(M + 1) équations scalaires à résoudre. On a affaire à
une sorte de crochet de Lie. Notons A = [D].[D] et B = [E]T .[E]T de sorte que le système (A.1)
s’écrive :

A.[ψ] + [ψ].B = [λ]
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A.1.2 Conditions aux limites

Il faut maintenant introduire les conditions aux limites écrites dans (2.2). En termes de
coefficients, celles-ci s’écrivent :

∀ j = 1, . . . ,M + 1 [ψ]1,j = [ψ]N+1,j = 0
∀ i = 1, . . . , N + 1 [ψ]i,1 = [ψ]i,M+1 = 0

Définissons la matrice (N +1, N +1), Ã identique à A sauf pour la première et la dernière ligne :

Ã =










1 0 . . . 0 0
A2,1 A2,2 . . . A2,N A2,N+1

...
...

...
...

...
AN,1 AN,2 . . . AN,N AN,N+1

0 0 . . . 0 1










On peut alors calculer le produit Ã.[ψ] :

Ã.[ψ] =










[ψ]1,1 [ψ]1,2 . . . [ψ]1,M [ψ]1,M+1

(A.[ψ])2,1 (A.[ψ])2,2 . . . (A.[ψ])2,M (A.[ψ])2,M+1
...

...
...

...
...

(A.[ψ])N,1 (A.[ψ])N,2 . . . (A.[ψ])N,M (A.[ψ])N,M+1

[ψ]N+1,1 [ψ]N+1,2 . . . [ψ]N+1,M [ψ]N+1,M+1










De la même façon, on construit une matrice (M + 1,M + 1), B̃ identique à B sauf pour la
première et la dernière colonne :

B̃ =










1 B1,2 . . . B1,M 0
0 B2,2 . . . B2,M 0
...

...
...

...
...

0 BM,2 . . . BM,M 0
0 BM+1,2 . . . BM+1,M 1










à partir de laquelle on déduit le produit [ψ].B̃ :

[ψ].B̃ =










[ψ]1,1 ([ψ].B)1,2 . . . ([ψ].B)1,M [ψ]1,M+1

[ψ]2,1 ([ψ].B)2,2 . . . ([ψ].B)2,M [ψ]2,M+1
...

...
...

...
...

[ψ]N,1 ([ψ].B)N,2 . . . ([ψ].B)N,M [ψ]N,M+1

[ψ]N+1,1 ([ψ].B)N+1,2 . . . ([ψ].B)N+1,M [ψ]N+1,M+1










Enfin, on définit la matrice (N + 1,M + 1), [λ̃] :

[λ̃] =










0 0 . . . 0 0
0 λ . . . λ 0
...

...
...

...
...

0 λ . . . λ 0
0 0 . . . 0 0










On remplace alors le système (A.1) par

Ã.[ψ] + [ψ].B̃ = [λ̃] (A.2)
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Reste à vérifier que les conditions aux limites sont bien satisfaites. Ecrivons par exemple la
première colonne du système (A.2) :










2 0 . . . 0 0
A2,1 A2,2 + 1 A2,3 . . . A2,M+1

...
...

. . .
...

...
AM,1 AM,2 . . . AM,M + 1 AM,M+1

0 0 . . . 0 2










.










[ψ]1,1

[ψ]2,1
...

[ψ]M,1

[ψ]M+1,1










=









0
0
0
0
0









(A.3)

Il s’agit de prouver que la matrice écrite dans le membre de gauche ci-dessus est inversible. Sans
que ce soit une preuve formelle, on peut effectuer la transformée inverse de la discrétisation par
la méthode spectrale 1D. L’écriture ci-dessus correspond en effet à la discrétisation de l’équation
différentielle ordinaire :

u′′ + u = 0
2.u(−1) = 2.u(1) = 0

vu que la matrice A correspond au carré de la matrice de dérivation par rapport à une variable.
Les première et dernière lignes de la matrice écrite dans (A.3) correspondent aux conditions aux
limites. La solution générale de l’équation s’écrit :

u = A sinx+B cos x

avec A et B deux constantes. Les conditions aux limites conduisent au système :
{
A sin 1 +B cos 1 = 0
−A sin 1 +B cos 1 = 0

dont le discriminant ∆ = 2 sin 1 cos 1 est non nul, ce qui implique A = B = 0. Finalement, la
solution est bien identiquement nulle et la seule solution de (A.3) est bien nulle elle-aussi. On
peut faire le même raisonnement pour les trois autres conditions aux limites (on a détaillé ici
Ū(z,−1) = 0). Dès lors, on peut admettre que le système (A.2) permet effectivement de résoudre
le problème différentiel complet (2.1,2.2) caractérisant l’écoulement moyen.

A.1.3 Résolution numérique

Le système (A.2) à résoudre représente en fait (N+1)(M+1) équations algébriques couplées,
il faut alors le mettre effectivement sous la forme classique

A.X = B (A.4)

d’un système d’ordre χ = (N+1)(M+1), avec A une matrice (χ, χ) et X, B deux vecteurs (χ, 1).
Il s’agit donc d’écrire une routine d’assemblage pour transformer un système du type (A.2) à
l’écriture usuelle précédente qui permettra d’utiliser une librairie de résolution interne.

Commençons par définir les coordonnées de X. On choisit d’ordonner les éléments par rangée
horizontale (iso-y) successive. Pour i = 1, X(k) = [ψ]1,k pour k = 1, . . . ,M + 1 pour i = 2,
X((M + 1) + k) = [ψ]2,k pour k = 1, . . . ,M + 1 etc. La formule générale s’écrit :

X((M + 1)(i − 1) + j) = [ψ]i,j pour i = 1, . . . , N + 1 et j = 1, . . . ,M + 1 (A.5)

Le terme i, j du membre de gauche de (A.2) s’écrit :

N+1∑

k=1

Ãi,k[ψ]k,j +
M+1∑

m=1

[ψ]i,mB̃m,j =
N+1∑

k=1

Ãi,kX((M+1)(k−1)+j)+
M+1∑

m=1

B̃m,jX((M+1)(i−1)+m)
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Avec la numérotation choisie, ce terme i, j correspond à la pième équation avec p = (M + 1)(i −
1) + j. Si l’on cherche le terme Ap,q, on doit en plus avoir :

{
(M + 1)(k − 1) + j = q k ∈ {1, . . . , N + 1}
(M + 1)(i − 1) +m = q m ∈ {1, . . . ,M + 1} (A.6)

Alors, on a
Ap,q = δ(k)Ãi,k + δ(m)B̃m,j

où nous avons noté δ(n) un entier qui vaut 1 si n existe, solution du système (A.6) et 0 sinon. On
en déduit l’algorithme de construction de la matrice A. On fait une boucle sur i = 1, . . . , N + 1
et sur j = 1, . . . ,M + 1. On se place alors à (i, j) fixé. On calcule p et on fait une boucle sur
q = 1, . . . , (N + 1)(M + 1). A chaque valeur de q fixée, on résout (A.6) et on en déduit δ(k) et
k si δ(k) = 1 et δ(m) et m si δ(m) = 1. Dès lors la dernière expression ci-dessus permet d’affecter

Ap,q. Quant à Bp, son remplissage est immédiat car Bp = λ̃i,j, avec [λ̃] définie dans l’équation
(A.2). Ainsi l’inversion du système matriciel (A.4) à l’aide d’une librairie scientifique, utilisant
une factorisation LU, conduit à la solution de l’écoulement moyen en réutilisant la formule de
“transformation matrice-vecteur” (A.5).

A.2 Résolution du problème de stabilité 2D

A.2.1 Discrétisation

On prend les mêmes notations que celles décrites ci-dessus et utilisées pour le calcul de Ū .
Commençons par l’équation (3.3) et par l’opérateur Kv du membre de gauche s’appliquant à

v :

Kvv =

(

iα
∂2Ū

∂y2
− α2 1

R
L + iα3Ū +

(
1

R
L− iαŪ

)
∂2

∂y2

)

v

=

(

iα
∂2Ū

∂y2
+ iα3Ū +

α4

R

)

v − 2
α2

R

∂2v

∂y2
− α2

R

∂2v

∂z2
+

1

R

∂4v

∂y4
+

1

R

∂4v

∂y2∂z2
− iαŪ

∂2v

∂y2

Notons

Ṽ = iα
∂2Ū

∂y2
+ iα3Ū +

α4

R

la discrétisation de Kvv s’écrit alors :

[Kvv] = [Ṽ v] − 2
α2

R
A.[v] − α2

R
[v].B +

1

R
B2.[v] +

1

R
A.[v].B − iα[Ū

∂2v

∂y2
]

Rappelons que [v] représente une matrice (tenseur d’ordre 2) avec :

[v]i,j = vi−1,j−1 ∀i = 1, . . . , N + 1 ∀j = 1, . . . ,M + 1

Ainsi, on a :

[Kvv]i,j = Ṽi,j[v]i,j − 2
α2

R

N+1∑

k=1

Ai,k[v]k,j −
α2

R

M+1∑

m=1

[v]i,mBm,j +
1

R

N+1∑

k=1

A2
i,k[v]k,j

+
1

R

N+1∑

k=1

Ai,k

M+1∑

m=1

[v]k,mBm,j − iαŪi,j

N+1∑

k=1

Ai,k[v]k,j
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En regroupant les opérateurs par type de dérivation, le terme i, j de Kvv s’écrit :

[Kvv]i,j = [K
(v)
I ]i,j [v]i,j +

N+1∑

k=1

[K
(v)
II ]i,k[v]k,j +

M+1∑

m=1

[v]i,m[K
(v)
III ]m,j +

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[K
(v)
IV ]k,m[v]k,m

avec :
– pour les opérateurs non dérivés

[K
(v)
I ]i,j = Ṽi,j

– pour les opérateurs de dérivation en y

[K
(v)
II ]i,k = −(2

α2

R
+ iα[Ū ]i,j)[A]i,k +

1

R
[A2]i,k

– pour les opérateurs de dérivation en z

[K
(v)
III ]m,j = −α

2

R
[B]m,j

– pour les opérateurs de dérivation en y et z

[K
(v)
IV ]k,m =

1

R
[A]i,k[B]m,j

Regardons maintenant l’opérateur Kw du membre de gauche de (3.3) s’appliquant à w :

Kww =

(

iα
∂2Ū

∂y∂z
+ iα

∂Ū

∂z

∂

∂y
+

(
1

R
L− iαŪ

)
∂2

∂y∂z
− iα

∂Ū

∂y

∂

∂z

)

w

= iα
∂2Ū

∂y∂z
w + iα

∂Ū

∂z

∂w

∂y
− iα

∂Ū

∂y

∂w

∂z
−
(
α2

R
+ iαŪ

)
∂2w

∂y∂z
+

1

R

∂4w

∂y3∂z
+

1

R

∂4w

∂y∂z3

La discrétisation de Kww s’écrit alors :

[Kww] = [iα
∂2Ū

∂y∂z
w] + [iα

∂Ū

∂z

∂w

∂y
] − [iα

∂Ū

∂y

∂w

∂z
] − [iαŪ

∂2w

∂y∂z
]

−α
2

R
[D].[w].[E]T +

1

R
[D].[w].[E]T .[E]T .[E]T +

1

R
[D][D][D].[w].[E]T

avec [w] la matrice telle que :

[w]i,j = wi−1,j−1 ∀i = 1, . . . , N + 1 ∀j = 1, . . . ,M + 1

et ainsi le terme i, j de Kww s’écrit :

[Kww]i,j = iα[
∂2Ū

∂y∂z
]i,j[w]i,j + iα[

∂Ū

∂z
]i,j

N+1∑

k=1

Di,k[w]k,j

−iα[
∂Ū

∂y
]i,j

M+1∑

m=1

[w]i,mE
T
m,j −

(

iαŪi,j +
α2

R

)N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

Di,k[w]k,mE
T
m,j

+
1

R

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

Di,k[w]k,m[ET3]m,j +
1

R

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[D3]i,k[w]k,mE
T
m,j

Soit finalement en regroupant les termes comme précédemment :

[Kww]i,j = [K
(w)
I ]i,j [w]i,j +

N+1∑

k=1

[K
(w)
II ]i,k[w]k,j +

M+1∑

m=1

[w]i,m[K
(w)
III ]m,j +

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[K
(w)
IV ]k,m[w]k,m
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avec :

[K
(w)
I ]i,j = iα[

∂2Ū

∂y∂z
]i,j

[K
(w)
II ]i,k = iα[

∂Ū

∂z
]i,jDi,k

[K
(w)
III ]m,j = −iα[

∂Ū

∂y
]i,jE

T
m,j

[K
(w)
IV ]k,m = −

(

iαŪi,j +
α2

R

)

Di,kE
T
m,j +

1

R

(
Di,k[E

T3]m,j + [D3]i,kE
T
m,j

)

De la même manière, notant Lv et Lw les opérateurs du membre de droite de l’équation (3.3)
s’appliquant respectivement à v et w, ceux-ci s’expriment :

Lvv = iω

(

α2 − ∂2

∂y2

)

v et Lww = −iω ∂2w

∂y∂z

Ainsi les termes i, j issus de la discrétisation de Lvv et Lww s’écrivent :

[Lvv]i,j = iωα2[v]i,j − iω

N+1∑

k=1

Ai,k[v]k,j

[Lww]i,j = −iω
N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

Di,k[w]k,mE
T
m,j

soit encore :

[Lvv]i,j = ω

(

[L
(v)
I ]i,j [v]i,j +

N+1∑

k=1

[L
(v)
II ]i,k[v]k,j

)

[Lww]i,j = ω

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[L
(w)
IV ]k,m[w]k,m

avec :

[L
(v)
I ]i,j = iα2 [L

(w)
IV ]k,m = −iDi,kE

T
m,j

[L
(v)
II ]i,k = −iAi,k

On s’intéresse à présent à l’équation (3.4), et tout d’abord à l’opérateur Mv du membre de gauche
s’appliquant à v :

Mvv =

(

iα
∂2Ū

∂y∂z
+ iα

∂Ū

∂y

∂

∂z
+

(
1

R
L− iαŪ

)
∂2

∂y∂z
− iα

∂Ū

∂z

∂

∂y

)

v

= iα
∂2Ū

∂y∂z
v + iα

∂Ū

∂y

∂v

∂z
− iα

∂Ū

∂z

∂v

∂y
−
(
α2

R
+ iαŪ

)
∂2v

∂y∂z
+

1

R

∂4v

∂y3∂z
+

1

R

∂4v

∂y∂z3

La discrétisation de Mvv donne :

[Mvv] = [iα
∂2Ū

∂y∂z
v] + [iα

∂Ū

∂y

∂v

∂z
] − [iα

∂Ū

∂z

∂v

∂y
] − [iαŪ

∂2v

∂y∂z
]

−α
2

R
[D].[v].[E]T +

1

R
[D].[v].[E]T .[E]T .[E]T +

1

R
[D].[D].[D].[v].[E]T
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et le terme i, j s’écrit :

[Mvv]i,j = iα[
∂2Ū

∂y∂z
]i,j[v]i,j + iα[

∂Ū

∂y
]i,j

M+1∑

m=1

[v]i,mE
T
m,j

−iα[
∂Ū

∂z
]i,j

N+1∑

k=1

Di,k[v]k,j −
(

iαŪi,j +
α2

R

)N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

Di,k[v]k,mE
T
m,j

+
1

R

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

Di,k[v]k,m[ET3]m,j +
1

R

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[D3]i,k[v]k,mE
T
m,j

En regroupant les termes on obtient :

[Mvv]i,j = [M
(v)
I ]i,j [v]i,j +

N+1∑

k=1

[M
(v)
II ]i,k[v]k,j +

M+1∑

m=1

[v]i,m[M
(v)
III ]m,j +

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[M
(v)
IV ]k,m[v]k,m

avec :

[M
(v)
I ]i,j = iα[

∂2Ū

∂y∂z
]i,j = [K

(w)
I ]i,j

[M
(v)
II ]i,k = −iα[

∂Ū

∂z
]i,jDi,k = −[K

(w)
II ]i,k

[M
(v)
III ]m,j = iα[

∂Ū

∂y
]i,jE

T
m,j = −[K

(w)
III ]m,j

[M
(v)
IV ]k,m = −

(

iαŪi,j +
α2

R

)

Di,kE
T
m,j +

1

R

(
Di,k[E

T3]m,j + [D3]i,kE
T
m,j

)
= [K

(w)
IV ]k,m

L’opérateur Mw du membre de gauche de l’équation (3.4) s’appliquant à w est :

Mww =

(

iα
∂2Ū

∂z2
− α2 1

R
L + iα3Ū +

(
1

R
L− iαŪ

)
∂2

∂z2

)

w

=

(

iα
∂2Ū

∂z2
+ iα3Ū +

α4

R

)

w − 2
α2

R

∂2w

∂z2
− α2

R

∂2w

∂y2
+

1

R

∂4w

∂z4
+

1

R

∂4w

∂y2∂z2
− iαŪ

∂2w

∂z2

En notant :

W̃ = iα
∂2Ū

∂z2
+ iα3Ū +

α4

R

la discrétisation de Mww s’écrit :

[Mww] = [W̃w] − 2
α2

R
[w].B − α2

R
A.[w] +

1

R
[w].B2 +

1

R
A.[w].B − iα[Ū

∂2w

∂z2
]

En regroupant les opérateurs de dérivation, le terme i, j de Mww se met sous la forme :

[Mww]i,j = [M
(w)
I ]i,j[w]i,j +

N+1∑

k=1

[M
(w)
II ]i,k[w]k,j +

M+1∑

m=1

[w]i,m[M
(w)
III ]m,j +

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[M
(w)
IV ]k,m[w]k,m

avec :
[M

(w)
I ]i,j = W̃i,j

[M
(w)
II ]i,k = −α

2

R
[A]i,k
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[M
(w)
III ]m,j = −(2

α2

R
+ iα[Ū ]i,j)[B]m,j +

1

R
[B2]m,j

[M
(w)
IV ]k,m =

1

R
[A]i,k[B]m,j = [K

(v)
IV ]k,m

Enfin, notant Nv et Nw les opérateurs du membre de droite de l’équation (3.4) s’appliquant
respectivement à v et w, on a :

Nvv = −iω ∂2v

∂y∂z

Nww = iω

(

α2 − ∂2

∂z2

)

w

et les termes i, j issus de la discrétisation de Lvv et Lww s’écrivent :

[Nvv]i,j = ω
N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[N
(v)
IV ]k,m[v]k,m [Nww]i,j = ω

(

[N
(w)
I ]i,j [w]i,j +

M+1∑

m=1

[w]m,j [N
(w)
III ]m,j

)

avec :

[N
(v)
IV ]k,m = −iDi,kE

T
m,j = [L

(w)
IV ]k,m [N

(w)
I ]i,j = iα2 = [L

(v)
I ]i,j

[N
(w)
III ]m,j = −iBm,j

A.2.2 Résolution numérique

Problème aux valeurs propres généralisé

Le problème de stabilité 2D est décrit par 2 × (N + 1)(M + 1) équations discrètes couplées.
Il s’agit à présent d’écrire ce système sous la forme classique d’un problème aux valeurs propres
généralisé :

A.X = ωB.X

Ainsi la résolution de ce problème pourra être effectuée à l’aide d’une librairie interne. On
construit les matrices A et B en utilisant le même principe que celui qui nous a permis d’assembler
les matrices pour la résolution de l’écoulement de base.

La première moitié des coordonnées du vecteur X, de longueur 2(N +1)(M +1), correspond
aux valeurs discrètes de la vitesse verticale v ordonnées en rangées horizontales (iso-y). Et dans
la seconde partie du vecteur sont rangées de manière identique les valeurs discrètes de la vitesse
transversale w.

Ainsi on a, pour i = 1, . . . , N + 1 et j = 1, . . . ,M + 1 :

{
X(qv) = [v]i,j , qv = j + (i− 1)(M + 1)

X(qw) = [w]i,j , qw = qv + (N + 1)(M + 1)
soit X =





xqv

−−
xqw



 =










v1,1

v1,2
...

wN+1,M

wN+1,M+1










Dans les matrices A et B, les lignes p1 = 1, . . . , (N + 1)(M + 1) traduisent la discrétisation
de l’équation (3.3) et les lignes p2 = p1 +(N +1)(M + 1) correspondent à l’équation (3.4). Ainsi
les matrices A et B sont sous la forme :
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A =





ap1,qv | ap1,qw

−−− | − −−
ap2,qv | ap2,qw



 et B =





bp1,qv | bp1,qw

−−− | − −−
bp2,qv | bp2,qw





A l’aide du repérage de lignes (p1,p2) et du repérage de colonnes (qv,qw), il est possible d’assembler
les quatres blocs des matrices simultanément.
En écrivant les termes i, j, comme cela a été fait pour le calcul de l’écoulement de base, de chacun
des membres des équations de stabilité (3.3) et (3.4), on peut exprimer les éléments Ap,q et Bp,q.
On réalise une double boucle sur i = 1, . . . , (N+1) et sur j = 1, . . . , (M+1). Étant ainsi placé au
point (i, j), on calcule les repérages des lignes p1 et p2. On fait ensuite une boucle sur le repérage
de colonne qv = 1, . . . , (N + 1)(M + 1). A ce stade il faut également calculer qw puis effectuer
différents tests pour l’implémentation des divers opérateurs :

• lorsque qv = p1 on ajoute les opérateurs I

Ap1,qv = [K
(v)
I ]i,j et Bp1,qv = [L

(v)
I ]i,j

Ap1,qw = [K
(w)
I ]i,j

Ap2,qv = [M
(v)
I ]i,j

Ap2,qw = [M
(w)
I ]i,j et Bp2,qw = [N

(w)
I ]i,j

• si ∃ k ∈ {1, . . . , N + 1} tel que qv = j + (M + 1)(k − 1), on ajoute les opérateurs II

Ap1,qv = [K
(v)
II ]i,k et Bp1,qv = [L

(v)
II ]i,k

Ap1,qw = [K
(w)
II ]i,k

Ap2,qv = [M
(v)
II ]i,k

Ap2,qw = [M
(w)
II ]i,k

• on calcule m = qv − (i− 1)(M + 1), si m ∈ {1, . . . ,M + 1} on ajoute les opérateurs III

Ap1,qv = [K
(v)
III ]m,j

Ap1,qw = [K
(w)
III ]m,j

Ap2,qv = [M
(v)
III ]m,j

Ap2,qw = [M
(w)
III ]m,j et Bp2,qw = [N

(w)
III ]m,j

• si ∃ k ∈ {1, . . . , N + 1} tel que m = j + (M + 1)(k − 1), on ajoute les opérateurs IV

Ap1,qv = [K
(v)
IV ]m,k

Ap1,qw = [K
(w)
IV ]m,k et Bp1,qw = [L

(w)
IV ]m,k

Ap2,qv = [M
(v)
IV ]m,k et Bp2,qv = [N

(v)
IV ]m,k

Ap2,qw = [M
(w)
IV ]m,k
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Conditions aux limites : implémentation directe

Il s’agit à présent d’introduire les conditions limites associées au problème de stabilité. Les
conditions (3.5) mises sous forme discrète s’écrivent :

∀ i = 1, . . . , N + 1







[v]i,M+1 = [w]i,M+1 = [
∂w

∂z
]i,M+1 = 0

[v]i,1 = [w]i,1 = [
∂w

∂z
]i,1 = 0

∀ j = 1, . . . ,M + 1







[v]N+1,j = [w]N+1,j = [
∂v

∂y
]N+1,j = 0

[v]1,j = [w]1,j = [
∂v

∂y
]1,j = 0

On va remplacer les lignes des matrices correspondant à l’écriture des équations sur les frontières
du domaine par les lignes traduisant les conditions d’adhérence sur ces même frontières.

Ainsi les conditions d’adhérence conduisent à écraser les lignes p1 = p et p2 = p + (M +
1)(N + 1) telles que ∀ i = 1, . . . , N + 1 et ∀ j = 2, . . . ,M :

p = M + 1 + (i− 1)(M + 1)
p = 1 + (i− 1)(M + 1)
p = j +N(M + 1)
p = j







Ap1,q = Bp1,q = 0
Ap2,q = Bp2,q = 0

}

pour q = 1, . . . , 2(N + 1)(M + 1)

et Ap1,p1
= Ap2,p2

= 1

Il est à noter que les deux lignes correspondant à l’écriture des conditions pour les points
j = 1 et j = M + 1 à i fixé sont équivalentes à celles déjà écrites pour les points i = 1 et
i = N + 1 à j fixé.

On choisit d’écrire les conditions portant sur les dérivées sur les lignes voisines des frontières
du domaine (voir figure A.1). Ainsi les conditions portant sur les derivées de v et w sont intégrées
de la manière suivante, ∀ i = 2, . . . , N , ∀ j = 2, . . . ,M et ∀ q = 1, . . . , 2(N + 1)(M + 1) :

– sur les N − 1 lignes p = M + (N + i)(M + 1)

Ap,q = Bp,q = 0

m = q − (M + 1)(N + i), si m ∈ {1, . . . ,M + 1}, Ap,q = ET
m,M+1

– sur les N − 1 lignes p = 2 + (N + i)(M + 1)

Ap,q = Bp,q = 0

m = q − (M + 1)(N + i), si m ∈ {1, . . . ,M + 1}, Ap,q = ET
m,1

– sur les M − 1 lignes p = j + (N − 1)(M + 1)

Ap,q = Bp,q = 0

si ∃ k ∈ {1, . . . , N + 1}, tel que (k − 1)(M + 1) + j = q, Ap,q = DN+1,k

– sur les M − 1 lignes p = j + (M + 1)

Ap,q = Bp,q = 0

si ∃ k ∈ {1, . . . , N + 1}, tel que (k − 1)(M + 1) + j = q, Ap,q = D1,k
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point (i,j) (p,qw)

y

z

point (i,j) (p,qv)

conditions d’adhérence
aux points frontière

conditions sur les dérivées
∂v
∂y

aux points frontière

Conditions sur w

conditions d’adhérence
aux points frontière

conditions sur les dérivées
∂w
∂z

aux points frontière

y

z

Conditions sur v

Fig. A.1 – Représentation du maillage et de l’écriture des conditions limites

Conditions aux limites : modification de la base de représentation

Une autre manière de s’assurer du respect des conditions limites est de modifier la base sur
laquelle la solution approchée est exprimée, voir (1.13). Le problème initial défini sur [−1, 1] ×
[−1, 1] s’écrit :

v(ξ, η) =

N∑

i=0

M∑

j=0

λ
(v)
i (ξ)µ

(v)
j (η)vij

avec







v(ξ0, ηj) = v(ξN , ηj) =
∂v

∂y
(ξ0, ηj) =

∂v

∂y
(ξN , ηj) = 0

v(ξi, η0) = v(ξi, ηM ) = 0

(A.7)

w(ξ, η) =

N∑

i=0

M∑

j=0

λ
(w)
i (ξ)µ

(w)
j (η)wij//[0.3cm]avec







w(ξ0, ηj) = w(ξN , ηj) = 0

w(ξi, η0) = w(ξi, ηM ) =
∂w

∂z
(ξi, η0) =

∂w

∂z
(ξi, ηM ) = 0

(A.8)

Les valeurs de v et w sur les parois étant imposées et donc connues par les conditions de
Dirichlet, on peut d’ores et déjà résoudre le problème discret sur ] − 1, 1[×] − 1, 1[. Le problème
se ramènera ainsi à un système linéaire écrit pour les points intérieurs de Gauss-Lobatto. Reste
à écrire les conditions aux limites de type Neumann, issues des conditions sur u. Pour cela on
cherche à modifier les polynômes λi(ξ)µj(η) de sorte que la nouvelle décomposition de v et w
vérifie les conditions limites associées au problème. Deux solutions sont envisagées. Les nouveaux
polynômes sont construits à partir des anciens soit à l’aide de combinaisons linéaires soit à l’aide
de multiplications. Dans ce dernier cas, les valeurs discrètes ṽij , w̃ij ne seront pas modifiées par
rapport aux vij, wij de la formulation initiale (A.7,A.8).

On cherche donc les approximations v et w sous la forme :

v(ξ, η) =

N−2∑

i=2

M−2∑

j=2

λ̃
(v)
i (ξ)µ̃

(v)
j (η)ṽij et w(ξ, η) =

N−2∑

i=2

M−2∑

j=2

λ̃
(w)
i (ξ)µ̃

(w)
j (η)w̃ij

avec v et w vérifiant les conditions limites associées au problème.
La différentiation de ces expressions permettra ensuite de réécrire un système matriciel sem-

blable à celui construit dans la section A.2.2 en remplaçant les matrices [D] et [E] par les matrices
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[D̃(v)], [Ẽ(v)] pour les dérivations appliquées à v et les matrices [D̃(w)], [Ẽ(w)] pour les dérivations
appliquées à w. Ce nouveau système vérifiera alors automatiquement les conditions limites.

Modification des polynômes interpolants par combinaisons linéaires
On cherche les nouveaux polynômes interpolants sous la forme :

∀k = 1, . . . , N − 1 et ∀l = 1, . . . ,M − 1

λ̃
(v)
k (ξ)µ̃

(v)
l (η) = λ

(v)
k (ξ)µ

(v)
l (η) − ( α

(v)
k λ

(v)
1 (ξ)µ

(v)
l (η) + β

(v)
k λ

(v)
N−1(ξ)µ

(v)
l (η)

+γ
(v)
k λ

(v)
0 (ξ)µ

(v)
l (η) + δ

(v)
k λ

(v)
N (ξ)µ

(v)
l (η)

+τ
(v)
l λ

(v)
k (ξ)µ

(v)
0 (η) + χ

(v)
l λ

(v)
k (ξ)µ

(v)
M (η) )

Il faut également écrire que le jeu de polynômes λ̃(v)
k (ξ)µ̃

(v)
l (η) doit vérifier les conditions limites

de (A.7). On procède de façon similaire pour le jeu de polynômes interpolants de w.
Finalement, en tenant compte du décalage d’indices évoqué en début d’annexe, les coefficients

des nouvelles matrices de dérivation sont donnés par :

D̃
(v)
ik = Dik −

(

β
(v)
N+2−kDi2 + β

(v)
k DiN

)

D̃
(w)
ik = Dik






i, k = 2, . . . , N

Ẽ
(v)
jl = Ejl

Ẽ
(w)
jl = Ejl −

(

β
(w)
M+2−lEj2 + β

(w)
l EjM

)






j, l = 2, . . . ,M

avec :

β
(v)
k =

(−1)N+k

2

ξk − ξ2
ξ2

1 − ξ2
2

1 − ξ2
k

et β
(w)
l =

(−1)M+l

2

ηl − η2

η2

1 − η2
2

1 − η2
l

La solution (ṽij , w̃ij) étant obtenue par résolution du problème aux valeurs propres, on peut
ensuite écrire :

∀ l = 2, . . . ,M







v(ξ2, ηl) = v2l = ṽ2l −
N∑

k=2

β
(v)
N+2−kṽkl

v(ξN , ηl) = vNl = ṽNl −
N∑

k=2

β
(v)
k ṽkl

v(ξk, ηl) = vkl = ṽkl, k = 3, . . . , N − 1

∀ k = 2, . . . , N







w(ξk, η2) = wk2 = w̃k2 −
M∑

l=2

β
(w)
M+2−lw̃kl

w(ξk, ηM ) = wkM = w̃kM −
M∑

l=2

β
(w)
l w̃kl

w(ξk, ηl) = wkl = w̃kl, l = 3, . . . ,M − 1

Modification des polynômes interpolants par multiplications
Un autre raisonnement peut être mené sur l’idée qu’on cherche à approcher la solution du

problème par un polynôme qui doit satisfaire les conditions d’interpolation v(ξi, ηj) = ṽij = vij,
w(ξi, ηj) = w̃ij = wij pour tous les points intérieurs du domaine, où la solution est inconnue,
soit N − 1 points en y et M − 1 points en z. Ce polynôme doit également vérifier les conditions
limites, soit 4 conditions pour la variable y et 2 conditions pour la variable z concernant la
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fonction v et 2 en y, 4 en z pour la fonction w. Ainsi on cherche pour chaque fonction un
polynôme interpolateur pour chaque variable sous forme d’un produit entre un polynôme de degré
correspondant au nombre de conditions de collocation et un polynôme de degré correspondant
au nombre de conditions limites moins une. On ne poursuivra pas cette démarche ici, qui est
néanmoins décrite de façon plus détaillée dans [41].

A.2.3 Résolution du problème sur un domaine réduit

Considérant les propriétés de parité du problème à résoudre dans les deux directions y et z,
on peut limiter l’étude à un quart du domaine physique.

Finalement, d’après ce que l’on vient de voir, sous l’hypothèse de valeurs propres de multi-
plicité 1, la recherche de perturbations paires et impaires conduit à la résolution complète du
problème de stabilité 2D. La solution complète sera obtenue par superposition des solutions
obtenues pour chacune des configurations énoncées en (3.8).

Résolution avec implémentation directe des conditions limites

Les matrices de dérivation pour les deux variables spatiales sont définies pour chacune des
deux inconnues en fonction de leur parité comme fait en section 1.2.1.

On considère le domaine de calcul réduit [0, 1] × [0, 1], représenté ci-après avec les conditions
limites associées.

Conditions sur w

z

y

conditions d’adhérence
aux points frontière

conditions sur les dérivées
∂v
∂y

aux points frontière

conditions d’adhérence
aux points frontière

conditions sur les dérivées
∂w
∂z

aux points frontière
y

z

Conditions sur v

Fig. A.2 – Représentation du domaine de calcul réduit

Le problème aux valeurs propres généralisé est construit de la même façon que pour le domaine
complet. On conserve les mêmes équations en remplaçant les matrices de dérivation par leurs
nouvelles expressions qui prennent en compte les propriétés de parité des solutions recherchées.

Chacune des quatres configurations (3.8) est résolue de manière indépendante sur le domaine
réduit, avant d’être reconstruite sur le domaine [−1, 1] × [−1, 1] puis superposée aux autres afin
d’obtenir la solution complète dans toute la section.

Résolution avec implémentation implicite des conditions limites à l’aide d’un chan-
gement de base

On utilise ici le principe de la méthode, basée sur la modification des polynômes interpolateurs
à l’aide de combinaisons linéaires, décrite en section A.2.2. On considère les points intérieurs du
domaine réduit, pour lesquels les valeurs discrètes des fonctions sont inconnues, soit [0, 1[×[0, 1[.
On suppose que N et M sont pairs de sorte que les points 0 soient points de collocation, ainsi
on écrit : N = 2(n − 1) et M = 2(m − 1). Finalement le domaine discret considéré sera encore
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diminué des points ξn et/ou ηm selon la parité des fonctions 1. Chaque configuration de parité
étudiée (3.8) est alors associée à des maillages particuliers, pouvant être différents pour les deux
inconnues v et w, et à un jeu de matrices de dérivation particulier. Les coefficients des matrices
modifiées s’écrivent alors :

dérivation par rapport à y - ∀i = 2, . . . , n et ∀ k = 2, . . . , n− 1 :

? v paire en y

D̃
(v)
ik = Dik +Di,2n−k − β

(v)
k (Di2 +DiN ) et D̃

(v)
in = Din − β(v)

n (Di2 +DiN )

D̃
(w)
ik = Dik −Di,2n−k

avec β
(v)
k =

(−1)k+1(1 − ξ2
2)

1 − ξ2
k

et β(v)
n =

(−1)n+1

2
(1 − ξ2

2)

? v impaire en y

D̃
(v)
ik = Dik −Di,2n−k − γ

(v)
k (Di2 −DiN )

D̃
(w)
ik = Dik +Di,2n−k et D̃

(w)
in = Din

avec γ
(v)
k = (−1)k+1 ξk

ξ2

(1 − ξ2
2)

1 − ξ2
k

dérivation par rapport à z - ∀j = 2, . . . ,m et ∀ l = 2, . . . ,m− 1 :

? v paire en z

Ẽ
(v)
jl = Ejl +Ej,2m−l et Ẽ

(v)
jm = Ejm

Ẽ
(w)
jl = Ejl −Ej,2m−l − γ

(w)
l (Ej2 −EjM)

avec γ
(w)
l = (−1)l+1 ηl

η2

(1 − η2
1)

1 − η2
l

? v impaire en z

Ẽ
(v)
jl = Ejl −Ej,2m−l

Ẽ
(w)
jl = Ejl +Ej,2m−l − β

(w)
l (Ej2 +EjM ) et Ẽ

(w)
jm = Ejm − β(w)

m (Ej2 +EjM )

avec β
(w)
l =

(−1)l+1(1 − η2
2)

1 − η2
l

et β(w)
m =

(−1)m+1

2
(1 − η2

2)

1par exemple, si v est impaire pour la variable y, sa valeur est connue en ξn, on cherche alors v sur ]0, 1[ soit
pour ξ1, . . . , ξn−1



B

Écoulement de Hiemenz incompressible

B.1 Perturbation de Görtler-Hämmerlin (approche 1D)

La perturbation doit satisfaire les équations du système (4.1). Afin de rechercher le spectre
de l’opérateur, le système des équations aux perturbations est mis sous la forme A.X = ωB.X ,
où X est le vecteur composé des valeurs discrètes des composantes u et v du champ de vitesse
perturbé. Le domaine de calcul est défini par y ∈ [0, ymax] avec ymax choisi suffisamment grand
pour que la condition d’écoulement non perturbé à l’infini soit vérifiée. En pratique un ordre de 15
à 20δ, δ désignant l’épaisseur de couche limite, est suffisant. Les équations sont écrites aux points
de collocation yi. Rappelons que D

(k)
Y désigne la matrice de dérivation d’ordre k par rapport à la

variable y (D(0)
Y correspond à la matrice identité), en notation matricielle les équations s’écrivent

alors :

A
(u,u)
ij = D

(2)
Y ij − V ?

i D
(1)
Y ij − (β2 + 2U?

i − iβRW ?
i )D

(0)
Y ij

A
(u,v)
ij = −U?′

i D
(0)
Y ij

B
(u,u)
ij = −iRD(0)

Y ij

A
(v,u)
ij = (2U?)iD

(1)
Y ij + 2U?′

i D
(0)
Y ij

A
(v,v)
ij = D

(4)
Y ij − V ?

i D
(3)
Y ij − (2β2 + iβRW ?

i + V ?′
i )D

(2)
Y ij + (β2V ?

i − U?′
i )D

(1)
Y ij

+
(
β4 + iβ3RW ?

i + iβRW ?′′
i + β2V ?′

i + U?′′
i

)
D

(0)
Y ij

B
(v,v)
ij = −iRD(2)

Y ij + iβ2RD(0)
Y ij

où l’on convient que pour l’écoulement de base la dérivation porte sur la variable y et U ?′
i désigne

la fonction dU ?/dy évaluée en yi.
On pose X le vecteur dont les 2(ny + 1) composantes sont u(yi) pour les ny + 1 premières et

v(yi) pour les ny + 1 suivantes, soit :

X =

[
u?

v?

]

Finalement le système d’équations se met sous la forme matricielle suivante :

[
A(u,u) A(u,v)

A(v,u) A(v,v)

] [
u?

v?

]

= ω

[
B(u,u) 0

0 B(v,v)

] [
u?

v?

]

(B.1)
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Il reste à introduire les conditions limites discrètes associées au système. Ces conditions sont :

u?
0 = 0, v?

0 = 0,

ny∑

k=0

D
(1)
Y 0kv

?
k = 0

u?
ny

= 0, v?
ny

= 0,

ny∑

k=0

D
(1)
Y nykv

?
k = 0

On écrit les conditions de Dirichlet sur les lignes des matrices qui correspondent aux points
frontière, soient les lignes correspondant aux indices 0, ny, ny + 1 et 2ny et les conditions de
Neumann sur les points intérieurs correspondant aux indices ny + 2 et 2ny − 1.

B.2 Perturbation tridimensionnelle de l’écoulement incompres-
sible de Hiemenz (approche 2D)

Le problème de stabilité décrit par le système (4.2) est mis sous forme d’un problème aux
valeurs propres A.X = ωB.X comme décrit dans la section A.2.2. Dans ce cas le vecteur propre
recherché est composé des valeurs dans le plan (x, y) des composantes de vitesse et de la pression
ordonnées en lignes parallèles à la ligne de partage (iso-x). Les lignes des matrices A et B

correspondent à l’écriture des équations en chaque point du domaine de calcul. Dans l’ordre
on écrit les équations de quantité de mouvement longitudinal, normal et transversal puis la
continuité. On peut illustrer cela de façon schématique, par :









Qm
(u)
/x Qm

(v)
/x Qm

(w)
/x Qm

(p)
/x

Qm
(u)
/y Qm

(v)
/y Qm

(w)
/y Qm

(p)
/y

Qm
(u)
/z Qm

(v)
/z Qm

(w)
/z Qm

(p)
/z

Cont(u) Cont(v) Cont(w) Cont(p)

















u

v

w

p









= ω









∆
(u)
(i) 0 0 0

0 ∆
(v)
(i) 0 0

0 0 ∆
(w)
(i) 0

0 0 0 0

















u

v

w

p









avec ∆(i) désignant une sous-matrice de dimension (nx + 1)(ny + 1) dont tous les éléments sont
nuls à l’exception des éléments diagonaux qui prennent la valeur complexe i.

On introduit ensuite les conditions aux limites que l’on écrit respectivement pour u, v, w et p.
Concernant la pression, ce ne sont pas des conditions d’adhérence et d’écoulement non perturbé
mais des conditions dites de compatibilité. En effet, si on n’écrit rien pour la pression, cela
reviendrait dans ce cas à laisser l’équation de continuité en y = 0 et y = ymax qui correspondent
à des équations discrètes identiquement nulles.

conditions d’adhérence à la paroi

pour u, v, w ou compatibilité pour p
conditions d’écoulement non perturbé

conditions d’extrapolation

y

x

pour u, v, w ou compatibilité pour p

Fig. B.1 – Représentation des conditions limites dans le domaine de calcul de l’écoulement
incompressible de Hiemenz
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Aux points frontière en x = 0 on conserve les équations de la mécanique car en utilisant des
matrices de dérivation paires et impaires on vérifie implicitement les conditions de symétrie qu’il
aurait fallu écrire.

B.3 Perturbation tridimensionnelle de l’écoulement incompres-
sible de Hiemenz, formulation réduite de l’approche 2D

Le système (4.5) représente un jeu d’équations algébriques couplées que l’on cherche à écrire
sous la forme classique d’un problème aux valeurs propres A.X = ωB.X . Dans ce but, le sys-
tème (4.5) peut également être mis sous la forme :







(

M − ∂U

∂x

)(

1 − 1

β2

∂2

∂x2

)

u

−
(

1

β2

(

M − ∂U

∂x

)
∂2

∂x∂y
+

i

β

∂W

∂y

∂

∂x
+

∂U

∂y

)

v

= − iω

(

1 − 1

β2

∂2

∂x2

)

u +
iω

β2

∂2

∂x∂y
v

− 1

β2

[(

M − ∂V

∂y

)
∂2

∂x∂y
− ∂U

∂y

∂2

∂x2
− iβ

∂W

∂y

∂

∂x

]

u

+

[(

M − ∂V

∂y

)(

1 − 1

β2

∂2

∂y2

)

+
1

β2

∂U

∂y

∂2

∂x∂y
− i

β

∂2W

∂y2

]

v

=
iω

β2

∂2

∂x∂y
u − iω

(

1 − 1

β2

∂2

∂y2

)

v

On écrit ces deux équations aux points de collocation (xi, yj). On désigne par D(l)
X et D(l)

Y les
matrices de dérivation d’ordre l issues de la méthode de collocation spectrale, respectivement par
rapport aux variables x et y. Le système ci-dessus se met alors sous forme matricielle :

[
A(u,u) A(u,v)

A(v,u) A(v,v)

] [
u

v

]

= ω

[
B(u,u) B(u,v)

B(v,u) B(v,v)

] [
u

v

]

La première moitié des coordonnées du vecteur X correspond aux valeurs discrètes de u ordonnées
en lignes parallèles à la ligne de partage (iso-x), ainsi pour i = 0, . . . , nx et j = 0, . . . , ny
X (j + 1 + i(ny + 1)) = uij et X (j + 1 + i(ny + 1) + (nx + 1)(ny + 1)) = vij.

Afin de faciliter l’implémentation numérique, les coefficients des matrices sont donnés en
regroupant les opérateurs par type de dérivation, par exemple :

[

A(u,u)u
]

ij
=

[

A
(u,u)
I

]

ij
︸ ︷︷ ︸

terme non dérivé

uij+

N+1∑

k=1

[

A
(u,u)
II

]

ik
︸ ︷︷ ︸

dérivation en x

ukj+

M+1∑

m=1

[

A
(u,u)
III

]

jm
︸ ︷︷ ︸

dérivation en y

uim+

N+1∑

k=1

M+1∑

m=1

[

A
(u,u)
IV

]

km
︸ ︷︷ ︸

dérivation en xy

ukm
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[

A
(u,u)
I

]

ij
= − β2

R
− iβWij − ∂U

∂x

∣
∣
∣
∣
ij

[

A
(u,u)
II

]

ik
= − 1

β2R
D

(4)
Xik +

Uij

β2
D

(3)
Xik +

(

2

R
+

i

β
Wij +

1

β2

∂U

∂x

∣
∣
∣
∣
ij

)

D
(2)
Xik − UijDXik

[

A
(u,u)
III

]

jm
=

1

R
D

(2)
Y jm − VijDY jm

[

A
(u,u)
IV

]

km
= − 1

β2

(
1

R
D

(2)
Y jm − VijDY jm

)

D
(2)
Xik

[

B
(u,u)
I

]

ij
= −i

[

B
(u,u)
II

]

ik
=

i

β2
D

(2)
Xik







[

A
(u,v)
I

]

ij
= − ∂U

∂y

∣
∣
∣
∣
ij

[

A
(u,v)
II

]

ik
= − i

β

∂W

∂y

∣
∣
∣
∣
ij

DXik

[

A
(u,v)
III

]

jm
= 0

[

A
(u,v)
IV

]

km
= − 1

β2

(
1

R
D

(3)
Y jm − VijD

(2)
Y jm

)

DXik

−
(

1

β2R
D

(3)
Xik − Uij

β2
D

(2)
Xik −

(

1

R
+

i

β
Wij +

1

β2

∂U

∂x

∣
∣
∣
∣
ij

)

DXik

)

DY jm

[

B
(u,v)
IV

]

km
=

i

β2
DXikDY jm







[

A
(v,u)
I

]

ij
= 0

[

A
(v,u)
II

]

ik
=

1

β2

∂U

∂y

∣
∣
∣
∣
ij

D
(2)
Xik +

i

β

∂W

∂y

∣
∣
∣
∣
ij

DXik

[

A
(v,u)
III

]

jm
= 0

[

A
(v,u)
IV

]

km
= − 1

β2

(
1

R
D

(3)
Y jm − VijD

(2)
Y jm

)

DXik

−
(

1

β2R
D

(3)
Xik − Uij

β2
D

(2)
Xik −

(

1

R
+

i

β
Wij +

1

β2

∂V

∂y

∣
∣
∣
∣
ij

)

DXik

)

DY jm

[

B
(v,u)
IV

]

km
=

i

β2
DXikDY jm







[

A
(v,v)
I

]

ij
= − i

β

∂2W

∂y2

∣
∣
∣
∣
ij

− β2

R
− iβWij − ∂V

∂y

∣
∣
∣
∣
ij

[

A
(v,v)
II

]

ik
=

1

R
D

(2)
Xik − UijDXik

[

A
(v,v)
III

]

jm
= − 1

β2R
D

(4)
Y jm +
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Les conditions limites sont ensuite ajoutées de façon à reproduire le schéma suivant :

y

x

y

x

Conditions sur vConditions sur u

conditions d’adhérence à la paroi
conditions d’écoulement non perturbé
conditions d’extrapolation
∂v
∂y

= 0 aux points situés sur les frontières y = 0 et y = ymax

Fig. B.2 – Représentation des conditions limites en formulation réduite dans le domaine de calcul
de l’écoulement incompressible de Hiemenz

Aux points situés en x = 0 on conserve les équations de la mécanique car en utilisant des
matrices de dérivation paires et impaires on vérifie implicitement les conditions de symétrie qu’il
aurait fallu écrire.

B.4 Convergence en maillage, dépendance au domaine de calcul
et aux conditions limites

B.4.1 Précision des modes obtenus vis-à-vis d’une modification de maillage

La table B.1 regroupe les valeurs des modes S1, A1, S2 et A2 obtenus pour différentes résolu-
tions de points pour la discrétisation en x et en y. On obtient aisément le mode S1 avec 4 chiffres
significatifs pour la vitesse de phase et 3 chiffres significatifs pour le taux d’amplification. Le
nombre de points utilisés pour la discrétisation du domaine en x est le paramètre le plus sensible.
Plus la résolution dans cette direction est bonne et plus le nombre de modes convergés est grand.
On pouvait s’attendre à cette constatation du fait de la dépendance polynômiale croissante des
modes. En pratique, nous avons utilisé 71 points en x afin de s’assurer 3 chiffres significatifs pour
le taux d’amplification de S2. La résolution pour le domaine y influence les chiffres significatifs
en-deçà de 10−6, en réalité nous pensons que ces derniers ne doivent pas être pris en compte car il
est certain que dans cette gamme de valeurs les résultats sont également extrêmement sensibles
au choix du point de raffinement yi et à la résolution de points dans la couche limite que ce
choix implique1. La table B.2 propose des comparaisons pour les mêmes quatres modes pour
différents domaines de calcul [0, xmax] × [0, ymax]. On conclut de façon similaire en observant
que la taille du domaine en y n’a d’influence que sur les chiffres significatifs en-deçà de 10−5

voire 10−6. Le choix de ymax = 50 a été motivé par le souhait d’avoir un domaine le plus petit
possible dans la gamme où ce paramètre n’a pas d’influence sur les résultats, afin d’utiliser un
nombre de points assez petit dans un but d’économie de mémoire mais suffisamment grand pour
assurer une bonne représentation des fonctions propres. En revanche le choix de xmax est crucial
vis-à-vis de l’obtention de S2 et A22. Pour des valeurs de xmax trop faibles la branche observée
en-dessous de la série de modes qui nous intéresse est ramenée à des taux d’amplifications plus

1Sans en être une preuve, cette idée est confirmée par l’identité des valeurs pour le mode S1 à une résolution
en y donnée, quelle que soit la résolution en x.

2Les astérisques signalent que le mode n’a pas été observé
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élevés et vient donc «parasiter » les modes S2 et A2. En particulier, les résultats présentés dans
[31] mentionnaient uniquement les modes S1 et A1 car à ce moment là nous avions choisi un
domaine en x, identique à celui utilisé par Lin & Malik, qui s’avère être insuffisant pour notre
discrétisation puisqu’il nous avait conduit à nous interroger sur l’existence des modes suivants.

B.4.2 Conditions limites sur les frontières artificielles Γnum du domaine

Comme nous l’avons déjà évoqué, les conditions limites à imposer sur les frontières articielles
du domaine, soit en x = xmax (et x = −xmax si on ne considère pas les symétries du problème),
constituent un point ardu de cette étude. La première idée est de laisser les équations de la
mécanique puisque physiquement il n’y a a priori aucune raison d’imposer quoi que ce soit. C’est
ce que nous avons tout d’abord fait dans une version utilisant la formulation réduite des équations
aux perturbations. Nous n’obtenions alors aucun des modes recherchés. Avec une formulation
primitive, le système n’est tout simplement pas inversible. Finalement nous avons opté, sur les
conseils de Theofilis (communication privée), pour une condition d’extrapolation. On choisit une
extrapolation quadratique, autrement dit la valeur en ymax est calculée à l’aide des trois stations
précédentes en y :

q(x1, y) = q(x2, y) +
1

(x3 − x2)(x4 − x2)(x4 − x3)
[
(x3 − x2)

(
x1(x2 + x3) − x2x3 − x2

1

)
(q(x2, y) − q(x4, y))

+(x4 − x2)
(
x1(x2 + x4) − x2x4 − x2

1

)
(q(x2, y) − q(x3, y))

]

Des extrapolations linéaires et d’ordre 3 et 4 ont également été testées. Du point de vue des
valeurs propres, les résultats sont identiques pour les modes les plus instables. L’extrapolation
quadratique permet d’obtenir une meilleure précision à même nombre de points sur les modes
S2 et A2. La tendance est confirmée en augmentant l’ordre de l’extrapolation mais avec un gain
plus faible et à condition d’avoir suffisamment de points resserrés en sortie de domaine. Du point
de vue des fonctions propres les résultats ne sont modifiés que sur les dernières positions en x du
domaine et les extrapolations linéaire et quadratique semblent les plus appropriées. Nous aurions
souhaité tester d’autres types de conditions mais nous n’avons pas pu trouver de conditions
pertinentes et qu’il est possible d’introduire dans notre approche. Les calculs de stabilité de
l’écoulement de Taylor-Culick réalisés par Thierry Féraille [8] utilisent également ce type de
condition de sortie.
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domaine [0, 200] × [0, 50] cr ci(×102)

71 × 53 0.35840961 0.58512010

S1 61 × 53 0.35840961 0.58512010

51 × 63 0.35841003 0.58517969

61 × 63 0.35841003 0.58517969

71 × 43 0.35840980 0.58522134

81 × 53 0.35840961 0.58512010

71 × 63 0.35841003 0.58517969

51 × 83 0.35840964 0.58515350

71 × 53 0.35791964 0.40968751

A1 61 × 53 0.35791964 0.40968751

51 × 63 0.35791996 0.40974799

61 × 63 0.35791996 0.40974799

71 × 43 0.35791975 0.40977902

81 × 53 0.35791964 0.40968751

71 × 63 0.35791996 0.40974800

51 × 83 0.35791964 0.40971746

71 × 53 0.35743483 0.23410857

S2 61 × 53 0.35743465 0.23396958

51 × 63 0.35743689 0.23385669

61 × 63 0.35743487 0.23403074

71 × 43 0.35743485 0.23419049

81 × 53 0.35743539 0.23412716

71 × 63 0.35743504 0.23416989

51 × 83 0.35743665 0.23382218

71 × 53 0.35696896 0.06604485

A2 61 × 53 0.35682505 0.07113307

51 × 63 0.35650350 0.06170356

61 × 63 0.35682503 0.07120179

71 × 43 0.35696880 0.06612092

81 × 53 0.35698535 0.05931373

71 × 63 0.35696904 0.06611448

51 × 83 0.35650356 0.06165353

Tab. B.1 – Effet de la résolution en x et en y pour un domaine [0, 200]× [0, 50] sur les valeurs des
modes S1, A1, S2, A2 de l’écoulement Hiemenz en flèche de fluide incompressible pour R = 800,
β = 0.255



116 B. Écoulement de Hiemenz incompressible

résolution 71 × 53 points cr ci(×102)

[0, 200] × [0, 50] 0.35840961 0.58512010

S1 [0, 200] × [0, 40] 0.35840959 0.58514564

[0, 200] × [0, 60] 0.35840994 0.58516640

[0, 100] × [0, 50] 0.35840961 0.58512010

[0, 300] × [0, 50] 0.35840961 0.58512010

[0, 200] × [0, 50] 0.35791964 0.40968751

A1 [0, 200] × [0, 40] 0.35791961 0.40971061

[0, 200] × [0, 60] 0.35791989 0.40973649

[0, 100] × [0, 50] 0.35791964 0.40968757

[0, 300] × [0, 50] 0.35791964 0.40968751

[0, 200] × [0, 50] 0.35743483 0.23410857

S2 [0, 200] × [0, 40] 0.35743478 0.23412933

[0, 200] × [0, 60] 0.35743499 0.23416008

[0, 100] × [0, 50] 0.35754982 0.22496689

[0, 300] × [0, 50] 0.35743596 0.23417369

[0, 200] × [0, 50] 0.35696896 0.06604485

A2 [0, 200] × [0, 40] 0.35696888 0.06606317

[0, 200] × [0, 60] 0.35696903 0.06610582

[0, 100] × [0, 50] ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
[0, 300] × [0, 50] 0.35715417 0.04412399

Tab. B.2 – Effet des dimensions du domaine de calcul, xmax et ymax à une résolution de points
donnée, 36 × 53, sur les valeurs des modes S1, A1, S2, A2 de l’écoulement Hiemenz en flèche de
fluide incompressible pour R = 800, β = 0.255
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Écoulement de Hiemenz compressible

La forme matricielle du problème aux valeurs propres issu du système (5.2) est semblable
à celle donnée en (B.3) mais dans ce cas, le vecteur propre recherché est composé des valeurs
discrètes dans le plan (x, y) des perturbations de vitesse u, v, w, de pression p et de température
T rangées par iso-position en x. Les matrices A et B sont alors de dimension 5(nx + 1)(ny + 1)
et leurs lignes traduisent l’écriture des équations de quantité de mouvement selon x (5.2b), selon
y (5.2c), selon z (5.2d), l’équation de continuité (5.2a) et enfin l’équation de l’énergie (5.2e). Les
conditions aux limites discrètes sont introduites dans les matrices sur les lignes correspondant aux
points où sont écrites ces conditions. Ceci est illustré par le schéma (B.1) donné en écoulement
incompressible auquel il faut ajouter les conditions pour la température. La condition à la paroi
étant une condition de paroi soit athermane soit isotherme.

C.1 Conditions de compatibilité pour la pression

Lors de la résolution du problème de stabilité en formulation primitive, la pression étant traité
comme toutes les autres grandeurs, il est nécessaire d’ajouter des conditions dites de compatibilité
de façon à ce que le problème numérique soit correctement posé. Ces conditions ne sont autres
que l’équation de quantité de mouvement dans la direction normale à la paroi dégénérées aux
points y = 0 et y = ymax. En paroi athermane on écrit en y = 0 :
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2

3
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]

T (x, 0) = 0
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En paroi isotherme on écrit en y = 0 :
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En y = ymax la condition de compatibilité pour p est donnée par :
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T (x, ymax) = 0

C.2 Écriture des grandeurs dérivées relatives au champ moyen

Dans la section 5.1.2 le champ moyen 3D de l’écoulement compressible de Hiemenz a été
exprimé afin d’être utilisable pour le calcul de stabilité. À toutes fins utiles, on précise ici les



C.2. Écriture des grandeurs dérivées relatives au champ moyen 119

dérivées de ces mêmes grandeurs intervenant dans les équations aux perturbations.
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