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Chapter 1

Introduction

1.1 Motivation

Les simulations temps réel sont des systémes informatiques soumis & de fortes con-
traintes temporelles. En effet, le temps logique de la simulation doit coincider au mieux
au temps réel du systéme modélisé. En 1996 le département de la défense des USA pro-
pose un standard, nommé HLA |20, 21| (pour High Level Architecture), définissant les
spécifications d’un ensemble de services intergiciels permettant la coopération et la réuti-
lisation de simulations en une seule simulation distribuée globale et cohérente. Si un tel
procédé posséde de nombreux avantages il apporte également de nombreuses difficultés
concernant sa mise en ceuvre, et particuliérement quand il s’agit de simulations temps
réel ol les contraintes temporelles exigées deviennent difficile a évaluer off-line.

Pour aider le concepteur & mettre en place une simulation distribuée il peut étre avan-
tageux de posséder un modéle de cette simulation et de vérifier, a travers ce modéle, la
satisfaction des contraintes temporelles exigées. Ce qui permet d’assurer (ou au moins de
conforter) le bon fonctionnement de la simulation lors de sa mise en marche réelle. Une
simulation distribuée est un systéme complexe (machines, réseaux, logiciels, intergiciels,
etc) difficile & modéliser dans tous ses détails, et si modélisée, trop conséquente pour étre
utilisable. Il peut étre intéressant d’en donner une abstraction probabiliste. Ceci permet
de réduire le niveau de détail tout en conservant les informations pertinentes relatives aux
contraintes a évaluer.

1.2 Objectif

L’objectif posé par la thése est d’utiliser les récentes techniques de model checking
probabiliste afin d’opérer cette vérification. Le model checking est un terme générique
regroupant un ensemble de méthodes de preuves formelles basées sur I’exploration des
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états d’'un modéle. Quand elle est utilisable, elle permet de dispenser d’une recherche
mathématique spécifique au probléme, I’évaluation étant opérée de maniére mécanique par
des outils de preuves adaptés, les model checkers. Utiliser le model checking probabiliste
au lieu du model checking non probabiliste permet :

1. d’appliquer ces méthodes sur des modéles probabilistes et ainsi de bénéficier de
I’abstraction probabiliste,

2. de formuler les propositions a vérifier dans des logiques probabilistes. Ce qui permet
d’exprimer des contraintes de performances plus souples que celles exprimables dans

le contexte du model checking traditionnel, comme par exemple : le systéme est fiable
a 90%.

Dés lors, cette procédure pose le probléme de la modélisation du systéme et, notamment,
les difficultés liées a la modélisation probabiliste. Elle pose également le probléme de la
formalisation des exigences a vérifier dans une logique acceptée par un model checker
probabiliste.

1.3 Mise en ceuvre

Dans un premier temps, des contraintes de performances on été formalisées et vérifiées
a Paide du model checker PRISM [39, 53] sur un premier modéle de simulation HLA. Les
résultats obtenus ont été confrontés avec des données provenant d’une simulation distri-
buée réelle. Ceci a permis de révéler une difficulté fondamentale de cette démarche : il
est difficile de bien choisir les paramétres du modéle (probabilités ou taux de densité de
probabilité) pour que les résultats obtenus par le model checker coincident avec la réalité.
Il est difficile de concevoir un modéle réaliste.

Afin de surmonter cette difficulté on a d’abord utilisé des algorithmes d’approximation
de données qui ont permis d’obtenir des modéles plus réalistes mais sans structure, les
rendant ainsi difficilement compréhensibles et manipulables. Afin de remédier & ce pro-
bléme, un de ces algorithmes d’approximation, permettant d’induire une distribution de
type phase! [49, 7, 57| connaissant un ensemble de temps d’absorption, a été adapté afin
de lui permettre d’opérer sur des modéles décrits dans I’algébre stochastique PEPA [33].
L’intérét d’utiliser 'algébre stochastique PEPA est au moins double :

1. Cette algébre permet de décrire un processus probabiliste de maniére composition-
nelle et de lui donner une structure plus intelligible qu’avec une description énumé-
rative de ses états et de ses transitions.

2. Les modéles PEPA sont reconnus par le model checker probabiliste PRISM.

L’algorithme a ensuite été étendu afin de fonctionner avec des exécutions partiellement
observables au lieu de temps d’absorption, permettant ainsi de travailler sur des modéles

lo’est-a-dire modélisées par des chaines de Markov [51] avec état absorbant
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PEPA avec ou sans état absorbant. Ces deux algorithmes ont été implantés dans le lo-
giciel EMPEPA, un programme Open-source développé dans le cadre des travaux de thése.

Le chapitre 2 introduit en détail la problématique a laquelle s’attachent ces travaux
de thése. Il présente 'architecture HLA et les difficultés liées & la mise en ceuvre d’une
simulation distribuée, & sa modélisation et & son analyse.

Le chapitre 3 contient des rappels sur la théorie des probabilités, les processus de
Markov et les distributions de type phases.

Le chapitre 4 fait un point sur ’état des recherches en matiére de modélisation et
de vérification dans le contexte du model checking probabiliste. Il contient des explica-
tions détaillées sur le modéle checking probabiliste des processus de Markov, sur I’algebre
stochastique PEPA [33] et sur ’algorithme EM pour I’approximation de distributions de
type phase.

Le chapitre 5 présente une tentative de modélisation d’une distribution HLA en PEPA
avec la formalisation de deux contraintes de performances dans la logique CSL [1]. La pre-
miére contrainte est une deadline probabiliste sur le temps de transmission des messages
entre les composants de la simulation. La deuxiéme contrainte permet de vérifier que la
probabilité de perdre des messages au cours d’une exécution de la simulation ne dépasse
pas un certain seuil. Des expérimentations permettant de comparer les résultats fournis
par le model checker et les résultats obtenus & partir d’une simulation HLA réelle sont
ensuite présentés. Ces comparaisons on permis de mettre I’accent sur les difficultés liées
a la modélisation des processus probabilistes.

Le chapitre 6 présente une étude menée afin d’améliorer les techniques de modélisation
des processus stochastiques. Dans un premier temps 'utilisation d’algorithmes d’approxi-
mations montre comment obtenir des modéles réalistes mais manquant de structure et
d’intelligibilité. Dans un second temps on présente une adaptation d’un algorithme per-
mettant d’approcher des distributions de type phase pour 'algébre PEPA avec état ab-
sorbant. Puis on présente une extension de cet algorithme pour ’algébre PEPA sans état
absorbant et dont les données d’observation sont des exécutions partiellement observables.

Une conclusion des travaux est donnée au chapitre 7.
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Chapter 2

Contexte et Problémes

Dans ce chapitre on présente ’architecture HLA et les difficultés associées a la mise
en place d’une simulation distribuée, en particulier temps réel. On présente ensuite les
difficultés liées & la modélisation d’un tel systéme dans le contexte de I’évaluation de ses
performances par 'approche du model checking probabiliste.

2.1 Evaluer les performances d’une simulation distri-
buée

2.1.1 HLA

HLA pour High Level Architecture |20, 21] est un standard, développé par le Départe-
ment de la Défense des Etats-Unis (DoD), permettant de combiner plusieurs simulations
en une simulation globale et cohérente. La simulation globale est appelée une fédération et
chacune de ses sous-simulations est appelée un fédéré. Tous les fédérés sont interconnectés
a travers un intergiciel, le RTT pour Runtime Infrastructure, chargé de gérer toutes les
communications entre les fédérés. Les fédérés peuvent se trouver sur une seule machine
ou étre répartis sur un réseau local ou méme global comme Internet.

L’intérét de définir un tel standard est de pouvoir réutiliser ensemble des simula-
teurs développés séparément, fonctionnant sur des calculateurs éventuellement distants,
programmés dans des langages ou sur des plateformes éventuellement différentes. Par
exemple, si Airbus posséde un bon simulateur de vol et la Snecma un bon simulateur
de moteur, ils peuvent mettre en commun leurs deux modéles de simulation pour former
un simulateur de vol avec un nouveau type de moteur sans étre obligés de fusionner leur
deux programmes, de porter I'un ou 'autre sur ’'une ou autre des plateformes (ce qui, en
plus de poser des problémes techniques, peut poser des problémes de protection du secret
industriel). Il peut s’avérer donc plus efficace de définir une interface de communication
commune entre leurs deux simulateurs. De plus la distribution des simulations permet de

13
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répartir la charge CPU et donc de gagner du temps de calcul sur la simulation globale.

2.1.2 La complexité du systéme mis en jeu

Une simulation distribuée est un systéme complexe car constitué d’un certain nombre
d’entités complexes de natures différentes :

— du matériel : réseaux, ordinateurs hotes,

— du logiciel : intergiciel, composants de simulation,

— et parfois méme du naturel : humains ou phénoménes physiques présents dans la

boucle de simulation.

De multiples problémes de nature physique ou logique peuvent se produire lors de 1'exé-
cution d’une simulation distribuée. Un message peut étre perdu ou retardé, par exemple a
cause d’une liaison défectueuse, ou bien d’une saturation de la file d’attente d’un ordina-
teur, ou méme encore a cause d’une erreur dans l’algorithme s’interfacant avec l'intergiciel.
Suivant la qualité des composants matériels et logiciels utilisés, des ressources disponibles,
et de la maniére dont cet ensemble intéragit, une simulation distribuée peut donner des
résultats plus ou moins satisfaisants.

2.1.3 Temps Logique, Temps Réel

Le temps logique d’une simulation est une grandeur qui modélise le temps qui s’écoule
au sein de l'univers simulé. Si pendant le calcul le temps modélisé avance (ou du moins
doit avancer) au méme rythme que le temps réel alors la simulation est qualifiée de temps
réel. Les simulations temps réel sont en général utilisées quand une entité réelle intéragit
avec le reste ou une partie de la simulation. Cela peut étre par exemple un simulateur de
vol pour former un pilote, la simulation d’un objet physique dont certaines données sont
fournies par des capteurs soumis a ’environnement extérieur, etc. Une simulation temps
réel est assujettie a de trés fortes contraintes temporelles. Un retard trop important de
telle ou telle donnée peut perturber la bonne marche de la simulation, sa cohérence et son
réalisme.

2.1.4 La Conception de Simulations Distribuées Temps Réel

Afin d’obtenir une simulation qui réponde a des contraintes de performances tempo-
relles, il est nécessaire de passer par une étape de conception. Cette conception consiste a
choisir le bon matériel (réseau, calculateurs), répartir les calculs de la bonne maniére. Par
exemple, il pourra étre préférable de mettre sur la méme machine deux fédérés prenant
chacun peu de ressources CPU mais ayant de fortes interactions, et mettre sur deux ma-
chines distantes deux fédérés prenant chacun beaucoup de ressources CPU mais ayant peu
d’interactions. Il convient également de choisir un intergiciel adapté. Doit-il étre réactif
ou économe en ressource réseau ! Encore une fois la difficulté des choix provient de la
complexité engendrée par les multiples interactions et les dépendances qui existent entre
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les parties du systéme. Un réseau réactif peut dispenser d’un intergiciel réactif mais ceci
peut aussi dépendre de la quantité de messages échangés sur le réseau qui dépend & son
tour de la maniére dont les calculs sont répartis.

Il peut étre difficile et cotiteux de chercher par tdtonnements, a ’aide d’expérimenta-
tions successives sur une simulation réelle, une configuration adaptée au bon déroulement
de celle-ci, lui permettant de vérifier les contraintes de performances qui lui sont impo-
sées. Pour faciliter et accélérer cette recherche il est judicieux de disposer d’un modéle
de la simulation distribuée et d’obtenir par le calcul (et non par les expérimentations)
une évaluation de ses performances. La recherche de la meilleure configuration revient a
trouver celle qui optimise la performance estimée par ce calcul.

2.1.5 L’évaluation de performances : simulation et vérification

On présente dans cette section deux moyens pour faire de ’évaluation de performance
de simulations HLA :

1. par simulation, avec ’outil PERFOSIM,

2. par vérification formelle de propriétés exprimant des contraintes de performances.

L’outil PERFOSIM : simuler une simulation

PERFOSIM (18| développé a PONERA, permet de construire un modeéle d’une si-
mulation HLA pour en évaluer les performances. Le modéle est lui-méme une fédération
HLA dont ’exécution fournit un évaluation des performances de ’architecture de simula-
tion simulée. Il prend en entrée un ensemble de paramétres caractérisant une simulation
distribuée donnée. Parmi les parameétres possibles on trouve par exemple :

— le type et le débit du réseau,

— le nombre de messages a échanger entre les fédérés,

— la taille de ces messages,

— la répartition des fédérés sur les différentes machines.

Seul le comportement de la fédération sur les différentes entités (intergiciel, réseau, fédérés)
est simulé, les calculs exacts effectués par la simulation simulée ne sont pas pris en compte.
PERFOSIM renvoie plusieurs type de résultats, comme par exemple :

— le nombre de cycles réalisés par seconde de la simulation,

— la durée moyenne d’acheminement des messages sur le réseau,

— le nombre total d’appels des services de I'intergiciel,

— la différence qu’il y a pu avoir entre le temps logique et le temps réel de la simulation.
Il devient alors possible, par interprétation des résultats, d’estimer le degré de perfor-
mances du modéle de la simulation, c’est-a-dire, dans la mesure ot le modéle est suffi-
samment réaliste, le niveau de performance de la simulation réelle.
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Le model checking probabiliste pour 1’évaluation de performances

Une idée a ’origine de cette thése est d’utiliser les récents outils de model checking pro-
babiliste [1, 5, 4, 2, 40, 30, 6] afin d’évaluer les performances d’une simulation distribuée
et ainsi, comme avec 1’outil PERFOSIM, d’aider le concepteur de simulations distribuées
dans sa tache. Avant d’expliquer les avantages offerts par le model checking probabiliste
nous rappelons briévement ce qu’est le model checking probabiliste. Des définitions plus
approfondies et les détails techniques concernant ces méthodes seront exposés dans la
section 4.1.4.

Le model checking caractérise un ensemble de méthodes décidables permettant de
vérifier qu'un modéle donné satisfait une formule logique donnée. Pour réussir cela, ces
méthodes travaillent sur des logiques et des modéles donc 'expressivité est restreinte. Le
model checking est un moyen a la fois riche et souple pour analyser et obtenir des infor-
mations sur le comportement général d’un modéle. La simulation, elle, n’offre que des cas
particuliers de comportements qu’il faut ensuite analyser pour en déduire une généralité
approximative. Le model checking dispense de cette analyse et offre des résultats exhaus-
tifs plus stirs et plus variés. Il comporte aussi des inconvénients puisqu’il faut faire I’effort
de formaliser les contraintes et le modéle et cela, parfois, dans des langages assez peu
expressifs alors que les langages de modélisation pour la simulation n’ont généralement
pas (ou peu) de limite dans leur expressivité.

Le model checking probabiliste a la particularité de travailler sur des modéles pro-
babilistes et des logiques permettant d’exprimer des comportements probabilistes. Etant
donné un modéle, une simulation distribuée par exemple, une logique pour le model che-
cking non probabiliste pourra permettre de formuler et de vérifier une proposition du
type : “Pour toute exécution de la simulation aucun message ne sera perdu” ou encore
son antonyme “Il existe une exécution telle qu’un message soit perdu”. Le model checking
non probabiliste exprime uniquement, des propositions d’ordre qualitatif. Dans certains
cas une telle dichotomie -il existe/il n’existe pas- n’est pas vraiment pertinente. Il est par
exemple assez difficile d’établir qu'un message ne sera jamais perdu sur un réseau réel.
D’autre part cela peut constituer une sur-exigence. Il n’est pas nécessaire d’avoir un ré-
seau totalement fiable. Une modélisation plus adéquate consiste donc & pouvoir quantifier
ce degré de perte (notamment par I'utilisation des probabilités). C’est ce que permet de
faire le model checking probabiliste. Ainsi il sera aussi possible de vérifier des proposi-
tions d’ordre quantitatif, comme par exemple : “La probabilité de perdre un message est
inférieure a 1%”.

2.2 Modélisation et model checking

Pour les raisons d’indécidabilité expliquées plus haut, il n’est pas possible de vérifier
n’importe quelle formule logique sur n’importe quel processus probabiliste. En général,
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si la classe des processus probabilistes considérée est treés expressive, alors les logiques
décidables sur cette classe sont assez pauvres (voir |2, 11| par exemple). Inversement si
une certaine logique probabiliste bénéficie d’une riche expressivité alors les algorithmes
de model checking ne pourront opérer que sur des processus de bas niveau.

Les processus probabilistes de plus bas niveau sont les chaines de Markov avec un
nombre fini d’états (voir la section 3.2.1 pour la définition de chaine et de processus de
Markov). Une chaine de Markov & temps discret (CMTD) est définie par 1’ensemble de
ses états possibles et par les probabilités de passage entre ses états. Une chaine de Markov
n’a pas de mémoire, ce qui traduit le fait que la probabilité de passer d’un état a un autre
ne dépend que de I’état courant du processus et pas de ses états antérieurs. Une chaine de
Markov a temps continu (CMTC) capture non seulement les probabilités de transitions
entre états mais aussi le temps de séjour dans un état avant de tirer une transition.
Cette facilité de représentation du temps de séjour permet de représenter plus facilement
I’écoulement du temps au sein du modéle. Pour cette raison on a choisi de travailler sur
les chaines de Markov a temps continu plutdot que discret. Toutefois nous verrons que
cette distinction continu/discret n’est pas si évidente puisqu’il existe une correspondance
entre les deux (voir section 3.2.4). En outre I’avantage pratique d’utiliser des chaines
de Markov a temps continu est qu’il existe un model checker probabiliste Open-source
relativement performant, PRISM [39, 53], qui accepte en entrée des CMTCs. 11 existe
aussi une algébre, nommée PEPA [32], permettant de décrire les CMTCs de maniére
compositionnelle, reconnue par PRISM et disposant d’un ensemble d’outils Open-source
permettant de faire des manipulations sur les modéles de cette algébre.

2.2.1 Une contrainte de performance : la deadline probabiliste

La contrainte de performance la plus étudiée au cours de cette thése répond & une
propriété de type deadline probabiliste. Une telle propriété énonce qu’une échéance donnée
ne sera satisfaite que dans une certaine proportion de cas, c’est-a-dire d’un point de vue
probabiliste avec une certaine probabilité. Voici un exemple de propriété de type deadline
probabiliste :

La probabilité de lire cette phrase en moins
de quatre seconde est d’au moins 0.7

Dans le registre des simulations distribuées temps réel une deadline probabiliste intéres-
sante & vérifier sera par exemple :

La probabilité que tel composant de simulation
communique une mise 4 jour des ses attributs auz
autres composants en moins de 300ms est d’au moins 0.9

Il existe naturellement d’autres contraintes intéressantes & vérifier, comme par exemple
la probabilité de perte de message. Mais pour des raisons techniques expliquées au cha-
pitre 5 nous nous sommes principalement focalisé sur des contraintes de type deadline
probabiliste.
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Distribution de la Probabilite de sejour
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Figure 2.1: Probabilité de séjour en fonction du temps

2.2.2 Reéalisme du modéle suivant I’écoulement du temps

La propriété sans mémoire des chaines de Markov & temps continu implique que le
temps de sé¢jour dans un état est distribué suivant une loi exponentielle décroissante. En
effet, la loi exponentielle est la seule qui donne elle-méme par translation des abscisses (le
temps étant représenté sur les abscisses) modulo une remise a I’échelle des ordonnées. Si le
temps s’écoule (ce qui correspond & une translation des abscisses) et qu’aucune transition
n’est tirée, le processus, étant dans le méme état que 'instant précédent, doit se comporter
de la méme fagon qu’avant. Le fait de savoir que le processus est toujours dans le méme
état correspond & la remise a I’échelle des ordonnées. La figure 2.1 représente la probabilité
au cours du temps d’étre dans un état donné, noté s, d’'une CMTC sachant qu’au temps
0 la CMTC était dans s.

Dans un systéme réel, il est courant d’observer des distributions, associées au temps
de séjour dans un certain état, qui ne sont pas exponentielles. C’est par exemple le cas de
la distribution du temps de sé¢jour d’'un message dans un réseau. La courbe de droite de la
figure 2.2 montre la distribution de probabilité du temps aller retour d’un message de type
ping. Au temps 0 un message part de l'ordinateur client, traverse le réseau LAN, ricoche
contre 'ordinateur serveur et revient par le LAN vers I'ordinateur client. Les données
pour construire cette courbe ont été obtenues avec 10000 pings a travers un réseau LAN
réel.

Aussi, afin d’avoir des modéles plus réalistes il peut étre intéressant de représenter
des distributions non-exponentielles associées au temps de séjour dans tel ou tel état.
Ceci est en fait possible en représentant un seul état par plusieurs états et en considérant
la probabilité de sortir de cet ensemble d’états. La quantité d’états et la maniére de
les connecter entre eux conditionnent alors la forme de la distribution. Les distributions
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Figure 2.2: Distribution du temps de séjour d’un message de type ping dans un réseau
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Figure 2.3: Distribution d’une loi Erlang-10 de tauz 1/2

obtenues de cette maniére s’appellent distributions de type phase [49, 7, 57|. Dans la
figure 2.3 la chaine de Markov & temps continu a gauche représente une distribution
Erlang-k de taux A. Une distribution Erlang-k de taux A est une distribution de type
phase construite par une séquence de k états et de k£ transitions de taux k. Le taux A de
la distribution signifie qu’en moyenne le temps pour traverser les k états et sortie du k*™e
est de 1/). La courbe & droite de la figure représente la probabilité en fonction du temps
de sortir du dernier état. L’entier k£ conditionne la pente de la distribution. Plus k& est
grand plus la pente est raide. La section 3.3 présente les définitions exactes se rapportant
aux distributions de type phase.

2.2.3 Réalisme du modéle suivant les parameétres

L’objectif du concepteur de simulation est de trouver un paramétrage de son modéle
qui améliore les performances de la simulation réelle. Ceci nécessite alors que son modéle
soit réaliste pour toutes les valeurs possibles des paramétres : par exemple les différentes
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tailles de messages, les vitesses de la machine qui héberge 'intergiciel, les caractéristiques
du réseau employé, etc. On ne s’intéresse bien entendu qu’a des valeurs de paramétres
comprises dans des intervalles réalistes. Par exemple il n’est pas nécessaire d’étudier les
comportements de la simulation quand la taille des messages est supérieure & la limite
autorisée par 'intergiciel choisi, 1Mo pour le cas de CERTI'. Nous verrons dans la section
6.1 comment résoudre, de fagon simple mais partielle, cette difficulté.

2.2.4 Réalisme et structure : Papproximation sur des modéles
PEPA

Afin d’obtenir une modélisation réaliste d’une simulation distribuée il est possible
d’utiliser des algorithmes, dits de fitting, permettant d’approcher des distributions pro-
babilistes réelles par des distributions de type phase, c’est-a-dire descriptibles par des
CMTCs. De cette maniére il est possible d’utiliser les méthodes de model checking pro-
babiliste sur des modéles a la fois complexes et réalistes. Un modéle dépend d’un certain
nombre de paramétres (tailles de messages, vitesses des machines, etc). Aussi, afin de
conserver son réalisme suivant ses différent parameétres, on peut appliquer ces méthodes
de fitting sur différentes choix de paramétres pour ensuite générer une CMTC paramé-
trique modélisant le systéme dans ses différentes configurations possibles (voir la section
6.1).

Bien que cette approche puisse donner de bon résultats, elle souffre du probléme
suivant : les modéles obtenus par ces algorithmes de fitting sont incompréhensibles par
un utilisateur. Méme si la connaissance est bien présente a I'intérieur du modéle il est
difficile, voire impossible, d’analyser cette connaissance et d’en extraire, par exemple, un
systéme en terme de ses composants et de leurs interactions. Il est donc possible d’obtenir
des modéles réalistes de systémes aussi complexes que les simulations distribuées temps
réel mais il est difficile de manipuler de tels modéles, de les transformer aiséement et de
les réutiliser pour d’autres situations.

Supposons par exemple qu’a 'aide de ces différentes méthodes de fitting le concepteur
ait réussi a obtenir un modele trés réaliste d’'un systéme distribué composé d’un certain
réseau et de certains routeurs. Admettons que le concepteur doive essayer un autre type
de réseau tout en gardant les mémes routeurs, il aura envie de conserver la connaissance,
et donc le réalisme, de son modéle concernant ses routeurs et de changer simplement son
ancien modéle de réseau par un nouveau sans avoir a refaire tout le travail de modélisation
du systéme complet. Pour cela il a besoin de représenter son modéle de maniére compo-
sitionnelle. Un ensemble de valeurs enfouies et inextricables & I'intérieur d’une chaine de
Markov ou d’un polynéme ne lui sera pas d’'un grand secours. C’est pourquoi une des
principales contributions de cette thése concerne I’extension d’algorithmes de fitting sur
les algébres de processus stochastiques, et plus particuliérement sur 1’algébre PEPA [33]

LCERTI [13] est un intergiciel développé au CERT, le centre ONERA de Toulouse.
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que nous avons utilisée. Le chapitre 6 introduit en détail ce probléme et propose une
solution.
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Chapter 3

Pré-requis

3.1 Rappels sur la théorie des probabilités

Une probabilité est une valeur comprise entre 0 et 1 qui indique la chance qu’un évé-
nement se produise par rapport & d’autres événements. Elle peut se voir aussi comme
la valeur limite du nombre d’occurrences d’'un événement par rapport au nombre d’expé-
riences répétées dans des conditions identiques au sein d’un univers donné. Une probabilité
de 1/2 pour pile et 1/2 pour face lors de 'expérience répétée du lancer d’une piéce signi-
fie qu’aprés un grand nombre de lancers, les proportions d’occurrences entre pile et face
s’équilibrent.

On rappelle ici le vocabulaire mathématique employé dans la suite de ce mémoire.
Pour davantage d’information le lecteur pourra se référer aux ouvrages [44, 46, 28| :

Une ezpérience ou encore expérience élémentaire, souvent notée w est un résultat
possible d’une expérience.

L’univers ou encore espace fondamental, souvent noté €2, est ’ensemble de toutes
les expériences possibles.

— Un événement est une partie de 2.

— Une tribu ou encore o-algébre, souvent notée F, est un ensemble de parties de (2,
contenant 2, stable par passage au complémentaire et par réunion finie ou infinie
dénombrable. F définit ’ensemble de tous les événements possibles.

23
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— Une mesure de probabilité est une fonction o-additive’ P : F +— [0; 1] telle que :
P(Q) =1
VA,Be FP(AUB) =P(A) +P(B) - P(ANB) (additivité)
VA, ..., A;, ... € F tel que AiﬂAj:@, 27&],
P(JA) =D P(A) (o-additivit)
i>0 i>0
— Le couple (2, F) est alors appelé espace mesurable et le triplet (€2, F, P) espace de
probabilité ou espace probabilisé.

On définit les notions de probabilité conditionnelle et probabilité d’événements indé-
pendants
— La probabilité conditionnelle permet de définir la probabilités d’événements sachant
que d’autres événements se sont produits. Soit A, B € F avec P(B) > 0 deux
éveénements, on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B comme :

P(AN B)

P(AIB) = 55

— Si la probabilité d’avoir A sachant B (respectivement B sachant A) et égale a
la probabilité d’avoir A (respectivement B) alors on dira que A et B sont deux
événements indépendants :

A et B sont indépendants << P(A|B) =P(A) et P(B|A) =P(B)
Il facile de montrer d’apreés la définition de la probabilité conditionnelle que :

B|A) x P(A)
P(B)

P(A|B) = 2.

Cette équation s’appelle la formule de Bayes. Aussi, d’aprés la définition de I'indépendance
et de la probabilité conditionnelle on peut déduire que :

A et B sont indépendants << P(ANB)=P(A) xP(B)

1Le lecteur peut se demander pourquoi I’ensemble des événements possibles d’un espace de probabilité
est nécessairement une tribu ou pourquoi la fonction de probabilité est forcement o-additive. Bien sir
il s’agit d’un choix de modélisation du concept intuitif de probabilité. Mais voici tout de méme deux
arguments pour justifier un tel choix :

1. Tout d’abord, I'union finie et infinie, et le complémentaire offrent un langage de base pour exprimer
de nouveaux événements & partir d’événements élémentaires.

2. Ensuite, les opérateurs de o-union et de o-additivité sont indispensables pour prouver 'un des
théorémes les plus important de la théorie des probabilités : la loi des grands nombres (qui exprime
la relation entre probabilité et fréquence des événements). Ils se justifient donc méme quand € est
finie.
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Si la probabilité d’un événement donnée est nulle on dira que cet événement est négli-
geable, et si sa probabilité est égale a 1 on dira que cet événement est presque sir ou arrive
presque siirement. Il arrive d’utiliser ces deux notions sur des événements n’appartenant
pas a la tribu considérée. Dans ce cas on dit que tout sous-ensemble d’un événement né-
gligeable est négligeable et tout sur-ensemble d’un événement presque sir est presque sir.

Exemple 3.1 Voici un exemple a partir d’un lancé d’'une piéce épaisse.

— Les expériences élémentaires sont :
— la piéce tombe sur un de ses cotés et laisse apparaitre le coté face,
— la piéce tombe sur 'autre coté et laisse apparaitre le coté pile,
— la piéce tombe sur sa tranche.
L’univers des expériences élémentaire est 2, = {face, pile, tranche}.

— On choisit I’ensemble des événements possibles comme 'ensemble de toutes les par-
ties de €, :

Fo = {0,
{face}, {pile}, {tranche}
{face, pile}, { face, tranche}, {pile, tranche}
Q

}

— On choisit d’abord les probabilités des expériences élémentaires :

P, ({face}) = P, ({pile}) = 49/100
P, ({tranche}) = 2/100

Ensuite, la propriété de la o-additivité permet de définir les probabilités pour tous
les autres éléments de la tribu :

P, ({pile, face}) = 98/100

P, ({pile, tranche}) = P, ({face, tranche}) = 51/100
P, () =1

Le lecteur pourra vérifier que (€2,, F,,P,) est bien un espace de probabilité car F, et P,
vérifient les définitions de tribu et de mesure de probabilité. De facon triviale I’événement
() est négligeable et I’événement €2, est presque sir. La probabilité conditionnelle d’avoir
{face} sachant {pile} est nulle car les événements {face} et {pile} sont disjoints. La
probabilité conditionnelle d’avoir {pile} sachant {pile, tranche} est :

P({pile}|{pile, tranche}) =
P({pile} N {pile, tranche}) P({pile}) _49/100

P({pile, tranche}) -~ P({pile, tranche}) ~ 51/100

= 49/51
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3.1.1 Elément Aléatoire

Un élément aléatoire est une application mesurable (voir [44, 46, 28| pour la définition
d’application mesurable) entre deux espaces mesurables (2, Fq) et (E, Fg), souvent notée
X. Si’ensemble d’arrivée E de X est R ou une partie de R on pourra préciser qu’il s’agit
d’une variable aléatoire, au lieu d’élément aléatoire. Si cet ensemble d’arrivée est N, ou
un ensemble enumérable ou fini, on pourra parler d’une variable aléatoire discréte. Si cet
ensemble est un espace vectoriel on pourra parler de vecteur aléatoire, etc.

3.2 Les processus stochastiques

Un processus probabiliste est

1. un processus, c’est-a-dire une entité dont les caractéristiques évoluent au cours du
temps,

2. probabiliste, dont les caractéristiques sont probabilisées.

Dans certains ouvrages le terme processus stochastique est utilisé pour désigner un proces-
sus probabiliste & temps continu. Dans d’autres ouvrages ces deux termes sont équivalents.
Dans ce mémoire, un processus stochastique désignera un processus probabiliste a temps
continu.

L’espace fondamental 2 d’un processus probabiliste (ou stochastique) correspond a
I’ensemble de toutes les exécutions infinies ou finies du processus et la tribu Fq a I’ensemble
de tous les ensembles d’exécutions définis comme étant mesurables. ) et Fn n’ont pas
besoin d’étre explicités car les probabilités du processus sont définies et manipulées au
travers de lois d’éléments aléatoires. Un processus probabiliste est formalisé par une famille
d’éléments aléatoires X = (X;)ser. Les valeurs possibles de chaque élément X; sont les
états possibles du systéme a l'instant ¢ € T ou T définit I’ensemble des instants. Cet
ensemble peut étre discret (N par exemple) ou continu (R, par exemple, dans le cas d’un
processus stochastique). La loi de probabilité sur X définit la probabilité du processus
a chaque instant de se trouver dans tel ou tel état, on appelle cette loi la trajectoire du
processus.

3.2.1 Les processus de Markov

Un processus de Markov est un processus probabiliste dont le comportement futur
ne dépend que de 'instant courant et pas de ce qui s’est passé avant. Pour cette raison,
on dit qu'un processus de Markov est sans mémoire. On peut parler indifféremment de
processus de Markov ou processus markovien ou encore processus possédant la propriété
de Markov. En voici la définition formelle.

Définition 3.1 (Propriété de Markov) Un processus probabiliste (X;)ier posséde la
propriété de Markov si et seulement si pour tout t < t', P(Xy =5 | X, = f(r),0 <r <
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t) = P(Xy = §'| Xy = f(t)) quelle que soit f, une fonction du temps vers les états du
systéme.

Dans ce mémoire on s’intéressera aux processus markoviens qui sont homogénes dans le
temps, c’est-a-dire tels que les probabilités de prendre les transitions en fonction de I’état
courant restent fixes au cours temps :

Vi S tl,]P(th = SI|Xt = S) = P(Xt_tl = SI|X0 = 8)

Il est toutefois possible de rendre & un processus markovien sa mémoire, et méme de le
rendre non-homogeéne dans le temps en inscrivant dans ses états courants tout ou partie de
son histoire. Néanmoins le processus avancant dans le temps et la quantité d’information
pour décrire un état (et I'histoire qui a conduit a cet état) grandissante, la quantité d’états
nécessaire pour décrire le systéme peut devenir infinie. Il est donc courant d’inscrire dans
les états courants d’un processus markovien seulement une partie de son histoire, comme
par exemple les n derniers états rencontrés, on parle alors de processus de Markov de degré
n.

3.2.2 Les Chaines de Markov & Temps Discret

Une chaine de Markov a temps discret (CMTD) est un processus de Markov dont
I’espace d’états est fini ou infini dénombrable et le temps modélisé par ’ensemble des
entiers naturels. Une CMTD peut se représenter par un graphe orienté étiqueté. Les
sommets de ce graphe représentent les états et les valeurs sur les transitions représentent
la probabilité avec laquelle la transition est prise.

Définition 3.2 (Chaine de Markov a temps discret) Une chaine de Markov a temps
discret, notée aussi CMTD, est la donnée de :
— S un ensemble d’états fini ou infini dénombrable,
— une matrice P : S x S +— [0;1] appelée matrice de transition, telle que pour tout
état s € S la somme des probabilités de tirer une transition sortante de s est égale
a 1, ou 0 et dans ce cas l’état s est qualifié d’absorbant :

N 1
Vs €5, ZP(S’S) _{ 0 sis est absorbant

s'eS

— un vecteur (ici il s’agit d’un vecteur ligne) m : S +— [0;1] appelée la distribution

initiale, tel que :
Z m(s) =1
SES
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Soit X = (Xi)en le processus markovien associé & une matrice de transition P et une
distribution initiale w. La loi de X est définie par les équations suivantes :

Vs e S, P(Xo =s) =m(s)
Vs, s' € S, P(X; = §'|Xo=3) =P(s,5)

Il est & noter que ces deux formules définissent entiérement la loi de X. Il est possible de
démontrer par récurrence [28], en prenant en compte la propriété de Markov et d’homo-
généité que la probabilité d’atteindre un état s’ depuis s en n étapes se calcule ainsi :

P(X;n = §'|X; =5) = P"(s, §')

ol P" est la n’®™¢ puissance associée au produit matriciel.

Enfin, on appelle un chemin ou une exécution de X une suite d’états de S indexée sur
le temps o : T +— S définissant a chaque instant ¢ I’état o(t) visité par le chemin. Si X ne
posséde pas d’état absorbant alors 7 = N sinon 7' = {0,1,2,...,m} et o(m) est un état

absorbant.

La figure 3.1 représente une chaine de Markov, a gauche sa représentation sous forme
de graphe et a droite sa matrice de transition. La fléche entrante pointant vers I’état
s; du graphe désigne I’état initial, ce qui correspond au vecteur initial, m(s;) = 1 et
m(s2) = m(s3) = 0. Un chemin possible pour cette chaine pourra étre par exemple :

c0)=s o(l)=sy 0(2)=s5 0c3)=s3 0(4) =sy
qui pourra aussi se représenter de la maniére suivante :

§1 —> 8 —» 81 —> 83 —> Sg...

3.2.3 Les chaines de Markov & temps continu

Une chaine de Markov a temps continu (CMTC) est un processus de Markov dont
I’espace d’état est fini ou infini dénombrable et dont le temps est modélisé par R, . Une
CMTC peut se représenter par un graphe orienté étiqueté. Les sommets de ce graphe
représentent les états et les valeurs sur les transitions représentent le taux avec lequel une
transition est prise. Le lecteur désirant plus d’information & propos des CMTCs pourra
se reporter aux ouvrages [51, 46, 28|.

Définition 3.3 (Chaine de Markov a temps continu) Une chaine de Markov a
temps continu, notée aussi CMTC, est la donnée de :
- S un ensemble fini ou infini dénombrable d’états,
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NI= = O
ol il S|
o o gle

Figure 3.1: Chaine de Markov a temps discret et sa matrice de transition

— Une matrice Q : S x S — R, le générateur infinitésimal, telle que :

Vs € S,Q(s,s8) = Zst

s'es
s'#s

— Un vecteur (ici il s’agit d’un vecteur ligne) m: S +— [0, 1], la distribution initiale tel

que :
Zw(s) =1

SES

Soit X = (Xi)ier, le processus markovien associé au générateur infinitésimal Q et a la
distribution initiale w. La loi de X est définie par les équations ci-dessous :

Vs e S, P(Xop =s)=m(s)
Vs,s' € SVt,At e Ry,

") x At 4 o(At) st s# s
P(Xppar = o/|X, = 5) = { U550 > .

(Xiar = 51X, = 5) { 1—-Q(s,s) x At+o(At) sis=s
avec lima;_yo O(TAZ) =0
La définition ci-dessus décrit le comportement du processus par les variations infinitési-
males de la probabilité, en fonction du temps, de rester ou de changer d’état. Si ps(t)
désigne la probabilité P(X; = s) et p(t) le vecteur ligne avec p,(t) pour s € S une com-
posante de ce vecteur, la trajectoire de X, c’est-a-dire p(t), correspond a la solution du
systéme différentiel ordinaire p(t)=p(t) x Q :

p(t) = me™ 9

Le lecteur peut consulter I’annere A.1 pour plus de détails concernant la dérivation de
ce systéme différentiel. Ainsi, la probabilité de rester dans un état s décroit de maniére
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Figure 3.2: Exemple d’une chaine de Markov a temps continu

exponentielle en fonction du temps (voir aussi I’anneze A.2). D’un point de vue microsco-
pique Q(s, s) représente le coefficient directeur de la loi de probabilité d’étre dans ’état s’
sachant que le systéme est dans I’état s. Il correspond aussi d’'un point de vue macrosco-
pique & la fréquence moyenne de tirer de la transition (s, s’). Ainsi le temps moyen pour
le processus de sortir de s est 7Q%s,s). La probabilité pour passer de 1’état s a s’ sachant
qu’une transition est tirée est :

Q(sasl) 1
P(s,s') = { Qe S Qs5) 70

0 sinon

L’annere A.3 contient la justification mathématique du calcul de P.

Exemple 3.2 Soit X une CMTC défini par :
— S ={s1, 89,83},
— m(s1) =1, w(sg) =m(s3) =0,
- Q(81,82) =2, Q(51,83) =4, Q(82,83) =5, Q(81,81) = Q(82,81) = Q(82,82) =0=
Q(Sg, 81) = Q(83,82) = 0.

X suit les lois de probabilités? ci-dessous :

P(X; =s5) =e %

P(X; =s3)=1+¢€ % —2¢

P(Xt—l—t’ = S3|Xt = 83) =1

P(Xt—l—t’ = 81|Xt = 83) = ]P(Xt—}—t’ = Sl‘Xt = 82) =0

La figure 3.2 représente a gauche le graphe de cette CMTC et a droite sont générateur
infinitésimal. La probabilité initiale est w(s;) = 1 et w(s9) = m(s2) = 0 et est indiquée par
la fléche pointant vers I’état s; (comme dans la figure 3.1).

On appelle probabilité transitoire de X a I'instant ¢ les probabilités que X se trouve
dans chacun des états, ce qui correspond aux valeurs du vecteur p(t). Les CMTCs vérifient

2Ces lois s’obtiennent & partir de p(t) = 7e!*Q. Mais le calcul est assez compliqué. Pour obtenir
P(X; = s3) il faut utiliser un produit de convolution sur les densités de probabilités de passage entre
81 — S et so — s3.



3.2. LES PROCESSUS STOCHASTIQUES 31

une propriété importante concernant leur comportement asymptotique. Quand ¢ tend vers
I'infini leur probabilité transitoire se stabilise :

dc e S — [0;1], tli)m p(t) =cet Zc(s) =1
sES

Exemple 3.3 Soit X une CMTC d’espace d’état S = {s1, S2, s3}, avec 1’état initial s;
et la matrice de transition :

—4 1 3
Q= 5 -7 2
3 3 —6

Voici les valeurs numériques de p(¢) a différents instants :

¢ 0 0.1 0.3 0.5 0.7 1
1 0.71 0.50 0.49 0.48 0.48
p(t)| | 0 0.08 0.18 0.19 0.20 0.20
0 0.19 0.30 0.30 0.31 0.31

On peut en effet remarquer que les probabilités transitoires se stabilisent & partir du temps
0.7.

On définit maintenant la notion de chemin ou ezxécution d'une CMTC ainsi que des
notations utilisées dans la suite du document.

Définition 3.4 (Chemin, exécution) On appelle chemin ou exécution de X une fonc-
tion o : Ry — S définissant & chaque instant t ’état o(t) visité par le processus.

Remarque : dans ce mémoire les CMTCs considérées auront la plupart du temps un état
initial, noté en général s, au lieu d’une distribution initiale. Ceci revient simplement &
considérer une CMTC dont la distribution initiale 7 est telle que 7(sy) = 1 et m(s) =0
pour tout s # s,.

Il est montré dans [22] que I’ensemble des chemins (ou exécutions) possédant une
infinité de transitions entre deux instants est de probabilité nulle. On peut ainsi sans
perte de généralité représenter une exécution comme une suite finie ou infinie d’états et
d’instants, notée de la maniére suivante :

to t1 t;
O=8 —>81 —>...8 —> ...

Une telle exécution commence donc par ’état sg, y reste pendant un temps ¢, puis saute
dans I’état s;, y reste pendant un temps t¢;, etc. On introduit aussi les deux notations
suivantes :

seme

— Pour tout i € N, o[i] désigne le i®™¢ état de o :

oli] = s;
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— Pour tout t € R, 0@t désigne ’état de o au temps ¢ :

VtERy, i, t< Y t;, 0@t = ofi]

§=0

. . . L, to t1 tr—1 . . ,
Si le chemin est fini, noté sy — s — ...s;_1 — S, cela implique que s, est un état
absorbant, autrement dit Q(sg, sx) = 0. Dans ce cas o[i] est seulement défini pour tout
i < k et cQt = s, pour tout t > Z?;& t).

Du fait de la propriété sans-mémoire du processus, le seul type de distribution définis-
sant la probabilité, en fonction du temps, de prendre une transition en fonction de 1’état
courant est exponentielle car I’exponentielle est la seule fonction dont toute translation
sur ses abscisses donne elle-méme modulo une remise a ’échelle sur ses ordonnées (voir
la page 18 section 2.2.2 pour plus d’explications). Quoiqu’il en soit il est quand méme
possible d’approcher n’importe quel type de distribution en composant un nombre fini
d’états. De telles distributions sont appelées distributions de type phase [50]. Dans la
section 3.3 nous aborderons plus en détail les distributions de type phase.

3.2.4 Comparaison entre CMTD et CMTC

Etant données une CMTC et une certaine unité de temps, on peut construire une
CMTD qui approche le comportement de la CMTC. Soient Q le générateur infinitésimal
d'une CMTC et 7 sa distribution initiale. La matrice de transitions P de la CMTD
associée s’obtient :

— en multipliant Q par 'unité de temps choisie ¢,

— en complétant la diagonale de telle sorte que la somme des probabilités de chaque

ligne soit égale a 1.
Ceci correspond a l'opération matricielle suivante :

P=I+¢Q

ou I est la matrice identité. Les distributions initiales des deux chaines restent identiques.
La figure 3.3 montre une CMTC et sa CMTD associée. Dans cette CMTD associée,
chaque transition marque le passage d’un temps égal a 1'unité choisie. Le comportement
de la CMTD associée tend vers le comportement de la CMTC quand 'unité de temps tend
vers zéro. C’est ce que formalise I’équation suivante (voir I’anneze A.4 pour les détails
mathématiques) :

Vit € Ry ll_r)% (I + eQ)t/d = 7e!Q

Malgré cette propriété, il n’est pas évident en pratique de produire une CMTD fidéle a
sa CMTC car la matrice de transition de la CM'TD associée est calculée avec une précision
plus ou moins bonne. Le choix de modélisation d'un systéme par une CMTC ou par une
CMTD n’est donc pas arbitraire. Cette équation définit en fait la méthode numeérique
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Figure 3.3: A gauche une chaine de Markov a temps continu, a droite sa chaine a temps
discret associée avec pour unité de temps e = 0.01

la plus élémentaire pour approcher la trajectoire d’'une CMTC. 1l existe de nombreuses
méthodes numériques plus efficaces en temps et en précision pour approcher la trajectoire
d’'une CMTC. C’est pourquoi travailler avec des CMTDs plutot que des CMTCs pour
des raisons uniquement calculatoires ne constitue pas une bonne démarche. Dans la cadre
du probléme de I’évaluation de performances d’un systéme distribué I’aspect temporel du
modéle est prédominant car les performances portent sur des caractéristiques temporelles.
Il apparait donc plus intéressant de travailler avec des CMTCs plutot que des CMTDs.

3.3 Les distributions de type phase

Une distribution de type phase [50] est obtenue par une CMTC composée de plusieurs
états transitoires, appelés phases, et d’un état absorbant. Elle correspond & la probabilité
d’étre dans ’état absorbant en fonction du temps. Les distributions de type phase sont

intéressantes car elle permettent de représenter des distributions complexes tout en étant
des CMTCs a états fini.

Définition 3.5 (Distribution de type phase) Une distribution de type phase est une
CMTC qui posséde un état absorbant, elle est définie par :
— S un ensemble fini d’états dont l’état absorbant, noté nil. S, désigne ’ensemble
des phases, c’est-a-dire S sans nil, S = Spp U {nil}.
—t: Spn = Ry est le vecteur de sortie.
= T 5pp X Spp, = R est le générateur infinitésimal de phases, tel que :

Vs € Spr T(s,8) = —t(s) — > _T(s,)

— m: Spp > [0;1] est la distribution initiale, telle que :

D w(s)=1

SESph
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Distribution d’'une loi Erlang-10 de taux 1/2
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Figure 3.4: Distribution cumulative de Erlang-k
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Figure 3.5: Distribution cumulative hyperexponentielle

La CMTC définissant une distribution de type phase de générateur infinitésimal de phases
T, de vecteur de sortie t et de distribution initiale 7 a donc pour générateur infinitésimal
Q= ( T ¢ > et pour vecteur initial (7 0).
0...0 0

Les distributions de Erlang-k définies par une série de k états, les distributions hyperex-
ponentielles définies par une composition paralléle d’états ou les distributions de Cox, une
généralisation de Erlang-k et de hyperexponentielles, sont toutes des cas particuliers de
distributions de type phase. Les figures 3.4, 3.5 et 3.6 représentent respectivement une dis-
tribution de Erlang-k, hyperexponentielle et de Cox. En général une distribution de type
phase laisse la possibilité d’avoir n’importe quelles transitions entre les états transitoires.
Les distributions de type phase de ce type sont plus expressives que les distributions de
Cox. En revanche toute distribution de type phase acyclique est équivalente & une distri-
bution de Cox. Nous verrons dans la section 4.3.4 qu’il existe des algorithmes permettant
d’induire le générateur infinitésimal et le vecteur de sortie d’un distribution de type phase
de sorte que celle-ci approche de suffisamment prés une distribution quelconque.
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Figure 3.6: Distribution cumulative de Cox
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Chapter 4

Etat de PArt

Dans ce chapitre on commence par présenter différentes méthodes pour le model che-
cking probabiliste. On insiste davantage sur le modéle checking pour les chaines de Markov
a temps continu avec la logique CSL car il a été utilisé au chapitre 5 pour formaliser et
évaluer deux contraintes de performances d’une simulation distribuée. On présente ensuite
différents types de modéles définissant des processus probabilistes pour le model checking
probabiliste. On présente en détail I'algébre PEPA qui permet de décrire une chaine de
Markov a temps continu de facon compositionnelle. Enfin on présente ’algorithme EM
pour l'approximation de distributions de type phase permettant de trouver les coefficients
d’une chaine de Markov a temps continu avec état absorbant qui maximisent (localement)
la vraisemblance d’un ensemble de temps d’absorption.

4.1 Outils et méthodes pour le model checking proba-
biliste

4.1.1 Généralités sur la vérification formelle

La vérification formelle [29] est un moyen d’assurer formellement, c’est-a-dire en usant
uniquement de la “forme”, qu’un modéle ou plus généralement une axiomatique vérifie une
propriété. On définit un systéme formel comme la donnée de :

1. Un langage définissant syntaxiquement l’ensemble des formules logiques du systéme.
2. Un ensemble de formules logiques appelées axiomes.

3. Un jeu de régles de réécriture pour produire de nouveaux théorémes a partir d’un
ensemble d’axiomes ou de théorémes.

L’enchainement des étapes de réécritures entre les axiomes et la propriété a vérifier s’ap-
pelle une preuve formelle. L’équivalence entre la preuve formelle et la preuve mathéma-
tique informelle consiste & traduire le systéme formel dans un autre systéme (en fait
peut-étre aussi formel que le premier mais éventuellement plus proche de 'intuition), en

37
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général la théorie des ensembles [37]. Cette traduction définit la sémantique du systéme
formel. L’approche preuve formelle est plus intéressante que le test' dans la mesure ol un
jeu de tests peut permettre de conforter ou d’infirmer qu’un modéle vérifie une propriété
mais rarement d’affirmer?.

Bien qu’il soit en théorie et en pratique assez facile de mécaniser le procédé de recherche
d’une preuve formelle, il est assez difficile et rare d’obtenir des résultats dans une borne
de temps acceptable. Si le systéme formel choisi est suffisamment riche pour se représenter
lui-méme, la complexité algorithmique du procédé de recherche n’est bornée par aucune
fonction. 11 s’agit alors d’un probléme indécidable [56, 47].

Dans le cadre du model checking, on parlera souvent de modéle plutdt que d’ensemble
d’axiomes ou axiomatique. En réalité il n’existe pas vraiment de distinction entre les
deux (voir pour cela les travaux de Herbrand [31]) mais le terme modéle a tendance a étre
employé pour désigner une axiomatique représentant intuitivement un seul objet?.

4.1.2 Le model checking

Le model checking est une technique permettant d’obtenir des preuves formelles sui-
vant un paradigme simple. Voici un exemple de paradigme : Si la propriété est vraie pour
tous les états du modéle alors elle est vraie pour toute exécution de celui-ci. La méthode
consiste alors & explorer tous les états du modéle jusqu’a I'infirmation de la propriété ou,
dans le cas ot tous les états ont été explorés, son affirmation. L’avantage d’un tel procédé
est que si le modéle a une quantité finie d’états la procédure de preuve est stire d’abou-
tir*. L’inconvénient est que, dans bien des cas, il peut exister des preuves beaucoup plus
courtes ne vérifiant pas ce paradigme et pour cette raison, inconstructibles par le model
checker. Il est par exemple tout a fait possible de laisser travailler une semaine un model
checker pour aboutir au message d’erreur “dépassement de capacité de mémoire” sur une
propriété démontrable en 5 minutes par un expert humain.

Etant en développement depuis plus de 20 ans, le model checking fait appel a de
nombreux langages de description de modéles, comme les automates de Biichi [60] ou les
automates temporisés [3], de nombreuses logiques comme LTL [55], CTL [15, 23| ou le p-
calcul [48] et de nombreux algorithmes. Il existe également des méthodes pour compresser

I Néanmoins, dans un bon nombre de situations la preuve formelle n’est pas encore applicable et on ne
peut donc pas se passer des procédures de tests. De plus, il est toujours indispensable de faire des tests
sur le systéme réel pour vérifier 'adéquation entre le modéle et la réalité.

2Sauf sur des propriétés décrivant exactement le cas particulier couvert par le test.

3Si du strict point de vue de la preuve formelle la question de savoir si une axiomatique désigne un
ou plusieurs objets n’a pas beaucoup de sens, en pratique cela dépend de I'utilisation qu’on fait de cette
axiomatique en dehors de la preuve formelle. Par exemple si ’axiomatique définit un automate fini, alors
si 'automate est utilisé comme un programme exécutable sur un OS on aura envie de voir un seul objet
mais si Pautomate est utilisé pour définir ’ensemble des automates avec lesquels il est en relation par
rapport & une certaine relation de bi-simulation, alors on aura envie d’en voir plusieurs.

4Elle est théoriquement stre d’aboutir mais pratiquement cela dépend des ressources en espace et en
temps, et de la rapidité du matériel.
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les modéles a vérifier. La compression destructive, appelée aussi abstraction ou simulation
|16], peut accélérer énormément la procédure de model checking. En effet elle consiste a
masquer autant que possible les parties du modéle n’apportant pas d’information sur
la validité ou I’'invalidité d’une propriété donnée. Une telle opération peut toutefois étre
cotiteuse et difficile a réaliser et encore plus difficile & automatiser. La compression non-
destructive, réalisée par exemple en codant le modéle avec des BDDs [12| permet de
représenter de fagon plus concise le modéle qu’avec une description énumérative. Ce qui
a en général pour conséquence d’économiser de la ressource mémoire au détriment de la
ressource CPU.

4.1.3 Le model checking temporisé

Il existe également des model checkers dits temporisés, par exemple Kronos [65] ou
Uppaal [9]. Les model checkers temporisés utilisent des automates temporisés [3] comme
langage de modélisation et des logiques temporelles temporisées [58] comme langage de
spécification des formules a vérifier. Les automates temporisés sont des automates étendus
avec des horloges, c’est-a-dire des variables a valeurs dans R, qui modélisent le temps
passé dans le systéme. Ceci génére potentiellement des modéles avec une infinité d’états.
Toutefois, si 'automate et la logique temporisé sont suffisamment limités dans leurs ex-
pressivités [10], il est possible d’abstraire cet automate temporisé par un automate fini
équivalent [3] et de traduire la formule en logique temporelle temporisée par une formule
en logique temporelle équivalente [8]. Ce qui raméne la vérification du modéle temporisé
a une procédure de model checking traditionnelle.

4.1.4 Le model checking probabiliste

Dans cette thése le model checking probabiliste a été utilisé pour vérifier des formules
CSL (présenté en section 4.1.4) sur un modéle de simulation distribuée HLA décrit par
une CMTC. CSL est une extension & temps continu de PCTL. Avant de présenter CSL
on présente d’abord PCTL laquelle permet de comprendre plus facilement CSL.

La logique PCTL

PCTL pour Probabilistic Computation Tree Logic a été introduite en 1994 par Hans
Hansson et Bengt Jonsson dans [30]. C’est une extension probabiliste de CTL [15, 23].
PCTL permet de formuler des propriétés probabilistes sur des CMTDs, les états de la
CMTD contenant des propositions élémentaires. On donne dans un premier temps la
syntaxe des formules de PCTL puis on explique leur sémantique :

Définition 4.1 (Syntaxe des formules de PCTL) Soit A un ensemble fini de pro-
positions atomiques, A = {q,r,...}. La syntaxe des formules de PCTL est définie, par
nduction, de la maniére suivante :

®,0 = vrai | A| O | DAV | Xy,® | BUSLT
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>~

Figure 4.1: Exemple de modéle pour PCTL

avec € {<, <, >, >}, peR0O<p<1etteNU{x}

Les propositions atomiques ¢ € A, les formules vrai ou celles construites avec les opéra-
teurs = ou A s’interprétent de facon traditionnelle et non probabiliste. En revanche les
deux opérateurs X, ® et @Ué;\ll, appelés respectivement opérateur Next et opérateur
Until, permettent de prendre en considération la mesure de probabilité d’un ensemble
de chemins spécifié par les formules ® et W. Dans la formule CDL{D%;\II, si t # oo alors on
parlera de Until borné et de Until non-borné sinon. Avant de donner la sémantique exacte
de chacun des opérateurs de cette logique il faut définir précisément sur quels modéles
cette logique s’interpréte.

Définition 4.2 (Modéle d’interprétation de PCTL) Un modéle d’interprétation
d’une formule PCTL est un quintuplet (S, s, P, A, L) ot :
— S est un ensemble fini d’états,
— s € S est létat initial (il peut aussi étre considéré comme [’état courant de l'inter-
prétation)
- P :S xS —[0;1] est une matrice de transition (voir la définition 3.2),
— A est un ensemble de propositions atomiques,
— L: S~ P(A) une fonction qui assigne & chaque état s l’ensemble des propositions
atomiques vraies dans s.

La figure 4.1 représente la méme chaine de Markov que celle de la figure 3.1 a la page 29.
L’ensemble des propositions atomiques A = {¢,r} et la fonction L = {s; — {q},s9 —
{r},s3 — {q}} ont été ajoutés. On définit comment une formule de PCTL s’interpréte
sur un modéle.

Définition 4.3 (Sémantique de PCTL) Soit (S,s,P, A, L) un modéle, ® et ¥ deux
formules de PCTL. On définit la sémantique de PCTL a l’aide de la relation |=, par
induction :

- (S,s,P, A, L) = vrai est toujours vrai,

- (S,8,P,A,L) = a si et seulement si a € L(s),
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- (S,s,P,A, L) =~ si et seulement si on n’a pas (S,s,P,A, L) =&,
- (S,s,P,A,L) = ® AV si et seulement si :

(S,5,P,A,L) =® et (S,5,P, A, L) =¥
- (5,5, P,A L) = Xp® si et seulement si P(oxe|Xo = s) > p, avec :
oxe = {olo(0) =s et (S,0(1),P,A L) =}
- (5,5,P,A, L) = QUSV si et seulement si P(ogy<ey | Xo = 5) > p, avec :
Ooys<ty = 0|3 < t,(S,0(0),P,A, L) =V et Vj <14, (S,0(j),P, A, L) = o}
avec XE {<, <, >, >},

Intuitivement X, ® est vrai si la probabilité p’ que la prochaine transition arrive dans un
état ou @ est vrai vérifie p’ > p. La formule @Z/{<t\I! est vraie si la probabilité p’ d’avoir
une exécution telle que ® est vrai a chaque instant jusqu’a ce que ¥ soit vrai et cela dans
un temps inférieur ou égale a ¢ vérifie p’ < p.

On présente ’algorithmique proposé par Hans Hansson et Bengt Jonsson dans [30]
pour effectuer cette vérification. Etant donnés un modéle d’interprétation (S, s, P, A, L)
et une formule ®, on définit un algorithme permettant d’obtenir I’ensemble des états ot
la formule ® est vraie, noté Sat(®) C S. Aussi une fois Sat(®P) calculé il suffit de vérifier
que s € Sat(P).

Définition 4.4 (Satisfaction de PCTL) Le calcul de Sat(®) s’opére par récurrence
sur la formule ® :

- 81 ® = a alors Sat(®) = {s € Sla € L(s)}

- 51 & =0 alors Sat(®) = S\Sat(V)

— 51 ® =Wy AWy alors Sat(®) = Sat(Vy) N Sat(¥s)

- 51 ® = X,V alors :

Sat(®)={se€ S| >  P(s,s) sap}
s'€Sat(¥)
—si & = WU Ty, avec e {<,<,>,>} alors Sat(®) = Sat(¥y) U Sat'(®) o
Sat'(®) C 5" avec S' = Sat(V1)\Sat(Vy) . On définit aussi S" = S\(Sat(¥y) U
Sat(¥3)) (la figure 4.2 permet de visualiser S’ et S"),

~ sit =00 on résout le systéme linéaire suivant (voir I’annexe B.1 pour la justifi-
cation mathématique de ce systéme linéaire) :

VsES',pS—ZPss X pgt + Z P(s,s) (4.1)

s'esS’ s'€Sat(¥s)

alors Sat'(®) = {s € S'|ps > p}
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-

Sat(¥1) 1

-

Sat(P2) &=

Figure 4.2: S = Sat(V,)\Sat(Vsy) et S" = S\(Sat(¥;) U Sat(¥,))

~ st t # 00, soit M la matrice S x S :

1 sis € Sat(Vy) et s =5
M(s,s') =< P(s,s') sise s
0 sinon

S0it T, le vecteur colonne de taille |S| tel que g, g, (s) =1 si s € Sat(Vy)
et 0 sinon, alors :

Sat'(®) = {s € §'|(M" X Tyayw,))(s) = p}

La principale difficulté de ’algorithme concerne I’opérateur Until. On peut tout d’abord
remarquer que Sat(¥s) C Sat(®) C Sat(¥;) U Sat(¥s,). En effet tout état dans lequel la
formule ®, est vraie vérifie immédiatement la formule \1112/15;\112 et tout état dans lequel
ni la formule ®; ni la formule ®, ne sont vraies ne peut vérifier la formule \Ifll/{;;\h.
Il ne reste donc qu’a effectuer le calcul de Sat(®) restreint a S’ qu’on note Sat'(®). Si
t = oo il faut résoudre le systéme linéaire 4.1 (voir I’anneze B.1). Si ¢t # oo on considére la
matrice M qui définit comme aspirant® tout état vérifiant ¥, et qui annule les transitions
sortantes des états qui ne vérifient pas ¥;. Ainsi M! x Wgat(%) correspond & la probabilité
d’avoir une exécution qui, & 'instant ¢, est dans un état aspirant de Sat(¥s) et qui n’a
visité que des états de Sat(¥;) avant d’atteindre cet état aspirant.

Exemple 4.1 On peut vérifier si le modéle de la figure 4.1 satisfait la formule ¢ =
qZ/{Eg’JT. Le langage défini ne contient pas 'opérateur logique = on considére donc la for-
mule (g A —(qU=},7)). Le modéle de la figure 4.1 a pour état initial s; on cherche donc a
vérifier si s; € Sat(=(g A~ (U ,7)). On va appliquer les régles de la définition 4.4 pour
définir successivement Sat(q), Sat(r), Sat(qUSs ,r), Sat(—~(qUy 7)), Sat(qg A —(qUSs 7))
et enfin Sat(—(g A ~(qUS; 7)) :

5Un état aspirant n’a qu’une transition réflexive de probabilité 1. Une fois le processus dans un état
aspirant, il y reste. Nous avons choisi ici le terme aspirant simplement pour ne pas le confondre avec la
définition d’état absorbant d’'une CMTD donnée dans la définition 3.2 page 27.
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1.
Sat(q) = {s1; 53}
2.
Sat(r) = {s9}
3.
Sat(qUSs ;1) = Sat(r) U {s € Sat(q)\Sat(r)|(M? x Tsar(ry(8) > 0.7}
0 % 1 0
avec M= 0 1 0 et Tgum = | 1
0
3 3 0
119
200
On obtient par calcul M3 x T Sat(r) = 1
31
. - 10
on en déduit que Sat(qU<y,7) = {s2; s3}
4.
Sat(=(gUsyr)) = {51}
D.
Sat(q A =(qUsgqr)) = {s1}
6.

Sat(=(g A ~(qU5r))) = {5253}

En conclusion notre modéle ne satisfait pas la formule ¢ = qM§§_7r

La logique CSL

La logique CSL pour Continuous Stochastic Logic a été introduite par Adnan Aziz,
Kumud Sanwal, Vigyan Singhal et Robert Brayton en 1996 dans ’article [1]. C’est une
logique temporelle semblable & PCTL permettant de formuler des propriétés sur des pro-
cessus stochastiques & temps continu. L’article cité ne propose pas d’algorithme explicite-
ment mais prouve que la vérification de CSL sur des CMTCs est décidable. Trois années
plus tard, Christel Baier, Joost-Pieter Katoen et Holger Hermanns proposent dans I’ar-
ticle [5] un algorithme effectuant une approximation de cette vérification. Il s’agit d’une
approximation au sens oul la mesure de probabilité définie par une formule est calculée
avec une certaine précision. Si par exemple la précision choisie est de ¢ = +0.1, si la
formule a vérifier est du type ®US] 45U et si I'approximation de la mesure de probabilité
est P(ogy<tw) = 0.5 alors I’algorithme ne sera pas en mesure de décider de sa satisfiabilité
puisque 0.5 &= 0.1 n’est pas comparable avec 0.45. Dans ce type de situation il est alors
possible de relancer I'algorithme avec une meilleur précision pour arriver, éventuellement,
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a obtenir un résultat. Si la probabilité réelle a approcher est égale & 0.45 il est possible
de se trouver dans une situation o la comparaison entre 0.45 et la probabilité calculée
ne soit jamais possible. Donc, strictement parlant, cet algorithme, méme incluant la pro-
cédure de raffinement, n’est pas décidable. Ceci n’est pas trop génant dans la mesure ol
la chance de se retrouver dans un tel cas est certainement assez faible.

La logique CSL est syntaxiquement identique a la logique PCTL avec en plus 'opéra-
teur S.p(®). La sémantique de cet opérateur est de comparer, vis & vis de la valeur p, la
probabilité d’étre dans un état qui vérifie ® & un instant ¢ qui tend vers I'infini®. Voici la
syntaxe compléte de CSL :

B0 u= vrai | A =P [ DAV | Xy, ® | DUST | S0 (D)

avec E {<, <, > >} peR0O<p<letteR, U{oo}.

Avant de donner la sémantique des opérateurs de CSL on définit sur quels modéles
cette logique s’interpréte.

Définition 4.5 (Modéle d’interprétation de CSL) Un modéle d’interprétation d’une
formule CSL est un quadruplet (S, s, Q, A, L) ot :
— S est un ensemble fini d’états,
— s €S est l’état initial (il peut aussi étre considéré comme [’état courant de ’inter-
prétation)
- Q:S xS [0;1] est un générateur infinitésimal (voir la définition 3.3),
— A est un ensemble de propositions atomiques,
— L: S+ P(A) une fonction qui assigne a chaque état ’ensemble de ses propositions
atomiques vraies.

Ici on a défini un modéle d’interprétation de CSL comme étant une CMTC avec un état
initial augmentée d’une fonction d’étiquetage L qui définit pour chaque état ses proposi-
tions atomiques vraies. On définit ensuite comment une formule de CSL s’interpréte sur
un modéle.

Définition 4.6 (Sémantique de CSL) Soit (S,s,Q, A, L) un modeéle de CSL, ® et ¥
deuz formules de CSL. On définit la sémantique de CSL a l’aide de la relation =, par
induction :

- (S,s,Q, A, L) = vrai est toujours vrai.

- (S,s,Q,A, L) = a si et seulement si a € L(s)

- (S,s,Q, A, L) =~ si et seulement si on n'a pas (S,s,Q, A, L) =,

- (S,8,Q,A, L) =® AV si et seulement si :

(S,5,Q,AL)Ed et (S,s,Q,A L) =V

6Le S de Snqy(®) désigne le terme anglophone steady qui peut se traduire en frangais par stable (voir
la section 3.2.3 pour plus de renseignements sur le comportement asymptotique d’une CMTC).
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—(S,5,P,A, L) = X, ® si et seulement si P(Ch | Xy = s) X p, avec :
Ch = {o]o(0) = 5 et (S,0[1],Q, L) - 0}
- (5,5,Q,A, L) = @MD%;\II si et seulement si P(ogy<ty | Xo = $) X p, avec :

Opysty =

{o|3t' <t (S,0@t',Q,A, L) =V et Vt" <t, (S,0Qt", Q,A, L) =}

et t € RU {oo}.

- (5,5,Q,A, L) = Sp(P) si et seulement si la probabilité pe d’étre dans un état
satisfaisant ® quand le temps tend vers linfini’, vérifie pe > p, c’est-a-dire formel-
lement :

lim P{X; € Sat(P)| Xy = s} >xp
t—00

avec XE {<, <, >, >},

A T'exception de I'opérateur Until borné, les opérateurs de CSL ne posent pas plus de dif-
ficulté algorithmique que pour la logique PCTL. L’opérateur S.,(®P) consiste a résoudre
un systéme linéaire de taille au plus |S| (voir [5] pour plus de détails), et 'opérateur Until
non-borné se résout de la méme maniére que dans PCTL en prenant pour matrice de
transition P(s,s’) = Q(s,s')/Q(s,s) si s # s’ et P(s,s) = 0. Les autres opérateurs, a
I’exception du Until borné, se résolvent de la méme fagon que pour PCTL.

La particularité du Until borné est que sa résolution est approximative. Il peut donc
entrainer des erreurs de vérification ou simplement la réponse “je ne sais pas”. Toutefois
en cas de non satisfaction de la réponse il est possible de relancer I'algorithme avec une
meilleur précision et d’obtenir, éventuellement, une réponse définitive. La principale dif-
ficulté est de calculer la mesure de probabilité P(oy,y<ty,|Xo = s). L’article [5] propose
d’exprimer cette probabilité sous forme de Iintégrale ci-dessous (voir I’annexe B.2 pour
la justification mathématique de cette intégrale) et de la résoudre numériquement a I’aide
d’un schéma d’intégration adapté (comme celui de Romberg [59] ou de Simpson comme
indiqué dans Darticle) :

P(U‘IHUS“I’z‘XO = S)

1 si s € Sat(¥q)
t
= / e 5 Q(s, s) P(og y<tvg,| Xo=s)dt' siseS
0
0 siseS”

ou S’ et S” sont définis a la section précédente (voir la figure 4.2).

"Cette limite est bien toujours définie, pour plus d’information le lecteur pourra se référer a ’ouvrage
[51].
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4.1.5 Model checking probabiliste statistique

Le model checking probabiliste statistique [64] a été proposé en 2002 par Hakan L.S
Younes et Reid G. Simmons de I'université de Pittsburg. Leur article repose sur 1'uti-
lisation des résultats d’Abraham Wald sur I’analyse séquentielle de 1947 [61]| qu’ils ont
adaptés au probléme du model checking probabiliste. L’idée consiste & estimer la probabi-
lité d’une formule de chemin par des statistiques obtenues par des simulations du modéle.
L’avantage d’un tel procédé est que la quantité d’états n’intervient pas dans la complexité
algorithmique du processus de vérification®. Il devient en fait méme possible de faire de
la vérification sur des systémes markoviens a quantité infinie d’états comme les proces-
sus semi-markoviens généralisés (voir la section 4.2.3). La seule condition est de pouvoir
produire une simulation. L’inconvénient est que le résultat fourni par le model checker a
une certaine probabilité d’étre faux. On appelle cette probabilité le niveau de risque. Le
dual du niveau de risque s’appelle le niveau de confiance : 1 - niveau de risque. Plus il
y a de données, meilleure 'estimation est. Il est possible de connaitre (ou du moins de
borner inférieurement) le nombre de simulations & produire pour abaisser arbitrairement
le niveau de risque.

Il existe des maniéres statiques? de connaitre cette borne, par exemple en utilisant
I'inégalité de Bienaymé-Tchébychev ou le théoréme centrale limite. Mais, en prenant en
compte le fait que, dans les problémes de model checking, ce qui intéresse n’est pas de
calculer la probabilité exacte mais seulement de positionner une probabilité par rapport
a un seuil, il est possible, par des méthodes plus dynamiques, d’abaisser le nombre de
simulations minimum 4 réaliser |61, 64|. Plus I’estimation statistique obtenue par les si-
mulations déja produites s’éloigne du seuil, moins il y aura besoin de nouvelles simulations
pour conforter cette estimation. En revanche si I’estimation est trés proche du seuil, il fau-
dra encore d’avantage de simulations pour atteindre le niveau de confiance souhaité. Par
cette méthode les auteurs de [64] arrivent a vérifier des formules du type @¢l4Si¢) sur des
modéles a quantité infinie d’états comme les processus semi-markoviens généralisés. Ni les
formules de type Steady-state ni de type Until non-bornées ne peuvent se résoudre par
ce type d’approche, étant donnée I'impossibilité de produire des simulations infinies. Il
existe depuis 2004 un model checker statistique réalisé par Hakan L. S. Younes [63] sous
licence GPL & ’adresse suivante : http ://www.cs.cmu.edu/ lorens/ymer.html.

4.1.6 Le model checker probabiliste PRISM

PRISM est un model checker probabiliste développé & l'université de Birmingham
par D. Parker, G. Norman and M. Kwiatkowska [53, 39|. Il prend en entrée un modéle
markovien et une formule CSL ou PCTL (voir la section 4.1.4) et vérifie si le modele
satisfait la formule. Le modéle peut étre une CMTC (voir la section 3.2.3), une CMTD

8Eventuellement la quantité d’états peut intervenir dans la complexité algorithmique si elle influe sur
la complexité pour produire une simulation.
9statiques dans le sens ot la borne est fixée au départ et ne dépend pas des simulations obtenues
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(voir la section 3.2.2) ou méme un processus markovien de décision (voir la section 4.2.1).
PRISM offre un langage permettant de décrire le modéle en terme de variables d’état
et de transitions entre les états. Les modéles PEPA sont aussi acceptés par PRISM. Les
logiques CSL et PCTL sont agrémentées deux opérateurs supplémentaires. Ils permettent
de connaitre la valeur de la mesure de probabilité d’un ensemble d’exécutions respectant
un certaine propriété au lieu de comparer la probabilité de respecter la propriété par
rapport a un seuil. Les deux opérateurs sont notés :

U USSP

S:(@)

ou V¥ et ® sont des formules CSL ou PCTL n’utilisant pas ces opérateurs. La formule
WU® retourne la probabilité d’avoir une exécution du processus, notée o, partant de
I’état initial, et telle que la formule ¥ soit vraie sur tous les états visité par o jusqu’a ce
qu’elle rencontre un état qui vérifie ®, cela dans un temps inférieur a t € R, U {oc}. La
formule S;(®) retourne la probabilité de se trouver dans un état qui vérifie la propriété ¢
quand le temps écoulé au sien du processus tend vers I'infini.

PRISM peut s’utiliser en ligne de commande o1l avec une interface graphique possédant
un éditeur de modéle et un éditeur de formule CSL ou PCTL, et permettant d’afficher
sous forme de graphes et de courbes les résultats retournés par la procédure de model
checking. 11 implante aussi depuis peu (2004) des algorithmes permettant d’approcher la
mesure de probabilité d'un opérateur Until borné par simulation comme expliqué dans la
section 4.1.5.

4.2 Les extensions de processus Markoviens

On présente dans cette section les processus de décision Markoviens (incluant les au-
tomates temporisées probabilistes) et les processus semi-markoviens et semi-markoviens
généralisés. Ces processus n’ont pas été utilisés pour construire les modéles de simula-
tions distribuées présentés aux chapitres 5 et 6 mais méritent tout de méme une certaine
attention étant donner leur richesse d’expressivité.

4.2.1 Les processus de décision Markoviens

Les processus de décision markoviens (PDMs) ont été définis au départ pour faire
de la planification et de la prise de décision. Ils permettent de représenter des modéles
constitués a la fois de transitions non-probabilistes et de transitions probabilistes. Dans
le contexte de la planification, les états du systéme sont en général pondérés par une
valeur représentant la récompense associée & l'entrée dans cet état, I’objectif étant alors
de trouver la suite d’actions permettant d’accumuler le plus de récompenses. Dans le
contexte de la modélisation probabiliste de systéme complexes on peut voir un PDM
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0,99

0,3

Figure 4.3: Processus de décision markovien modélisant un interrupteur défaillant connecté
a une lampe.

comme modélisant un systéme probabiliste en interaction avec un environnement non
probabiliste. Ici la notion de récompense n’existe pas forcément. L’environnement agit
sur le systéme et celui-ci répond de facon probabiliste jusqu’a la prochaine action non-
probabiliste de ’environnement.

La figure 4.3 donne en exemple un processus de décision markovien modélisant un
interrupteur défaillant connecté a une lampe. Les probabilités de ’automate modélisent
les défaillances de l'interrupteur et les étiquettes On et Off modélisent les actions non-
probabilistes de I’environnement, celles d'un utilisateur humain par exemple. Un tel couple
ne forme pas un processus stochastique. En effet les actions non-probabilistes empéchent
de définir une mesure de probabilité sur les exécutions du systéme puisque celui-ci dé-
pend de ’environnement de fagon non probabiliste. La notion d’adversaire ou de stratégie
a été définie pour permettre d’interpréter un processus de décision markovien comme un
processus stochastique. Un adversaire est une fonction définissant le comportement de
I’environnement de facon déterministe par rapport aux réactions du systéme, par exemple
On ;Off;On;Off... ou n'importe quel séquence de On et de Off sont des adversaires pos-
sibles dans notre exemple. Ce type d’adversaire ne réagit pas aux réactions du systéme.
Pour définir un adversaire dont le comportement dépend de la réaction du systéme on dé-
finit une fonction qui prend en entrée un préfixe de I’exécution du systéme, autrement dit
une suite finie d’états caractérisant I’exécution depuis son initialisation jusqu’a ’instant
courant (par exemple Eteint ;:Allumé ;Eteint ;Allumé) et qui renvoie la prochaine action a
effectuer.

Il existe des algorithmes de model checking probabiliste permettant de vérifier si un tel
processus de décision markovien vérifie une propriété donnée [6] : I’aspect non probabiliste
du modéle est résolu en choisissant un adversaire. Le model checker PRISM implante un
algorithme opérant sur les PDMs. Il est alors possible d’évaluer une formule dans le pire
ou le meilleur cas. Le pire (resp. le meilleur) cas correspond & un adversaire dont chaque
action favorise 1’échec (resp. la réussite) de la propriéteé.
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h := 0/ Rempli
h<10/1<h<?2

Figure 4.4: Exemple d’un automate temporisé probabiliste modélisant un message dans un
réseau

4.2.2 Les automates temporisées probabilistes

Les automates temporisés probabilistes [40, 41] sont des extensions probabilistes des
automates temporisés (voir la section 4.1.3). Comme les automates temporisés ils con-
tiennent une ou plusieurs horloges dans la description de leurs états ce qui génére poten-
tiellement un espace d’états infini. Il est alors possible d’abstraire un automate temporisé
probabiliste par un PDM et la formule temporisée probabiliste, TPCTL, par une formule
temporelle probabiliste PBTL [6] et ainsi d’appliquer une technique de model checking
probabiliste (avec PRISM par exemple).

Il est important de noter la grande différence qui existe entre les automates tempo-
risés probabilistes et les processus semi-markovien généralisés (PSMG) (présentés a la
section 4.2.3). Les PSMG sont des processus stochastiques tandis que les automates tem-
porisés probabilistes sont des processus de décision. C’est & dire que les PSMG ont un
comportement entiérement probabiliste tandis que les automates temporisés probabilistes
sont partiellement probabilistes. D’oui vient alors la composante non probabiliste? Des
différentes gardes existantes sur les transitions de ’automate.

La figure 4.4 donne I'exemple d’un automate temporisé probabiliste modélisant un
message dans un réseau. La premiére transition initialise I’horloge h & zéro. L’invariant
h < 10 présent dans 1’état Rempli atteste qu'un message ne reste jamais plus de 10 se-
condes dans le réseau. [.’aspect non probabiliste du processus réside dans le choix de I'une
des trois transitions étiquetées par 0 < h < 1,1 < h < 2 ou 2 < h. Dans la réalité la
probabilité pour un message de sortir d’un réseau dépend hautement du temps qui s’est
écoulé depuis I'entrée du message dans le réseau. Pour pouvoir représenter cette évolu-
tion des probabilités au cours du temps on peut modifier 'automate en changeant les
probabilités post-garde (voir la figure 4.5). Mais encore une fois le choix de la transition
gardée reste non probabiliste. Il semble donc difficile d’obtenir des résultats intéressants
avec cette approche car le résultat dépendra hautement de ’adversaire choisi et puisque
cet adversaire n’est pas décrit de maniére probabiliste il est difficile de connaitre son im-
portance. En revanche cette approche peut certainement trouver un intérét si le systéme
a modéliser inclut un aspect non-probabiliste, comme un ordonnanceur (dans ce cas I’ad-
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0,99

h := 0/ Rempli n

h<10/1<h<?2

Figure 4.5: Cette fois les chances de sortir du réseau changent en fonction de la garde
choiste.

versaire pourrait étre ’algorithme de ’ordonnanceur) ou un étre humain appliquant une
stratégie donnée.

4.2.3 Les processus semi-markoviens et semi-markoviens généra-
lisés

Il existe dans la littérature d’autres classes de processus stochastiques a temps continu
plus expressifs que les processus markoviens. Deux principales extensions de processus
markoviens sont & retenir : les processus semi-markoviens (PSM) |14, 38, 42| et semi-
markoviens généralisés (PSMG) |35|. Toutes deux ont la particularité de pouvoir assigner
des distributions non-exponentielles & leurs transitions. Pour cela la description d’'une ou
plusieurs horloges est ajoutée dans le processus, permettant ainsi de définir une évolu-
tion des probabilités de tirer les transitions en fonction du temps qui s’écoule dans les
horloges. Les processus semi-markoviens non-généralisés possédent une seule horloge sup-
plémentaire dans la description de leurs états. Les processus semi-markoviens généralisés
quant & eux peuvent en posséder plusieurs. Il existe un algorithme!® de model checking
sur la classe compléte des processus semi-markoviens [42] et un algorithme sur une sous-
classe de processus semi-markoviens généralisés [2] mais beaucoup trop restrictif puisque
les formules vérifiables sont du type “cet événement est presque sir” ou “cet événement
est négligeable”. L’information sur le type de distributions choisies n’importe alors plus.

Les processus semi-markoviens, pourtant plus expressifs que les chaines de Markov
puisqu’ils possédent une horloge alors que les chaines de Markov n’en possédent aucune,
souffrent d’un probléme supplémentaire : cette classe de processus n’est pas stable par
produit synchronisé. Le produit synchronisé de deux processus semi-markoviens n’est en

1011 s’agit en fait d’une approximation mais du méme ordre de qualité que ’algorithme proposé par C.
Baier et al pour les chaines de Markov [5]. Par contre, contrairement au chaines de Markov, il n’existe
probablement pas d’algorithme décidable non approximatif en raison de la généralité du choix offert sur
la fonction de distribution.



4.3. LA MODELISATION DE PROCESSUS STOCHASTIQUES 51

général pas un processus semi-markovien mais un processus semi-markovien généralisé!!.

Ceci pose de gros problémes de modélisation. Il devient trés difficile de décrire un sys-
téme de maniére compositionnelle. Par exemple la simple mise en paralléle de deux pro-
cessus semi-markoviens ne donne pas un processus semi-markovien mais semi-markovien
généralisé, ce dernier nécessitant au moins deux horloges pour mémoriser les temps passés
dans les états respectifs des deux processus mis en paralléle. Le model checking proba-
biliste sur les processus semi-markoviens généralisés est treés certainement indécidable si
aucune restriction n’est faite au niveau du choix des fonctions décrivant les distributions.
I1 est toutefois possible d’obtenir des sous-classe de PSMG décidables, la premiére venant
en téte étant celle ou les fonctions de distributions sont de type phase, auquel cas un tel
PSMG correspond & une CMTC avec un nombre fini d’états (voir la section 3.3). Une
autre solution consiste a faire du model checking statistique [64], c’est & dire & appro-
cher la probabilité d’un événement donnée & partir de statistiques, celles-ci pouvant étre
obtenues par simulation de Monté-Carlo [54]. Mais dans ce cas la réponse fournie par
le model checker posséde un certain niveau risque, autrement dit, cette réponse a une
certaine probabilité d’étre fausse, voir la section 4.1.5 pour plus d’explications.

4.3 Outils et méthodes pour la modélisation de proces-
sus stochastique

La modélisation d’un systéme réel peut facilement comporter des millions d’états et
de transitions. Ceci peut rendre inenvisageable de le définir en énumérant ses états et
ses transitions. Pour pallier & cette difficulté il existe des algébres et des langages de
haut niveau permettant de définir un processus en terme de ses composants et de leurs
interactions. PEPA [32, 33| est une algébre permettant de définir n’importe quelle chaine
de Markov a temps continu finie. Elle a été utilisée aux chapitres 5 et 6 pour définir des
modéles de simulations distribuées HLA. On la présente en détail dans cette section.

A la difficulté que constitue la définition d’un processus stochastique s’ajoute la diffi-
culté de choisir les bonnes valeurs du modéle afin que celui-ci décrive au mieux le systéme
réel. On présente a la fin de cette section I'algorithme EM pour "approximation de dis-
tribution de phase qui apporte une premiére solution a cette difficulté (dans le contexte
de la modélisation a I’aide de CMTCs). On verra au chapitre 6 comment étendre cette
algorithme afin de 1'utiliser sur des modéles décrit en PEPA.

4.3.1 Les algébres de processus stochastiques

Les algébres de processus stochastiques sont & la multiplication et 1’addition ce que
sont les processus stochastiques aux entiers. Elles permettent de décrire un processus

HTout processus semi-markovien généralisé peut cependant étre vu comme un processus semi-
markovien ou méme comme un processus de Markov. Mais ceci demande d’introduire une quantité infinie
indénombrable d’états ce qui, dans le contexte du model checking, n’a pour le moment pas d’intérét.
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stochastique non plus en terme d’énumération de ses états et de ses transitions mais en
terme de systéme constitué d’un certain nombre de composants et de leurs interactions.
Les opérateurs sont le plus souvent le produit synchronisé, qui définit en quelque sorte la
maniére dont ses arguments interagissent, le séquencement, qui permet de définir un pro-
cessus en tant que séquence d’actions ou de sous-processus, et enfin le choix qui caractérise
I’indéterminisme probabiliste.

4.3.2 L’algébre stochastique PEPA

PEPA pour Performance Evaluation Process Algebra est une algébre de processus
stochastiques introduite par Jane Hillston [32, 33] qui permet de décrire toute CMTC
finie'? en termes de composants exécutant des actions et interagissant ensemble. PEPA
peut se voir comme une sorte d’extension probabiliste a temps continu des algébres CCS
pour Calculus of Communication Systems [45] ou CSP pour Communication Sequential
Processes [34]. Nous allons définir la syntaxe des termes PEPA et donner une description
informelle de sa sémantique.

Définition 4.7 (Termes PEPA) Soit Act un ensemble d’actions. T est une action par-

ticuliére appelée action invisible, et T dénote un taux de transition inconnu. La syntaxe
de PEPA est définie suivant les régles :

PQ,... == (aur).P | PXQ | P+Q | P/L | P[] | A

avec la sémantique informelle suivante :

- (a,r).P est lopérateur de préfixe et représente les transitions élémentaires du pro-
cessus, o est un nom action. r € Ry U{T} est le taur de transition et P est la
description du processus aprés avoir tiré la transition. St le taux de transition ap-
partient & Ry alors la transition est dite active, sinon, si son tauz appartient ¢ {T}
alors elle est dite passive.

- P I>LQQ, lopérateur de coopération, est le produit synchronisé entre P et () sur
Pensemble des actions de coopérations L C Act\{r}.

— P+ @ est l'opérateur de choix, et signifie qu’a ce point le processus peut €évoluer
swivant P ou Q.

— P/L est Uopérateur d’invisibilité, il invalide les interactions appartenant ¢ L entre
P et les autres composants.

— A est une constante définissable en utilisant la notation A < P.

Un processus PEPA est défini par une modéle PEPA qui consiste en ’assemblage de
termes PEPA comme défini ci-dessous.

Définition 4.8 (Modéle PEPA) Un modéle PEPA ou programme PEPA est constitué
d’un ensemble de déclarations de termes PEPA et d’un terme PEPA racine correspondant

126t aussi une certaine classe des CMTCs & quantité d’états infinis dénombrables
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au processus o linitialisation. Une déclaration est notée A= P, ou A est un identificateur
pour le terme PEPA P.

Tout modéle PEPA représente donc une certaine CMTC qui s’obtient en deux étapes :

1. La construction du graphe de dérivations (voir la définition 4.9) induit par la Séman-
tique Opérationnelle de PEPA qui est un ensemble de régles données dans un style
a la Plotkin [32|. La figure 4.6 contient I’ensemble des régles de la sémantique opé-
rationnelle (ou la régle concernant le produit synchronisé [ou régle de coopération)|
a été simplifiee pour ne fonctionner qu’entre des transitions actives et passives).

2. L’obtention de la CMTC & partir du graphe de dérivations en effacant les noms
d’actions des transitions et en fusionnant les transitions équivalentes.

Dans le document original de Jane Hillston les coopérations peuvent avoir lieu entre
n’importe quels couples de transitions (passives ou actives). Dans cette thése, nous nous
sommes restreint & des coopérations uniquement entre transitions passives et transitions
actives. De plus un ensemble de transitions actives ne peuvent se synchroniser, a un instant
donnée, qu’avec une seul transition passive de méme action. Ceci simplifie grandement la
sémantique de la coopération : le taux de la transition résultante de la coopération est
égal au taux de la transition active. On aura tendance a utiliser les transitions actives
pour décrire les sorties ou le comportement interne d’un processus (comportement prota-
goniste et spontané), et les transitions passives pour décrire les entrées d’un processus (en
attente d’un signal pour réagir). La coopération entre deux transitions actives est un peu
plus compliquée & définir et fait intervenir de ’arithmétique sur les taux des transitions.
De plus le choix de la sémantique est un peu plus discutable que dans le cas exclusif ac-
tif /passif. C’est donc pour des raisons de simplicité que nous avons choisi cette restriction.

On définit maintenant le graphe de dérivations d’'un modéle PEPA, qui sert de struc-
ture intermédiaire entre la description du processus en PEPA et sa CMTC associée.

Définition 4.9 (Graphe de dérivations) Un graphe de dérivations est un multi-graphe
orienté étiqueté (S, Act, s,,T) :

— S est l’ensemble des états du graphe, chaque élément de S est un terme PEPA,

— Act est un ensemble d’actions,

— s, est le terme PEPA racine,

~ T est un multi-ensemble'® de transitions ¢ : S x S +— Act x (Ry U{T})

Pour faciliter les notations on définit aussi quatre fonctions d’accés aux éléments d’une
transition. Supposons que ¢ = (s, s, a,7) :

— o.:T'— S dénote I’état source de la transition, ¢ = s.

~ .e: T +— S dénote ’état on arrive la transition, (e = s'.

— act : T +— Act dénote 'action de la transition, act(¢) = a.

13Un multi-ensemble est un ensemble pouvant contenir plusieurs occurrences du méme objet.
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Préfize

(o, 7).P ©n p

Choix
p et p Q¢
P+Qlld pr P+Q ¢
Coopération
p ey pr Qg
= (¢ 1) == (ag1)
PxQ M P Px1Q Y g

p (ﬂ)) P'Q (w)) Q'
P>Q Y Py

(e€ L) avec R=rysiri € Ry A ro=T, 7y sinon

Invisibilité

PE"‘—”"ZP' (¢ I) PE"‘—”?P' (acl)
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Constante

(ayr ’

A

Figure 4.6: Sémantique Opérationnelle de PEPA. Ce jeu de régle simplifié ne décrit que
les coopérations entre transitions actives et passives. De plus, & un instant donnée et pour
une certaine action, les transitions actives ne peuvent se synchroniser qu’avec une seule
transition passive.
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— rate : T — R, dénote le taux de la transition, rate(¢) = r.

Si (S, Act, s., T) est un graphe de dérivations alors la CMTC associée a ce graphe a pour
ensemble d’états S, pour état initial s, et pour générateur infinitésimal Q défini tel que :

D cerec—snces TatE(C) si s # s et rate(C) # T
— 2 grzs Qs s") sis=s

Exemple 4.2 Exemple d'un modéle PEPA, le terme racine est Model et 'ensemble de
déclarations est donné ci-dessous :

Vs,s'e S Q(s,s) = {

Model = Begin [{>;<}| Loop
Begin = (7, 2).((,v).End + (B,v).End + (v, w).End)

+ (a,w).End
Loop = (o, T).Loop
End ¥ (1,1).End

La figure 4.7 représente son graphe de dérivations. La CMTC associée a ce graphe de
dérivations se trouve a la figure 4.13 page 58. Voici la correspondance entre les termes du
graphe de dérivations de la figure 4.7 et les états de la CMTC de la figure 4.13 page 58 :

Begin [{>§ Loop +— s,
((a,v).End + (B,v).End + (v, w).End) Eﬂ} Loop +— sy
End |{>(;<}] Loop +— s3

La transition étiquetée par (7,2) correspond a la transition étiquetée 2 et la transition
étiquetée (o, w) correspond a la transition étiquetée w. Les trois transitions étiquetées
(v, v), (B,v) et (v, w) correspondent a la transition étiquetée 2v + w. La transition (7,1)
a disparu du fait de sa réflexivité. Chaque transition de ce graphe a été obtenue en
appliquant les régles de la sémantique opérationnelle. Les figures 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 et
4.12 donnent pour chaque transition les arbres de dérivations obtenus a partir de ces régles.
Pour chaque arbre la racine (en bas) correspond a la transition déduite. Dans chacune
des figures les lettres M, B, L et E codent respectivement pour les termes Model, Begin,
Loop et End.

On va détailler étape par étape ’arbre de dérivation de la transition de la figure 4.8.
La transition & dériver est :

Model “ End Ef}] Loop

M odel est une constante qu’il faut substituer par le terme qu’elle représente. On doit donc
dériver la transition :

Begin [{>;<}| Loop ©%) Bnd [{>‘;<}| Loop
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[((a, v).End + (8,v).End + (v, w).End) ?5] Loop}

Figure 4.7: Exemple d’un graphe de dérivations.

(o, w).E v g +)
(7,2).((a,v).E + (8,0).E + (y,w).E) + (,w) E“SE (o, T).LER L ”
B g LYy
o) ()
BXEL— EXL
{o} {a} def
M EXL
Figure 4.8: Arbre de dérivation de la transition Model (a_w)) End {Dd} Loop.

On peut dériver cette transition en supposant que Begin admet une transition active de
nom action a et de taux w vers End, et que Loop admet une transition passive de nom
action a vers lui-méme. Il faut trouver un moyen de dériver les deux transitions suivantes :

Begin (a—w>) End Loop (a—TQ Loop

Begin et Loop sont des constantes et définissent des termes & substituer. Il faut maintenant
trouver les dérivations des deux transitions suivantes :

(cr, T).Loop (1) Loop

(1,2).((at,v).End + (B,v).End + (v, w).End) + (o, w).End “% Bnd

La premiére transition est un axiome de la régles du préfize et la seconde transition se
simplifie en utilisant la régle du choiz :

(o, w).End @) End

cette derniére étant aussi un axiome de la régle du préfize.

4.3.3 L’algébre stochastique SPADES

Nous avons vu que PEPA est une algébre bien adaptée pour le model checking pro-
babiliste car elle décrit des CMTCs a quantité finie d’états. Il existe en outre d’autres
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o7
(T, 2).((04, v).E+ (8,v).E+ (v, w)E) “—22 (a,v).E+ (B,v).E+ (y,w).E )
(71,2).((, v).E + (B,0).E + (v,w).E) + (a,w).E 2 (a,v).E + (B,v).E + (y,w).E )
B (T—Q; (a,v).E + (B,v).E+ (y,w).E
. ()
BBIL ™ ((0,0).E + (8,v).E + (v,w).E) BIL i

M " ((0,0).E + (8,0).E+ (v,w).E) DAL

Figure 4.9: Arbre de dérivation de la transition Model i) (i, v).End + (B,v).End +
(v,w).End) 1 Loop.

{alpha}
(a,0).E Y B (@T)L L
(0,0).E + (8,v).E + (1,w).E Y E L‘”"—TQL(DQ)

((a,0).E+ (B,).E + (y,w).E) BIL S B DAL

Figure 4.10: Arbre de dérivation de la transition ((a,v).End+(B,v).End+ (v, w).End) >

{a}
Loop (a—vg End {l><1} Loop.

v).EYY E
(oz,v).E-l—(,B, ).E+ (v,w).E 23 B
((a,v).E+ (B,0).E + (v,w).E) UL B B DL

(+)

()

Figure 4.11: Arbre de dérivation de la transition ((a,v).End+(B,v).End+ (v, w).End) {Dd}

Loop Y Bnd { lbi } Loop. La dérivation de la transition ((a,v).End + (B,v).End +
alpha

(v, w).End) {Dﬂ Loop O Bnd {Dﬂ Loop est analogue.

(r,1).E 8 B
" g

EE;Q}L@EEQ}L

(pg)

Figure 4.12: Arbre de dérivation de la transition End {D<1} Loop (7_1; End > Loop.
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@ —2—w 2 w
2 2v+w 0 —2v—w 2v+4+w
aedy L e

Figure 4.13: CMTC associée au graphe de dérivations de la figure 4.7

d’algébres de processus stochastiques plus expressives que PEPA. SPADES [17] est une
algébre permettant de définir de fagon compositionnelle des processus semi-Markoviens
généralisés (PSMG) (voir la section 4.2.3), c’est-a-dire des processus stochastiques ou les
lois sur les transitions peuvent étre non-exponentielles. Bien siir cela inclut les lois de type
phase mais également des lois non exprimables par des distributions de type phase comme
par exemple la loi déterministe de temps 7. Une telle loi signifie que la probabilité d’avoir
pris la transition est 0 avant 7', 1 aprés 7. En T exactement elle peut-étre de 1 ou de 0
ceci étant plutot un choix d’ordre conventionnel. Ceci étant, une telle loi peut tout & fait
étre approchée par une loi de type phase, par exemple par une loi de Erlang-£ de taux
1/T ou k tends vers I'infini (voir la figure 2.3 a la page 19). Ainsi de fagon générale tout
modéle décrit en SPADES peut étre approché par un modéle décrit en PEPA qui pourra
étre manipulé par des méthodes de model checking. En revanche, la quantité d’états aug-
mentant avec la précision de ’approximation & atteindre!#, 'explosion de 1’espace d’états
peut devenir assez rapidement un probléme.

Etant donné qu’il n’existe pas encore d’algorithme de model checking permettant de
vérifier si un modéle SPADES satisfait une formule CSL, 'algébre SPADES est surtout
utilisée pour faire de la simulation. Il existe tout de méme une approche statistique per-
mettant de faire du model checking statistique avec SPADES. En effet puisqu'un modéle
SPADES décrit un PSMG il est possible de vérifier des formules de CSL (les opérateurs
probabilistes sont bien siir limités aux opérateurs bornés, le Until borné et le Next borné)
en approchant la mesure de probabilité a calculer par un grand nombre de simulations
(voir la section 4.1.5). L’inconvénient étant toujours que si la probabilité seuil est proche
de la probabilité réelle, le nombre de simulations a effectuer peut devenir trés grand. En
particulier, si la propriété a vérifier énonce que tel événement catastrophique a une pro-
babilité rare, inférieure a 10e-9 par exemple, il faudra sans doute effectuer un nombre
trés important de simulations avant de valider la propriété (ce qui dépend également du
niveau de confiance a atteindre, voir la section 4.1.5 & ce sujet).

14 Cette quantité d’états peut tendre vers ’infini si le modéle SPADES contient des distributions autres
que de type phase.
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4.3.4 L’algorithme EM pour ’approximation de distributions de
type phase

Rappels sur ’algorithme EM

L’algorithme EM [19, 62|, pour Ezpectation Mazimisation, est une méthode itérative
permettant de trouver les paramétres d’un modéle probabiliste de sorte qu’il maximise
(éventuellement localement) la vraisemblance!® d’un certain ensemble de données. 11 est
utilisé quand les données, notées x, sont composées d’observations partielles, notées y et
qu’il n’est pas possible de maximiser par calcul direct cette vraisemblance ; contrairement
par exemple a I'expérience du lancé de dés, pipés, oil la maximisation peut se calcu-
ler directement'®. L’idée consiste & estimer les variables aléatoires qui auraient permis
de résoudre le probléme par calcul direct (étape E) puis de maximiser (étape M cette
fois par calcul direct d’aprés ses estimations) la vraisemblance de x. Il est prouvé!” que
I'étape M améliore (mais ne maximise pas) la vraisemblance de y. Ceci a pour consé-
quence d’améliorer le calcul de la prochaine étape E. Ainsi a chaque répétition des étapes
E et M la vraisemblance de y augmente jusqu’'a converger vers un maximum local ou
global ou encore vers un point de selle de cheval. L’algorithme EM a été utilisé dans de
nombreux problémes d’apprentissage comme la reconnaissance de formes par mélange de
gaussiennes, la reconnaissance de la parole avec chaines de Markov discréte a états cachés,
la classification de textes [43], et bien siir ’approximation de distributions de type phase.

L’approximation de distributions de type phase

L’idée d’utiliser I'algorithme EM pour I’approximation de distributions de type phase
provient de Soren Asmussen, Olle Nerman et Marita Olsson [57]. Dans ce contexte une
observation compléte, notée x, est la trajectoire d’un processus X décrit par une distri-
bution de type phase, c’est-a-dire un chemin de taille finie m qui pourra se noter sous la
forme :

t1 t2 tm—1
§S1—> 8 — ... —» Sy,

ou s; est ’état initial, s; & s,,,_1 sont les états transitoires et s,, est I’état absorbant. Une
observation partielle de X, soit la variable aléatoire Y, se résume au temps mis par le
processus pour atteindre I’état absorbant depuis I’état initial. On définit le vecteur aléa-
toire X comme le produit de n processus X identiques et indépendants. Une valeur de X
consiste donc en n exécutions non-observables de X notées x = z1,...,z,. On définit le

15La vraisemblance correspond en général & la probabilité ou & la densité de probabilité d’observer
un ensemble de données connaissant un modéle. Si la distribution sur les modéles est uniforme alors
maximiser la vraisemblance des données revient & maximiser celle des modéles.

1611 suffit de faire le rapport pour chaque face entre son nombre d’apparitions et le nombre total de
lancés. On peut montrer qu’il s’agit bien du maximum de vraisemblance en vérifiant que ce choix annule
la dérivée de la vraisemblance de I’ensemble des données.

17La preuve est principalement une conséquence de Iinégalité de Jensen [36].



60 CHAPTER 4. ETAT DE L’ART

vecteur aléatoire Y comme le produit de n variables aléatoires Y identiques et indépen-
dantes. Une valeur de Y consiste donc en n temps d’absorption notés y = yy,...,y,. La
connaissance de x pourrait permettre de maximiser par calcul direct sa vraisemblance,
malheureusement on connait seulement y. Comme expliqué plus haut 1'idée de 1’algo-
rithme EM consiste a combler la connaissance manquante par ’espérance théorique de
certaines variables aléatoires et ensuite de maximiser la vraisemblance de x, ce qui amé-
liore (mais ne maximise pas) la vraisemblance de y. Le nouveau modéle obtenu permet
de fournir une meilleur estimation théorique des espérances et donc d’accroitre & nouveau
la vraisemblance de y, et ainsi de suite.

Définitions des Vraisemblances de x et y

La vraisemblance de x, notée L(x), correspond a la densité de probabilité d’avoir
X = x. De méme, la vraisemblance de y, notée L(y), correspond a la densité de probabilité
d’avoir Y =y :

Lix) = P(X=x)= H]P’(X = 1;) (4.2)
Ly) = PY=y)=]]P(Y =w) (4.3)

=1

La notation P désigne habituellement une mesure de probabilité. Les mesures de proba-
bilité des événements X =x, Y =y, X = z ou Y = y sont nulles. Etant donné que les
densités de probabilité se manipulent presque de la méme maniére'® que les probabilités
on choisit de noter P(X = x) (respectivement P(Y = y) ou P(Y = y)) comme la den-
sité de probabilité d’avoir X = x (respectivement d’avoir Y =y ou Y = y). On donne
ci-dessous la densité de probabilité d’avoir Y =y (voir I’anneze C.1.2) :

N . Py<Y<y+h) JT
P(Y—y)—T—}g}) 3 =T, e’ t

Il est rappelé dans ’anneze C.1.1 que la densité de probabilité de X = x avec x = s; LT
sgih..tm—_ism est :

P(X =z) = T(s1,55) x e" 05

X T(SQ, 83) X eT(s2’52)t2

X t(sm) X e T(smssm)tm

18Mais il faut étre un peu plus prudent, prendre garde par exemple & respecter 1'ordre de dérivé de la
densité.
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Si zg dénote pour tout s € Sy, le temps total de séjour de z dans I’état s et n, ¢ pour tout
s € Spp et s € S le nombre total de fois que x a pris une transition de s a s’ alors il est
possible de noter la densité de probabilité de X = z de la fagon suivante (en utilisant le
fait que I'exponentielle transforme le produit en somme et en posant comme convention
a® =1 quand b =0) :

]P(X 233) _ [H eT(s,s)xzs]

SESph

x [ [ T(s )]
$,8'€Sph,

s'#s
x [T t(s)rem] (4.4)

SESph

Cette équation nous permet de justifier le choix des espérances a calculer pendant 1’étape
E.

L’étape E

On considére les variables aléatoires suivantes :
— Soient :

Zs(w) = /0 l{Xt(w)=5}dt

|Spn| variables aléatoires désignant chacune le temps de séjour total du processus X
dans I'état s € Sp;,. Puisque que X posséde un état absorbant Z; converge presque
sirement.

— Soient :

e—0 <

N g (w) = limz (X (w)=s A X(ip1ye(w)=s'}
=0

|Spn| % |S| variables aléatoires désignant chacune le nombre total de fois que la tran-
sition partant de s € Sy, et allant vers s’ € S est tirée par le processus X. Pour la
méme raison N, ; converge presque stirement.

— Soient :

Zy(wi,...,wy) = ZZs(wi)
i=1

|Spn| variables aléatoires désignant chacune le temps de séjour total de tous les
processus de X dans I'état s € Sp.
— Soient :

Ns’sl((,()l, e ,wn) = ZNS,S’(wi)
i=1
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|Spn| % |S| variables aléatoires désignant chacune le nombre total de fois que la tran-
sition partant de s € Sy, et allant vers s’ € S est tirée par tous les processus de X.

L’étape E consiste a calculer les espérances conditionnelles E[Z,|[Y = y] et E[N, o |[Y =
y]. Une fois ces espérances conditionnelles calculées il sera facile de maximiser la vraisem-
blance de x. Dans larticle [57] Soren Asmussen, Olle Nerman et Marita Olsson proposent
de résoudre ce calcul en exprimant ces espérances sous forme de systémes d’équations
différentielles ordinaires. Ils définissent pour cela |S| + 1 vecteurs de fonctions, a, b et
(c®)ses,, chacun de dimension |Syp[, défini de R, dans R‘f”h‘, et montrent que (voir les
annezes C.3.1 et C.3.3) :

n

E[Z,|Y =y] = Z ﬁizéi/;z)

E[Ns,s’ |Y = Y] = Z (7?(1;9&;)) X { c:'(yi) si s 7é nil
i=1 " * t

as(y;) si s =nil

avec
a(t) = me'T
b(t) = e'Tt

Vs € Sy () = fot meet Tt et Tt dy

On peut noter que a(t) définit le vecteur des probabilités de se trouver dans un état
s € Sy au temps t, et m,b(t) désigne la densité de probabilité de passer dans I’état ab-
sorbant nil au temps .

Ils considérent ensuite a, b et (c*),cs,, comme étant la solution des systémes d’équa-
tions différentielles ordinaires ci-dessous, solvables de maniére efficace en utilisant la mé-
thode de Runge-Kutta a l'ordre 4 & pas adaptatif. Pour a et b la vérification est aisée,
pour (c¢*)ses,, voir 'annere C.2 :

a(t) = a(t)T a(0) =,

b(t) = Tb(t) b(0) =t

Vs € Sy, €5(t) = Te*(t) +as(t)t ¢*(0) =0

I’étape M

Les espérances E[Z;|Y = y] et E[N;+|Y = y| une fois calculées il ne reste plus qu’a
mettre & jour les parameétres du modéle de sorte qu’il maximise la vraisemblance de x.
Les parameétres du modéle sont tous les coefficients de la matrice T et du vecteur t. Il est
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facile de montrer d’aprés I’équation 4.4 que la maximisation de x s’obtient en affectant
les coefficients de T et de t de la facon suivante (voir I’anneze C.4.1) :

E[Ns,s’ |Y = y] _ ]E[Ns,nil |Y = y]

Vs, s € Sy, T(s,s') = , s) =
I 37 A = I o7 A=

Intuitivement cette maximisation provient du fait que chaque coefficient de T et de t
correspond & un taux de transition c¢’est-a-dire au nombre de fois moyen que cette transi-
tion est tirée divisé par le temps d’attente moyen du processus dans I'état qui précéde la
transition. T et t

Schémas de I’algorithme EM

Nous donnons maintenant une description pseudo détaillée de l'algorithme EM pour
I’approximation de distribution de type phase :

1. Initialiser les coefficients de T et de t.
2. Jusqu’a ce qu’un critére d’arrét soit vérifié, itérer :
— Etape E : pour tout s € Sy,, s’ €S calculer :

z, :=E[Z,]Y =y], n,y:=EN,.|Y =y]

— Etape M : pour tout s,s' € S,, affecter :

T(s, ') = nz— t(s) := %
S S

3. Retourner T et t.

L’initialisation des coefficients de T et de t peut jouer un role important dans I’issue du
résultat car I'algorithme ne converge pas forcément vers le maximum global. Il est donc
conseillé :
— soit de faire une bonne initialisation manuelle pour aider 1’algorithme & converger
vers un bon maximum local ou vers le maximum global,
— soit de faire plusieurs tentatives avec différentes initialisations aléatoires ou ma-
nuelles afin d’augmenter les chances d’obtenir un bon résultat.
Le critére d’arrét de l'algorithme correspond en général au moment ou le logarithme
de la vraisemblance de y, noté LogL(y), n’augmente plus de fagon significative. Pour
cela il faut rajouter les instructions nécessaires pour calculer LogL(y) a la fin de chaque
itération mais ceci n’ajoute pas de complexité supplémentaire car cette vraisemblance est
déja quasiment calculée grace a la fonction b, en effet :

LogL(y) = Z log(P(Y = y;)) = Zlog(mb(yi))
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Quelques mots sur la complexité de I’algorithme

La quasi totalité des calculs de cet algorithme se produisent pendant les étapes E. La
complexité algorithmique du calcul des espérances conditionnelles au cours d’une itération
est de I'ordre de C' x |S|*> ou C désigne le nombre de pas nécessaires pour résoudre a et
b et (c®)ses,, jusqu’'a atteindre la plus grande valeur de y. En effet, la complexité pour
un pas de calcul de chaque systéme est de l'ordre de la complexité du produit vecteur-
matrice, i.e |S|?, et ily a |S|+1 ~ | S| systémes, soit une complexité de |S|®. Si I itérations
sont nécessaires pour arriver & un résultat intéressant la complexité totale du calcul est de
I'xC x|S|3. Dans la pratique le nombre d’itérations I se situe entre 100 et 500, et dépasse
rarement le millier. La constante C' en revanche dépasse facilement le millier, le million
voire le milliard. Pour cette raison il est actuellement difficile d’appliquer cet algorithme
sur des modéles dépassant les quelques centaines d’états.



Chapter 5

Evaluer les Performances d’une
Simulation HLA par le Model Checking

Probabiliste

Dans ce chapitre est exposé un exemple d’utilisation du model checking probabiliste
pour I’évaluation de performances d’une simulation HLA temps réel. Le model construit
ici manque de réalisme et ne répond que partiellement au probléme posé par la thése. Ce
chapitre a donc pour objectif de montrer que I’approche évaluation de performances par
le model checking probabiliste est d’une part faisable et d’autre part intéressante (si on
dispose d’un modéle plus réaliste). Le modéle considéré est une simulation HLA avec trois
fédérés et un intergiciel disposés sur quatre ordinateurs reliés par un réseau, une liaison
full-duplex'. Les contraintes de performances & vérifier sont :

1. Une deadline de probabiliste des temps d’arrivées des messages de mise a jour.

2. La probabilité de perdre des messages pendant une certaine durée de fonctionne-
ment.

Le langage choisi pour construire la modéle est le langage algébrique PEPA (voir la section
4.3.2) et la logique CSL (voir la section 4.1.4) pour formaliser les contraintes de perfor-
mances. L’outil qui a été utilisé est le model checker probabiliste PRISM (voir la section
4.1.6).

5.1 Premiére tentative de modélisation d’une simula-
tion HLA

Dans cette section on présente les spécifications informelles et formelles, en PEPA,
d’'une simulation distribuée HLA & 3 fédérés. Ce modéle bien que, dans cet exemple,

!Une partie de cette modélisation comprenant la formalisation de la contrainte de performance de
type deadline probabiliste est présente dans larticle [27]
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FEDERATION

Fédéré A] tFédéré B

LAN

Fédéré C

t RTIG ’

Figure 5.1: Une Simulation Distribuée HLA.

limité a 3 trois fédérés, est facilement modifiable pour représenter une nombre quelconque
de fédérés (sans compter bien siir le probléme de I’explosion du nombre d’états).

5.1.1 Spécification du systéme modélisé

L’architecture matérielle du systéme consiste en 4 ordinateurs et un réseau local de
type LAN. La fédération est composée de trois fédérés et d’un intergiciel (RTIG) placés
chacun sur un ordinateur. La figure 5.1 donne un schémas du systéme & modéliser ou
chaque boite correspond & un ordinateur.

Le modéle décrit I'interaction de trois composants. Chaque composant est modélisé par
un ensemble de termes PEPA et la modélisation entiére est donnée par la synchronisation
de ces trois composants. Ceux sont :

1. Trois fédérés qui calculent la simulation.

2. Le RTIG (Vintergiciel qui réalise les communications entre les fédérés) dont le role
est de décider vers quels fédérés répartir les différents messages.

3. Le réseau qui transporte les messages entre les fédérés et le RTIG.

Chaque composant posséde des entrées et des sorties. Par convention chaque nom d’action
du modéle PEPA représentant une entrée (resp. une sortie) commencera par E (resp. S).
Il est important de noter que les noms d’actions sont locaux a chaque composant. Les
communications entre les différents composants sont alors représentées en les renommant
de facon adéquate avant 'utilisation du produit synchronisé. Ceci représente en fait le
branchement des entrées d’un composant sur les sorties d’un autre et réciproquement.
Dans le modéle, une transition étiquetée par une action correspondant a une entrée sera
toujours une transition passive, c¢’est-a-dire de taux inconnu, noté T. Réciproquement une
transition étiquetée par une action correspondant a une entrée sera toujours une transition
active, c’est-a-dire de taux connu.

Les fédérés

Chaque fédéré avance a son propre rythme. Un fédéré calcule 1’évolution de sa simula-
tion pendant un cycle de calcul. A la fin de chaque cycle il envoie des messages de mise a
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jour au RTIG pour que celui-ci les renvoie aux fédérés concernés. Pour indiquer la prove-
nance d’'un message de mise a jour le nom d’action associé a l'interaction de ce message
contiendra le caractére a, b ou ¢ pour désigner son fédéré émetteur A, B ou C.

A tout moment durant son cycle il peut recevoir des mises a jour d’autres fédérés. Il
n’attend donc pas de recevoir des mises a jour pour continuer son travail. On veut pouvoir
mesurer le temps de traversée du réseau et du RTIG au cours d’une activité normale, c’est-
a-dire avec une charge réseau et RTIG normales. Ceci implique, entre autre, que plusieurs
messages de mise a jour d'un méme émetteur peuvent étre présents en méme temps dans
le systéme en différent points. Par exemple, pendant que le fédéré A envoie un message
de mise & jour sur le réseau, un autre message de mise a jour, précédemment envoyé par
A, peut se trouver en phase de traitement dans le RTTIG. Afin de mesurer correctement
les temps de traversée de ces messages il est nécessaire que le modele fasse la distinction
entre eux. Dans la pratique, ce genre de distinction s’opére en étiquetant les messages par
des identificateurs uniques, un identificateur possible pouvant étre la date d’émission du
message. Dans le modéle, nous n’allons pas pouvoir ajouter des identificateurs uniques par
message pour des raisons évidentes d’explosion de I'espace d’états. Aussi distingue-t-on
entre deux types de messages :

1. les messages servant a mesurer le temps de traversée. On les distingue dans le modéle
par l'ajout du symbole 4+ & coté du symbole codant la provenance du message,

2. les autres messages servant simplement & encombrer le réseau et le RTIG afin de
modéliser leurs charges.

On ajoute une autre hypothése : un message servant a mesurer le temps de traversée sera
toujours seul dans le réseau durant son existence. Ainsi a-t-on la garantie de ne pas le
confondre avec un autre message. On verra qu’il est possible de vérifier la validité de cette
hypothése simplement par model checking (voir la section 5.2).

On peut alors écrire une formule CSL qui mesure le temps de transmission d’un mes-
sage du fédéré source jusqu’'aux fédérés destination pendant une activité normale du sys-
téme. Dans la modélisation, il apparait que les messages étiquetés par 4+ doivent étre
envoyés tous les six cycles pour garantir leur unicité durant leur voyage (voir la section
5.2 pour la preuve).

Dans la formalisation en PEPA du modéle chaque fédéré est le résultat d’un produit
paralléle? entre deux processus :
— EnvFedX qui décrit le fait qu’a chaque fin de cycle le féedéré X envoie un message
de mise & jour au RTIG.
— FedX Rec qui décrit le fait que pendant son temps de cycle le fédéré X recoit des
mises a jour des autres fédérés.

2(C’est-a-dire un produit synchronisé avec comme ensemble d’actions de synchronisation ’ensemble
vide.
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FedA < EnvFedA D FedARec
EnvFedA = (Sa,\a)...(Sa,\s).EnvFedA,
5
EnvFedAs = (Say,\a).EnvFedA
FedARec = (FEb,T).FedARech
+ (Eby, T).FedARecbt
+ (F¢, T).FedARecc
+ (Ect, T).FedAReccy

FedARecb, FedARecby, FedARecc , FedAReccy ont exactement
la méme définition que Fed ARec.

Table 5.1: Définition du modéle FedA

Sa : envoie une mise a jour de A vers le réseau,

Sar : envoie une mise a jour (valable pour faire une mesure)
de A vers le réseau,

Eb . recoit une mise a jour de B depuis le réseau,

Eb;, Ec, Ecy : rtegoivent des mises a jours,

A : correspond a la fréquence du cycle de A,
habituellement cette fréquence se situe autour de 40Hz.

Table 5.2: Signification des symboles d’entrées/sorties et de taux de FedA

Les termes PEPA définissant le fédéré A sont listés dans la Table 5.1. Le terme désignant
le fédérés A s’appelle FedA. EnvFedA D(] FedARec modélise le produit paralléle entre
EnvFedA et FedARec. La séquence de 5 préfixes dans le terme EnvFedA avant de
déclencher le terme EnvFedA; signifie que le fédéré doit envoyer 5 messages non marqués
avant d’envoyer un message marqué. Le but de FedARec est de mémoriser la derniére
mise & jour recue par le fédéré A. Le modéle ne représente pas le contenu d’'un message
mais seulement sa taille, sa provenance et éventuellement la marque ;.
La table 5.2 contient les détails concernant ses entrées/sorties et les taux de transitions.
Les termes PEPA définissant le fédéré B sont similaires aux termes définissant le fédéré
A modulo un renommage des lettres A par B, a par b, b par a et ¢ par c. Les renommages
a effectuer pour obtenir le féedéré C' suivent la méme logique.

Le RTIG

Le role du RTIG est de répartir correctement les messages de mise & jour d’un fédéré
vers les fédérés concernés. Dans ce modéle le RTIG effectue une diffusion générale des mise
a jour mais est aisément modifiable pour modéliser une diffusion sélective. Le modéle de
RTIG ne contient aucun buffer, il peut seulement traiter un message a la fois. Les mises a
jour venant des fédérés sont amenées au RTIG par le réseau et ce dernier les retransmet
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&
&

RTIG (Ea, T).Repartir_a

(Eay, T).Repartir_as
(Eb, T).Repartir_b

(Ebs, T).Repartir_bs
(Ec, T).Repartir_c
(
(
(

+ 4+

Ecy, T).Repartir_cy
SGB, )\RTjg).(Sa,C, )\RTjg).RTIG
SCLC, )\Rch;).(SCLB, )\RTjg).RTIG

9
a
“

Repartir _a

+

Table 5.3: Définition du terme PEPA RTIG

Ea,...,Ec; . le RTIG recoit une mise & jour du réseau,
SaC,...,SetB  : le RTIG renvoie une mise a jour vers le réseau
pour les fédérés A, B or C
ARTIC : taux avec lequel un message est traité,

la valeur du taux dépend de la vitesse
de la machine hébergeant le RTIG.

Table 5.4: Définition des entrées/sorties est du taux utilisé dans le terme PEPA RTIG

aux autres fédérés concernés (& savoir ceux qui ont souscrit & ces mise a jours) & nouveau
par le réseau. La table 5.3 contient la définition des termes RTIG et Repartir _a. La table
5.4 contient la sémantique des noms d’actions et des taux de transitions du terme RTIG.

Si le RTIG est disponible et si une mise & jour de A, B ou C est sur le réseau alors
il prend cette mise & jour du réseau et la renvoie aux fédérés concernés. Le processus
défini par le terme Repartir a renvoie la mise & jour a vers les fédérés B et C. Les
définitions de Repartir_ay, Repartir_b, Repartir_by, Repartir_c, Repartir_cy suivent le
méme principe. Il est possible de modifier les termes Repartir_x ou z € {a,b,c, ay, bs, cr }
de facon & choisir les fédérés concernés par les mise & jour. Par exemple les deux termes
ci-dessous modélisent le fait que le RTIG renvoie les mise & jour de A uniquement vers
C:
Repartir _a o (SaC, Agr1c)-RTIG
Repartir _a4 = (Sa4C, Agric)-RTIG

Le Réseau

Le réseau est de type LAN (Local Area Network). Il s’agit trés simplement d’un lien
full duplex connecté aux machines qui hébergent les fédérés et la machine qui héberge le
RTIG. Les communications partant des fédérés vers le RTIG sont assurées par une moité
du lien full duplex, et les communications partant du RTIG pour les fédérés sont assurées
par la second moitié du lien. Dans cette section on fait ’hypothése d’un réseau parfait
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ne perdant aucun message. On présentera une variante du modéle de ce réseau dans la
section 5.2.3 ou des pertes de messages seront possibles.

Les distributions probabilistes qui décrivent la probabilité pour un message de sortir
d’un réseau en fonction du temps ne sont pas de type exponentiel. En sondant des réseaux
réels, LAN ou Internet on a constaté que ces distributions ressemble davantage a des dis-
tributions de Erlang ou mieux encore, des distributions de Cox (voir la section 3.3 pour
les détails concernant les distributions de Erlang et de Cox). Bien que les distributions
de Cox soient plus réalistes que les distributions de Erlang elle sont aussi plus difficiles
a paramétrer, ce qui motive le choix pour cette premiére modélisation d’une distribution
de Erlang pour modéliser la distribution du délai de transmission du réseau.

Le réseau résulte d’'une composition paralléle de deux processus :
1. LANF2R qui transporte les mises a jour depuis les fédérés vers le RTIG,
2. LANR2F qui transporte les mises a jour depuis le RTIG vers les fédérés.

Les termes commencant par Erlang-k ont été utilisés pour modéliser une distribution de
type Erlang-k. La table 5.5 contient la définition du terme PEPA Reseau et la table 5.6
la sémantique des entrées/sorties des termes et des taux.

Le modéle complet de la simulation distribuée

Le modéle complet, dénoté par le terme PEPA SimulDist, est obtenu par la composi-
tion des fédérés, du RTIG et du réseau. La plus grosse partie de la définition concerne en
fait le renommage des noms d’actions des fédérés et du RTIG de maniére & les connecter
au réseau. La table 5.7 contient les définitions des termes PEPA modélisant le systéme au
complet.

L’ensemble des étiquettes Z contient toutes les interactions impliquées dans les com-
munications entre les fédérés et le réseau. J contient toutes les interactions impliquées
dans les communications entre le RTIG et le réseau, voir la table 5.8 pour leurs définitions.

5.2 Formalisation des contraintes de performances en

CSL

Cette section montre comment utiliser CSL (voir la section 4.1.4) pour formaliser deux
contraintes de performances sur le modéle :

1. Une deadline probabiliste du temps de transmission d’un message de mise a jour
entre deux fédérés, ceci est présenté a la section 5.2.2.
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Table 5.5: Définition du terme PEPA Reseau
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Ea2R,...,Ec42R : met dans le réseau une mise a jour
depuis un fédéré vers le RTIG.
Sa2R,...,Ec;2R : sort du réseau une mise a jour
depuis un fédéré vers le RTIG.
Ea2B,...,Ec;2B : met dans le réseau une mise a jour
depuis le RTIG vers un fédéré.
Sa2B,...,5¢;2B  : sort du réseau une mise a jour
depuis le RTIG vers un fédéré.
Ao : taux avec lequel le message a traverse

un aller de réseau, cette valeur

dépend de la taille du message,

du débit et de la latence du réseau.
k : nombre d’étages de la distribution

de Erlang et cette grandeur influe

sur I'écart type de la distribution.

Table 5.6: Définition des entrées, sorties et taux du terme PEPA Reseau

SimulDist < (FederesConnect 1 Reseau Df] RTIGConnect)

FederesConnect < FedA[Sa < Ea2R, Say < Ea;2R, Eb < Sb2A,
Eby < Sb;2A, Ec <~ Sc2A, Ect < Sci24]
%ﬂ FedB[Sb <+ Eb2R, Sby < Ebs2R, Ea < Sa2B,
Eay < Sa42B, Ec < Sc2B, Ecy < Scy2B]
%ﬂ FedC|[Sc + Ec2R,Sc; < Eci2R, Ea + Sa2C,
ECLT — SCLTQCEb — Sb2C, EbT — SbT2C]

RTIGConnect < RTIG[Ea + Sa2R, Eay + Sa:2R, Eb < Sb2R,
EbT — SbTQR, Fc+ SCQR, Eq — SCTQR,
SaB < Ea2B,Sa4+B < Fa;2B, SaC < Ea2C,
SayC <+ Ea2C, SbA < Ea2A, SbyA <~ Eay2A,
SbB <+ Ea2B, SbtB < Ea42B,ScA < Ea2A,
SctA < Eas2A,ScB < Ea2B,SciB < Ea,2B]

Table 5.7: Définition du modéle complet
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Z = {Ea2R,Ew2R,Eb2R, Eby2R, Ec2R, Ec+2R,
Sa2B,S5a42B, Sa2C, Sa42C,
Sb2A, Sby2A, Sb2C, Sb:2C,
Sc2A, Sci2A, Se2B, Sc¢2B}

J est similaire & Z mais la lettre E est substituée par la lettre S
et la lettre S est substituée par la lettre £ dans chacun des noms d’actions.

j = {S(JQR, SaTQR, SbQR, SbT2R, EC2R, SCTQR,
Ea2B, Ea42B, Ea2C, Eas2C,
Eb2A, Eby2A, Eb2C, Eby2C,
Ec2A, Eci2A, Ec2B, Ec+2B}

Table 5.8: Définition des ensembles de coopérations Z et J

2. Une contrainte permettant de vérifier que la perte d’un message pendant une cer-
taine durée d’exécution ne dépasse pas une certaine probabilité, et cela est présenté
a la section 5.2.3.

On compare ensuite, a la section 5.3, des résultats obtenus avec le model checker PRISM
sur le modéle et sur la premiére contrainte de performance, la deadline probabiliste, avec
des données tirées d’une simulation HLA réelle. Cette comparaison permet de conclure
sur la validité d’une telle démarche & condition d’avoir un modéle réaliste de la simulation
distribuée.

5.2.1 Interpréter un modéle PEPA sur une formule CSL

Avant de formaliser des contraintes de performances en CSL nous allons définir com-
ment un modéle PEPA s’interpréte sur une formule CSL. Comme défini & la section 4.1.4
page 43 un modéle d’interprétation sur une formule CSL est une CMTC munie d’un en-
semble de propositions atomiques A et d’une fonction £ qui assigne & chaque état de la
CMTC un sous ensemble de A identifiant ’ensemble des propositions atomiques vraies
de cet état.

Dans ce cas présent la CMTC en question est la CMTC associée au modéle PEPA.
Et I'ensemble des propositions atomiques du modéle est I’ensemble des constantes PEPA
défini a laide de Z. Enfin, la fonction d’assignation £ est définie telle que chaque état
(rappelons que les états de la CMTC associée sont également des termes PEPA) contient
une constante de A sans préfixe. Ce qui formellement se traduit par :

{(PYuLQ) siP¥Q
LQ)UL(R) siP=Q+R

L(P)={ LQUL(R) siP=QD>IR
L£(Q) si P=Q/L
L£(Q) si P = Q[l]
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(6,3)

; P, Ef}]Pg

P, X P,

(8,2) (@, 3)

Figure 5.2: Graphe de dérivation de [’exemple 5.1

Exemple 5.1 Soit le modéle PEPA définit par ’ensemble des déclarations suivantes :

P (a,T).P+ (B,2).Ps
P2 dZEf (a, 3)P3
P, = (B.1).P,
agaﬁg

et de terme racine P;.
[’ensemble des propositions atomiques du modéle d’interprétation est :

A:{PI’PQ’P3’P4}

L’ensemble des états de la CMTC associée est (voir la figure 5.2 pour le graphe de déri-
vations de ce modéle) :
S:{P45P2 EﬁPSaPQ [§P2}

Enfin la fonction d’assignation £ est la suivante :

£(P4) = {P4)P1:P2}
LPP) = (PP
L(P X PR) = {P}

Ce qui signifie littéralement que dans 1’état P, les propositions atomiques vraies sont P,
P1 et PQ, “e

5.2.2 La deadline probabiliste

Voici ’exemple d’une contrainte intéressante a vérifier pour un concepteur de simula-
tion : “Le temps de transmission d’un message de mise a jour d’un fédéré vers un autre
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fédéré est de moins de 1ms avec une probabilité d’au moins 0.9”.

Pour formaliser une telle contrainte on utilise des messages de type 4+ et ’on écrit
formellement en CSL que le temps écoulé entre I’entrée d’un message de type 4 dans le
réseau en direction du RTIG et sa sortie du réseau vers le fédéré destination est inférieur
a lms avec une probabilité supérieur & 0.9. Les fédérés considérés dans I’exemple sont
A pour le fédéré source et C' pour le fédéré destination. Voici ci-dessous la formule CSL
formalisant cette deadline probabiliste :

Erlang-k _ay = (true USys" FedC Recay)

Le terme Erlang-k_ a4 est vrai quand un message de mise & jour marqué par 4+ et émis par
le fédéré A rentre dans le réseau. Le terme FedC Recay est vrai quand une mise & jour
marquée par + de A est regue par le fédéré C.

Avant de vérifier cette formule on s’assure qu’il n’y a effectivement qu’un seul message
de mise & jour de A marqué par + dans le réseau au méme instant. On formalise cela par
la formule CSL ci-dessous que nous vérifions avec PRISM :

Erlang-k_ar = —Repartir_a4
A—Erlang-k_RayFedB
A—=Erlang-k_RayFedC
A—FedBRecay A ~FedC Recay

Ce qui se traduit, en langage naturel, par : Supposons qu’un message marqué par 4+ et émis
par A rentre dans le réseau alors aucun message de ce type, i.e. marqué par 1 et émis par
A, n’est présent : ni dans le RTIG, ni dans le réseau en direction de B, ni dans le réseau
en direction de C, ni dans les fédérés B ou C.

5.2.3 La probabilité de perdre un message

Une autre contrainte intéressante concerne la probabilité de perdre un message dans
le réseau. La pertinence de ce type de contrainte dépend cependant du type de protocole
utilisé. Par exemple le protocole TCP propose des mécanismes d’acquittement qui per-
mettent de détecter si un message n’a pas été recu par le destinataire et de réitérer I’envoi.
Ce type de protocole rend quasiment nulle la probabilité de perdre un message (en tout
cas nous n’avons pas réussi a observer de telles pertes sur un réseau LAN, méme apreés
des dizaines de milliers de mesures). En revanche le protocole UDP, pour des raisons de
rapidité, ne posséde pas de mécanismes d’acquittement et il est probable que la proportion
de messages perdus ne soit plus si négligeable. Pour des raisons techniques nous n’avons
pu expérimenter qu’avec le protocole TCP, le protocole UDP n’étant pas pour le moment
implanté dans le RTT que nous avons utilisé : CERTI [13]. On présente donc dans cette
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section seulement la formalisation d’une contrainte de performances associée a la perte de
messages mais sans expérimentations.

On doit d’abord modifier le modéle de réseau pour lui permettre de représenter la perte
de messages. On propose de modifier les termes commencant par Erlang-k en rajoutant a
la fin un choix entre le passage du message en sortie du réseau ou sa perte, on donne en
exemple le terme Erlang-k_a :

Erlang-k_a < (1,kX,) ... (1, ko) .((Sa2R, kN,).LANF2R + (pe, Ape). LANF2R)

k—1

ol Ap. correspond au taux de perte du message et pe est un nom d’action symbolisant
cette perte.

Afin de pouvoir détecter les messages perdus on définit un processus a deux états, I'un
signifiant pas de message perdu, noté PasPerdu, et 'autre signifiant au moins un message
a été perdu, noté Perdu.

PasPerdu = (pe, T).Perdu
Perdu = (pe, T).Perdu

Lequel est synchronisé avec le réseau par ’action pe :
Reseau Eﬂ PasPerdu
La définition du modéle complet devient donc la suivante :

SimulDist = (FederesConnect 1 Reseau % PasPerdu Dfl RTIGConnect)

I1 est bien siir possible de compliquer le processus PasPerdu en lui permettant de compter
les messages perdus jusqu’a une certaine valeur en suivant la méme démarche.

Il est alors possible de formaliser facilement la contrainte de performance suivante : la
probabilité de perdre un message dans les 10 premiéres secondes de simulation est inférieur
a 0.1 :

SimulDist = true US, Perdu

ou StmulDist est vrai & 1’état initial du processus.

5.3 Reésultats Obtenus

L’intérét de faire de I’évaluation de performance sur les simulations distribuées est
d’aider le concepteur de simulation & trouver la configuration qui maximise ou simplement
vérifie la ou les contraintes de performances exigées. Aussi il sera intéressant de pouvoir
paramétrer le modéle PEPA de sorte qu’un certain choix de valeurs modélise une certaine
configuration de la réalité et satisfasse ainsi les performances de la simulation dans une
configuration choisie. Les paramétres du modéle sont :
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— la taille des messages de mise a jour,

— la vitesse de la machine qui héberge le RTIG,

— le débit du réseau,

— les souscriptions des fédérés entre eux, permettant de savoir ou le RTIG doit redis-

tribuer les messages.
Le nombre de fédérés par machine est aussi un point trés important mais il n’est pas pris
en compte dans ce modéle. Le nombre total de fédérés a également un impact sur les
performances mais dans ce modéle il reste fixé au nombre de trois.

La relation entre les paramétres du modele et les valeurs du modéle n’est pas directe.
En effet le modéle constitue une abstraction de la réalité et de nombreux détails n’ont
pas été décrits, comme par exemple I'impact des différentes couches du protocole de com-
munication, la carte réseau utilisée, la qualité des liaisons et leur type, fibre optique ou
non, les détails concernant l’algorithmique de 'intergiciel, et beaucoup d’autres détails.
Comme dans tout probléme de modélisation un certain nombre de connaissances peuvent,
ou doivent, se réduire a de simples constantes, et le seul moyen d’obtenir les valeurs de ces
constantes est de confronter le modéle a la réalité et de choisir les valeurs qui conduisent
le modéle a ressembler le plus a la réalité. Ce probléme sera abordé en détail au chapitre 6.

Dans ce modéle, les constantes sont toutes les valeurs de taux du modéle PEPA c’est-
a-dire :
— Aas b, Ag, les taux des Erlang-k distributions qui gouvernent les distributions pro-
babilistes de sorties d’un lien half duplex du réseau pour les messages émit par A,
Bet C.
— ARTIG, la vitesse avec laquelle le RTIG envoie le message de mise a jour sur le réseau.
— A4, AB, Ac, les fréquences des cycles des fédérés A, B et C.
On définit les paramétres suivants :
— Lg, Ly et L, représentent respectivement les tailles des messages de mise a jour a, b
et c.
— Vrric représente la vitesse de la machine qui héberge le RTIG.
— D représente le débit du réseau.
Pour pouvoir mener une vérification des performances en fonction des différents para-
meétres il faut une fonction, on la note f, qui, pour chaque choix de valeur de paramétres,
définisse les valeurs du modéle, c’est-a-dire :

()‘aa /\b7 /\07 )‘RTIG') = f(La7 Lb7 Lw VRTIG: D)

Les taux A4, Ap et Ac ne sont pas présents dans ’équation ci-dessus car on fait 'hypothése
qu’il ne dépendent pas de ces paramétres. La fonction choisie dans I’expérimentation est
une simple fonction affine & plusieurs dimensions :

f(Las Lo, Le, Verig, D) = (@+ B8 X Ly+7vXLy+dX Lo +n X Vgrie +6 x D,
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sous entendu :

)\a = (X+,6XLa+’YXLb+6XLC+T]XVRTjg+(9XD

A =
ol «, B, 7, ...sont les coefficients de f a déterminer de facon a ce que la correspondance
entre les parameétres L, Ly, L, ... et les taux Aq, Ay, A¢, ... soit la plus réaliste possible.

On peut réduire le nombre de coefficients de f en faisant ’hypothése vraisemblable que
la vitesse d’'un message pour sortir du réseau est indépendante de la vitesse de la machine
qui héberge le RTIG, et en supposant que le comportement d’un message ne dépend que
de sa taille :

f(Lay Loy Le, Vrric) = (a+ B x Ly +6 x D,
a+ B xLy+0xD,
a+pBxL.+60xD,
¥+ 6 X Vrria)

Une fonction affine est intéressante par sa simplicité, méme si cette simplification
est opérée au détriment d’'une part du réalisme du modéle. De plus seul le parameétre
L =1L, =1L, =L, a été considéré pour comparer le modeéle a la réalité. En revanche,
suivant ce paramétre, le modéle a déja pu donner de bons résultats (voir la section 5.3.1).
Les résultats donnés par le modéle en fonction des autres paramétres sont donc seulement
théoriques et ne coincident probablement pas avec la réalité.

Les courbes présentées dans cette section montrent les probabilités de satisfaire la
deadline en fonction des paramétres L, VRTIG et D. Ces résultats de probabilité ont
été obtenus grace a un opérateur additionnel de CSL fourni dans PRISM permettant
de calculer la mesure de probabilité d’un ensemble d’exécutions vérifiant une certaine
propriété (voir la section 4.1.6). Les figures 5.3 et 5.4 montrent la probabilité de respecter
la deadline exprimée a la section 5.2.2 en fonction du débit du réseau et de la vitesse de la
machine hébergeant le RTIG. La figure 5.5 montre la probabilité de vérifier la deadline
en fonction de la date de la deadline, celle-ci varie de Oms & 1ms pour trois différentes
tailles de messages L=64, L=256 et L=512 octets.

5.3.1 Confrontation des résultats avec la réalité

Cette section contient les résultats d’'une comparaison entre le modéle et une simulation
distribuée réelle. La simulation a été distribuée sur deux machines connectées par un cable
full duplex de 100Mbits/s. Comme dans le modéle, le systéme est composé de trois fédérés
et d'un RTIG.
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Figure 5.3: Résultats de PRISM en fonction du débit du réseau

Probabilite de respecter la deadline en fonction de la vitesse du RTIG
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Figure 5.4: Résultats de PRISM en fonction de la vitesse de la machine hébergeant le
RTIG
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Probabilite de respecter la deadline pour trois tailles
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Figure 5.5: Résultats, fournit par PRISM, de la probabilité de respecter la deadline en
fonction de la date de la deadline pour différentes tailles de messages.

Dans le but de mesurer le temps de transmission d’un message de mise a jour depuis
un fédéré vers un autre fédéré avec la méme horloge, les trois fédérés ont été hébergés sur
la méme machine. Le RTIG a été hébergé sur un Intel Pentium 4 cadencé a 1500MHz
et les trois fédérés ont été hébergés sur un quadri-processeur® Intel cadencé a 800MHz.
Dans cette expérience on a tout d’abord fourni des informations pour calibrer (4 la main)
les coefficients de la fonction f (voir les figures 5.6 et 5.8). Puis pour montrer le pouvoir
prédictif du modéle (voir figures 5.7). On peut noter les différences sur ces trois figures
entre les distributions données par le modéle et les distributions réelles. La courbe donnée
par le modéle subit une légére inflexion autour de la probabilité 0.5. Ceci s’explique par
le modéle du RTIG qui répartit en moyenne une fois sur deux les messages provenant de
A vers B et C. Aussi dans la réalité la courbe s’affaisse plus rapidement avec le temps
tandis que la courbe du modeéle reste assez raide jusqu’a la fin, avec pour conséquence que
dans la figure 5.6, par exemple, aprés un délai de 0.8ms, le modéle et la réalité différent
davantage (d’une amplitude de presque 0.1). Ceci provient du fait que ’on a modélisé le
réseau par une distribution de Erlang et que ce type de distribution représente mal les
longues queues® qui existent sur les distributions associées & la transmission des messages
sur un réseau réel.

3Nous avons choisi un quadri-processeur dans le but d’obtenir des résultats comparables & une situation
ou les trois fédérés se trouvaient sur trois machine différentes.

4Traduction du terme anglophone long-tail. Ce qui signifie informellement qu’il existe une proportion
non négligeable d’individus méme pour des valeurs (ici de temps) éloigné d’une certaine limite (ici la
moyenne par exemple).
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Figure 5.6: Modéle vs Reéalité, L=64octs

Modele vs Realite, taille=2560cts

- - - Realite

— Modele -
0.8 e
/
0.6 . 1
Y
7
/
/
0.4 / 1
/
!
0.2 / ,
- //
O Il L =7 Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Temps de la deadline

x107°

Figure 5.7: Modéle vs Reéalité, L=2560cts
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Modele vs Realite, taille=5120cts
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Figure 5.8: Modéle vs Réalité, L=512octs

5.3.2 Les difficultés de la méthode

Les difficultés associées a cette méthode sont de deux ordres :

— difficulté a fournir un modéle réaliste,

— difficulté a obtenir un modéle avec un espace d’états d’une taille appréhendable par

le model checker.

Dans cette expérimentation, le modéle manque de réalisme, aussi bien dans son compor-
tement en fonction du temps qu’en fonction des choix des paramétres. En effet, toutes
les calibrations, c’est-a-dire les choix des coefficients «, 5, ... de f, ont été faites a la
main. Le prochain chapitre montre comment résoudre ce probléme de calibration a ’aide
d’algorithmes d’approximations. Concernant 1’explosion de I'espace d’états, PRISM est
capable actuellement de supporter des modéles de plusieurs millions d’états (c’est le cas
de ce modele) mais pas encore plusieurs milliards (du moins n’a-t-on pas réussi a utiliser
de tels modéles avec PRISM). Néanmoins il est souvent possible et parfois méme facile
d’abstraire le modéle par un modéle équivalent au regard de la formule & vérifier et ainsi
de rendre le processus de vérification possible.

5.4 Conclusion de cette expérimentation

Cette expérimentation a permis de formuler des contraintes de performances et d’ob-
tenir des résultats intéressants mais qui auraient pu I’étre davantage si le modéle avait
plus de réalisme. Le prochain chapitre montre comment obtenir des modéles plus réalistes,
d’abord en utilisant des méthodes d’approximations existantes pour les CMTCs, ensuite
en adaptant une telle méthode pour ’algébre PEPA.



Chapter 6

Techniques de Modélisation pour le
Model Checking Probabiliste

Le chapitre précédent a montré que 'utilisation du model checking probabiliste pour
résoudre les problémes d’évaluation de performances est pertinente & condition de tra-
vailler sur des modeéles réalistes. Pour améliorer le réalisme de notre modéle nous allons
dans un premier temps, en section 6.1, utiliser des algorithmes de fitting existants. Ces
algorithmes permettront de générer une CMTC paramétrique (dont les taux dépendent
d’une fonction d’un ensemble de paramétres) fidéle a la réalité mais malheureusement sans
structure. En effet, le modéle systéme obtenu n’est pas modulaire. Il n’est pas possible de
le transformer ou de ’adapter facilement & d’autres architectures de systémes : en chan-
geant le composant réseau par un autre, par exemple. La seconde partie de ce chapitre,
section 6.2, propose d’adapter une technique de fitting existante permettant d’approcher
les distributions de type phase de telle sorte qu’elle puisse s’appliquer directement sur un
modéle PEPA plutot que sur une CMTC. De cette maniére il devient possible d’améliorer
le réalisme du modéle tout en gardant un langage de modélisation modulaire et de haut
niveau.

La section 6.3 propose une généralisation de 1’algorithme donné dans la section 6.2.
Celle-ci permet de travailler avec des exécutions partiellement observables au lieu de temps
d’absorption. Il devient alors possible d’utiliser cet algorithme pour améliorer le réalisme
de modéles PEPA sans état absorbant.

La section 6.4 présente le logiciel EMPEPA qui implante ces deux algorithmes et
quelques fonctions de simulation permettant de tester leur bon fonctionnement.

Enfin, la section 6.5 conclue et propose quelques améliorations possibles de ces ap-
proches.

6.1 Un modéle réaliste mais sans structure

On montre dans cette section comment il est possible de construire un modéle trés
réaliste d’'une simulation distribuée au regard de la contrainte de performances de type

83
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A1 A2

:jx\gijx\lij

Figure 6.1: Deux distributions de type phase équivalentes

deadline probabiliste. Le but est de modéliser la loi probabiliste du temps de transmission
d’'un message entre deux fédérés pour différentes configurations, c’est-a-dire suivant les
paramétres taille du message, nombre de fédérés et vitesse de la machine hébergeant le
RTIG. Le paramétre type ou débit du réseau n’a pu étre étudié pour des raisons techniques
de sécurité (pare-feu n’acceptant pas les connexions entrantes de 'TONERA).

Le modéle que 'on cherche a obtenir est une CMTC, afin de pouvoir utiliser les
techniques de model checking probabilistes. Deux méthodes d’approximations (ou dit de
fitting) ont été successivement utilisées :

1. pour approcher la loi du temps de transmission d’un message pour une configuration
donnée,

2. pour généraliser ’ensemble des lois dans toutes les configuration possible.

Les données nécessaires ont été collectées en mesurant le temps de transmission entre deux
fédérés d’une simulation distribuée réelle dans plusieurs configurations (choix de la taille
des messages, choix de la machine hébergeant le RTIG, ...). Pour chaque configuration
les données ont été approchées par une distribution de type phase en utilisant le logi-
ciel EMpht (voir la section 6.1.1). Toutes ces distributions ont été généralisées dans une
distribution de type phase paramétrique en utilisant la régression polynomiale de Matlab.

6.1.1 Approcher des distributions avec le logiciel EMpht

EMpht est un logiciel écrit par Marita Olsson [52|. Son but est de trouver les taux du
générateur infinitésimal d’'une CMTC définissant une distribution de type phase de sorte
que celle-ci maximise (éventuellement localement) la vraisemblance d’un ensemble de
données. L’utilisateur doit décider du nombre d’états de la CMTC et éventuellement peut
choisir un masque permettant de choisir parmi des distributions de Cox, de Erlang ou d’un
type qu’il peut définir lui-méme. L’algorithme maximise localement la vraisemblance. Cela
signifie qu’il peut converger vers un maximum local. Il est important de remarquer qu’il
peut existe plusieurs CMTCs équivalentes définissant la méme distribution de type phase.
La figure 6.1 donne un exemple de deux distributions de type phase équivalentes. Ceci
s’explique car la densité de leur loi de probabilité s’obtient par le produit de convolution
des lois exponentielles de taux A; et A\a. Or le produit de convolution est commutatif. Aussi,
méme si ’algorithme trouve une bonne approximation des données, il trouve seulement
une des représentations possible de cette approximation.
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Figure 6.2: Ezpérimentation vs approximation de distribution de type phase, (=512,
h=1200

6.1.2 Approximation d’une distribution pour chaque configura-
tion

Les données ont été obtenues par des expérimentations paramétrées par deux dimen-
sions :

1. la taille des messages, notée [, en octets,

2. la vitesse de la machine hébergeant le RTIG, notée h, en Hertz!.

Les données des distributions ont été collectées pour différentes configurations. Chaque
couple de valeur correspond & un choix de (I, h) :

{ (32,440); (64,440); (128, 440); (256, 440); (512, 440);
(32,1200); (64, 1200); (128, 1200): (256, 1200); (512,1200) }

Pour chaque expérimentation, une CMTC de 16 états a été générée par EMpht. Les
figures 6.2 et 6.3 présentent deux résultats d’approximation. Le choix du nombre d’états
a été fixé a 16 aprés un certain nombre d’essais, les approximation obtenues semblant
étre satisfaisantes pour cette valeur. Celle-ci, quoique petite, engendre déja 256 taux de
transitions, donc autant de fonctions & approcher pour la phase suivante.

1Un indice de benchmark pourrait étre plus pertinent que la fréquence du microprocesseur mais 1’idée
reste la méme.
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Figure 6.3: Expérimentation vs approrimation de distribution de type phase, [=32, h=440

6.1.3 Généralisation des distributions de type phase en une seule
paramétrique

Dans le but d’avoir un modéle prédictif pour toutes les valeurs de paramétres et pas
seulement pour les valeurs expérimentées, on utilise 'approximation polynomiale pour
induire une CMTC paramétrique généralisant les distributions de type phase obtenue
auparavant. Une CMTC paramétrique est une fonction de I’espace des paramétres vers
I’espace des CMTCs :

Définition 6.1 (CMTC paramétrique) Soit S un ensemble fini d’états, P un espace
de parameétres, (en générale R* | k est le nombre de parameétres), une matrice Qp : S X S
RF telle que :

Vi,j €8S, i#j = Qp(i,]) est une fonction non négative

QIF’(i: 7’) = - Z Q]P’(ia k)
ki
Qp est appelé le générateur infinitésimal paramétrique. mp : S — [0,1]F est la distribution
matiale paramétrique.

La principale difficulté de cette phase de généralisation réside dans le choix des fonctions
paramétriques Qp(%, j), noté f; ;. Dans le cas présent, le choix s’est porté sur un polynéme
a 2 variables [ et h. La figure 6.4 montre une fonction induite qui définit le taux en
fonction des parameétres pour la transition allant de 1’état s; a 1’état sg de la distribution
paramétrique de type phase. La figure 6.5 montre une distribution en fonction de la taille
des messages sur une hypothétique machine tournant & 900MHz hébergeant le RTIG. Elle
a été obtenue par la CMTC paramétrique avec [ € [32,512] et h = 900.
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6.1.4 Conclusion de cette approche

Ces expérimentations montrent qu’il est possible d’obtenir un modéle assez réaliste
avec peu de moyens : quelques distributions de type phase de moins d’une vingtaine
d’états obtenues avec EMpht, le tout généralisé par des algorithmes d’approximation
polynomiale.

Le probléme de cette approche réside dans la représentation du modéle obtenu. Il
donne de meilleurs résultats que le modéle PEPA de la section 5.1. Mais, en revanche, il est
difficilement compréhensible et exploitable. Quels coefficients reflétent le comportement
du réseau, des fédérés ou du RTIG ? Impossible de savoir, et donc impossible d’améliorer
le modéle ou simplement de le réutiliser pour d’autres configurations d’architecture du
systéme, par exemple en ajoutant de nouveaux composants, ou pour vérifier d’autres
contraintes comme par exemple une contrainte de performances sur la perte des message.

6.2 Approximation de distributions de type phase dans
un modéle PEPA

Afin de bénéficier du réalisme offert par ces méthodes d’approximation tout en per-
mettant & 'utilisateur de modéliser son systéme avec un langage de haut niveau, nous
avons étendu [24, 25, 26| sur 'algébre PEPA, la méthode de fitting de Soren Asmussen,
Olle Nerman et Marita Olsson pour les distributions de type phase (voir la section 4.3.4).
Ceci va permettre au concepteur d’imposer une structure a son modeéle exprimée en PEPA.

— L’algorithme prend en entrées :

1. un ensemble de temps d’absorption obtenu a partir d’observations du systéme
réel.

2. un modéle PEPA contenant un certain nombre d’inconnues et décrivant une

certaine distribution de type phase, que nous appellerons pour cette raison
modéle PEPA absorbant.

— Il retourne en sortie : les valeurs des inconnues qui maximisent (éventuellement
localement) la vraisemblance des données.
Afin de caractériser le fait que le modéle PEPA d’entrée décrit une distribution de type
phase on ajoute le mot clef nil dans la syntaxe des termes PEPA. Ce mot clef définit le
processus inactif. Voici la syntaxe des termes PEPA complétée avec le terme nil :

P,Q,... u= (a,r).P | PXQ | P+Q | P/L | P[] | A | nil

La sémantique opérationnelle reste la méme puisque le processus nil ne produit aucune
transition. Ce mot clef permet de définir facilement un état absorbant. Le terme nil
n’est pas indispensable & la syntaxe PEPA pour exprimer I'inactivité. Un terme comme
(o, 1).P < o, 8 > (B,1).P définit aussi un processus inactif. En effet, pour que le proces-
sus puisse évoluer les transitions («, 1) et (3,1) ont besoin de se synchroniser ce qui est
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impossible car leurs noms différent. On pourra donc considérer nil comme le diminutif
d’un tel terme dans la syntaxe PEPA traditionnelle.

On doit aussi définir un ensemble d’inconnues ou variables, noté V', et une fonction
d’évaluation, notée ev, de 'ensemble V' vers R, . Chaque taux de transition du modéle
PEPA pourra donc étre :

— soit un réel positif,

— soit le taux de transition inconnu T,

— soit une variable de V.

Une fois le modéle PEPA défini, I’algorithme a besoin de générer sa représentation marko-
vienne, c’est-a-dire son graphe de dérivations et sa CMTC associée (voir la section 4.3.2).
Pendant cette étape il est indispensable de s’assurer que le graphe de dérivation obtenu
définit bien un processus stochastique, c¢’est-a-dire qu’il ne contient pas de transitions de
taux inconnu (égal & T). Dans le cas contraire, on aura a faire a un processus de décision
(voir la section 4.2.1) et non & un processus stochastique. Le graphe de dérivations doit
également contenir au moins un état absorbant : on parlera dans ce cas d’un graphe de
dérivations absorbant et, par extension, d’'un modéele PEPA absorbant.

On pourra supposer sans perte de généralité que le graphe de dérivations contient
exactement un état absorbant dans la mesure o1, s’il en contient plusieurs, un graphe de
dérivations équivalent peut s’obtenir en fusionnant les états absorbants. Ceci revient a
choisir un état absorbant, a éliminer les autres états absorbants et a rediriger leurs transi-
tions entrantes vers 1’état choisi. L’état absorbant pourra étre le terme nil ou nil <> nil
ou (a,1).P < a,b> (b,1).P ou tout autre terme équivalent & nil. Par souci de simplicité
on le notera nil.

Cet algorithme présente aussi une restriction : les synchronisations du modéle PEPA ne
peuvent avoir lieu qu’entre transitions actives (dont les taux de transition appartiennent
a R} ou V) et transitions passives (dont les taux sont T). De plus, & un instant donnée et
pour une action donnée, plusieurs transitions actives de peuvent se synchroniser qu’avec
une seule transition passive. Dans ce cas la transition resultante d’une telle synchronisa-
tion prend comme taux celui de la transition active. Ceci simplifie grandement les types
de taux que l'on peut trouver dans le graphe de dérivations associé puisqu’alors les seuls
taux possibles seront soit des réels positifs, soit des variables de V' et non des combinai-
sons arithmétiques de réels et de variables ce qui compliquerait davantage la résolution
mathématique du probléme.

Un graphe de dérivations G = (5, Act, s,,T') définit un processus stochastique, noté
X = (X4)ter,, plus riche que le processus de sa CMTC associée, notée X = (X;)ser, -
En effet les informations concernant les noms des actions sur les transitions ainsi que les
transitions réflexives ne sont pas représentées par X = (X;)er .- Le processus X n’est que
partiellement décrit par X. Pour compléter sa définition on définit |T'| processus aléatoires
décrivant pour chaque transition ( € T' le nombre de fois que ( a été prise au cours du
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temps :
Pour tout ¢ € T, Cf = nombre de fois que  a été prise entre 0 et ¢

Par extension Cf avec a € Act désignera le nombre total de fois que les transitions de
nom d’action a ont été prises entre 0 et ¢ :

Pour tout a € ActU {7}, C} = Z Cf
CeT,
a=act(¢)
De méme C} avec v € V' désignera le nombre total de fois que les transitions de taux v
ont été prises entre 0 et £ :

Pour tout v eV, C} = Z Cf

CeT,
v=rate(()

Observations complétes, partielles et fonctions de vraisemblance

Une observation compléte de X, notée g, pourra se définir de la facon suivante :

t1, ti,Gs
r=s:s; (I—Cl))Sz (—<>)

.. Sm

ou m est la taille de g, et t; le temps passé dans I’état s; avant de prendre la transition
(; € T. L’état s; correspond a I’état initial, c’est-a-dire s,, et s, I’état absorbant, c’est-a-
dire nil (ou un état équivalent).

Soit Y la variable aléatoire décrivant le temps d’absorption de X, c’est-a-dire le temps
pour le processus X d’atteindre nil. Une observation partielle de X, notée y, correspond
a ce temps d’absorption. Comme dans la section 4.3.4, la vraisemblance de y, notée L(y),
est a la densité de probabilité d’avoir Y =y :

L(y) = 7,,e"Tt

ou T et t sont respectivement le générateur infinitésimal de phases et le vecteur de sortie
de X. La vraisemblance de ¢, notée L(r), est la densité de probabilité d’avoir X = r, notée
P(X =) (voir 'anneze C.1.3) :

P =r) = eo(()x o

x ev((a) X g E(s2)t2

X ev((m) X e Elsm)tm

ou E: S+ R; est un vecteur contenant, pour chaque s € Sy, le taux de probabilité de
prendre une transition (y compris une transition réflexive) :

Pour s € S, E(s) = Z ev(C)

CETa
.C:S
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Soit n le nombre d’observations. On considere le vecteur de processus stochastiques Y
comme le produit de n processus X identiques et indépendants. x désigne une valeur de X,
c’est-a-dire la donnée de n exécutions complétes de X. Soit Y le vecteur aléatoire repré-
sentant les n temps d’absorption des n processus de X.y = (v1, - - -, ¥n) dénote ’ensemble
des temps d’absorption observés. La vraisemblances de y, notée L(y) est mesurée par la
densité de probabilité d’avoir Y =y, c’est-a-dire le produit des densités de probabilités
d’avoir chaque observation :

n n

Liy) = [[P(Y =v) =[] L(w)

i=1 =1

De méme la vraisemblance de y, notée L(x), est mesurée par la densité de probabilité de

L(x) = HIF"(3€ =)= H L(x;)

L’algorithme a pour but de trouver la fonction d’affectation ev : V +— R, qui maximise
la vraisemblance de y. Il est important de noter que I’algorithme ne devine pas le modéle
PEPA, c’est a I'utilisateur de choisir ce modéle et de choisir ot disposer dans ce modéle les
variables du probléme. Comme dans la section 4.3.4 I'algorithme va consister a alterner
successivement les étapes E et M.

Etape F : calcul des espérances

Avant de passer a la description détaillée du calcul des espérances de ’algorithme on
introduit quelques notations.

Définition 6.2 Soit G = (S, Act, si,T) un graphe de dérivations avec exactement un état
absorbant. Soit V [’ensemble des variables du probleme d’approrimation et ev : V — R,
une fonction d’évaluation sur V. Chaque transition de T' a un taur appartenant a R, ou
bien a V. On définit les notations suivantes :
- T:V  P(T) désigne pour chaque variable v de V le multi-ensemble® T(v) conte-
nant toutes les transitions ayant pour taur v.

YoeV Tw)={¢eT]|rate(() =0}
— On étend ev a l’ensemble des transitions ¢ € T tel que :

| rate(Q) si rate(C) € Ry
ev(C) = { ev(rate(C)) sirate(() €V

Pour obtenir la CMTC associée & G il faudra bien siir considérer I'évaluation des taux de
transitions avant de les additionner (voir la section 4.3.2 pour savoir comment obtenir la
CMTC associée & G). On considére les variables aléatoires suivantes :

2Un multi-ensemble est un ensemble pouvant contenir plusieurs occurrences du méme objet.
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— Soient :

= D Zulw

C€eT(v)

|V| variables aléatoires. Les variables (Z;),cs,, sont définies & la section 4.3.4 et
définissent le temps total de sé¢jour d'un processus X dans chaque état de Spp.
Puisque X admet un état absorbant Z, converge presque siirement.

— Soient :

= 15%2 Loy @#Ch ) )}

|V'| variables aléatoires désignant pour chaque variable v € V' le nombre de fois ot
le processus X emprunte une transition ¢ de taux v. Puisque que X posséde un état
absorbant /N, converge presque siirement.

— Soient :

Zo((wh, ... wy)) = sz(wl)

|V'| variables aléatoires oil w; est un événement élémentaire de I'univers du processus
X.
— Soient :

n

Ny (Wi, wa)) = Y No(ws)

i=1
|V'| variables aléatoires désignant pour chaque variable v € V' le nombre total de
fois ol les processus de X empruntent une transition ¢ de taux v.

L’étape E consiste a calculer les espérances conditionnelles E[Z,|Y = y] et E[N,|Y =
y]. D’aprés annexe C.3.1 et la définition de Z,,, 'expression de I’espérance conditionnelle
E[Z,|Y = y] est immeédiate :

" Y cenw) Coc (1)
BZ,[Y =¥ =} =00
i=1 Sx AT

Aussi, on montre dans I’annere C.3.4 que :

n

EN,|Y =y] = Zﬁ() Z
o ¢em(

i=1 T (v)

ces(yi) si Co # il
ev(v) { ai.(yi) si (o = nil

Les fonctions a, b et ¢ correspondent aux systémes d’équations différentielles ordinaires
définis dans la section 4.3.4. Les méthodes de résolution employées sont les mémes que
celles décrites dans la section 4.3.4. On propose en plus une autre méthode pour calculer
Z, et N, par simulation discutée a la section 6.4.1.
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Etape M : maximisation de la vraisemblance de x

Les espérances E[Z,|Y = y]| et E[N,|Y = y]| une fois calculées, il ne reste qu’a mettre
les variables du modéle a jour de sorte que celui-ci maximise la vraisemblance de x. On
montre dans I'anneze C.4.2 que la maximisation de y s’obtient en affectant les variables
de V avec les valeurs suivantes :

_ E[Nv |Y = }’]

YoeV, ev(v)= EZ,[Y = y]

Pour comprendre cette formule plus intuitivement le lecteur pourra imaginer que pour
chaque v € V toutes les transitions de T(v) ne forment qu’une seule macro-transition
et que tous les états dont sortent ces transitions (ou cette macro-transition) ne forment
qu’un seul macro-état. Ensuite pour obtenir le taux de cette macro-transition on divise le
nombre de fois total oil elle a été prise par le temps de séjour total dans le macro-état.

Schémas de 1’algorithme

On résume 'algorithme dans un langage pseudo-formel ci-dessous :

Entrées
1. un graphe de dérivations absorbant G = (S, Act,s,,T),
2. un ensemble de variables V,
3. un ensemble d’observations Yy.

Sortie : une fonction d’évaluation ev

Algorithme
1. Choisir une initialisation de ev.
2. Jusqu’a ce qu’un critére d’arrét soit vérifié, itérer :
— Etape F : pour tout v € V calculer :

z, .= E[Z,|]Y =y], n,:=E[N,|Y =y]

— Etape M : pour tout v € V affecter :

ev(v) := a
ZU
De la méme maniére que pour l'algorithme de la section 4.3.4 l'initialisation des variables
peut jouer un réle important dans l'issue du résultat car I'algorithme ne converge pas
forcément vers le maximum global. Il est donc conseillé :
— soit de faire une bonne initialisation manuelle pour aider 1’algorithme & converger
vers un bon maximum local ou vers le maximum global,
— soit de faire plusieurs tentatives avec différentes initialisations aléatoires ou ma-
nuelles afin d’augmenter les chances d’obtenir un bon résultat.
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Le critere d’arrét de l'algorithme peut par exemple correspondre au moment ou le lo-
garithme de la vraisemblance de y n’augmente plus de maniére significative. Comme
remarqué dans la section 4.3.4 cette vraisemblance se calcule facilement et n’ajoute pas
de complexité supplémentaire a 1’algorithme.

Enfin la complexité de l’algorithme et équivalente a celui de la section 4.3.4 car la
majorité des calculs consiste a résoudre les systémes différentiels ordinaires a, b et (c®)seg,,
(se reporter a la section 4.3.4 pour davantage de détail).

6.2.1 Expérimentations

On présente maintenant quelques expérimentations faites avec cet algorithme : deux
premiers exemples simples et un troisiéme exemple plus compliqué car il modélise le
temps de transmission des messages d’une simulation distribuée HLA. Les résultats ont
été obtenus a ’aide du logiciel EMPEPA développé dans le cadre de cette thése pour
implanter cet algorithme. On donne une présentation détaillée de EMPEPA & la section
6.4.

Exemple 1 : retrouver les valeurs initiales d’un modéle

Soit V' = {A1, A2} 'ensemble des variables du probléme. Le modéle PEPA ne comporte
qu’un seul terme qui est le terme racine suivant :

(7, A1) (7, A1) (7, A1) (75, A1) (7, A1) (7, Ap) il
+
(7, X2).(T, A2) (7, A2) (T, A2) (7, A2).(7, A2).mil

On a initialise A\; = 1 et Ay = 2 et on a obtenu par simulation du modéle 10000 temps
d’absorption décrivant la distribution de type phase décrite par la figure 6.6. Ces 10000
temps d’absorption ont été utilisés en entrée de l'algorithme dans le but de retrouver
les valeurs de A; et Ay. Les valeurs A\; et Ay ont été initialisées aléatoirement. Aprés 10
itérations (quelques secondes de calcul) 'algorithme a retrouvé les valeurs A; = 1.01
Ao = 1.98. L’algorithme a donc été en mesure de retrouver quasiment les valeurs initiales
du modéle.

Exemple 2 : trouver les valeurs d’une distribution équivalente

Soit V' = {v, w} 'ensemble des variables du probléme. L’ensemble des déclarations des
constantes PEPA sont :

Begin = (7, 2).((a,4).End + (B,v).End + (v, w).End) + (o, 1).End
Loop < (r, T).Loop
End € nil
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Probabilite d’etre dans I'etat absorbant en fonction du temps
1
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Figure 6.6: La probabilité d’étre dans l’état absorbant en fonction du temps.

L((a, v).End + (3,v).End + (v, w).End) %] Loop}

Figure 6.7: Graphe de dérivations de l’exemple 2

et le terme racine est : Begin Eﬁl Loop

Comme dans l'exemple 1 on a initialisé v = 1 et w = 2 et obtenu par simulation
du modeéle 10000 temps d’absorption décrivant la distribution de type phase du modéle.
Ensuite les valeurs v et w ont été réinitialisées aléatoirement. Aprés une centaine d’ité-
rations (quelques minutes de calcul) I’algorithme a convergé les valeurs v = 3.094302 et
w = 0.006188605. Bien que ces valeurs ne correspondent pas aux valeurs initiales elles
donnent bien une distribution de type phase équivalente. En effet les deux transitions du
modéle ayant pour taux v et w partent du méme état et vont dans le méme état (voir la
figure 6.7), or v +w ~ 3 dans les deux cas, donc le résultat donné par ’algorithme donne
bien une distribution équivalente.

Exemple 3 : modélisation du temps de traversée d’un message entre deux
fédérés d’une simulation HLA

Dans cet exemple on décrit un modéle simplifié mais néanmoins structuré du temps de
transmission d’un message de mise a jour entre deux fédérés d’une simulation distribuée
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SunBlade 2000 yeesTT T - Sun U-10
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Figure 6.8: Schémas de l’exemple 3

HLA. Les données sont, cette fois, des observations obtenues a partir d’'une simulation
distribuée HLA réelle.

Description du probléme

Soit un systéme composé de trois entités physiques, deux ordinateurs et un réseau
LAN. Le premier ordinateur est un SunBlade 2000 bi-processeur hébergeant deux fédérés
A et B. Le second ordinateur est un sun U-10 hébergeant un intergiciel, le RTIG de
CERTT [13]. 20000 temps d’absorption ont été obtenus en envoyant 20000 messages de
256 octets depuis le fédéré A jusqu’au fédéré B Chaque message a parcouru l'itinéraire
suivant (voir la figure 6.8) :

1. traverser le réseau du fédéré A jusqu’au RTIG,
2. étre traité par RTIG,

3. traverser le réseau du RTIG jusqu’au fédéré B.

L’objectif posé par cet exemple est d’obtenir une bonne approximation du temps de
réponse du réseau, sachant que :

1. on posséde déja un modéle du temps de réponse du RTIG,

2. on suppose que traverser le réseau depuis le fédéré A jusqu’au RTIG ou depuis le
RTIG jusqu’au fédéré B donne un comportement équivalent.

Description du modéle

On donne d’abord une description simplifiée du modéle PEPA modélisant le systéme
(c’est & dire le comportement d’un message dans ’ensemble des entités) puis on présente
les résultats obtenus avec un modéle PEPA plus complexe et réaliste. Le terme racine du
modéle est :

AbsSimulDist

Soit V' I’ensemble des variables du probléme d’approximation :

V:{’Ul,...,v5}
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Le terme AbsSimulDist est égal au produit synchronisé des termes :
ReseauVersRTIG, RTIG et RTIGVersReseau

Les deux termes ReseauVersRTIG et RTIG VersReseau dénotent la méme distribution de
type phase, une distribution de Cox (de trois états de phase dans ’exemple réduit). Les

termes :
CozAller1l, CoxAller3, CorzAller3

et
CoxRetourl, CozRetour3, CoxRetour3

sont utilisés pour modéliser chaque état de phase de cette distribution.

Les mémes variables v, & vs sont utilisées a la fois dans
ReseauVersRTIG et RTIG VersReseau

dans le but de représenter I’'identité de comportement du réseau a I’aller et au retour.
Le terme RTIG est une distribution de Erlang-4 de taux 4\ ot A une valeur connue.

Il y a deux noms d’actions :
eet s

définissant respectivement les interactions mises en jeu lorsqu’un message sort du réseau
pour aller sur le RTIG et sort du RTIG pour aller sur le réseau.

Quand le message est dans les cables du réseau ou dans le silicium de 'ordinateur
hébergeant l'intergiciel ’action invisible 7 est utilisée pour modéliser les changement in-
ternes (encore d’une maniére assez grossiére mais réaliste d’'un point de vu macroscopique).
L’ensemble des déclarations des termes du modéle est donné ci-dessous :

AbsSimulDist = ReseauVersRTIG [{X}] RTIG ?(}] RTIG VersReseau
ReseauVersRTIG = CozAllert

CozAllerl 2 (1,v1).CozAller2 + (e, vy).mil

CozAller2 = (1,vs).CozAllers + (e, vy).nil

CozAllers = (e, vs).nil

RTIG = (e, T).(1, A).(1, A).(1, N).(s, \) il
RTIGVersReseau = (s, T).CozRetourl

CozRetourl = (1,v1).CozRetour2 + (1, vy).1il

CozRetour?2 = (1,v3).CozRetour3+ (1, v4).1il

CozRetour3 Z (1, vs).nil
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Distribution du temps de reponse du RTIG
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Figure 6.9: Distribution cumulative du temps de réponse du RTIG

Résultats

Le méme modéle, mais avec 32 états pour le réseau et 64 états pour le RTIG, a été
utilisé comme modéle d’entrée du logiciel EMPEPA. L’ensemble des données consiste
en 20000 temps d’absorption obtenus en mesurant le temps de transmission entre deux
fédérés pendant ’exécution de la simulation distribuée.

Obtenir un modéle du RTIG

L’algorithme a d’abord été utilisé pour obtenir une approximation du temps de réponse
du RTIG, une distribution de Erlang-64. Aprés 4 itérations® (quelques heures) I’algorithme
a convergé vers la bonne valeur. La figure 6.9 montre la comparaison entre la distribution
du temps de réponse réel du RTIG et celle définie par le terme RTIG aprés évaluation
du taux A par EMPEPA.

Obtenir un modéle du réseau

Ensuite le modéle complet du systéme a été utilisé en entrée de 'algorithme. L’en-
semble des variables du probléme correspondent aux 63 variables définissant les distri-
bution de Cox de ReseauVersRTIG et de RTIGVersReseau. La figure 6.10 montre la
distribution obtenue par le modéle aprés 500 itérations (environ une semaine de calcul).
Le modéle du réseau a été extrait trés facilement, en remplacant les variables par les

3Le faible nombre d’itération est di au fait que le RTIG est modélisé par une distribution de Erlang
avec une unique variable, A\. En théorie une itération aurait suffi. Ceci vient probablement du fait que,
étant donnée la précision limité des calculs, des erreurs se répercutent d’itération en itération de sorte
que la convergence théorique différe de la convergence pratique.
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Distribution du temps de reponse du systeme
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Figure 6.10: Distribution cumulative du temps de réponse du systéme, c’est-a-dire du temps
pour un message de traverser le réseau, d’étre traité par le RTIG et de traverser le réseau
dans lautre sens

valeurs retournées par 1’algorithme dans le terme RTIG VersReseau ou (ce qui revient au
méme) RTIGVersReseau. La figure 6.11 montre la distribution du temps de réponse du
réseau pour un aller. La figure 6.12 montre les différentes distributions obtenues.

6.3 Trouver les valeurs les plus vraisemblables d’un mo-
déle PEPA & partir d’un ensemble d’exécutions par-
tiellement observables

Dans cette section on présente une généralisation de I’algorithme donné dans la section
précédente. L’objectif ici est de maximiser la vraisemblance d’'un ensemble d’exécutions
partiellement observables au lieu d’un ensemble de temps d’absorption. L’algorithme per-
met de travailler sur des modéles PEPA avec ou sans état absorbant. Par contre il reste
toujours limité & des modeles dont les synchronisations ne se produisent qu’entres transi-
tions passives et actives.

Soit G = (S, Act, s,,T) un graphe de dérivations (pas forcément absorbant) dont
les taux des transitions appartiennent ou bien a R, ou bien a V. X = (X;)icr, est
le processus stochastique décrivant entiérement G (comme défini a la section 6.2). Une
observation partielle de X et caractérisée par le vecteur aléatoire ). Une expérience de
), notée y, représente une exécution partiellement observable de X. Elle se note de la
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maniére suivante :
.. t1 to tm
Y =11t — a; — A2...Qyp_1 — StOp

avec ai,...,0m_1 € Act et t1,...,t,, € R,. Toute exécution partiellement observable
commence par 1’état initial du graphe de dérivations : c’est ce que le mot clef init signifie.
Le mot clef stop indique que I'observateur décide d’arréter son observation. Chaque triplet
a — b avec a € Act U {init} et b € Act U {stop} signifie qu’il s’est écoulé un temps ¢
entre ’observation a et I'observation b. L’exécution est partielle au sens ou seules les
actions visibles*, init et stop incluses, sont observables. En revanche, toute action visible
est forcément observée, ce qui se traduit par ’hypothése suivante : Aucune transition avec
une action observable ne peut étre prise entre deux observations.

L’utilisateur peut facilement choisir quelles sont les actions observables ou inobser-
vables en utilisant I'opérateur d’invisibilité de I’algébre PEPA (voir la section 4.3.2) qui
permet de cacher un ensemble de noms d’actions. Ceci pourra se révéler pratique si le
modéle contient dans sa description des actions visibles qui, pour des raisons techniques
ou autres, ne sont pas observables sur le systéme réel.

L’étape de maximisation de I’algorithme reste rigoureusement la méme que pour I’al-
gorithme précédent. Seul le calcul des espérances change. Puisque le graphe de dérivations
ne contient pas forcément d’état absorbant les espérances des variables aléatoires Z, et
N, ne convergent pas forcément. Afin de remédier & ce probléme on va considérer “vir-
tuellement” que le graphe de dérivations posséde toujours au moins un état absorbant
appelé sg. et que chaque état du graphe de dérivations, a ’exception de S, posséde
une transition sortante de nom d’action stop et de taux ry,, vers I'état sgy,. Ces tran-
sitions vont permettre de modéliser I'action de l'observateur stoppant son observation.
L’hypothése est donc faite que le comportement de I'observateur est distribué suivant une
loi exponentielle de taux rs,,, indépendante du reste du systéme observé (puisque ce taux
est le méme quelque soit 'état du systéme). La figure 6.13 représente 1'état sg,p, €t les
transitions (stop, 7sip) sur le graphe de dérivations du modéle PEPA défini par les trois
déclarations suivantes :

P (a,z).P, P,E(by).Ps P3E(c2).P

avec comme terme racine P;. Il peut sembler génant d’inclure 1’observateur dans le mo-
déle. Cependant, il s’agit surtout d’'une astuce mathématique dans la mesure ot, au final,
les calculs des espérances sont indépendants de la valeur r,,. Etant donné le caractére
assez “virtuel” de cet état et de ces transitions on ne les explicitera pas dans la définition
de G. Autrement dit sy, n’est pas explicité dans S et les transitions (stop, 7si0p) D€ sont
pas explicitées dans 7.

Cette hypothése posée, les variables aléatoires Z, et N, convergent presque stirement
et possédent les méme définitions que précédemment (c’est-a-dire les mémes définitions

4¢’est-a-dire différentes de 7
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(stop, Tstop) (stop, Tstop)

(StOp, Tstop)

Figure 6.13: Graphe de dérivations d’un modéle PEPA augmenté de ’état sg,, et des
transitions (Stop, Tstop)-

que dans le cas d’un graphe de dérivations absorbant) :

= / Lixi(w)=ecydt

CeT(v)

= lim Z licy () #Cl 41ye (@)}

e—0

6.3.1 Calcul des espérances conditionnelles de 7, et N,

Si les définitions de Z, et N, restent identiques, leurs espérances conditionnelles, elles,
se compliquent davantage. Ceci est dii au fait que les données d’observations sont des exé-
cutions partiellement observables au lieu de simple temps d’absorption. Voici I’espérance

conditionnelle de Z, sachant ) = init BTN ai ... Lmy stop :
E[Z,|D) = init 5 ay ... 22 stop)

Z / P(X, = o(| = init 25 ay ... 2= stop)

CeT(v)

et 'espérance conditionnelle de NN, sachant ) = init BN ai ... my stop :

E[N, |9 = init - a; ... = stop]

. v v ot tm
11_1)1821?’(@6 # ClinelD = init = ay ... = stop)dt
=0
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4 .. . t
Dans I’annere C.3.2, on montre que I’espérance conditionnelle de Z, sachant ) = init —
tm , . . .
ay ... — stop est égale a I’expression suivante :

E[Z,|D) = init 5 ay ... 5 stop]

i Ws*d(tl)Qald(tQ)Qaz PN e(U, t)Qaid(ti+l)Qai+1 Ce d(tm_l)l
’/Ts*d(tl)Qald(t2)Qa2 . d(tm_l)l

ou 1 est un vecteur de taille |S| rempli de 1. d et e sont des matrices de fonctions
exprimables en tant que solution de systémes d’équations différentielles ordinaires. Et,
Q. est la matrice contenant les taux de toutes les transitions d’action a € Act entre deux
états (transitions réflexives incluses) :

i=1

Vs,s' €S Qu(s,s) = Z ev(C)
CeT
o(=s
Co=s'
act({)=a
De méme on montre dans ’annexe C.3.5 que ’espérance conditionnelle de N, sachant

.. 11 tm , , . . .
) =init — a1 ... — stop est égale a l'expression analytique suivante :

E[N, | = init - a ... = stop]

i T‘-S*d(tl)Qald(tQ)Q@ s (f(?}, ti)Qai + d(ti)Qv,ai)d(tZ#l)QaHl cee d(tmfl)l
- ﬂ's*d(tl)Qald(tg)Q@ e d(tm_l)l

=1

ot f est une matrice de fonctions exprimables comme la solution d’un systémes d’équations
différentielles ordinaires et Q, , est la matrice contenant les taux de transitions de toutes
les transitions d’action a € Act et de taux v € V :

!
Qua(ss) = 3 ev(d)
qy
o(=s
(o=s'
act(¢)=a
rate(¢)=v

On va maintenant donner la définition des matrices de fonctions d, e et f :

d(t) = e
e(v,t) = fot etQ-C,elt-1Qr gy,
f(v,t) = fot e"QrQ, ,et=4Qr gy
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ol Q, est la matrice contenant la somme des taux de transitions invisibles entre deux
états moins la somme du taux de sorti de I’état sur la diagonale de la matrice :

(¥ et ev(¢) — che_T ev(C) sis=+¢
(0;3’ B
act(()=1

> cer ev(C) sinon
(oo
\ act(¢)=T1

QT(Sa SI) = <

C, : S x5 — N est la matrice diagonale contenant pour chaque état le nombre de
transitions sortantes de taux v :

Cufons) ={ (ST e =

sinon

Pour résoudre les matrices de fonctions d, e et f on vérifie qu’elles sont solutions des
systémes d’équations différentielles ordinaires suivants (voir I’anneze C.2 pour la vérifica-
tion) :

d(t) =d()Q;, avec d(0) =1

é(v,t) =e(v,t)Q, +d(t)C, avec e(v,0)=0

f(v,t) = f(v,1)Q, + d()Q,, avec f(v,0) =0

Enfin on peut remarquer que la constante 74,, n’apparait pas dans les expressions ana-
lytiques des espérances conditionnelles de Z, et N,. Ce qui confirme I'hypothése d’indé-
pendance de leur calcul par rapport au modéle de ’observateur.

6.3.2 La complexité de I'algorithme

Afin de calculer les espérances conditionnelles de Z, et de IV, on a besoin de résoudre
les fonctions d, e et f pour chacun des temps ¢; a t,, (pour chaque exécution partiellement
observable de taille m). Une fois le résultat de ces fonctions connu le calcul s’opére suivant
les définitions des expressions analytiques de ces espérances. Il faut résoudre e et f pour
chaque v € V, soit 2 x |V|, plus le systéme d, soit en tout 2 x |V|+1 systémes différentiels.
Chaque systéme consiste en des produits de matrices de complexité |S|3. On note I le
nombre d’itérations des étapes E et M et C le nombre de pas de calcul nécessaires
pour résoudre les systémes différentiels jusqu’a la plus grande valeur de temps, Alors la
complexité en temps de I'algorithme est de ’ordre de :

IxCx|V|x|S]

ce qui correspond a la complexité de l'algorithme précédant assortie du coefficient mul-
tiplicateur |V|. Une fois les fonctions d, e et f connues on peut calculer les espérances
conditionnelles de Z, et de N, mais pour cela on a besoin de mémoriser les résultats de
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ces fonctions (2 x |[V| + 1 matrices carrées de dimension S) pour chaque instant ¢; a ¢,
de chaque exécution partiellement observable. On suppose qu’il y a n exécutions partiel-
lement observables, chacune en moyenne de taille m, ainsi la complexité spatiale est de
I’ordre de :

nxmx |V|x|S?

6.3.3 Expérimentations

L’algorithme n’ayant pour le moment pas été implanté de facon optimale en temps et
en espace dans EMPEPA | on propose simplement dans cette section d’illustrer son utilité
a travers deux exemples simples de quelques états.

Exemple 1 : retrouver les valeurs initiales d’un modéle

Soir V' = {z,y, z} ’ensemble des variables du probléme. Le modéle PEPA considéré
est le suivant :
P “ (a,2).P, + (1,2).P,
def

PZ = (b, y)P2 + (a, Z)P1

Le terme racine est P;. Les variables ont été initialisées avec les valeurs :
r=1 y=2 z=3

On a généré par simulation (a l'aide du logiciel EMPEPA) quatre exécutions partielles
de tailles respectives 350, 8, 250 et 450. Ces tailles ont été choisies aléatoirement par
EMPEPA. Voici par exemple des préfixes de chaque exécution (la deuxiéme exécution est
compléte) :

.., 0786, 0216 0.746 1.093 1.362 0.017 0.068 0.377 , 0.046 , 0.152
mit —b—a—a—a—a—a—a—>b—b—a...stop

.., 0769 , 0.014 0.019 0.867 0.789 0.023 0.006 0.144
mit — b—a—a-—a—a— a— a— stop

.., 009 0.063 0241 0.364 0206 1.355 1.531 0.893 0.830  0.824
mit —a—a—a—a—a—a—a—a—a—b...stop

. ..0.334 1.065 0287 0.312 0.142 0.667 0367 0.39 1.278 2.543
mit —a—a—a—a6—a—a— 06— 06— a4 —> G...Stop

Ensuite on a valué les variables de la maniére suivante :

et demandé & EMPEPA de trouver les valeurs de x, y et z qui maximisent la vraisemblance
de ces quatre exécutions partielles. Aprés 10 itérations (quelques dizaines de secondes)
EMPEPA a retourné les affectations suivantes :

z =1.006635 y = 2.025398 2z = 2.996108

C’est-a-dire, & quelques erreurs prés, les valeurs qui avaient été choisies pour générer les
b )
quatre exécutions partielles.
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Exemple 2 : ne rien observer apporte aussi de la connaissance

Cette technique permet de prendre en compte l’absence d’observation et c’est ce
qu’illustre ’exemple suivant. On modélise un systéme composé de deux ordinateurs et
d’un réseau. Il y a un ordinateur source, modélisé par le terme PEPA Source, qui envoie
périodiquement un message sur le réseau a destination d’un autre ordinateur, modélisé
par le terme PEPA Dest. Le réseau, modélisé par le terme Net, transporte le message
depuis la source jusqu’a la destination suivant une simple distribution exponentielle. Le
réseau a une certaine probabilité de tomber en panne et une probabilité nulle d’étre réparé.
La panne a pour conséquence d’arréter les communications. L.’ensemble des variables du
probléme est :

V ={s,r,p}

La variable s correspond au taux de transition de I’envoie du message depuis la source. La
variable r correspond au taux de transition de la transmission du message sur le réseau.
La variable p correspond au taux de panne du réseau. Il y a deux actions, ¢ lorsque le
message rentre dans le réseau, o lorsque le message sort du réseau. Le modéle est défini &
I’aide des trois termes PEPA suivants :

Source = (i,s).Source
Net = (i,7).((o,r).Net + (1, p).nil)
Dest (0o, T).Dest

et du terme racine ci-dessous :

Source %?1 Net [{>;<}] Dest

L’aspect intéressant de cet exemple est qu’il n’est pas possible de faire la distinction entre
un retard du message et son absence due a une panne du réseau uniquement sur la base
des observations 7 et 0. En revanche, il est possible de tenir le raisonnent suivant : plus on
attend longtemps sans nouvelle, plus la chance que le réseau soit en panne est grande. Les
résultats qui suivent montrent que I’algorithme reste efficace face a ce genre de situation.

Les variables de V' ont été initialisées avec les valeurs suivantes :
ev(s)=1 ev(r)=2 ev(p)=0.1

On a généré 200 exécutions partiellement observables, puis changé les valeurs des variables
par :
ev(s) =3 ev(r)=1 ev(p)=2

Apreés 30 itérations (quelques dizaines de secondes) I’algorithme & convergé vers les valeurs
suivantes, proche des valeurs initiales :

ev(s) =1.02 ev(r)=1.98 ev(p)=0.101
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V = {v1,v2,v3}
0.499387
1.226753 AY (@, v1).(8,v2)nil
0.635516 def ) = 3.4367
0.478954 B = (B, T).(v,v3).nil EMPEPA L B 0.2647
0.403290 e (1,v3).(A > B) 7 22 = 9.6573
0.277662 i {53 T
0.292342 D= (r,0)mil+C
0.377174
. RootTerm = (1.v3).D

i3

Figure 6.14: Exemple d’utilisation de EMPEPA avec comme observations des temps ab-
sorption.

6.4 EMPEPA

EMPEPA (provenant de la concaténation de EM et de PEPA) est un outil, développé
dans le cadre de cette thése, permettant de trouver les valeurs des taux inconnues d’un
modéles PEPA de sorte que celui-ci maximise la vraisemblance d’un ensemble d’obser-
vations. La fonction de cet outil est donc d’améliorer le réalisme d’un modéle PEPA en
accord avec des observations de la réalité. Ces observations peuvent étre :

1. des temps d’absorption, voir la section 6.2 pour les détails concernant la description
de ce probléme.

2. des exécutions partiellement observables, voir la section 6.3 pour les détails concer-
nant la description de ce probléme.

La figure 6.14 donne un schémas d’utilisation de EMPEPA pour approcher une distri-
bution décrite par un ensemble de temps d’absorption. A gauche de la fléche étiquetée
EMPEPA sont indiquées les entrées de I’algorithme :

1. Une liste de temps d’absorption (en bas de cette liste correspond la distribution
cumulative discréte de cet ensemble de temps d’absorption).

2. Une distribution de type phase décrite en PEPA contenant les variables v; & vs.

A droite de la fleche est indiquée la sortie de ’algorithme : I’affectation de toutes les
variables de sorte que la distribution décrite par le modéle PEPA approche au mieux
la distribution des données observées. La figure 6.15 donne un schémas d’utilisation de
EMPEPA sur un terme PEPA sans état absorbant et dont les observations sont des exé-
cutions partiellement observables. A gauche de la fleche étiqueté EMPEPA sont indiquées
les entrées de ’algorithme :

1. Une liste d’exécutions partiellement observables.

2. Un modéle PEPA sans état absorbant contenant les variables de v; & vs.



6.4. EMPEPA 109

V= {1]1,1)2,1)3}

A dz&f (ay Ul)'(/ﬁa UZ)'B

1.22 0.63 0.47

ima .. def —

nit —= a — f — stop B = (B,T).(v,v3).C EMPEPA v1 = 3.4367

init 0.40 ﬂ 0.27 oy 0.29 stop + def s vy = 0.2647
0.37  2.31 0.23 C = (m,v3)(A b B) vg = 9.6573

init — a = f... —> stop {e,8} ’

D¥(raa+c

RootTerm = (T.v3).D

Figure 6.15: Schémas d’un exemple d’utilisation de EMPEPA avec comme observations
des exécutions partiellement observables.

A droite de la fleche la sortie : ’affectation de toutes les variables de sorte que le modéle
PEPA maximise ’ensemble des exécutions partiellement observables. EMPEPA a été codé
en langage C respectant la norme ANSI de 1999. Il se compile et s’installe sans difficulté sur
toute plateforme compatible UNIX grace a 'utilisation des outils Automake et Autoconf.
Une seule bibliothéque non standard (mais se trouvant sous forme de pacquage sur la plus
pas des distributions Linux) est requise :
— la GNU Scientific Library (GSL)

En plus d’implanter les algorithmes décrits aux sections 6.2 et 6.3, il offre les fonctions
de base permettant de simuler un modéle PEPA et d’écrire dans un fichier les résultats
de ces simulations dans la méme syntaxe que celle des observations, ce qui a permis de
tester la validité de I'implantation.

Grace a l'utilisation de la bibliothéque GSL, EMPEPA dispose de neuf méthodes de
résolution pour calculer les espérances des étapes E de l'algorithme, plus une dixiéme
méthode, également développée dans le cadre de cette thése, permettant d’approcher ces
espérances par simulation (voir la section 6.4.1 pour plus de détails). Les neuf méthodes
de résolution sont listées ci-dessous :

1. Runge-Kutta (2,3)

Runge-Kutta d’ordre 4

Runge-Kutta-Fehlberg (4,5)

Runge-Kutta Cash-Karp (4,5)

Runge-Kutta Prince-Dormand (8,9)

Runge-Kutta & points Gaussien d’ordre 2 implicite

Runge-Kutta a points Gaussien d’ordre 4 implicite

® N v e W N

M=1 implicit Gear method
9. M=2 implicit Gear method

Les annezes D.1 et D.2 contiennent les détails concernant la syntaxe des modéles PEPA
et des observations, et les différentes options disponibles en ligne de commande. EMPEPA
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est un projet Open-source sous licence GPL hébergé par Sourceforge et en libre téléchar-
gement a l’adresse internet indiquée ci-dessous.

http ://sourceforge.net/projects/empepa

6.4.1 Approcher E[Z,|Y = y] et E[N,|Y = y] par simulation

On propose, dans EMPEPA, une méthode supplémentaire afin de calculer, ou plus
exactement d’approcher, les espérances conditionnelles de Z, et N, par des simulations.
L’idée consiste & lancer un certain nombre de simulations et & compter les temps de séjours
dans chaque état et le nombre de fois que chaque transition a été prise.

Une difficulté supplémentaire vient du fait que les espérances a approcher sont condi-
tionnelles. Dés lors seules les simulations vérifiant ces conditions peuvent étre retenue
pour 'approximation de ces espérances. Malheureusement, la mesure de probabilité nulle
des conditions impliquées ici, Y =y, ne laisse aucun espoir d’obtenir des simulations les
respectant, c’est-a-dire ayant leur temps d’absorption exactement sur I’'un des y; de y.

Afin de contourner cette difficulté on a utilisé la propriété de Markov du processus
et considéré que toute simulation arrivant au moins dans un certain état non absorbant
a une date y; posséde une certaine densité de probabilité de prendre une transition vers
I’état absorbant. Cette densité de probabilité permet de pondérer 'importance des espé-
rances de Z, et N, comptées pendant cette simulation par rapport aux autres simulations.

Le probléme de cette méthode est que plus la probabilité d’atteindre un état non ab-
sorbant dans un temps y; de y sera faible plus le nombre de simulations nécessaire pour
obtenir une bonne approximation devra étre grand. La table 6.1 récapitule dans quelles
situations cette méthode peut ou ne peut pas se révéler intéressante. De plus, afin de réus-
sir & utiliser cette méthode, les conditions de la colonne de gauche doivent étre vérifiées
a chaque itération de l'algorithme, sous peine de ne jamais passer la prochaine itération
car l'algorithme cherche en vain des simulations pertinentes pour ses approximations.

Dans la pratique cette méthode s’est révélée trés efficace quand elle a été appliquée
a des exemples construits artificiellement de sorte que les conditions de la colonne de
gauche de la table 6.1 soient respectées. Dans une utilisation réaliste, telle celle qui est
présentée dans le troisiéme exemple de la section 6.2.1, on n’a pas réussi a profiter de cette
méthode car les conditions de la colonne de gauche n’étaient pas réalisées (des millions
de simulations n’ont pas été suffisantes pour atteindre un état non absorbant quand il
s’agissait des plus grandes valeurs de y). Il est probable que, dans la plus part des cas
réalistes, cette méthode ne soit pas applicable, & moins d’avoir, par chance, les conditions
de la colonne de gauche réunies, auquel cas cette méthode pourra se révéler plus rapide
qu'une méthode basée sur la résolution de systémes d’équations différentielles ordinaires.
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Situations oul cette méthode
est intéressante

Situations ou cette méthode
n’est pas intéressante

Le modéle a une bonne
probabilité d’atteindre tous les
états et les transitions qui sont

impliqués dans le calcul
des espérances conditionnelles.

Certaine exécutions
impliquées dans le calcul
de certaines espérances
conditionnelles ont une
probabilité d’occurrence
trop petite.

Les temps d’absorption sont
suffisamment petits de sorte

La probabilité d’atteindre
un état non absorbant
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dans un temps y; de y
est trop petite.

que la probabilité donnée par le modéle
d’atteindre un état non absorbant
a un temps d’absorption y; de y
n’est pas négligeable.

Table 6.1: Tableau récapitulatif des conditions requises pour le bon fonctionnement de la
méthode de calcul des espérances conditionnelles par simulations.

6.5 Conclusion du chapitre

6.5.1 Résumé

Les méthodes d’approximations permettent d’obtenir des modéles plus réalistes que
ceux construits manuellement. Lesquels manquent en contre partie de structure et d’in-
telligibilité. Afin de remédier & cela, on propose d’adapter la méthode d’approximation
de Soren Asmussen, Olle Nerman et Marita Olsson [57] pour lui permettre d’opérer sur
l’algébre PEPA. Laquelle permet d’imposer une structure au modéle, les rendant plus in-
telligibles et offrant davantage de souplesse pour les utiliser et les transformer. On définit
ensuite une généralisation de cet algorithme permettant de I'utiliser sur la base d’exécu-
tions partiellement observables au lieu de temps d’absorption et sur des modéles PEPA
avec ou sans état absorbant.

6.5.2 Limites et améliorations possibles

Ces deux algorithmes permettent de travailler sur des modéles PEPA dont les synchro-
nisations se produisent exclusivement entre transitions actives et transition passives. De
plus, leur complexité et la puissance actuelle des ordinateurs ne permet pas de les utiliser
sur des modéles de plus de quelques centaines d’états (contre des millions d’états pour
les algorithmes de model checking). Il serait donc intéressant d’envisager de les optimiser.
Voici trois idées d’optimisations possibles (mais non certaines) :

— Utiliser la connaissance des calculs des espérances d’une itération a l’autre, (ce qui
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aura peut-étre pour conséquence de transférer la complexité du temps vers celle de
I'espace).

— Réduire le nombre des données d’observations (et en particulier les grandes valeurs
de temps d’absorption car elles augmentent le nombre de pas nécessaire pour la
résolution des systémes différentiels) pour ne garder que les plus significatives.

— Transformer les temps d’absorption (ou les temps d’observations entre deux actions)
en moyenne, écart type, etc, c’est-a-dire en considérant les moments de la distribu-
tion des données au lieu des données brutes. L’avantage de considérer les moments
est qu’il est possible de borner leur nombre utiles car une chaine de Markov fini ne
posséde qu’un nombre fini de moments.



Chapter 7

Conclusion

Evaluer les performances d’une simulation distribuée temps réelle par 1'utilisation du
modele checking probabiliste pose :

1. le probléme de la modélisation probabiliste du systéme dans un modéle accepté par
un model checker probabiliste,

2. le probléme de la formalisation des contraintes de performance & évaluer dans une
logique acceptée par un model checker probabiliste.

La principale difficulté rencontrée au cours des travaux de thése fut celle de produire
un modéle probabiliste réaliste. La formalisation des contraintes de performance ne pas
posant de difficultés particuliéres, en tout cas pas dans cette étude.

L’utilisation d’algorithmes d’approximations a pu permettre de générer des modeles
réalistes, aussi bien concernant la trajectoire du processus en fonction du temps qu’en
fonction de différents paramétres (tailles des messages, qualité du réseau, rapidité des
machines, etc). En revanche les modéles obtenus par ces algorithmes sont difficilement
compréhensibles et manipulables par I’humain en charge de faire la modélisation.

Afin de remédier a ce probléme, un algorithme permettant d’approcher des distribu-
tions de type phase & partir de temps d’absorption a été adapté pour fonctionner sur des
modéles décrits en PEPA. La description du modéle en PEPA permet d’imposer une struc-
ture au modéle, de le rendre plus compréhensible qu’une chaine de Markov et plus facile a
manipuler. De cette maniére il devient, par exemple, facile de remplacer un composant par
un autre composant. L’algorithme a ensuite été généralisé afin de pouvoir opérer sur des
modéles PEPA sans état absorbant et dont les données d’observation sont des exécutions
partiellement observables. Ces deux algorithmes admettent les limites suivantes :

1. Ils ne fonctionnent que sur des termes PEPA dont les synchronisations s’effectuent
entre transitions actives et passives.

2. Leur complexité algorithmique ne permet pour le moment pas de les utiliser sur des
modéles de plus de quelques centaines d’états.
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3. Ces algorithmes ne devinent pas la structure du modéle PEPA, seulement les valeurs
des variables placées a l'intérieur du modéle PEPA prédéfini par I'utilisateur.

Les améliorations possibles associées a ces limites sont :
1. Etendre ces deux algorithmes a tous types de synchronisations.

2. Optimiser les calculs des espérances ou trouver une autre méthode plus efficace que
la méthode EM pour ce probléme.

3. Geénérer intégralement le modéle PEPA le plus vraisemblable permettant d’expliquer
un ensemble d’exécutions partiellement observables.

La limite la plus difficile & surmonter est de loin la derniére. C’est aussi la plus motivante.
Cela permettrait de déléguer a ’ordinateur la lourde tache de modélisation, habituellement
réservée au concepteur (ou au thésard...). Il faut noter que bien souvent un concepteur
humain ne modélise pas un processus sur la seule base d’un ensemble d’observations. Il
posséde en général un ensemble d’hypothéses qui permettent de restreindre I’ensemble
des modéles candidats pour expliquer ces observations. Une telle amélioration a donc
davantage d’intérét si elle est associée avec la prise en compte de ces hypothéses.
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Appendix A
Probabilité

Dans chacune des sections suivantes de cette annexe X = (X;)icr désigne une CMTC
d’espace d’état S, de distribution initiale 7 et de générateur infinitésimal Q.

A.1 Définition de la trajectoire d’'une CMTC

La trajectoire de X s’exprime a I'aide d’'un systéme d’équations différentielles ordinaire

dont la variable est le temps ¢. Pour trouver ’expression de ce systéme on doit chercher

la limite de P(X”At:g)t_mxtzs) quand At tend vers 0 :

P(Xt—f—At = 8) = ]P(XH—At = 8|Xt = 8) X P(Xt = 8)

+) P(Xppar = s|X; = 5') x P(X; = o)
s'#s
= (14+Q(s,s)At + o(At)) x P(X; = s)

+3Q(s, 5)At + o(At)) x P(X,; = §')

s'#s
P(Xiiat=35) —P(X; =) _ (Q(s, 5)At + 0(At)) x P(X; = s)
At At
+Zs,¢s(Q(8', s)At + o(At)) x P{X; = ¢}

At

On note p,(t) la probabilité P(X; = s) et p(t) le vecteur ligne (ps(t))ses. Si on fait tendre
At vers 0 on obtient le systéme différentiel ordinaire suivant :

35
Vs S p(t) = p =Y pa(t)

s'es

Ceci s’exprime sous forme du produit vecteur-matrice ci-dessous :

p(t) = p(H)Q



120 APPENDIX A. PROBABILITE
On peut vérifier que la solution de ce systéme différentiel est :

p(t) = me'?

O e'Q est une exponentiation de matrice, e!Q = > o (t?!)].

A.2 La Probabilité de rester dans un méme état

Soit CY, 4, la variable aléatoire qui correspond au nombre de transitions tirées entre
I'instant ¢; et 'instant ¢5 du processus X. Tout d’abord on remarque que :

Alif_{lo P(Xt+At = S‘Xt = 8) = Alir—?o P(Xt+At =S, Ct,t+At = O|Xt = 5)

. . . .. P(Xsyn¢=5,C, —=0)—P(X3=5,Co +=0
On cherche maintenant & exprimer la limite de T t+at=s °’t+AtAt) (X=5,C04=0) and At

tend vers 0 :

P(XHAt =S, Co,t+At = 0) = P(XH-At =S, CO,t—i—At =0, CO,t = 0)
= P(Xiiar=5,Courar =0,Xy =5,Cp = 0)
+P(Xi1at = 5, Copyar = 0, Xy # 5,Cop = 0)
= ]P(Xt+At =S, CO,H—At = O|Xt =S, CO,t = 0)
xP(X; =s,Cot = 0)
= P(Xt—l—At =S, CO,t+At = 0|Xt = S)
XP(X; =5,Cp = 0)

P(X4A¢=5,C0,t4+2¢=0)—P(Xt=s5,C0,=0)

On note pes(t) = limago N , et on déduit par un calcul
analogue a celui de p,(t) que pes(t) = pes(t)Q(s, s). La solution de ce systéme différentiel
ordinaire d’ordre 1 est pcs(t) = pes(0)eRE=)E,

A.3 La probabilité d’atteindre un état donné sachant
qu’il y a transition

On formalise cette probabilité de la maniére suivante :

P(Xyiar = 8| Xpyar # 5, X = 5)
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L’utilisation de la propriété de Markov de X permet de I'exprimer de la fagon suivante :

P(Xpnr =5, Xpynr # 5, Xp = 5)

P(Xerar = 8'[Xppar # 8, Xi = 5) = P(Xypar # 5, Xy = 5)

N P(Xt+At = SI,Xt = 8)
- P(Xpar# s, Xi=35)
_ P(Xyar =5'Xy =5) x P(X; = 5)
 P(Xiar # 5| X, = 5) x P(X, = s)
_ P(Xiar = 8'|X; = 5)
B P(Xiyar # 8| X; = s)

Q(s, s") x At + 01 (At)

—Q(s,5) X At + 0o(At)
Q(s, ) + 25"
_Q(Sa 5) + OZ(AAtt)

Donc si At — 0 la probabilité est égale & 7%23(’;’5))

A4 CMTC et CMTD associée

I1 est possible d’approcher une CMTC de distribution initiale 7 et de générateur infi-
nitésimal Q par une CMTD de distribution initiale identique et une matrice de transition
P = €Q, ol € est un réel positif représentant le temps écoulé entre 2 transitions de la
CMTD associée. On montre donc que la limite suivante est vérifiée pour tout ¢t € R,

Vit e R, li_r>% (1 + eQ)t/d = 7e!Q

En effet : Q1
lim € _ = Q
e—0 €
Aussi :
eQ I
lim 7(I+eQYd = lim m(I+ e e/
e—0 e—0 €
= lim n(eQ)t/e
e—0
= lim w(eQ)Y/° avec 0 < a <1
e—0
— N tQ—eaQ
= g e
tQ
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Appendix B
Model Checking Probabiliste

B.1 Résolution de 'opérateur Until non borné de PCTL

Le systéme d’équations linéaires 4.1 page 41 définit les probabilités suivantes :
Vs € S'C S, ps =P(og,y<ow,| Xo = 8)

Les deux équations suivantes s’obtiennent en partitionnant la probabilité suivant la va-
riable X7 et en appliquant la formule de Bayes :

P(leuﬁwwz‘XO = 3) = ZP(leuSoowz; X, = 8I|Xo = S)
s'eS
= Y P(oy,ussey, | X1 =5, Xo = 5) x P(X; = 5| Xo = s)
s'eS

On applique ensuite la propriété de Markov et on utilise le fait que X est homogéne dans
le temps :

= ) P(oyussy, | X1 =) x P(X) = §'|Xp = 3)
s'esS

= ) P(oyussy, | Xo =) x P(X; = §'|Xp = 3)

s'esS

On décompose la somme ), s en trois sommes car S = S’ + Sat(y)s) + 5" :

= Z P(O‘wlugoo,po‘XO = SI) X P(Xl = S,‘X() = S)

s'es’

+ Y P(ogusey, | Xo =) x P(X; = §'|Xg = s)
s'eSat(ya)

+ Z P(leugoow2‘X0 = SI) X ]P(Xl = S,|X0 = S)
SIESH
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Enfin, puisque P(0y,y<coyp,| Xo = s') = 1 quand s’ € Sat(1;) et P(oy,y<wy,|Xo =5") =0
quand s’ € S” on obtient :

P(oy,yswu, | Xo=5) = Y P(0y,yswy,|Xo =5) x P(X; = s'|Xo = 5)

s'es’

+ Z P(Xl = SI|X0 = 8)
s'€Sat(a)

B.2 Résolution de 'opérateur Until borné pour CSL

On définit la variable aléatoire 7; qui indique le temps de séjour dans le premier état
de X avant la premiére transition. On s’intéresse & P(oy,y<+y,|Xo = s) pour tout s € S,
voir la figure 4.2 de la page 42 pour la définition de S’.

P(O'\plugtq,2|X0 = 8) = / P(G\IIIZ,{St\IIZaTO = t,|X0 = S)dtl
0
On sépare l'intégrale en deux intégrales de 0 a ¢ et de ¢ & 'infini.

t

P(Uq,lugt\p2|X() = S) = / P(leuéth;TO = t,|X0 = S)dtl
0

+ / P(leugt‘y2,TO = t"XO = S)dtl

t

Puisque s € S’ il est clair que P(og,y<ty,, To = t'|/Xo = s) est nul pour tout ¢’ > ¢, la
seconde intégrale vaut donc 0.

t
P(O@lugt\p2|X0 = 8) = / IP(O'\plugt\I;2,T0 = t,|X0 = S)dtl
0

On partitionne P(oy,yy<ty,, To = t'|Xo = s) suivant Xy = s’ pour tout s’ € S :
t
Ploy,ustw,|Xo = 5) = / Z Plow,ustw,, To =t', Xp = §'|Xo = s)dt’
0 ses

Puis on utilise le théoréme de Bayes et la propriété de Markov pour obtenir :
t
P(U\Inuﬁt%‘XO =s) = / P(leustw2|Xﬂ =5, Ty=1t,Xo= 5)
0

x P(Xy = ¢, Ty = t'| Xy = s)dt

t
= / IP(G\II1USL\I!2|Xt’ = S,) X P(th = SI,TO = tl‘X() = S)dtl
0



B.2. RESOLUTION DE L’OPERATEUR UNTIL BORNE POUR CSL 125
X est homogéne dans le temps, P(oy,y<tw,| Xy = §) = Pog,y<i-vy,|Xo = s'). On

remplace P(Xy = s',Ty = t'| Xy = s) par son expression numeérique (voir ’anneze A.2)
pour obtenir enfin :

t
P(og,usra,|Xo = s) = / eI x Q(s,8) X Pog,ysimig,| Xo = )
0
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Appendix C

L’algorithme EM

C.1 Les fonctions de vraisemblance

Dans la suite on suppose que tout réel élevé a la puissance de 0 est 1, c’est-a-dire que
W =1W eR

C.1.1 La densité de probabilité de X =z

Soit x une exécution d’une distribution de type phase de générateur infinitésimal

T 3 . . .
Q= ( 0.0 8 > On suppose que ’exécution x prend un nombre m fini de transitions

avant d’atteindre 1’état absorbant. x = s; Sty Sm tmy nil dénote une telle exécution,
s1 est ’état I'initial s, et ¢; est le temps de séjour dans 1’état s; pour tout : = 1,...,m.

La probabilité P(X = s; —5 ... s —= nil) étant de mesure nulle on admet la notation
suivante :

OMP(s1 5 ... S 2 mil)
Oty ...0ty,

= Tlush o« (s, 51) x

P(X =51 25 ... 5 — nil) =

T(s1, $2)
—T(s1,51)
T(Sz, 53)

w eT(s2:82)t2 o T (s2, 52) X T( )
—1(s9, S2

t(sm)

x eTlmsmltn o T(g g ) x ——T
e (Sm» Sm) T P—

127
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Ce qui se simplifie par :

P(X =z) = T(s1,52) X eTs151)h

X T(SQ, 83) X €T(52’s2)t2

X t(Sm) X 6T(3m;3m)tm

C.1.2 La densité de probabilité de Y =y

P(Y = y) étant de mesure nulle on admet la notation suivante :

P(Y =y)
oy

= 7,,e'Tt

C.1.3 La densité de probabilité de X =

Soit G = (S, Act, s4,T) un graphe de dérivations absorbant sans transitions passives
avec un ensemble de variable V. Soit E : S +— R, un vecteur contenant pour chaque s €
Spn, le taux de probabilité de prendre une transition (y compris une transition réflexive) :

Pour s € Spp, E(s) = Z ev(C)

CET,
o(=s

Soit X le processus stochastique décrivant complétement le graphe de dérivations G. Une

exécution ¢ de X se note :

t1, tiyCi
(t1,¢1) i(—CQ--

r=8 — ...8 . Sm

La probabilité P(X = r) étant de mesure nulle on admet la notation suivante :
8’”’11?(.’{ = 51 (tl—’gl)) ... 5 (Q_,Q)) cae Sm)
Oty ...0lpm—1

dont I’expression est la suivante :

P(X=p) = ev(G)xe ™"
X ev((y) x e Bls2)t2

X ev((m) X e Elsm)tm
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C.2 Systémes différentiels

Pour c*(t) = [} meTrle=4Ttduy

Nous allons vérifier que (c®)scs,, est bien solution du systéme Vs € Sy, €°(t) =
Tc(t) + as(t)t avec ¢*(0) = 0. Nous allons dériver c* :

t+h _ ¢ _
Jo s e Trleltth Ty, — [Cry e Tl el T e duy

] : 0
c’(t) = lim
®) h—0 h
t tT, 1 (t+h—u)T t+h tT 1 (t+h—u)T t tT 1 (t—u)T
— b o ms.eTrlel Tedu + [, 7, el Tedu — [ s, e Trlel " Ttdu
h—0 h
¢ tT 1 AT ,(t—u)T t+h tT 1 (t+h—u)T ¢ tT 1 ,(t—u)T
~ bm fy ms e Trle Tl Tdy + [ 7y, e Trrlel Trdu — [ 7, el Ttdu
h—0 h
ehT_I t
= lim h /Ws*etTW;e(t“)Ttdu-f-ﬂs*etTﬂ;t

Puisque limy,_,¢ ehz_l = T on vérifie bien que ¢*(t) = Tc*(t) + as(t)t, de plus 'intégrale

entre 0 et 0 est nulle donc ¢*(0) = 0.

Pour d(t) = /@

aussi

Pour e(v,t) = [ e“QrC,et-"Qdy

fOHh e"Qr C, eltth=u)Qr gy fot e"Qr C,elt=1Qr gy,

é(v,t) = lim

h—0 h
. f()t 4Qr G, e(t=1)Qr hQr gy 1 ftt+’l eUQrC et+h—u)Qr gy, f()t evQr C,elt=wQr gy,
= h
t hQr _ t+h uQr (H'h'_u)QT
= lim [ e"Q C, el —— Idu + ft € Cye du
h—=0 J, h h

t
— / e“Qr Cve(t_u)QT QTdU + eth Cv
0

t
= / e"QrC e duQ, + d(t)C,
0
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Nous obtenons donc :

é(v,t) =e(v,t)Q, +d(t)C, avec e(v,0)=0

Pour f(v,t) = fot v Q, et-WQr gy

On reprend le méme raisonnement qu’avec e(v,t) et on obtient :

f(v,t) =f(v,)Q, +d(t)Q,, avec f(v,0)=0

C.3 Calcul des espérances conditionnelles

C.3.1 Espérance conditionnelle du temps de séjour dans un état
sachant un temps d’absorption

Soit X=(X¢)icr, une distribution de type phase de distribution initiale 7 de géné-
rateur infinitésimal de phases T et de vecteur de sortie t. Soit Z, pour tout s € Sy
I’ensemble des variables aléatoires désignant le temps total de sé¢jour dans I’état s du pro-
cessus X, sachant que le temps d’absorption est y.

[%WEﬂA=AMPMQ=ﬂY=wﬁ

Aprés y le processus est dans I’état absorbant nil, puisque nil & Sy, on intégre seulement
entre 0 et y. L’équation suivante est obtenue en utilisant la propriété de Markov :

JP(X, = s)P(Y =y|X, = s)dt

[Z5|Y = y] = P(Y — y)

Ensuite on remplace ces probabilités par leur expressions analytiques en utilisant la défi-
nition d’une chaine de Markov (voir la section 3.2.3) :

[ meTalm eI Ttdt

[ZS‘Y = y] =

meyTt
o omy J e Tl Tt
- me¥Tt
Finalement :
iy
2y =y = SW
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C.3.2 Espérance conditionnelle du temps de séjour dans un état
connaissant une exécution partiellement observable

Soit G = (S, Act, s,, T) un graphe de dérivations complété de I’état sy, et des tran-
sitions (stop, rsip) allant vers cet état. Soit V' 1’ensemble des variables de G.

E[Z,|9) = init - ay ... 2= stop]

> / P(X, = oC|Q = init =5 ay ... - stop)dt
¢eT(v) 0

Soient 6; = 22:1 tj pour tout i =1,...,m, 6 = 0. P(YY = init TN stop) est
une notation pour :
9...0P(Q) = init = ar ... 2= stop)
Oty ... 0ty

ActU{stop} __ ~ActU{stop} va; a1
CO - Cﬁl—lu ’051—h1 ?é C’91 ?

Pl :
ActU{stop} __ ~ActU{stop} ,ystop stop
lim lim Cam—l - Cam_h»m ’C‘gm_hm # C‘gm )
h1—0 hm—0 h1 X ... X hm

Afin d’éviter des notations trop encombrantes on dénotera 1’événement :

C(x)ﬁlctu{stop} _ CActU{stop} a1 # a1

11mh1—>0 01—hy » ~01—hy 01

. ActU{st ActU{st
hmhm—m cAe {stop} — oA {s op}, Cstop # Cs;op

Om—1 m—hm m—hm

de la facon suivante :
V=0-"50..2%¢,

De la méme maniére quand on voudra décrire que ’exécution ne prend pas de transition
avec actions visibles entre € et 6’ on utilisera la notation :

059

. T ActU{st .
ce qui correspond & I’événement C o {stp} "On cherche I’expression analy-
tique de I’espérance conditionnelle de 7, :

ActU{stop} __
p =C

E[Z%-1%|9) = init LN stop]
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Z / P(X, = (|9 = init =5 ay ... 2= stop)dt
CeT()”?

On décompose 'intégrale :

m 0;
Z Z/ P(X, = o(| = init > ay ... Ly stop)dt
0i1

CET(v) i=1 i

et on cherche Dexpression P(X, = s|9) = init — ay ... ~ stop) pour f;_; < t < 6; et
s € §. L’égalité qui suit résulte de 'utilisation de la formule de Bayes :

P(X, = 5| = init — ay ... = stop)

PO =0 01 tX,=s)PQ)=t-"5 .. . 2B |19=0-2 ... 0_ >t X, =s)
P(Y =0-"50,...2%8,)

On simplifie 'expression grace a la propriété de Markov :

P =0-"...61 —tX,=sPQ=t"..."%0,X,=s)

PY=0-20,..28¢,)

L’expression du numérateur s’obtient par le méme type de manipulations, formule de
Bayes et propriété de Markov :

P(Y =0-2 ... 2%¢,)

STP@ =05 " 1, Xy = 50)P(D = Ot 7B O] Xy = 51)
SmES

a 1

On applique le méme raisonnement a P(Y = 0 A S 0, X, = Sm), puis au

membre gauche du résultat obtenu et ainsi de suite :

PO =0-"5..."80,) = > PQ=0-"0,Xp =s)

S1ES
XY P(Y =0 - 05, Xy, = 55| Xy, = 51)
SoES

X P(Y =01 2B 0| Xo . = Sm_i)
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Par le méme raisonnement on déduit les deux égalités suivantes :

PO =0-"5.. 0 5tX,=s) = > PQ=0-"10,X=s)

S1€S
X Z ]P(QJ = 01 £> (92,ng = 82|X91 = 31)
52€8

X P(@ =0;_1 T—*) 1, X, = S|X91._1 = Si—l)

PO =t ... "B 0. X,=5) = Y PY=t-"50;,Xy =s]X, =)

$;i€ES
it
XY P =0; " 0141, Xp,,, = si11| X, = 51)
Si+1€S

x> P =01 B Ol X,y = Sm1)

Sm—1€S

On peut déduire les expressions analytiques des trois probabilités suivantes en utilisant
la propriété de Markov de X :

P(iD =0 T—*) QI,XQI = 8’|X9 = S) = Wse(elie)Qﬁtop’iT;,

P(Y =00 Xy =5|Xg=5)=me? itopQgﬂT;,
P =46 ston 0| Xy = 5) = mee? 9 imqstop
ou Q, est une matrice contenant les taux de transitions de prendre une transition de nom
d’action a € Act entre deux états (comme définit a la page 104 section 6.3.1), et Q' est
la matrice du générateur infinitésimal de G considérant que seules des transitions d’action
invisible sont tirées (c’est-a-dire a ’exclusion des actions dont le nom appartient a Act ou
est égale a stop) :

( —Tstop + 2. cer ev(() =Y cer ev(() sis=s

o(=s o(=s
C':S'
. . act(¢)=T1
Q7 (s,5) = 4
> cer ev(() sinon
.C:s
(o=s'
\ act(g)s:T

On peut déja remarquer que :

Qf—top = Q’T - TstopI (Cl)
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ol Q. est définit a la page 104 section 6.3.1. Ce détail aura son importance quand nous
montrerons que ’expression de 'espérance conditionnelle ne dépend pas de 7g,,. Nous

pouvons maintenant formuler ’expression analytique de 1’espérance conditionnelle de Z,
sachant 2 :

E[Z,|D) = init 5 ay ... 5 stop]

t stop
Zsles s, € 1Q7 9a17TI
stop
X Zs €S s, € t e Qa27rl

o(t—0i 1) S“’PW/

stop

X Zs €s 7"0(6 T Qo
t 1Q I
X Zs i1 =) ﬂ-sze o T Qaz+1 Sit1

XTg;_1€

m 0. t stop
‘ XTsp_1€ mQr Astop
> 2 T ra——
CET(v) i=1 bi-1 25165 s, € Qa17T

top
2 Q3
X 25265 7T516 T Qa2 52

t stop
Xﬂ-sm 1 mQr qstop

Que ’on peut réécrire de la maniére suivante :

T €t1QStoan1
tZQstop
X Zslesﬂ' s, € Qa,

' (t 9, 1)(Qstop
XZSZ 1€S 71—5z 177'51 1€ “

x el —H)Q7"” Q..

tip1 Q3P
Zsiesﬁ ;s € ’ " QaH—l

C

m

ai ’ tm stop
I B R
0;

tletop
¢eTo) 1=t T Qu
t2Q
X 25165 7T517T31 Q a2

' t Qstop
X ZsmES ﬂ-smﬂ-s m qstop
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Etant donnée que Y scs My, est égal & la matrice identité on peut simplifier I’expression
par :

. 6t1QstopQ % et2Qf_t0an2 % e(t—ﬁi_l)QTﬂ_l
t stop t t stop
Z Z X7T 6 0; Q X e z+1Q'r QaH—l X e mQr qstop dt
T tlQStOPQ X et2Q‘r Q . X ethStop
(T(v) =1 Sx a2 Astop

On peut réécrire 'expression de la maniére suivante (on modifie la portée de I'intégrale
de sorte qu’elle ne comprenne que les terme qui dépendent de ¢, et on élimine la premiére
somme en utilisant la matrice C, définie a la page 104 section 6.3.1) :

t stop t ;s_top ti_ f_top
7T e IQ Q X e 2Q Qa2 X eY IQ Qai—l
stop stop
X f (=01 C el? dt
l,
m t 7_op t — :Is_top
Z XQq; X €197 Q. X ... X elm Qstop

¢ stop t stop t stop
=1 ﬂ—s*e IQT Qa1 Xe 2QT Qag . Xe mQ qstop

L’équation C.1 de la page 133 nous permet de réécrire eti* Q' de 1a fagon suivante :

tlestop tiXQ'r_tixrstopXI — tiXQ‘r _tix"'stopXI
=€ =€ X e

De plus, on peut remarquer que e 'i*7sterXI est égal 4 e 'X"stor x T car I’exponentiation
d’une matrice diagonale est la matrice diagonale constituée de ’exponentielle de chacune
des composantes. De la méme maniére on peut vérifier que :

u (10 yQster (6;—t) Q2P —t;xr % (t—0;_1)Q (6;—)Q

i—1 Cve i dt_ e b stop v e i—1 TCUG i -rdt

0;_1 0;_1
Il y a donc m termes e %*"str au numérateur et au dénominateur de la fraction, ces
termes se compensent et disparaissent de I’expression :

Q. t2Q. ti1Qn
WS*GIQ Q. x eh2Q Qu, X ... xe" 1Q Q.,_,
xfee" elt=0i-1)Qr C,e(0i=)Q- gy
i—1
m t; b —
Z XQq X € “LIQTQaiH X...xem QTQstop
t t t
s, € IQ’QG1 X e 2QTQa2 X...Xe mQqutop

i=1

Enfin on remplace les termes de I’expression par les fonctions d, e et f (voir I’anneze

C.2):

i 7Ts*d tl Qa1 (tZ)Qa2 .. (U ti)Qaid(ti—l—l)QaHl LR d(tm)qstop
(tl)Qal (tQ)Qag .. d(tm)qstop

Nous avons posé comme hypothése que le moment ot I'observateur stoppe 1’observation
est indépendant du processus observé X ce qui a pour conséquence que le vecteur g, a

=1
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la méme valeur pour toutes ses composantes, aussi Qstop = Tstop X 1 0U 1 est le vecteur
contenant la valeur 1 dans chacune de ses composantes. Etant au numérateur et au déno-
minateur de la fraction la constante rg,, s’élimine. Nous n’avons donc pas besoin de qsop
pour exprimer ’espérance de Z, :

E[Z,|9 = init = a1 ... = stop]

T T, d(81)Qu d(22) Quy - - - €(0, ) Qu; A (2i41) Qs - - - A(Em)1
- Ws*d(tl)Qald(tQ)QaQ e d(tm)l

=1

C.3.3 Espérance conditionnelle du nombre de transitions tirées
entre deux états sachant un temps d’absorption

On considére d’abord le cas ou la transition arrive dans un état s’ € Spy.

[v/A-1
ENw|V =y] = lim > P(Xiar =5 Xgsnar = 8|V = y)dt
=0
At]—1
_ lim [y/i P(XiAt =S, X(H—I)At = S,a Y = y) dt
A0 p PY =y)

On utilise la formule de Bayes pour décomposer la probabilité suivante :

P(Xiat = 5, Xirpar = s, Y =)

P(X, = s)P(Xtnyar = §' | Xinr = 8 )P(Y = y| Xip1)ar = §')
Et on remplace les probabilités par leurs expressions analytiques :

(e AT ) (T (s, s') At + o(At))(myeW A=A Ty)

S

Les troisiéme et quatrieme égalités s’obtiennent en utilisant la propriété de Markov du
processus. Si on fait tendre At vers 0 on obtient alors :

[y me' T T (s, s )myelv T bdt
P(Y € dy)

JS meT T (s, o) mpev T bdt
P(Y € dy)

T(s, )y [¢ me'Trle®WDTtdt
P(Y € dy)

T(s,s')ca (y)

mh(y)

EN, oY =y] =
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Dans le cas ou (s,s") € Spp x {nil}, I'espérance conditionnelle du nombre de fois ou la
transition (s, s') a été tirée revient a considérer la probabilité conditionnelle que la derniére
transition vers I’état absorbant au temps y part de I'état s :

E[Nsna | Y =y] = P(X, =s]Y =y)
PX,=s)PY edy | Xy, =5)
P(Y € dy)
(me¥Trl)(mst)
mevTt

t(s)as(y)
mb(y)

On obtient donc finalement :

]E[Ns,s’ Y =y]= Z Qs

i—1 * yz)
avecQ:(OTO 8)

C.3.4 Espérance conditionnelle du nombre de transitions tirées
de taux v connaissant un temps d’absorption

as(y;) si s =nil

s") y { ¢ (yi) sis' #nil

Soient N, |T| variables aléatoires définissant le nombre total de fois que le processus
X tire la transition ¢ € T. On suppose dans un premier temps que (e # nil.

[y/At-1
E[N|Y =y = lim P(Ciarrar # CindlY =)
i=0
y/ At]—
- 1 ! (ClgAt-f-At # CzAt’ Y =y)
= lim
At—0 L P(Y =y)
At]-1
_ lim [y/z] ]P(XiAt+At = g.a XiAt = .Ca CiCAH_At ?é C'L'CAta Y = y)
 At0 pn P(Y =y)

On utilise la propriété de Markov de X :

P(XiAt = OC)
ly/ A1 XP(Xiatrar = Ceo,C At—l—At # CiCAt|XiAt = o()
XP(Y =Y | Xintsar = CO)

= lim

At—0 P ]P’(Y — y)
= lim y% > cere) (s, €217l ) (€0(O AL + 0(At)) (meu eV A1=A0T )
At—0 £ P(Y — y)

1=0
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On considére la limite quand At tend vers O :

Jo s e T myceu (mte(C))Wg.e(y—t)Ttdt

e JS ms.e 7r£€ eW=OTtdt
B P(Y = y)
)

WS*b(y)

Dans le cas ol (e = nil, I'espérance conditionnelle du nombre de fois ot ( est tirée revient
a considérer la probabilité conditionnelle que ( soit la derniére transition tiré au temps
Y

E[N|Y =y] =P(C5 # CyelY = y)

avec € > 0. L’équation suivante est obtenue en utilisant la propriété de Markov :

P(X, = o )P(Y =y | X, = o(,C§ # W)
P(Y = y)
(mee?Trl)ev(()
meyTt
ev(()as(y)
mh(y)

Il s’ensuit donc :

o > cer(w) €0(v) X (y) if Co # nil
B[N [Y =y = by { ai.(y) if Co = nil

C.3.5 Espérance conditionnelle du nombre de transitions tirées
de taux v connaissant une exécution partiellement obser-
vables

E[N,|D) = init = ay ... 25 stop)

. v v .. t tm
11_133;1?(01-6 # CliinelD = init = a1 ... = stop)

On partitionne P(C}, # Cp ) [ = init Yy ar ... ™ stop) suivant les variables aléa-
toires X;e et X(ip1)e :

P(C} # CZ’M)J@ —init s q, ...t stop)
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Z Z P(Xie = 5,Cf # Cliinyer Xivr)e = 8’9 = init gy stop)

s€S s'eS
On va développer la probabilité ci-dessus de maniére & pouvoir en donner une expression
analytique. On choisi un 7 en particulier, et on décompose cette probabilité suivante deux
cas, ou bien 1) la transition' de taux v entre I'instant ie et l'instant (i + 1)e n’est pas
observable (i.e. d’action 7) ou bien 2) elle est observable (i.e. d’action appartenant a Act) :

1. La transition de taux v prise entre 'instant ie et I'instant (i+1)e n’est pas observable
(i.e. d’action 7) :
E|j, 9j_1 < je et (l -+ 1)6 < Hj

On peut exprimer ) = init N ai - - - tmy stop par la notation suivante (voir
I'anneze C.3.2) :

D=0-"50...0, 1 ic "5 (i+1)e-206;...00 1 30,
Ce qui est équivalent & la notation :

iD:OLHl...Qj_I T—*)’iG,
CActU{stop} _ CActU{stop}

7 (i—l—l)e ’
D =(+1)e -0, . Opn1> 50,

La formule de Bayes ainsi que la propriété de Markov nous permettent ensuite
d’obtenir 1’égalité suivante (le raisonnement est analogue a ceux de 1'anneze C.3.2) :

P(Xic = 5, Cj # Clipnye X(ir1)e = §'[Y = init L ar ... stop)

€

P(QJ =0 i) 01...0j_1 T—*> iG,XiE = S)
XP(CZ-UG ” C(Uz'+1)ea C;lctU{stOp} — Céitlu)istop},X(Hl)e — SI‘Xie — S)

XP(fy = (l + ]_)6 i} Hj R ﬂ) em‘X(i—l—l)e = Sl)

P(Q = init 2 a; ... - stop)

Avant de donner son expression analytique on passe au deuxiéme cas.

2. La transition de taux v prise entre l'instant ie et 'instant (i + 1)e est observable
(i.e. d’action appartenant a Act) :

37, ie < 0; < (1 +1)e

'En fait plusieurs transitions peuvent étre prises entre deux instants, mais comme on considére la
limite quand la différence de ces deux instants tend vers 0, il est acceptable de ne parler que d’une seule
transition.
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et
Pobservation a; correspond a une transition de taur v

Ceci est exprimé par I'événement limite suivant :

ActU{stop} __ CActU{stop}
o

].lmhl -0 C 01

hmh,J—>0 CActU{stop} Cglcji]{stop} C hy ?é C ;j\{:]} ?é CV\{’U}’

ActU{stop} ActU{stop} stop stop

Afin de simplifier les notations nous noterons cet événement :

a;,v

D=0"0 .0, %0 .. "%

m

Lequel sera équivalent a la notation :

@=O£>01...9j_17—*>ie,
P =ie 25 0; 5 (i + 1)e,
D=(+1)e 80, 1. 001586,

De la méme maniére on utilise la formule de Bayes et la propriété de Markov pour
obtenir ’égalité suivante :

P(Xic = 5, Cj, # Clipnye X(ir)e = §'[Y = nit B ar .. stop)

P =0-"501...0;1 — ic, X; = s)
xP(CY. # C(ZJr1 o = e ALY 0, AN (1 + 1)e, X(it1)e = §'| Xie = 5)
XP(Y = (i +1)e = ;.. b1 B O Xisnye = )

P(Q = init 2 a; ... - stop)

stop stop

Les expressions analytiques de P(2) =t — ... =5 0,|X; =s) et P(Y =0 50, ... -
0,,) ont déja été définies dans ’annexe C.3.2. De facon analogue on peut montrer que :

PO =0-"5.. igXe=s5) = Y PQ=0-"...230,1,X, ,=5")

s'"eS

XP(Q = 0;1 > i€, Xie = 5| Xg, , = s")

tletop tZQs op ’LC 9 1 Qstop /
Ts, € Q€ Qo - - Qa] 1 i=1)

S
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Enfin il nous reste enfin a exprimer sous forme analytique les probabilités suivantes :

ActU{sto ActU{sto
( 7é Cz—l—l Yer C ttstor} C(z_:lu)i top} X(z+1)e = SI|Xie = 5)

et de :
P(CL # Cliypye, D = i€ D50, T (i 4 1)e, Xy = 8| Xie = 5)

L’égalité qui suit vient simplement des définitions de C¥ et de CACtU{StOp } et de la propriété
de Markov de X :

ActU{sto ActU{sto
( 7é CYz—f—l 13) C ftster} C(H_tlL;i e X(H—l)e = SI|Xz'e = 5)

que ’on peut simplifier en utilisant la définition de Q, ; :

= Q.. (s,5")e+ o(e)

Précisons que I’expression ci-dessus désigne bien une probabilité tandis que celle ci-dessous
va désigner une densité de probabilité. Maintenant on traite la deuxiéme égalité :

P(CL # Cliyrye, D = i€ = 0; = (i + 1)€, X(z1)e = 8| Xie = 5)

—i€) stop ((+1)e—6; )Qm’p I,
T

6;
wse( J a; wE

On fait tendre € vers 0 ce qui permet d’écrire ’expression analytique compléte de N, :

E[N,|9) = init - a; ... 2 stop]

- %tIQT Qu, e ?“"”Qw e t
i stop L stop -O3top
((fal ) (t bi- 1) Qv,r (0:-1)Q~ dt Qai) + €t’QT Qv,ai)

t stop t 1 stop
i+1Qr QaH.l Looeme Q- qstop

m
§ : t stop t stop t stop
S* 1Q7— Qale 2 T Qa . etm— lQ

=1

qstop

De la méme maniére que pour l'espérance conditionnelle de Z,, 'hypothése d’indépen-
dance entre I’observateur et le processus observé permet de remplacer le vecteur qsop par
le vecteur 1 et la matrice QP par Q, :

E[N,|Y = init 2 a; ... 2 stop]
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7T5*66t1 Q- Qa1 et2QT Qa2 .
((fp,, 0¥ Qure® =09 dt Qu,) + € Qu )

m t; tm—
e 1,+1QT Qai+1 L..em IQT qStOp

i1 7T5*€t1QT QCLl et2Q‘r QCLQ .. etm—IQ‘rqStop

Enfin on remplace les termes Q" par d(t;) et les termes f:"_l elt=0i-1)Qr Q, eli=t)Qr gy
par f(v,t;) :
E[N,|Y = init = ay ... 2= stop]

zm: 71-s*d(tl)(gal(i(tQ)C26L2 .. (f(?}, ti)Qai + d(ti)Qv,ai)d(ti—H)QaHl s d(tmfl)l
im1 Ws*d(tl)Qald(tQ)Qaz ae d(tm,1)1

C.4 Etape de Maximisation

C.4.1 La Maximisation de L(x)

Les équations 4.2 a la page 60 et 4.4 a la page 61 impliquent directement la définition
de la vraisemblance de x suivante :

L(X) = H?:l [ H eT(S,S)Xzi]
SESph
< LT T )]

5,8 €Sph,s

s'#s

x [T t(e)]

SESph

ol 2{ est le temps de séjour dans I'état s € Sp, de la i exécution et n} , le nombre
de fois que la transition entre s € S,, et ' € S est tirée par la i®"® exécution. Le
produit d’exponentielles se transforme en I’exponentielle de la somme des arguments des
exponentielles, on déduit donc :

L(X) — [H eT(s,s)xzs]

SESph

x [ J] T(s )]
s,s'ESph,

s'#s

< (T s

SESph
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avec z, le temps de séjour total de toutes les exécutions de x dans I'état s € Sy, :

n
Vs € Sy zs= Zzs
i=1

et n, ¢ le nombre total de fois que la transition partant de s € Sy, et arrivant dans s’ € S
est tirée par I’ensemble des exécutions de x :

n
Vs € SuVs' €S myy =Y ngy

=1

On va ensuite considérer la dérivée partielle de log(L(z)) par rapport & un coefficient de
T choisi arbitrairement, noté T(s,s’), et chercher en quels points cette dérivée partielle
s’annule. On commence par simplifier L(x) en mettant de coté tous les termes ne contenant
pas T(s,s') :

L(x) = C x eTes)%2s 5 (s, 5')ss’

ou C est une quantité qui ne dépend pas de T(s, s'). Aussi de la méme fagon (et considérant
que T(s,s) = —t(s) — > _secs T(s,s')) on met de coté tous les termes différents de T (s, s')
s'#s

dans T(s, s) et on obtient :
L(X) = (' x e—T(s,s')xzs % T(S, 8’)”3,5’

On étudie maintenant le logarithme de L(x) (car la fonction logarithme est monotone
croissante) :

log(L(x)) = C" — T(s,s') X zs + ng g x log(T(s,s))

C' et C" sont des quantités qui ne dépendent pas de T(s,s’). Puis on résout la dérivée
partielle de log(L(x)) suivant T(s,s’) :

8l0g(L(X)) _ n; s
0T (s,s') zS+T(s, s")

I est maintenant possible de connaitre le tableau de variations de log(L(x)) en fonction
de T(s,s') :

T(s,s) | < o2 ='of >'of
Alog(L(x))

a’iq‘(s,s’) + 0 B
log(L(x)) | N

Le méme raisonnement tient pour les autres coefficients de T et de t.
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C.4.2 La Maximisation de L(x)

On montre dans cette annexe quelles affectations doivent étre faites pendant I’étape
de maximisation de I’algorithme. L’anneze C.1.3 nous donne la fonction de vraisemblance
(la densité de probabilité d’avoir X = ¢) suivante :

L) = ev(() x e Blh
x ev((p) x e Bls2)tz

X ev((m) X e E(sm)tm

Si n¢ est le nombre total de fois que 'exécution y a tiré la transition ¢ € T et z; le temps
total de séjours de r dans I'état s € S, alors la densité de probabilité de X = ¢ peut
s’écrire (on utilise le fait que I’exponentielle transforme la somme en produit et on pose
la convention que z¥ =1 quand y = 0) :

L) =[] e =] x ([ ] ev(¢)™]

SESpp CeT

On considérer ensuite la dérivé de log(L(z)) suivant v € V, notée W, pour trouver

son maximum. Avant de chercher 2@ o va simplifier L(x). Si n, est le nombre total

de fois oll r a tiré une transition de taux v alors ny = Y- .cp(, ¢ €t nous pouvons écrire
L(x) de la facon suivante :

L(x)=C x| H e BX2s] 5 ey (v)™
SESph

ou de la fagon suivante (en utilisant le fait que 1’exponentielle transforme le produit en
somme) :

L(x) = C x e Zeesm B oy (y)me

ou C est un réel qui ne dépend pas de v. On démontre ensuite le lemme suivant :

Lemme C.1 )
dépend pas de v.

SESum E(s) x z; peut s’écrire sous la forme D + ev(v) 3 cp(y) Zec 00 D ne

Preuve

Par induction sur la taille de T(v) :
— Si T(v) est vide alors ) E(s) X z; ne dépend pas de v, donc

SESph

D= ZE(s)xzs et v Z Ze¢ =0
)

SESph CeT(v
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— Soit G’ le graphe de dérivation G avec une transition ¢ de taux v en moins. Aussi
T'(v) correspond a T(v) moins la transition (. On définit E' : S — R, le vecteur
des taux de probabilité de sortie de chaque état de S,, de G'. D’aprés la définition
de E(s) on peut déduire que :

Y E@s) = ) E(s) = ev(() = ev(v)

SESph SESph

ainsi que :

Z E(s) X 2y = Z E'(s) x z5 + ev(v) X ze¢

SESph SESph

On suppose (hypothése d’induction) que Zsesph E'(s) X z; peut s’écrire sous la
forme D + ev(v) > - cpiy) Zo¢- On peut donc conclure que :

Z E(s) x z; = D + ev(v) Z Zag
SESph <ET(U)

O
Le lemme précédant nous permet d’exprimer L(x) de la fagon suivante :

L(x) = C x e D=0 Xcerwy ¢ epy(v)™

On consideére le logarithme de L(x) (car la fonction logarithme est monotone croissante) :

log(L(x)) = C" — ev(v) Z Ze¢ + nylog(ev(v))

CeT(v)

ou C' est une grandeur qui ne dépend pas de v. On résout maintenant la dérivée partielle
du logarithme de L() :

Olog(L(x)) _ My
ov B Z Pt ev(v)
(eT(v)

On pose n, = ZCET(U) Ze¢- 11 est maintenant facile de connaitre le tableau de variations
de log(L(x)) en fonction de ev(v) :

ev(v) | <2 =2 >
Olog(L(r)) 0 _
dev(v)

+
log(L(x)) | hY
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Appendix D
EMPEPA

D.1 Descriptif de I'utilisation du logiciel EMPEPA et
de ces options en ligne de commande

Les fonctions du logiciel EMPEPA sont invoquées par la ligne de commande :

empepa [options] fichierl [fichier2]

Le logiciel EMPEPA demande toujours au moins un fichier en entrée, fichier1, conte-
nant un modéle PEPA, dont la syntaxe est décrite a ’anneze D.2.1. Suivant les options
sélectionnées il attend en entrée un second fichier, fichier2, décrivant les données d’ob-
servations, lesquelles suivent la syntaxe décrite dans 1I’annezre D.2.2. Les options sont les
suivantes :

-h ou -help

permet d’afficher quelques lignes d’explications sur 1'utilisation de EMPEPA et sur ces
options.
-aALGO

ol ALGO désigne le schémas de résolution des systémes différentielles ordinaires de 1’algo-
rithme. ALGO peut prendre les mots clef suivants :

1. rk2 pour Runge-Kutta (2,3),

rk4 pour Runge-Kutta d’ordre 4,

rkf45 pour Runge-Kutta-Fehlberg (4,5),

rkck pour Runge-Kutta Cash-Karp (4,5),

rk8pd pour Runge-Kutta Prince-Dormand (8,9),

rk2imp pour Runge-Kutta & points Gaussien d’ordre 2 implicite,

rk4imp pour Runge-Kutta & points Gaussien d’ordre 4 implicite,

S B A e

gearl pour M=1 implicit Gear method,

147
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9. gear2 pour M=2 implicit Gear method,
10. simul pour la méthode d’approximation par simulation.
Par défaut le schémas sélectionné est rk4.

-rREEL_POSITIF

ou REEL_POSITIF est un réel positif désignant la précision de calcul de la méthode de
résolution choisie. Par défaut cette valeur est de le-12.

-1iITERATIONS

ou ITERATIONS désigne le nombre d’itérations de I'algorithme. Par défaut ce nombre est
de 10.
-8 ou -simulate

Cette option permet d’utiliser les fonctions de simulation de EMPEPA. Dans ce cas aucun
fichier fichier2 n’est attendu en ligne de commande. En outre, si cette option est ajouté
alors EMPEPA attend 'option suivante :

-oFICHIER_OBSERVATIONS

ol FICHIER_OBSERVATIONS est le nom de fichier dans lequel EMPEPA doit écrire les
observations obtenues par simulation. Si I’option :

-srSTOP_RATE

est ajouté alors EMPEPA inscrit une liste d’exécutions partiellement observables dans
FICHIER_OBSERVATIONS avec comme temps moyen pour chaque exécution partiellement
observable de 1/STOP_RATE. Sinon EMPEPA inscrit des temps d’absorption (attention,
dans ce cas le modéle PEPA d’entrée doit étre absorbant). L’option suivante :

-nsNBR_SIMUL

définit le nombre d’observations & inscrire dans le fichier FICHIER_OBSERVATIONS, c’est-a-
dire le nombre de temps d’absorption ou le nombre d’exécution partiellement observables.
Dans le cas ot EMPEPA est utilisé pour maximiser les observations et que la méthode
de calcul des espérances choisi est simul alors NBR_SIMUL désigne le nombre minimum de
simulations nécessaires pour faire 'approximation de ces espérances.

Ci-dessous, voici un exemple d’'une commande qui exécute EMPEPA avec la méthode
numérique Runge-Kutta Prince-Dormand (8,9) et avec la précision 10~!° pour maximiser
la vraisemblance des observations contenu dans le fichier observation.data considérant le
modéle PEPA contenu dans le fichier model.pepa. :

empepa -ark8pd -rle-10 observations.data model.pepa

L’exemple suivant permet d’obtenir 100 exécutions partiellement observables de taux
d’arrét 0.01 par simulation du fichier model.pepa. Les observations sont inscrites dans le
fichier observations.data :

empepa -s -snl00 -sr0.01 -oobservations.data model.pepa
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D.2 Syntaxe des modéles PEPA et observations en en-
trées de EMPEPA

Les non-terminaux sont indiqués en italique tandis que les terminaux sont indiqué en
police courrier. Les tokens sont indiqués en caractére italique majuscule. Le mot vide est
symbolisé par €. On utilise deux tokens typés : ID représentant tout identificateur et RP
représentant tout réel positif.

ID = [A.z]([A.z]] )"

RP == [0..9]%(0..9]*|¢)(e(<|+)[0..9]*|¢)

D.2.1 Syntaxe des modéles PEPA

On présente ici la syntaxe utilisée dans EMPEPA pour décrire une modéle PEPA.
Cette syntaxe est similaire & la syntaxe utilisée dans le model checker PRISM avec en
plus le mot chef nil pour désigner le processus inactif et une liste de déclarations de
variables avec ou sans valeurs d’initialisations.

PEPAModéle ::= DeclVariables DeclConstantes DeclTermes TermeRacine

DeclVariables ::= var VarList ;
VarList ::= VarList , Variable | €

Variable == ID | ID = PR

DeclConstantes ::= const ConstList ;

ConstList = ConstList , ID = RP | €
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DeclTermes ::= DeclTermes§ ID = PEPATerme ; | ¢

PEPATerme := PEPATerme / { IDList} | PEPATerme + PEPATerme
| ( Action , Tauz ) .PEPATerme | ID | nil | ( PEPATerme )

Action == tau | ID
Tour == RP|ID | infty
TermeRacine = PEPATerme | TermeRacine < IDList > TermeRacine

| ( TermeRacine )

IDList == IDList , ID | €
Ci-dessous voici un exemple simple d’'un modéle PEPA dans cette syntaxe :
var x=2.1e-3, y;

const z=4.2;

fP1=(a,x).(b,z) .P1+(c,y) .P1;
fP2=((b,x) . (a,z) .P2) /{b} ;

P1<a>P2

D.2.2 Syntaxe des observations

On présente ici la syntaxe des observations en entrée de EMPEPA. 1l y a deux types
possibles d’observations : TempsAbsorption représentant un ensemble de temps d’absorp-
tion et FrecPartObsList représentant un ensemble d’exécutions partiellement observables.
Le symbole <— signifie un ou plusieurs retours chariots.

TempsAbsorption ::= TempsAbsorption Abs |Abs

Abs == RP « | RPRP «
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EzecPartObsList ::= EzecPartObsList ExecPartObs | ExecPartObs
ExecPartObs ::= init TempsObsList - RP > stop
TempsObsList = TempsObsList - RP > ID | ¢

Ci-dessous voici un exemple d’un ensemble de quatre temps d’absorption. Le deuxiéme
temps d’absorption 2.4e-1 a été observé deux fois et le temps d’absorption 5.9 trois fois.

1.2e-2
2.4e-1 2
4.3

9.9 3

L’exemple qui suit correspond & un ensemble de 4 exécutions partiellement observables :

init -0.3>a -1.2>b -2.3e-1>stop

init -1.2>stop

init -2.1>c -3.1le-6>a -4.34>b -4.8>b -0.2>stop
init -1.1>c -2.7>a -3.3e-3>b -2.3>stop



Résumé : L’objectif défini dans cette thése est d’utiliser les récentes techniques de model
checking probabiliste afin de vérifier des contraintes de performances sur des architectures de
simulations distribuées. L’aspect probabiliste de l'approche permet & la fois de réduire la com-
plexité du modeéle et d’exprimer des contraintes de performances plus souples. Dans cette thése
nous avons dans un premier temps tenté d’utiliser le model checking probabiliste afin de formuler
et de vérifier de telles contraintes de performances. Nous avons utilisé le model checker PRISM
et confronté les résultats obtenus avec des données réelles provenant de simulations distribuées.
Ceci a permis de révéler une difficulté fondamentale de cette démarche : il est difficile de choisir
les coefficients du modéle pour que les résultats obtenus par le model checker coincident avec la
réalité. En clair, le modeéle doit étre réaliste.

Afin de surmonter cette difficulté nous avons d’abord utilisé des algorithmes d’approximation
qui ont permis d’obtenir des modéles plus réalistes mais sans structure, les rendant difficilement
compréhensibles et manipulables. Afin de remédier & ce probléme nous avons adapté un de ces
algorithmes d’approximation, permettant d’induire des distributions de type phase & partir d'un
ensemble de temps d’absorption, pour lui permettre d’opérer sur des modeéles décrit dans ’al-
gébre PEPA, un langage de modélisation basé sur une approche compositionnelle. L’algorithme
a ensuite été étendu afin de fonctionner avec des exécutions partiellement observables au lieu de
temps d’absorption, permettant ainsi de travailler sur des modeles PEPA sans état absorbant.
Les expérimentations s’appuient sur le logiciel EMPEPA, distribué librement en Open-source,
développé dans le cadre des travaux de thése, et implantant en particulier ces deux algorithmes.

Mots clefs : Simulation distribuée, model checking probabiliste, chaines de Markov, algo-
rithme EM, algébre stochastique PEPA.

Abstract : The goal defined in this thesis is to use the recent techniques of probabilistic model
checking in order to check performances constraints over distributed simulation architecture. The
probabilistic aspect of this approach allows both to reduce the complexity of the model and to
express finer performance constraints. In this thesis we firstly attempt to use probabilistic model
checking to formalize and verify such a constraints. The probabilistic model checker PRISM has
been used and its results have been compared to real data coming from distributed simulations.
This permitted to reveal a fundamental difficulty of this approach : it is difficult to choose the
coefficients of the model so that the results obtained by the model checker coincide with reality.
Clearly, the model has to be realistic.

To overcome this difficulty we have firstly used fitting algorithms allowing to obtain more
realistic model but without structure, making them hard to understand and to handle. To remedy
this problem we have adapt one fitting algorithm, permitting to induce phase type distributions
according to absorption times, to make it operate on PEPA, a modeling language based on a
compositional approach. Secondly, the algorithm has been extended to operate with partially
observable executions instead of absorption times, allowing to work on non-absorbing PEPA
model. Experimentation has been driven using the tool EMPEPA, an Open-source program,
developed in the context of the thesis work, and implementing these two algorithms.

Key words : Distributed simulation, probabilistic model checking, Markov chains, EM algo-
rithift; stochastic algebra PEPA.
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