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Introduction

L’étude du problème de transfert de chaleur conjugué entre fluide et matériau par une voie numérique

s’est développée depuis quelques années. L’industrie aéronautique par exemple est d’autant plus intéressée que

l’utilisation de plus en plus répandue de matériaux composites a entrainé des problèmes inconnus jusqu’alors.

Ces matériaux, résistants et légers, ont en effet le défaut de voir leurs propriétés décliner à haute température.

Les réacteurs des avions étant le siège de températures particulièrement élevées (de l’ordre de 1000K), l’usage

des matériaux composites nécessite de refroidir certaines zones. L’optimisation des systèmes de refroidissement

passe par une meilleure connaissance des phénomènes aérothermiques mis en jeu. Les industriels sont donc

fortement demandeurs de moyens de simulation des transferts de chaleur ayant lieu entre les écoulements et les

parties solides de leurs produits.

Par ailleurs, le besoin en outils capables de prendre en charge des simulations instationnaires se fait sentir.

Toujours concernant les avions, la phase de vol particulièrement instationnaire du décollage est aussi fortement

dimensionnante. Le manque de connaissances actuel sur les températures et les échanges de chaleur ayant

lieu en régime transitoire conduit les avionneurs et motoristes à prendre des marges importantes qui ont des

conséquences non négligeables en termes de performances.

Une méthode numérique beaucoup employée pour ce type de problème est le couplage de solveurs indé-

pendants de dynamique des fluides d’une part, de thermique du solide d’autre part. Cette méthode permet

de tirer parti des avantages et développements de deux codes déjà existants, efficaces et propres à des métiers

différents. Le couplage de codes a ainsi été utilisé pour de nombreuses applications stationnaires, notamment

dans le domaine des turbines. Longtemps restreinte à ce genre de géométrie assez figée, la méthode a été éten-

due à des codes généraux pouvant simuler toutes sortes de configurations. Le couplage fluide / solide par voie

numérique a donc été largement étudié pour des applications stationnaires. L’extension à l’instationnaire est en

revanche problématique à plusieurs titres. Le coût de calcul déjà important pour les applications stationnaires

ne peut être admissible si les méthodologies stationnaires sont réutilisées en mettant en place à chaque instant

une procédure itérative jusque convergence à la solution instantanée. La précision des simulations sur les phases

transitoires risque aussi d’être détériorée si les informations transférées entre solveurs sont les mêmes que pour

les couplages stationnaires et que l’utilisation de la convergence locale à chaque instant est limitée.

Cette thèse a été effectuée dans le cadre du projet ATRAN (Aérothermique TRANsitoire) dans lequel

collaborent AIRBUS, SNECMA, l’ONERA et l’IMFT. Ce projet vise à l’obtention d’outils prédictifs pour

les phases de vol non stabilisées. Le but est d’optimiser l’installation des systèmes de refroidissement pour la

diminution des marges de conception des moteurs et de réduire les durées de développement de ceux-ci grâce à

l’utilisation de l’outil numérique pour la prédiction des champs aérothermiques avant essais en vol. D’un point

de vue technique, les objectifs du projet sont de développer un couplage numérique transitoire fluide / solide

et d’améliorer les modèles physiques et numériques. Un certain nombre d’expériences modélise les différents



2 Introduction

phénomènes aérothermiques ayant lieu dans un moteur, tels que le refroidissement moteur, la fuite d’air ou

encore la prédominance du rayonnement et de la convection naturelle à l’arrêt moteur. Ces expériences doivent

contribuer à l’amélioration des modèles mais aussi à la validation de l’outil numérique. Ce dernier est implémenté

dans la plateforme de calcul de l’ONERA, CEDRE, mais a également été préalablement développé et testé dans

le code open-source TYPHON.

L’objectif de cette thèse est donc plus précisément l’étude et le développement d’une méthodologie de cou-

plage fluide / solide adaptée aux contraintes de l’instationnaire et la validation de celle-ci sur un cas expérimental

proche des conditions dans un moteur d’avion. La première partie de ce mémoire sera donc consacrée à la présen-

tation et l’étude de la méthode de couplage. La deuxième détaillera la réalisation de l’expérience et la validation

de la méthode numérique sur ce cas.

Un chapitre préalable est consacré aux bases de la thermique du solide, des fluides et des couplages (solides

composites et couplage fluide / solide en configuration simplifiée) utiles pour la compréhension de la méthodolo-

gie. Il rappelle également les bases théoriques concernant l’analyse numérique. La méthode utilisée par CEDRE

et TYPHON, celle des Volumes Finis, est présentée. Les méthodes basiques d’analyse de stabilité sont décrites,

ainsi que les techniques d’interpolation envisagées pour évaluer les conditions à l’interface fluide / solide.

La méthode numérique décrite dans ce mémoire partage quelques propriétés avec les méthodes stationnaires :

l’indépendance des intégrations des différents domaines par les solveurs qui leur sont attribués, la périodicité des

échanges d’informations entre ceux-ci afin d’assurer un calcul couplé, la transmission des informations sous forme

de conditions aux limites aux interfaces fluide / solide (conditions aux limites pouvant être de nature différente de

part et d’autre de l’interface). Mais elle est par ailleurs très orientée vers l’instationnaire. Une comparaison avec

la littérature montrera que la chronologie intégrations - échanges d’information et la formulation des conditions

aux limites sont très adaptées à l’instationnaire, notamment d’un point de vue temps de calcul. Par ailleurs,

l’accent est porté sur le développement d’une méthode conservative (sans pertes de flux dues à la discrétisation),

attendant notamment des gains de précision sur les phases transitoires. La robustesse est un des points clés de

l’étude de la méthode. Des analyses théoriques de stabilité permettent d’obtenir les paramètres de définition du

couplage les plus robustes. Les différents critères d’étude de la méthode de couplage sont donc : le coût de calcul,

la précision, la conservativité, la robustesse, mais aussi la facilité d’implémentation, c’est-à-dire la minimisation

des développements à effectuer au sein des solveurs couplés.

La vérification et la validation du couplage sont effectuées selon les critères définis par Oberkampf [63]. La

bibliographie ne montre aucun cas expérimental transitoire à la fois utilisable pour la validation expérimentale

et proche des conditions de fonctionnement (notamment d’écoulement à basse vitesse) dans le compartiment

core d’un réacteur, situé entre la chambre de combustion et le flux secondaire, où sont installés les équipements.

La validation est donc effectuée sur un cas défini et effectué au cours de cette thèse, dans le cadre du projet

ATRAN. Il modélise le refroidissement moteur par ventilation dédiée instationnaire. Des mesures sont effectuées

sur l’écoulement et le solide de façon à obtenir des conditions aux limites pour effectuer les simulations et des

champs de vitesse et température pour comparer avec les résultats de ces simulations.
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Chapitre 1

Problème général et équations

Ce chapitre vise à présenter le cadre général de l’étude numérique. Le problème de la thermique dans le

solide et dans le fluide est donc abordé de façon à faciliter la compréhension des phénomènes étudiés dans le

couplage : la conduction dans le solide, la conduction et la convection dans le fluide. Le couplage entre fluide

et solide se joue à leur interface. Les conditions aux limites ont donc un rôle essentiel et font alors l’objet d’un

paragraphe dans ce chapitre. Une présentation de cas analytiques de couplage solide / solide et fluide / solide

permet ensuite de mettre en avant les principaux paramètres des problèmes de transfert de chaleur conjugués.

Par ailleurs, les aspects numériques de base nécessaires à la compréhension de la partie théorique sont

également présentés dans ce chapitre. Tout d’abord, les solveurs utilisés reposant sur la méthode des Volumes

Finis, celle-ci est décrite. Son cadre est utilisé pour aborder les techniques d’analyse de stabilité. Une large part

des travaux de cette thèse est en effet l’étude de la robustesse de la méthode de couplage. Les méthodes de

Von Neumann et matricielle d’analyse de stabilité sont donc présentées ici sur l’exemple standard de l’équation

de la chaleur dans un mur. Le couplage se basant notamment sur les conditions aux limites d’interface, les

interpolations envisageables menant à l’obtention de celles-ci sont ensuite décrites. Le chapitre se termine sur

la présentation des cas numériques de couplage utilisés comme tests dans la partie théorique.

1.1 Thermique du solide

1.1.1 L’équation de la chaleur

Le problème de la conduction de la chaleur est une équation de bilan qui permet de lier l’énergie emmagasinée

dans un corps Ev = Ev(T ) =
∫ T

0 ρ(T ′) · c(T ′)dT ′ à la densité de flux de chaleur ~Φ comme suit :

∂Ev

∂t
= −div(~Φ) + ρΦτ avec ~Φ = −λ · ~∇T

λ = λ(T ), la conductivité thermique du milieu, peut être scalaire ou matricielle. Φτ est une chaleur massique

représentant une éventuelle source (ou puits) de chaleur. Pour un corps de masse volumique et chaleur massique

indépendantes de la température, on peut écrire l’énergie Ev = ρcT .

Dans le cas d’une conductivité thermique constante dans tout le matériau, et en l’absence de source de

chaleur, l’équation devient linéaire et se simplifie en :

ρc
∂T

∂t
= λ · ∆T
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domaines régis par l’équation de la chaleur
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Fig. 1.1 – Conditions aux limites thermiques et raccords

Par ailleurs, en dimension 1, elle devient :

ρc
∂T

∂t
=

∂

∂x

(

λ
∂T

∂x

)

(1.1)

Soit un mur d’épaisseur L, de conductivité λ et de capacité calorifique ρc. Une mise sous forme adimension-

nelle est faite comme suit (τ est un temps caractéristique, T0, ρ0c0 et λ0 des température, capacité calorifique

et conductivité de référence du matériau) : x =
x

L
, t =

t

τ
, λ =

λ

λ0
, ρc =

ρc

ρ0c0
, T =

T

T0
. Alors :

ρc
∂T

∂t
=

λ0τ

ρ0c0L2

∂

∂x

(

λ
∂T

∂x

)

Le nombre adimensionnel F =
λ0τ

ρ0c0L2
est le nombre de Fourier. Pour un même nombre de Fourier, l’évolution

de la température dans le matériau sera identique. En particulier, quand la conductivité est constante :
∂T

∂t
=

F ∂2T

∂x2 .

C’est aussi ce même nombre de Fourier qui paramètre le temps caractéristique de diffusion de la chaleur

dans le matériau. Pour un solide 1D de longueur caractéristique L et de diffusivité Dth, le temps caractéristique

de diffusion est : τs =
L2F
Dth

. Le temps caractéristique est couramment pris pour un nombre de Fourier unitaire :

τs =
L2

Dth
.

1.1.2 Conditions aux limites thermiques

Le problème de l’équation de la chaleur est fermé par des conditions aux limites qui caractérisent les grandeurs

thermiques Tl et Φl aux frontières du domaine d’étude (figure 1.1), et qui peuvent être :
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– une condition de Dirichlet (ou isotherme) : la température à la limite est imposée : Tl = Te ;

– une condition de Von Neumann : le flux thermique à la limite est imposé : Φl = Φe. Si Φe est nul, la

condition est adiabatique ;

– une condition de Fourier (ou de convection ou encore condition mixte ou par coefficient d’échange) : le

flux à la limite dépend de la température grâce à l’introduction d’un coefficient d’échange h et d’une

température de référence T∞ : Φl = h · (Tl − T∞). Cette condition est plus particulièrement adaptée à

la modélisation d’un contact avec un fluide en mouvement. La condition de Fourier modélise les effets

conjugués de la conduction et de l’advection dans la couche limite. Elle peut également être utilisée pour

réaliser une condition de rayonnement.

Les trois types de conditions aux limites recensés ici sont également parfois appelés respectivement de première,

deuxième et troisième espèce. La dernière permet de modéliser également les deux premières avec h → ∞ et

h → 0 respectivement. Le nombre sans dimension de Biot Bi =
hL

λ
(L est une longueur caractéristique) permet

de comparer les résistances au transfert de chaleur à l’intérieur et à la surface d’un corps. Un nombre de Biot

grand signifie une conduction de la chaleur au sein du corps plus lente qu’à sa surface, et des gradients de

température non négligeables.

Dans le cas particulier où une frontière constitue un raccord avec un autre domaine d’étude (figure 1.1), deux

conditions doivent être remplies : la conservation de la température et celle du flux thermique à la limite. Dans

le cas d’un contact parfait, TL,I = TR,I et ΦL,I = ΦR,I . Si les domaines présentent des irrégularités de surface

et que les milieux n’adhèrent pas parfaitement l’un à l’autre, des zones intersticielles perturbent le transfert

par condution. Le phénomène est modélisé par l’introduction d’une résistance de contact Rth. Les équations à

l’interface deviennent : TL,I = TR,I + Rth · ΦL,I et ΦL,I = ΦR,I . L’hypothèse du contact parfait sera retenue

dans la suite du mémoire. Les équations sont alors plus simples et, d’un point de vue méthodologique, la perte

de généralité est minime.

1.2 Thermique dans le fluide

1.2.1 Équations de Navier-Stokes

Le fluide, caractérisé par sa vitesse ~V , sa pression P , sa température T et sa masse volumique ρ, est régi par

les équations de Navier-Stokes (équations de continuité (1.2), de quantité de mouvement (1.3), d’énergie (1.4)

et deux équations d’état (1.5 et 1.6)) [12] :

∂ρ

∂t
+ div(ρ~V ) = 0 (1.2)

∂ρ~V

∂t
+ ~div(ρ~V ⊗ ~V − ~~Σ) − ρ~F = 0 (1.3)

∂ρEm

∂t
+ div(ρEm

~V − ~~Σ · ~V − λ
−→∇T ) − ρ~F · ~V − ρΦτ = 0 (1.4)

T = T (P, ρ) =
P

ρr
(1.5)

Emi = Emi(P, ρ) = cV T =
r

γ − 1
T (1.6)

avec ~F la force volumique extérieure par unité de masse, Φτ la chaleur massique provenant de l’extérieur,
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l’énergie totale par unité de masse Em = Emi +
~V 2

2
(Emi étant l’énergie interne par unité de masse) et le

tenseur des contraintes ~~Σ(sous les hypothèses conjointes de Stokes et de fluide newtonien) :

~~Σ = −
(

P +
2µ

3
div~V

)

~~I + µ

(−→−→∇ ~V +
−→−→∇ ~V T

)

Les expressions données pour les équations d’état 1.5 et 1.6 sont des expressions d’usage courant, le fluide étant

assimilé à un gaz idéal.

1.2.2 L’équation de l’énergie

Les phénomènes thermiques sont modélisés par l’équation d’énergie (1.4). Des termes communs avec l’équa-

tion de la chaleur sont présents : le terme instationnaire
∂ρEm

∂t
, le terme de diffusion div(−λ

−→∇T )) et la source

(ou puits) de chaleur ρΦτ . À ceux-ci s’ajoutent un terme de convection div(ρEm
~V ) et un terme source de chaleur

dû au travail des contraintes visqueuses et de pression div(
~~Σ · ~V ).

Un cas particulier intéressant est celui du régime incompressible avec viscocité indépendante de la tempéra-

ture. L’équation de l’énergie (1.4) peut alors être découplée des équations de la dynamique (1.2 et 1.3). Ainsi,

ces deux dernières permettent d’obtenir la pression et la vitesse. Une fois celles-ci connues, l’équation d’énergie

permet d’obtenir la température. Cette équation est alors une simple équation de convection - diffusion à laquelle

s’ajoute un terme source f(~V ) connu, composé de la dissipation visqueuse et de la chaleur massique provenant

de l’extérieur, [16] :

∂ρcP T

∂t
+ div(ρcP T ~V − λ

−→∇T ) = f(~V )

1.2.3 Paramètres sans dimension

La mise sous forme sans dimension des équations de Navier-Stokes met en évidence les principaux nombres

sans dimension suivants :

M =
||~V ||0

cs
: nombre de Mach

Re =
L||~V ||0

ν0
: nombre de Reynolds

Pr =
µ0cP 0

λ0
=

ν0

Dth0

: nombre de Prandtl

||~V ||0, L, ν0, µ0, cP 0 et λ0 sont des vitesse, longueur, viscocité cinématique et dynamique, chaleur massique et

conductivité de référence. La célérité du son cs =

√

γP

ρ
est la vitesse de propagation des perturbations dans

l’écoulement. Le nombre de Mach mesure les effets de compressibilité. Les régimes subsonique (M < 1), sonique

(M = 1) (transsonique (0,8< M <1,2)), supersonique (M > 1) ou encore hypersonique (M > 5) sont alors

distingués et possèdent des caractéristiques particulières. De plus, un écoulement est considéré incompressible

pour M <0,3 : la masse volumique est alors constante. Les écoulements au sein des cavités moteurs sont par

exemple généralement incompressibles.
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Le nombre de Reynolds mesure quant à lui le rapport des forces d’inerties
ρ||~V ||20

L
aux forces visqueuses

µ||~V ||0
L2

dans l’écoulement. Si Re < 1, les forces d’inertie sont négligeables devant celles de viscosité. L’écoulement

est dit de Stokes. Le nombre de Reynolds est généralement utilisé pour qualifier le régime d’écoulement laminaire

(Re faible) ou turbulent (Re important).

Le nombre de Prandtl est le rapport entre diffusivité de quantité de mouvement (viscosité cinématique) et

diffusivité thermique. Il compare donc l’efficacité du transport par diffusion entre les couches limites dynamique

et thermique.

Ainsi, l’équation de l’énergie sans dimension peut s’écrire :

ωρ
∂Emi

∂t
+ ρ

−→∇Emi · ~V = −(γ − 1)div~V +
γ(γ − 1)M2

Re
ΦD +

γ

PrRe
div(λ

−→∇T ) + γ(γ − 1)M2Θ

où les nombres sans dimension supplémentaires suivants ont été utilisés : ω =
L

Ut
(fréquence réduite), la fonction

de dissipation ΦD et Θ =
ΦτL

U3
.

1.2.4 Conditions aux limites de paroi

Les conditions aux limites pour le fluide sont plus variées que pour le solide. Elles peuvent en effet caractériser

une entrée ou sortie d’écoulement mais aussi une interface avec un solide (condition de type mur).

Les conditions thermiques pour les murs sont proches des types de conditions recensés pour les solides. Elles

peuvent être des conditions de flux imposé (condition de Von Neumann, avec pour cas particulier très courant

la condition adiabatique, de flux nul), ou de température imposée (de Dirichlet).

Naturellement, si la frontière est un raccord avec un autre domaine d’étude, comme pour les solides, la

conservation du flux de chaleur et l’équilibre des températures sont toujours les conditions à remplir.

1.3 Couplage thermique : théorie et généralités

Le transfert de chaleur par conduction et/ou convection pour des domaines homogènes solide ou fluide a été

exposé précédemment. Dans ce paragraphe sont présentées des études analytiques de problèmes très basiques de

couplage thermique solide / solide ou solide / fluide. Elles permettent d’illustrer le problème des conditions aux

limites d’interface. Les paramètres caractéristiques des problèmes couplés ainsi que les temps caractéristiques

thermiques de couplage sont aussi mis en évidence. Enfin, les cas analytiques, notamment de couplage fluide /

solide, seront utilisés pour la vérification de la méthode de couplage présentée dans ce mémoire.

1.3.1 Couplage entre solides

Le couplage entre solides est traité ici avec la mise en contact de murs (solides monodimensionnels), sur

les trois cas représentés sur la figure 1.2. Les murs ont des propriétés thermiques (conductivité, diffusivité)

constantes.

1.3.1.1 Solide composite infini

La mise en contact de deux murs semi-infinis de températures initialement différentes donne une température

d’interface constante dans le temps, résultat d’une pondération par les effusivités b =
√

λρc des deux solides de
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Fig. 1.2 – Cas d’étude de couplage entre solides

températures initiales différentes TL(t = 0) et TR(t = 0) [46] :

TI(t) =
bLTL(t = 0) + bRTR(t = 0)

bL + bR

La température d’interface entre deux domaines est donc constante tant que le modèle de murs semi-infinis

est représentatif.

1.3.1.2 Solide composite semi-infini

Considérons le cas de couplage d’un mur épais (d’épaisseur L) avec un mur semi-infini. La condition à

l’extrémité du mur épais est une température imposée Te. La condition initiale est une température identique

TL(0) dans les deux domaines .

La méthode d’étude la plus courante pour les cas de couplage de mur est l’utilisation de l’espace de Laplace.

Soit s la variable de Laplace et θ la température relative sans dimension (θ =
T − TL(0)

TL(0)
) dans l’espace temporel,

la transformée de Laplace de la température d’interface suit une évolution [42] :

L (θI) (s) =

∫ +∞

0

exp−st f(t)dt =
θe

s (cosh(q) + r sinh(q))
où q =

√

sL2

DthL

L’évolution est donc très liée au rapport des effusivités r =
bR

bL
des deux solides. Une étude aux temps longs

permet d’avoir une estimation du temps de réponse. Quand s → 0, L (θI) ∼
θe

s
. Ainsi :

L (θI) (s) − θe

s
=

θe

s

1 − cosh q − r sinh q

cosh q + r sinh q
' θe

s

−rq

1 + rq
= − θeL

2

DthL

1

q( 1
r + q)

Une transformation inverse de Laplace donne alors la valeur asymptotique de la température d’interface sous

la forme :

TI − TL(0)

TL(0)
= θe

(

1 − exp

(

DthLt

r
2L2

)

erfc

(
√

DthLt

r
2L2

))

Une estimation du temps caractéristique du phénomène couplé est alors donnée par :
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Fig. 1.3 – Couplage de deux murs de conductivités différentes

τc = r
2 L2

Dth
= r

2τs

où τs est le temps caractéristique de diffusion de la chaleur dans le solide d’épaisseur L.

1.3.1.3 Solide composite fini

Le résultat stationnaire pour le couplage de deux murs soumis à des conditions aux limites isothermes à

leurs extrémités libres est celui de la figure 1.3.

La résolution de l’équation 1.1, considérée en stationnaire, donc avec un premier membre nul, donne la

température en i : l’expression λ
∂T

∂x
est constante dans la barre. Donc, l’évolution de la température est linéaire

là où la conductivité est constante, et on a aussi, à l’interface de contact :

λL
TI − TL

LL
= λR

TR − TI

LR
⇒ TI =

λL

LL
TL + λR

LR
TR

λL

LL
+ λR

LR

(1.7)

1.3.2 Couplage solide / fluide : problème du transfert conjugué de chaleur

La littérature fournit quelques résultats analytiques de couplage fluide / solide en stationnaire et en insta-

tionnaire :

– des cas de plaque plane épaisse en contact sur une face avec un écoulement laminaire et soumise sur l’autre

face à une condition adiabatique ou isotherme. Des études ont ainsi été menées en stationnaire sur une

plaque plane de longueur finie en convection naturelle [67], sur une plaque plane semi-infinie en convection

forcée [69]. D’autres études ont été faites en instationnaire sur la convection forcée sur plaque plane infinie

[70] ou semi-infinie [71] ou encore sur un cas de plaque située entre deux écoulements de sens contraires

[86] ;

– des cas d’écoulement en canal avec prise en compte de la conduction dans l’épaisseur des parois, en

stationnaire [68] et instationnaire [31].
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Le cas de la plaque plane infinie en instationnaire [71] est le plus intéressant pour les considérations générales

sur le problème du problème de transfert de chaleur conjugué en instationnaire. Il s’agit dans ce cas d’une plaque

plane infinie mise en mouvement instantanément à une vitesse donnée. Il n’y a pas d’effet de bord d’attaque.

Les paramètres sans dimension qui caractérisent le couplage d’un fluide, de vitesse ||~V ||∞, conductivité

thermique λ∞ et caractérisé par des nombres de Reynolds Re et de Prandtl Pr et une longueur caractéristique

L 1, avec un solide d’épaisseur e et de conductivité et diffusivité thermiques λs et Dth sont :

– un paramètre de couplage statique p =
e

L

λ∞

√
Re∞

λs
;

– un paramètre de couplage dynamique tfs =
LDth

e2||~V ||∞
;

– le rapport Λ = p
√

tfs

√
Pr =

e

L
r.

Le paramètre p qui s’apparente à un rapport des conductances thermiques du fluide et du solide est celui qui

fixe le niveau des températures, notamment d’interface, en régime établi. Le même comportement que pour le

couplage des solides (où la température d’interface est donnée par pondération des températures des différents

solides par les conductivités : équation 1.7) est retrouvé.

Le calcul de l’évolution instationnaire demande l’introduction dans les équations du paramètre tfs, qui est

le rapport des temps caractéristiques dans le fluide (convection) et le solide (diffusion de la chaleur).

Pour une plaque plane de température initiale identique à celle de l’écoulement, T∞, et soumise à une

condition isotherme Te en face arrière, la température d’interface suit la loi :

θI(τ ) = θ0
I

[

1 − κ

∞
∑

n=0

(−A)nerfc

(

n + 1√
τ

)

]

+ κθe

∞
∑

n=0

(−A)nerfc

(

2n + 1

2
√

τ

)

(1.8)

avec θ =
T − T∞

T∞

, τ =
t

τs
(t étant le temps physique et τs le temps caractéristique de diffusion du solide),

κ =
2

1 + Λ
, A =

1 − Λ

1 + Λ
, la température initiale d’interface θ0

I = θaw
Λ

1 + Λ
, la température de mur adiabatique

θaw =
2E arctan(K)

πK
où K =

√

2

Pr
− 1 et E = (γ − 1)M2

∞
en écoulement compressible ou E =

U2
∞

cT∞

en

écoulement incompressible.

Le seul paramètre de couplage influant sur la température d’interface est le rapport Λ, qui s’apparente au

rapport des effusivités du fluide et du solide : r =
b∞
bs

. Il est ainsi intéressant de noter le temps caractéristique

de ce problème couplé, obtenu par Pozzi et Tognaccini [71] :

τc =
Λ2(θaw − θe)

2

π2ε2
τs

pour une convergence vers l’état stationnaire définie par |θI(τc) − θe| = ε. Il s’agit alors d’un temps ayant la

même forme en r
2τs que celui obtenu pour le solide composite semi-infini (paragraphe 1.3.1.2). C’est un résultat

intéressant : le fluide joue alors le rôle du mur semi-infini, couplé avec un mur fini.

Pozzi et Tognaccini ont également traité le cas d’une condition adiabatique en face arrière. Le temps carac-

téristique est alors sensiblement différent :

τc =
θ2

aw

π2ε2Λ2
τs

1La longueur caractéristique L de cet écoulement sans échelle de longueur est un artifice de calcul permettant notamment de

caractériser un nombre de Reynolds.
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pour une convergence vers l’état stationnaire définie par |θI(τc)−θaw| = ε. L’influence du rapport des effusivités

est alors inversé. Autrement dit, pour un rapport d’effusivités croissant (une effusivité de solide décroissante

par exemple), le temps caractéristique augmente pour le cas de condition isotherme. En effet, ce cas impose à

l’interface une condition thermique très liée au solide : la température de condition aux limites isothermes. Or

avec une effusivité décroissante, le solide impose moins rapidement sa température à l’interface et la température

d’interface varie alors plus lentement. En revanche, sous les mêmes hypothèses, le temps caractéristique diminue

pour le cas de la condition adiabatique. Dans ce cas, la situation finale à l’interface est très dépendante du

fluide : une température de mur adiabatique. La logique veut donc que le comportement soit donc inversé : si le

rapport des effusivités augmente, le fluide ayant par exemple une effusivité plus importante, ce dernier imposera

plus rapidement sa température.

Il est également intéressant de remarquer un saut de température à l’interface à l’instant initial : elle passe

de la température de l’écoulement θ∞ à θ0
I .

1.3.3 Conclusions

Quelques conclusions importantes sont à tirer de ces études.

Tant que l’hypothèse de milieu conducteur infini est valable, la température à l’interface de deux domaines

couplés reste constante et dépend uniquement du rapport des effusivités de ces domaines.

Si les milieux sont finis, l’état final du système couplé est dépendant du rapport des conductivités thermiques

des domaines couplés, qu’ils soient solides ou fluides.

Quand un domaine peut être considéré comme semi-infini (thermiquement, ce qui peut souvent être le cas

pour un fluide), la phase transitoire dépend quant à elle beaucoup du rapport des effusivités, des conditions aux

limites du domaine fini (solide) et du temps de diffusion dans ce dernier.

1.4 La méthode des Volumes Finis

Les solveurs utilisés au cours de cette thèse reposent sur la méthode des Volumes Finis. Cette dernière est

présentée dans ce paragraphe.

1.4.1 Théorie

Un maillage du domaine est effectué en volumes de contrôle (figure 1.4), de volume V et surface S, sur

lesquels la quantité conservative U et le flux ~Φ respectent :

∂

∂t

∫

V

UdV +

∫

S

~Φ(U,∇U)) · ~dS = 0 (1.9)

L’avantage de travailler sur l’équation intégrale est que les propriétés de conservation de l’équation continue

sont maintenues lors de la phase de discrétisation. Les valeurs de U et de ∇U sont alors calculées au centre de

chaque maille.

Soit ~F le flux numérique à travers une face de surface ~S :

~F =









f

g

h
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Fig. 1.4 – Volume de contrôle

Le flux numérique est considéré à l’instant tn+ε. ε = 0 en schéma explicite :la température à l’instant n + 1 est

évaluée à partir du flux à n. ε = 1 en implicite. L’équation 1.9 discrétisée sur un pas de temps δt = tn+1 − tn

est :

0 =
(U(tn+1) − U(tn))V

δt
+

1

2

∑

i∈faces

~Fi · ~Si

Les composantes du flux numérique sur la face ABCD par exemple dépendent des valeurs calculées dans les

deux cellules i et j ayant ABCD pour interface. Pour f : fn+ε
ABCD = f(Un+ε

i ,∇U
n+ε
i , Un+ε

j ,∇U
n+ε
j ).

1.4.2 Discrétisation des équations

1.4.2.1 Discrétisation de l’équation de la chaleur

Dans le problème de la conduction de la chaleur, la quantité conservative calculée est fonction de la tempé-

rature : U= Ev = ρcT .

Le cas 1D permettra de faire des études de stabilité de schéma numérique. Soient les intervalles : I =

[xi , xi+1] et J = [tn , tn+1]. Par double intégration de l’équation 1.1 sur I et J :

∫

I

(T (tn+1, x) − T (tn, x))dx =

∫

J

(

λ

ρc

∂T

∂x
(t, xi+1) −

λ

ρc

∂T

∂x
(t, xi)

)

dt

Ainsi, avec xj = j · δx, tn = n · δt, et en prenant pour I la cellule Cj =]xj− 1
2

, xj+ 1
2
[ :

T n+1
j = T n

j − δt

δx
· (F n+ε

j+ 1
2

− F n+ε
j− 1

2

) avec F n
j+ 1

2

= − 1

δt
·
∫

J

λ

ρc
· ∂T

∂x
(t, xj+ 1

2
)dt (1.10)

Dans le cadre d’un schéma centré,

F n
j+ 1

2

= −1

2

λ

ρc

[

(

∂T

∂x

)n

j

+

(

∂T

∂x

)n

j+1

]
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⇒ T n+1
j = T n

j +
λδt

ρcδx2
(T n+ε

j+1 − 2 · T n+ε
j + T n+ε

j−1 ) (1.11)

λδt

ρcδx2
est un nombre de Fourier, “numérique” 2, noté a lors de l’étude de stabilité.

1.4.2.2 Discrétisation de l’équation de convection - diffusion

Le problème de convection - diffusion, mis sous forme d’équation aux dérivées partielles :

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
=

λ

ρc

∂2T

∂x2

introduit une notion de convection dans l’équation de la chaleur. L’adoption du même formalisme 1D qu’au

paragraphe précédent mène à l’équation :

∫

I

(T (tn+1, x) − T (tn, x))dx =

∫

J

(

λ

ρc

∂T

∂x
(t, xi+1) − uT (t, xi+1) −

λ

ρc

∂T

∂x
(t, xi) + uT (t, xi)

)

dt

De la même façon :

T n+1
j = T n

j − δt

δx
· (F n+ε

j+ 1
2

− F n+ε
j− 1

2

) avec F n
j+ 1

2

= − 1

δt
·
∫

J

(

λ

ρc
· ∂T

∂x
(t, xj+ 1

2
) − u · T (t, xj+ 1

2
)

)

dt (1.12)

Dans le cadre d’un schéma centré,

F n
j+ 1

2

= −1

2

λ

ρc

[

(

∂T

∂x

)n

j

+

(

∂T

∂x

)n

j+1

]

+
1

2
u
[

T n
j + T n

j+1

]

⇒ T n+1
j = T n

j + a(T n+ε
j+1 − 2 · T n+ε

j + T n+ε
j−1 ) +

σ

2
(T n+ε

j−1 − T n+ε
j+1 ) (1.13)

où a est le nombre de Fourier numérique et σ =
uδt

δx
un nombre de CFL.

1.4.2.3 Discrétisation des conditions aux limites

La méthode des Volumes Finis associe des énergies (directement liées aux températures) aux cellules et

des flux aux surfaces qui les entourent. Les conditions aux limites sont imposées sur des surfaces situées aux

frontières des domaines. La discrétisation est alors plus ou moins “naturelle” pour la méthode des Volumes Finis

selon la nature de la condition.

Dans le cas de la condition de Dirichlet, la température est imposée à Tl. La limite est alors représentée par

une cellule fictive l (figure 1.5), et le flux à l’interface calculé comme tous les autres flux surfaciques (selon le

même schéma).

La condition de Neumann est mieux adaptée à la méthode des Volumes Finis : le flux est directement

associé à la face limite. En revanche, le calcul des gradients dans les cellules limitrophes (figure 1.5) requiert

une évaluation de la température à la limite (sous la forme Tl = Ti + Fl · d). Une cellule fictive est donc encore

nécessaire.

2Les quantités de référence de temps et de longueur sont propres à la discrétisation.
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Fig. 1.5 – Représentation de la frontière en volumes finis

La condition de Fourier impose un coefficient h et une température de référence Tc et relie le flux à la surface

limite à la température par : Fl = h · (Tl − Tc). La discrétisation se fait en deux étapes : l’évaluation d’une

température Tl (il faut donc une cellule fictive) puis l’imposition d’un flux. Tl est obtenu en écrivant :

F n
l = −λ

T n
l − T n

i

d
= h (T n

l − Tc) ⇒ T n
l =

λ
d T n

i + hTc

λ
d + h

(1.14)

1.5 Analyse de stabilité numérique

Un des critères de satisfaction principaux dans l’étude d’une méthode numérique est sa robustesse. Celle

de la méthode de couplage présentée dans ce mémoire sera donc évaluée. Deux méthodes d’analyse de stabilité

théorique très usuelles sont alors présentées, sur l’exemple de l’équation de la chaleur. Le principe exposé, des

analyses de stabilité plus propres au couplage pourront être effectuées par la suite.

1.5.1 Analyse de stabilité de Von Neumann

Ce type d’analyse de stabilité repose sur l’utilisation de perturbations périodiques mises sous forme expo-

nentielle complexe.

1.5.1.1 Schéma explicite

L’écriture, pour une cellule i, d’une perturbation de température : δT (t, x) = AejK(x−clt) (avec j2 = −1, K

le nombre d’onde et cl la vitesse de propagation de la perturbation) donne : δT n
i = AejK(i·δx−cl·n·δt)

L’équation 1.11 pour les températures perturbées est :
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T n+1
i + δT n+1

i = T n
i + δT n

i +
λδt

ρcδx2
(T n

i+1 − 2 · T n
i + T n

i−1) +
λδt

ρcδx2
(δT n

i+1 − 2 · δT n
i + δT n

i−1)

⇒ δT n+1
i = δT n

i + a(δT n
i+1 − 2 · δT n

i + δT n
i−1)

⇒ δT n
i = δT 0

i ·
(

1 + a · (ejK(i·δx) + e−jK(i·δx) − 2)
)n

= κn · δT 0
i , avec κ = 1 + 2 · a · (cos(Kδx) − 1) (1.15)

Le schéma est stable si il n’y a pas divergence de la perturbation donc si |κ| ≤ 1, c’est-à-dire si : 0 ≤ a ≤
1

1 − cos(Kδx)
. L’accès par avance à la valeur de cos(Kδx) est impossible.

Le schéma explicite centré est donc stable pour l’équation de la chaleur en milieu homogène si le nombre de

Fourier a est inférieur à
1

2
.

1.5.1.2 Schéma implicite

Il se démontre de la même façon que le schéma implicite centré pour l’équation de la chaleur est incondi-

tionnellement stable. En effet, le facteur κ est maintenant donné par :

κ =
1

1 + 2 · a · (1 − cos(Kδx))
et |κ| ≤ 1 car a ≥ 0

1.5.2 Analyse de stabilité par la méthode matricielle

La méthode de Von Neumann permet de déterminer un critère simple pour la stabilité des schémas nu-

mériques relatifs à l’équation de la chaleur. Mais elle n’est pas utilisable si les conditions aux limites ont de

l’importance : la perturbation a une évolution périodique, qui n’est pas compatible avec toutes les conditions

aux limites. La prise en compte des conditions d’interface entre deux zones de calcul n’est pas possible. La

méthode matricielle, qui tient compte de la distribution spatiale de la perturbation, est alors utilisée.

Soit, pour la cellule i : T̃ n
i = Ti + δT n

i avec la perturbation δT n
i = δTi · ejωt = δTi · ejωnδt (ω est complexe).

Contrairement à la méthode de Von Neumann, aucune loi de variation spatiale n’est imposée. L’ensemble des N

perturbations δT est une inconnue (N est le nombre de cellules du domaine). Le but est d’obtenir une équation

du type :

(

A − λωB
)

δT = 0 où λω = f(ejωδt) (ejωδt : facteur d’amplification) (1.16)

A et B sont deux matrices carrées (N ,N) et 0 le vecteur nul. L’obtention des valeurs propres λω , reliées au

facteur d’amplification de la perturbation ejωδt dont le module doit être inférieur à 1, permet ensuite d’évaluer

la stabilité du schéma d’intégration.

1.5.2.1 Schéma explicite

Pour le schéma explicite, d’après l’équation 1.11, avec a le nombre de Fourier :

δTi(1 − 2a − ejωδt) + a(δTi−1 + δTi+1) = 0 (1.17)



16 Chapitre 1 : Problème général et équations

⇒ A =















. . .

0 a 1 − 2a a 0 . . .

. . . 0 a 1 − 2a a 0

. . .















, λω = ejωδt, B = I

où I est la matrice identité. La forme de la matrice A aux extrémités dépend des conditions aux limites. La

représentation de ces conditions limites dans le système matriciel est donnée en annexe A.

Comme ejωδt = λω , les perturbations δTi ne s’amplifient pas (et la stabilité est donc obtenue) si et seulement

si le rayon spectral est strictement inférieur à 1.

Le rayon spectral de A est tracé en fonction du nombre de Fourier numérique sur la figure 1.6 pour un calcul

sur un maillage de 20 cellules. Les cas de conditions isothermes aux deux extrémités et de conditions périodiques

ou isothermes à une extrémité et de convection (caractérisée par un nombre de Biot Bi) à l’autre sont traités.

Pour a <0,5, il y a bien toujours stabilité. Pour les conditions isothermes et de convection, la limite de stabilité

est légèrement supérieure à 0,5 : les conditions aux limites font que la perturbation ne peut pas être sinusoïdale.

Cela confirme l’influence des conditions aux limites sur la stabilité théorique [41]. Le couplage faisant intervenir

des conditions aux limites à l’interface, la méthode de Von Neumann ne peut être utilisée.

Avec les conditions aux limites périodiques, la limite de stabilité est pour un nombre de Fourier de 0,5

exactement. Cependant, la valeur propre maximale pour les nombres de Fourier inférieurs à 0,5 est 1, c’est-à-

dire à la limite de la stabilité. Les composantes des vecteurs propres correspondants prennent des valeurs de

0,23 ou -0,23 selon la valeur du nombre de Fourier (figure 1.7 à gauche), mais elles sont toujours telles que

la perturbation de température est constante dans toute la barre. Cette valeur de perturbation constante est

due aux conditions aux limites et n’est pas liée à l’instabilité du schéma. Par ailleurs, il y a deux vecteurs

propres associés à des coefficients d’amplification unitaires pour le nombre de Fourier de 0,5 : toujours un

vecteur à composantes uniformes et un autre de composantes à oscillations “pair - impair”, caractéristique de la

déstabilisation du calcul (figure 1.7 à droite).

1.5.2.2 Schéma implicite

Pour le schéma implicite, il suffit de changer, dans l’équation 1.17 reliant δTi, δTi−1 et δTi+1 du schéma

explicite, le terme 1 − ejωδt par e−jωδt − 1. La modification du système matriciel est immédiate :

A =















. . .

0 −a 1 + 2a −a 0 . . .

. . . 0 −a 1 + 2a −a 0

. . .















, λω = e−jωδt, B = I

La valeur propre de ce nouveau système est l’inverse du facteur d’amplification de la perturbation δT . Il y

a donc stabilité si les inverses des valeurs propres λω du système matriciel sont tous inférieurs à 1 (en module).

La figure 1.8 montre, pour le cas de conditions aux limites isothermes, la stabilité inconditionnelle du schéma

implicite.
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1.6 Interpolations à l’interface de deux domaines couplés

La théorie du couplage repose notamment sur la définition des conditions aux limites à l’interface des deux

domaines couplés. La section 1.1.2 présente les caractéristiques de ce type de conditions aux limites.

Dans ce paragraphe, les possibilités d’obtention des grandeurs à l’interface (température et flux de chaleur,

voir la section 1.4.1) sont présentées.

α et β sont des coefficients de pondération, fonctions des distances, et ~a est défini sur le schéma 1.9. La

cellule d’interface est désignée par I , les cellules limitrophes par L et R (respectivement à gauche et à droite).

L
R

L

R

L

n
a

T , grad(T) R

T , grad(T)K

H

PSfrag replacements

I

Fig. 1.9 – Cellules de part et d’autre d’une interface



1.6 Interpolations à l’interface de deux domaines couplés 19

1.6.1 Température d’interface

La température d’interface est interpolée comme suit : TI =
αTL + βTR

α + β
. α =

λL

dL
et β =

λR

dR
permettent

d’obtenir la forme de l’équation 1.7. De plus, en se basant sur les notations de la figure 1.9, le flux à gauche de

l’interface I s’exprime :

FI,L = −λL
TK − TL

‖ ~LK‖
~LK · ~n
‖ ~LK‖

= −λL
TK − TL

dL
(1.18)

La définition de dL en découle : dL =
~LK · ~LK

| ~LK · ~n|
. De la même façon, dR =

~RK · ~RK

| ~RK · ~n|

1.6.2 Flux d’interface

Il y a deux possibilités d’interpolation : le flux de chaleur FI peut résulter :

– d’un calcul FI = −λI(~∇T )I · ~n où la conductivité et le gradient sont interpolés comme suit :

1. la conductivité λI = λ(TI) :

– choix 1 :
αλL + βλR

α + β
est une bonne interpolation si la conductivité est linéaire en fonction de la

température,

– choix 2 : λ

(

αTL + βTR

α + β

)

est une interpolation qui nécessite de choisir la conductivité d’un des

deux domaines. Elle est donc générale et consistante 3 si les deux domaines sont du même matériau

par exemple. Le choix 1 est donc privilégié.

2. le gradient de température (~∇T )I : les interpolations sont inspirées de celles utilisées pour les densités

de flux pour les cellules internes dans CEDRE :

– choix 1 :
α(~∇T )L + β(~∇T )R

α + β
est une interpolation consistante,

– choix 2 :
TR − TL

d(L, R)
~a n’est pas une interpolation consistante, mais la molécule de discrétisation (2

cellules) est moins étalée que pour le choix 1 (l’évaluation des gradients dans chaque cellule fait

intervenir les cellules voisines). Le calcul des flux est consistant si la normale à la face ~n et ~a sont

colinéaires,

– choix 3 :
α(~∇T )L + β(~∇T )R

α + β
+θ ·

(TR − TL

d(L, R)
− (

α(~∇T )L + β(~∇T )R

α + β
·~a)
)

~a est une extension consis-

tante du choix 2. L’intérêt de cette interpolation est que le choix de θ = 1 permet de n’utiliser que

le schéma compact (choix 2) quand celui-ci trouve sa justification (quand le gradient est colinéaire

à ~a).

– d’une interpolation directe sur les flux : FI = f(FL, FR). Le calcul est du même type que pour le gradient,

donc avec les trois mêmes choix, le choix 2 étant FI = −αλL + βλR

α + β

TR − TL

d(L, R)
~a · ~n.

La meilleure interpolation est celle sur les flux résultant du choix 3. L’interpolation FI = −λI(~∇T )I · ~n

mène en effet à une double incertitude sur les interpolations de la conductivité et du gradient. Le choix est alors

complet si les paramètres α et β sont fixés. Dans le cas où le schéma compact est valable, l’obtention de l’égalité

du flux interpolé et du flux à gauche (par exemple) recalculé à partir de la température d’interface interpolé

mène à :
3Soit qI = f(qL, qR). Il y a consistance de l’approximation si : quand qL et qR prennent la même valeur q, alors qI vaut également

q.



20 Chapitre 1 : Problème général et équations

0 15-10

5

0

Fig. 1.10 – Maillage de référence

FI = −αλL + βλR

α + β

TR − TL

dL + dR
= −λL

TI − TL

dL
= −

λL

dL

λR

dR

λL

dL
+ λR

dR

(TR − TL)

Cette égalité est obtenue si α =
λR

dR
et β =

λL

dL
.

1.7 Présentation des cas test

Dans ce paragraphe sont présentés un certain nombre de cas test. Ceux-ci sont des cas de couplage solide

/ solide utilisés par la suite pour caractériser la précision, la conservativité et la robustesse de la méthode

numérique de couplage. Les maillages et conditions de calcul sont présentés.

1.7.1 Mise en contact de deux murs de températures initiales différentes

Deux murs de températures initiales différentes (TL,0 à gauche, TR,0 à droite) sont mis en contact à t = 0.

Les conditions aux extrémités libres des murs sont de Dirichlet (TL à gauche, TR à droite).

La configuration est représentée par le maillage de la figure 1.10. Les conditions aux limites en bas et en

haut sont de symétrie de façon à obtenir le couplage de 2 murs semi-infinis. Les caractéristiques des murs

sont : λL = 0,2W/m/K, CL = 1J/K/m3, λR = 0,1W/m/K, et CR = 1J/K/m3. Les températures sont :

TL,0 = TL = 1000K et TR,0 = TR = 500K.

L’intérêt principal de ce cas test est que le flux de chaleur subit un saut à l’interface à t = 0s. Ce cas est

donc particulièrement sensible pour les questions de précision.

1.7.2 Cas adiabatique 1D

Le maillage de la figure 1.10 est de nouveau utilisé. La température initiale du domaine de gauche est 1000K,

celle du domaine de droite 500K. Les deux zones ont une capacité thermique unitaire (conductivités λL =0,4,

λR =0,3). Les frontières libres sont des murs adiabatiques.

Dans ce cas test, il n’y a aucune fuite de flux aux frontières, ce qui est particulièrement intéressant pour les

études de conservativité. La solution dépend en effet exclusivement de la conservation de l’énergie initiale dans

les solides.

1.7.3 Cas adiabatique 2D

Les domaines de la figure 1.11, avec des conditions aux extrémités libres adiabatiques, sont couplés. Les

données sont (en unités S.I.) : λ1 = 8, λ2 = 6, λ3 = 1 et C1 = C2 = C3 = 1.
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Fig. 1.11 – Cas 2D d’étude de conservativité

1.7.4 Contact partiel 2D

La géométrie (figure 1.12) est 2D : deux matériaux de températures initiales différentes sont mis en contact

par le biais d’une surface commune, le domaine de gauche étant horizontal, celui de droite vertical. Les quantités

relatives aux deux domaines seront indexées respectivement par L et R.

Il s’agit d’un cas 2D simple, couplant deux domaines maillés uniformément.

1.7.5 Maillage non uniforme

Il s’agit d’un cas 1D de raccordement de deux barres de températures initiales différentes. Le domaine de

gauche (figure 1.13) est maillé non uniformément.

1.7.6 Cellules en contact avec plusieurs domaines

Une cellule limitrophe de chacune des zones 1 et 2 (figure 1.14 : les cellules en question sont marquées d’une

croix) est en contact avec deux zones (respectivement les zones 2 et 3 et les zones 1 et 3).
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Première partie

Étude numérique
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Introduction

Cette première partie est consacrée à l’étude théorique de la méthode de couplage.

Sa description englobe plusieurs paramètres. Le processus de couplage qualifie la chronologie des intégrations

par les solveurs couplés et des échanges de données permettant le couplage. Le choix de ce processus est justifié

par une étude bibliographique. La formulation des conditions aux limites de couplage et la mise en place d’une

technique de correction conservative achèvent de définir la méthode de couplage.

L’étude est réalisée selon les critères de précision, de stabilité et de conservativité. La dernière requiert un

traitement spécial avec l’utilisation de la technique corrective. L’analyse de la stabilité représente un aspect

essentiel de ce travail. Les conditions aux limites de couplage et les paramètres de la méthode de correction

conservative sont en effets choisis de façon à obtenir la plus grande robustesse.

Enfin, une fois la méthode de couplage présentée et étudiée théoriquement, les aspects pratiques d’implé-

mentation dans la plateforme CEDRE sont abordés. Les points de l’efficacité en termes de coûts de calcul et de

l’“intrusivité” de la méthode dans les solveurs couplés (la nécessité d’y implémenter des procédures) sont alors

soulevés.
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Chapitre 2

Étude bibliographique : études

numériques du problème de transfert de

chaleur conjugué

L’étude bibliographique effectuée dans ce chapitre permet d’effectuer un historique de la méthode de couplage

numérique fluide / solide en thermique. Il permet de voir qu’elle a été développée à l’origine pour le calcul des

aubes de turbine, mais d’autres secteurs l’ont également utilisée et une généralisation pour des applications plus

quelconques a été effectuée. De plus l’aspect instationnaire a été peu étudié. L’historique débouche également

sur la présentation des principales techniques de couplage, ce qui est important pour appréhender la description

de la méthodologie étudiée au cours de cette thèse.

2.1 Problème de transfert de chaleur conjugué et outil numérique

L’utilisation de l’outil numérique pour la résolution des problèmes de transferts de chaleur conjugués fluide

/ solide peut se faire à plusieurs niveaux.

Tout d’abord, il peut s’agir d’un simple outil de résolution d’équations déjà fortement simplifiées grâce aux

données du cas de calcul : l’étude de la convection sur un cylindre vertical [47] ou celle d’un écoulement en

conduite plane [43] en sont deux exemples. Le couplage reste du domaine de l’analytique.

L’outil numérique peut également résoudre des problèmes plus complexes et généraux en calculant le fluide

et le solide par séparation en domaines de calcul. Il s’agit d’un couplage numérique, qui peut être obtenu de

deux manières [93] [85] :

– la méthode du transfert conjugué de chaleur [93] : un unique code de dynamique des fluides calcule l’en-

semble solide / fluide. Des domaines sont établis et l’intégration se fait en tenant compte de la particularité

des domaines solides (où seule l’équation de l’énergie est prise en compte) et en établissant des conditions

de raccordement de ces domaines. Il s’agit d’une méthode précise mais coûteuse car l’intégration est faite

avec la résolution temporelle du fluide (courte) sur la durée nécessaire à l’évolution du matériau (longue) ;

– la méthode du couplage de codes : un code de dynamique des fluides calcule le domaine fluide tandis

qu’un code de conduction intègre le domaine solide. Les conditions aux limites sont calculées de façon
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à raccorder convenablement les domaines. Cette méthode offre plus de souplesse et permet d’utiliser la

richesse de chacun des outils développés pour des métiers différents.

Ces deux méthodes, d’un point de vue “couplage” sont très proches : il s’agit à chaque fois concrètement de faire

des intégrations “parallèles” des zones fluide et solide et de déterminer des conditions de raccord entre ces zones

(qui, dans le deuxième cas, s’avèrent être de vraies conditions aux limites).

2.2 Applications du couplage numérique

La méthode du couplage numérique a tout d’abord été utilisée essentiellement pour des applications spé-

cifiques dont un petit inventaire est fait dans ce paragraphe. Le domaine des turbomachines a notamment été

fortement demandeur du développement de cette technique. Elle s’est ensuite généralisée pour permettre des

simulations sur des configurations quelconques.

2.2.1 Couplage thermique et calcul de turbines

Plusieurs codes ont été réalisés pour observer le comportement de configurations particulières de turbines.

Sondak et Dorney [83] ont ainsi dressé l’état de l’art en 2000. Les calculs étaient alors destinés à obtenir l’état

stationnaire.

Li et Kassab [54] ont effectué le couplage d’un solveur Navier-Stokes Volumes Finis instationnaire avec un

code de conduction (Méthode des singularités) en 2D de façon à obtenir l’état stationnaire pour une cascade de

turbines.

Kao et Liou [50] ont étudié le même problème stationnaire avec des solveurs explicites, Volumes Finis

Navier-Stokes non structuré et de conduction structuré.

Le couplage d’un code Navier-Stokes Volumes Finis avec un code de conduction Éléments Finis pour aboutir

à l’état stationnaire d’une cascade de turbines en 3D a été réalisé par Heselhaus et Vogel [40].

D’autres exemples en stationnaire peuvent être cités comme le code multi-domaines STREAM (structuré,

Volumes Finis) [85] ou encore celui de Roscoe et al [78] (basé sur une technique Linearized Block Implicit).

Sondak et Dorney [83] ont quant à eux cherché à obtenir l’état transitoire en couplant deux codes (Navier-

Stokes compressible et conduction) instationnaires 3D Différences Finies. Le but est de mieux connaître le champ

des températures en régime transitoire de façon à réduire les conséquentes marges de sécurité qui sont prises

sur les températures d’entrée de turbine pour éviter l’endommagement des structures, des aubes notamment.

En connaissant mieux l’évolution des températures, la température d’entrée peut ainsi être augmentée (et le

rendement thermodynamique de la turbine amélioré) et la forme de la turbine optimisée. Les résultats du

couplage réalisé donnent une température de surface ayant de moins grandes variations de températures qu’en

supposant des aubes adiabatiques.

2.2.2 Autres applications spécifiques

2.2.2.1 Application spatiale

Un couplage thermique instationnaire a été réalisé pour une autre configuration particulière : la prédiction

de l’écoulement, des transferts de chaleur et de l’érosion autour des joints O-ring des moteurs réutilisables
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d’une navette spatiale [88], afin de connaître plus précisément la pression, la température et la quantité de joint

subissant l’érosion.

Les codes de modélisation existant jusque là pour ce genre d’applications utilisaient des pressions, tempéra-

tures et vitesses des gaz de combustion issues de corrélations supposant un écoulement quasi-stationnaire.

Le solveur SFLOW combine quant à lui un code commercial de thermique, SINDA/G, et SHARP, un code

Navier-Stokes instationnaire, compressible, Volumes Finis en maillage structuré, doté des schémas explicite

et implicite et du modèle de turbulence k-ε, et pour lequel la conductivité thermique et la masse volumique

dépendent de la température. Le couplage est effectué par les flux à l’interface. Afin de faire un compromis

entre temps de calcul et précision, SHARP est utilisé en 1D et le solide est calculé en 3D (pour un métal en

particulier, un calcul 1D représenterait une trop grosse approximation).

Les particularités du couplage sont également que le pas de temps d’intégration du code Navier-Stokes peut

être plus petit que celui du solveur de thermique, et que les maillages des domaines fluide et solide peuvent être

non coïncidents.

Les résultats obtenus permettent notamment de constater, à l’instar de ce qui a été remarqué pour les

calculs de turbine, que les températures de gaz sont surestimées lorsqu’on considère des parois adiabatiques ou

isothermes au lieu d’effectuer un couplage thermique instationnaire.

Pour le même genre d’application, Hassan et al [38] ont réalisé un couplage entre un code CFD (Volumes

Finis, maillages structurés) et un code de thermique (Éléments Finis, maillages non structurés) COYOTE

permettant de prévoir en instationnaire les taux d’ablation obtenus sur des véhicules hypersoniques. Le couplage

concerne à la fois les aspects énergétiques et de masse (et les produits gazeux de l’ablation sont réactifs).

2.2.2.2 Combustion

Hegab et al [39] ont développé un modèle mathématique décrivant la combustion instationnaire en résolvant

simultanément la combustion dans la phase gazeuse et le champ thermique dans les solides. Le but est une

compréhension détaillée et quantitative des paramètres controlant le taux de combustion.

Un couplage de solveurs fluide et solide avec prise en compte des phénomènes de combustion a également

été effectué par Urip et al [87], dans le code KIVA. Le but est de prévoir le comportement thermique des parties

solides d’un moteur à explosion (notamment les cylindres) soumises à des flux de chaleur fortement transitoires.

2.2.2.3 Impact de gouttes

Croce et al [24] ont également développé une procédure de couplage thermique stationnaire en présence de

gouttes impactant le solide (et d’évaporation) afin de mieux évaluer les transferts de chaleur dans les systèmes

de dégivrage.

2.2.2.4 Intégration des moteurs d’avions

EMBRAER [64] a développé une méthode stationnaire de couplage (sous FLUENT) afin de modéliser les

transferts de chaleur sur les mâts réacteurs de ses avions.

2.2.2.5 Applications environnementales

La pollution urbaine est un phénomène qui dépend des conditions atmosphériques en général et notamment

de la température. Glockner [35] a ainsi pris en compte l’influence des bâtiments non seulement pour leur forme
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mais aussi pour les aspects thermiques. Il a donc développé un modèle de couplage thermique entre atmosphère,

bâtiments et sol pour affiner la connaissance de la température de l’air.

2.2.3 Couplage thermique “généralisé”

Les couplages précédents sont liés à des géométries bien particulières. Il est intéressant de réaliser des codes

capables de réaliser des calculs sur toutes sortes de géométrie. C’est le cas du couplage entre le code Navier Stokes

(Volumes Finis, structuré) MSD et celui de conduction thermique (Éléments Finis) ABAQUS, en stationnaire

[30] [59] [60] (ou entre MSD et ZeBuLoN (mêmes caractéristiques principales que ABAQUS) [19]).

Rahaim et al [74] ont couplé un code Navier-Stokes Volumes Finis et un code de conduction par la méthode

des singularités en instationnaire. Abeloff et al [4] ont effectué le couplage de deux codes Différences Finies

implicites 3D en instationnaire également dans le but premier de déterminer les “charges thermiques” subies

par un sol en présence d’un jet chaud turbulent dû à l’évolution à proximité du sol d’un avion à décollage et

atterrissage court ou vertical. Mais leur couplage est général. Bohn et al [11] [10] [9] utilisent un code multi-

domaines instationnaire, Volumes Finis, implicite (les validations ne sont cependant que stationnaires). Citons

également Blobner et al [8] qui utilise un code multi-domaines autorisant les techniques des singularités et BDIM

(Boundary Domain Integral Method). La technique présentée est presque instationnaire mais les validations sont

réalisées en stationnaire.

Le couplage réalisé au cours de cette étude, entre les modules CHARME et ACACIA de CEDRE (Volumes

Finis, 3D non structuré) ([21], [20]), présente les deux avantages (et difficultés) de l’instationnarité et de l’ap-

plication à des géométries quelconques. Une partie des travaux sera basée sur les études réalisées pour MSD /

ABAQUS, dont le fonctionnement sera détaillé par la suite.

Un exemple de couplage instationnaire comparable à celui envisagé pour CEDRE est celui entre ESTET-

ASTRID (écoulements subsoniques stationnaires ou instationnaires incompressibles ou faiblement compressibles,

laminaires ou turbulents : ESTET est un code Navier-Stokes Volumes Finis structuré et ASTRID un code

diphasique à formulation eulérienne) et SYRTHES (conduction dans les solides, Éléments Finis) [3], ou entre

N3S (code Navier Stokes non structuré) et SYRTHES [1]. Ce couplage de codes, qui repose sur le coupleur

de codes d’EDF, CALCIUM [2], a été initialement développé, par SIMULOG pour EDF, pour simuler des

écoulements thermo-hydrauliques dans les cuves et circuits de réacteurs nucléaires et y mettre en évidence des

physiques de stratification thermique ou d’instabilités d’écoulement.

2.3 Principales méthodes de couplage

Les méthodes pour réaliser le couplage sont nombreuses. Les conditions de saut entre domaines offrent en

particulier plusieurs choix de conditions aux limites à l’interface.

2.3.1 Couplage par conditions flux / température

Il s’agit d’une méthode assez répandue selon laquelle la condition limite est donnée par le flux du fluide

pour le solide et par la température du solide pour le fluide. Ce choix, adpoté notamment par Croce et al [24],

Thakur et al [85] Hassan et al [38] et EMBRAER [64], est justifié par les études de stabilité de Giles [34].
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2.3.2 Couplage par coefficients de convection

Une évolution du couplage par flux / température est celui par condition de convection / température, la

condition de convection revenant au solide à partir des données du fluide. C’est le type de couplage adopté pour

les codes MSD et ABAQUS [30] [59] [60]. De plus amples détails seront donnés par la suite.

Il est à noter que le modèle par applications de conditions aux limites de convection uniquement est utilisé

par Wang et al [88] pour l’application spatiale de calcul des joints O-ring. Le transfert thermique convectif

est modélisé de part et d’autre de l’interface, de telle sorte que l’énergie totale du sytème est conservée, par :

Φ = hS (Tf − Ts) où Tf est la température côté fluide et Ts côté solide, et S la surface d’interface. L’évaluation

du coefficient de convection, h, est cruciale. À titre indicatif, selon les cas, il est donné par :

– pour une ligne de courant : h = Nu
λ

L
où Nu est le nombre de Nusselt, λ est la conductivité et L la

longueur de référence ;

– pour un impact de jet : h = StCp
ṁ

S
avec St le nombre de Stanton, Cp la chaleur spécifique à pression

constante et ṁ le débit massique ;

– transfert de chaleur “en volumes” : l’utilisateur peut choisir le coefficient de l’impact de jet, de la ligne de

courant, un coefficient utilisant une longueur de conduction l (h =
λ

l
) ou un coefficient de la valeur de

son choix.

La part d’arbitraire est importante : l’équilibre thermique n’est pas garanti.

2.3.3 Couplage par équilibre instantané du flux et de la température

Il s’agit ici d’imposer une température correspondant à l’égalité des flux thermiques de part et d’autre de

l’interface. C’est ce que font Abeloff et al [4], Bohn et al [11] [10] [9], Blobner et al [8] de façon implicite (l’égalité

des flux et des températures à l’interface est spécifiée dans le calcul BEM/BDIM) et Hegab et al [39] pour son

application de combustion (avec pour contrainte supplémentaire notamment la prise en compte d’une chaleur

de changement de phase), ainsi que Urip et al [87].

Sondak et Dorney [83] [82] ont également fait ce choix. En détaillant leur procédé, on peut cependant

s’apercevoir que l’option “couplage par température” ne définit pas toute la démarche. Des choix restent à faire

concernant notamment l’ordre dans lequel sont faites les opérations d’intégration de domaine, de couplage, etc.

Le code de thermique résout l’équation
∂T

∂t
−Dth∆T = 0 avec une diffusivité thermique Dth constante dans

tout le domaine de calcul. Le solveur Navier-Stokes utilise un schéma implicite, “time-marching” et le schéma

de Roe.

Les maillages des deux domaines couplés (l’air et la structure) sont coïncidents à l’interface, la surface de

l’aube : les mailles des deux domaines se font face en ayant leur sommets communs.

La méthode de couplage consiste à assurer la conservation du flux à l’interface : λf

(

∂T

∂n

)

f

= λs

(

∂T

∂n

)

s

(les indices f et s caractérisant respectivement les domaines fluide et solide, comme indiqué sur la figure 2.1).

La discrétisation effectuée donne : λf

T n+1,∗
f − T n

I

∆nf
= λs

T n+1
I − T n

s

∆ns
. T n+1,∗

f est la température côté fluide à

l’itération n + 1 : le code Navier-Stokes a donc été avancé à cet instant alors que celui de thermique est resté

à n. T n
I est la température à l’interface à l’instant n. L’équation de conservation du flux thermique ainsi posée

donne donc T n+1
I , qui sert alors de condition aux limites au code de conduction pour le calcul de l’instant n+1.

La stratégie adoptée est finalement :

1. calcul de la solution dans le domaine fluide avec une condition aux limites de surfaces d’aubes adiabatiques ;
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Fig. 2.1 – Interface entre solide et fluide pour le couplage de codes différences finies réalisé par Sondak et Dorney

2. initialisation des températures dans les aubes à une valeur arbitraire ;

3. obtention de la distribution de températures à l’interface à partir de la solution du fluide et de l’équation

de conservation de flux ;

4. calcul de la solution dans le domaine solide (pour une chute des résidus d’un ordre 10−2) : la condition

initiale pour les deux domaines est obtenue ;

5. réalisation de plusieurs cycles, ceux-ci étant périodiques (les deux aubes font leur tour pendant un cycle),

sur le même principe (calcul côté fluide puis utilisation de l’équation sur les flux à l’interface pour la

condition aux limites du solide, enfin calcul du solide). Le processus itératif permet de converger vers

l’équilibre de température et de flux de chaleur.

Le nombre de pas de temps subdivisant le cycle est choisi suffisamment petit pour observer les formations de

tourbillons.

2.3.4 Processus de couplage

Le cas de Sondak et Dorney [83] [82] illustre le fait que le couplage thermique de codes ne se résume pas à

un choix de condition de saut entre domaines. Il voit l’intervention de deux actions principales : l’intégration

par chacun des deux codes et la communication entre ces deux codes. Dès lors, deux principaux processus de

couplage sont utilisables :

– un processus successif, décrit sur la figure 2.2. Le code 1 effectue l’intégration de son domaine, les valeurs

obtenues servent comme condition limite pour le code 2. Ce dernier effectue alors à son tour l’intégration de

son domaine et donnera les conditions aux limites du code 1. Chaque cycle, ou pas de temps, est constitué

de cette succession d’évènements. C’est le processus employé par Rahaim et al [75], Sondak et Dorney [83]

[82], Hassan et al [38], EMBRAER [64], Croce et al [24] ou encore Blobner et al [8] (le code 1 étant de
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Fig. 2.3 – Processus de couplage simultané

CFD, le 2 de thermique). Zhai et al [93] utilisent également ce procédé et affinent encore la description du

processus en distinguant les couplages “statiques” (un à deux échanges seulement sont effectués) adaptés

aux résolutions stationnaires de problèmes pour lesquels les domaines sont peu sensibles aux échanges, et

des couplages “dynamiques” utilisés dans les autres cas et selon les besoins. L’équilibre en température et

flux de chaleur d’interface à la fois requiert une procédure itérative à chaque instant de calcul ;

– un processus simultané, illustré par la figure 2.3, plus adapté pour les applications instationnaires dans la

mesure où l’équilibre à la surface est simultané, instantané. Ce processus présente également l’avantage

de se paralléliser aisément : en affectant chaque code à un processeur, les codes intègrent leur domaine en

parallèle et ne communiquent qu’entre chaque cycle. C’est le processus utilisé pour MSD / ABAQUS et

MSD / ZeBuLoN [30] [59] [60] [19], mais aussi pour le calcul de combustion de Hegab et al [39]. C’est le

processus également choisi pour CEDRE.
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Chapitre 3

Le couplage

Ce chapitre est consacré à la méthodologie générale du couplage instationnaire étudié et réalisé pour la

plateforme CEDRE. Une présentation du mécanisme général de couplage permet notamment de saisir la chro-

nologie des intégrations des différents domaines et des échanges d’informations entre ceux-ci. Le traitement du

lieu privilégié qu’est l’interface est ensuite explicité. Les communications entre domaines sont en effet effectuées

par le calcul de conditions aux limites de couplage à l’interface, dont les expressions et les éventuels intérêts ou

risques sont présentés. Enfin, un point essentiel de ce travail est abordé : le principe des corrections conserva-

tives. L’intérêt est de réaliser un couplage garantissant la conservativité globale de l’intégration sur l’ensemble

des domaines. Cela nécessite un traitement particulier des flux à l’interface. La méthode des corrections est alors

détaillée, ainsi que ses apports en termes de précision de l’intégration. Le chapitre finit sur l’aspect déstabilisant

de la méthode conservative de couplage.

3.1 Présentation

Le couplage instationnaire présenté est basé sur un processus simultané, présenté au chapitre 2, déjà utilisé

pour le couplage stationnaire entre MSD et ABAQUS [30] par exemple. Après avoir brièvement rappelé le

fonctionnement général sur cet exemple stationnaire, les différences principales existant en instationnaire sont

expliquées.

3.1.1 Couplage stationnaire

Les couplages stationnaires reposent souvent sur des processus successifs (chapitre 2), associés à des condi-

tions de couplage isotherme pour le fluide et par coefficient de convection pour le solide. Les codes couplés

tournent indépendamment et échangent de temps en temps leurs données.

Dans l’exemple du couplage des codes MSD et ABAQUS via la bibliothèque MpCCI [30], le processus est

simultané, comme illustré sur la figure 3.1. En effet, les deux solveurs reçoivent simultanément leurs conditions

aux limites de couplage lors de l’échange.

Le fluide reçoit directement la température locale du solide : T n+1
f = T n

s . Ce dernier reçoit au même instant

une condition de convection basée sur les données du fluide : hn est imposé (par exemple hn =
2λf

δxf
, ou imposé

a priori de façon à assurer la stabilité) et la température de fluide en est déduite : T n
f = T n

I,f −
F n

f

hn
. λf , δxf ,
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T n
I,f et F n

f sont respectivement la conductivité thermique du fluide, la taille de maille à proximité de l’interface

côté fluide, la température et le flux de paroi calculés côté fluide. Il est à noter que l’équilibre des températures

et l’égalité des flux de chaleur à l’interface ne sont pas garantis instantanément mais obtenus seulement à

convergence à l’état stationnaire.

Chaque solveur effectue alors l’itération suivante muni de
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Fig. 3.1 – Couplage stationnaire MSD

ABAQUS

ces conditions aux limites. Le code de conduction thermique est

stationnaire et celui de calcul du fluide est pseudo-stationnaire,

c’est-à-dire qu’il converge, en Nf itérations, vers un état station-

naire. Pour cela, des techniques dédiées aux calculs stationnaires

sont utilisées, comme celle du pas de temps local (la discrétisa-

tion temporelle est différente selon les cellules, ce qui permet

d’avoir des pas de temps plus grands dans les grosses cellules,

selon le critère CFL, et finalement d’accélérer la convergence).

Ainsi, les échanges, qui constituent une mise à jour des condi-

tions aux limites de couplage, se font quand le calcul de ther-

mique est terminé et quand le code de mécanique des fluides a

envoyé un message d’atteinte de la convergence ou quand il a

réalisé le nombre d’itérations maximum fixé (Nmax). Le temps

de calcul est minimisé par optimisation de ce nombre d’itéra-

tions : un nombre Nmin minimum pour assurer la convergence

de chacun des codes couplés, et un nombre Nmax maximum afin

de ne pas faire d’itérations inutiles.

3.1.2 Couplage instationnaire

Le schéma 3.2 est un exemple de calcul en multi-zones illustrant notamment la position de la procédure

d’échange. De la même façon qu’en stationnaire, entre les échanges, chaque code progresse indépendamment,

mais les calculs sont effectués en instationnaire. La période entre les échanges a donc une réelle signification de

temps physique. Un cycle est alors défini comme la période minimale de fonctionnement indépendant d’un code

sur un domaine. Le temps de cycle, déterminé sur des critères physiques, est commun à toutes les zones. Le pas

de temps numérique est interne à chaque zone et est calculé de façon à remplir des conditions de robustesse

sur le nombre de Fourier ou de CFL (il peut donc varier au cours du calcul). Le pas de temps d’échange est

généralement égal à celui de cycle. Mais il peut être différent et éventuellement changer au cours du temps. Cette

méthode offre beaucoup de souplesse de calcul et est compatible avec la structure multi-solveurs de CEDRE.

Dans la méthode instationnaire présentée ici, le processus est non itératif : le calcul des conditions aux

limites de couplage permet d’évaluer le meilleur estimateur pour l’équilibre instantané des températures et flux

à l’interface. Cela nécessite donc un calcul de conditions aux limites de couplage, qui est présenté par la suite.

Ces conditions permettent un équilibre à l’interface de type “explicite”, comme il sera détaillé pour les conditions

de type Dirichlet. Les conditions de couplage calculées, le cycle est effectué une fois. Il s’agit d’une différence

importante avec la procédure stationnaire où l’équilibre des quantités à l’interface est obtenu après convergence.

Une adaptation directe mais coûteuse en temps de calcul serait d’utiliser un processus itératif local. Chaque

cycle serait alors effectué plusieurs fois de façon à obtenir la convergence à chaque instant.
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De plus, contrairement à ce qui se passe en stationnaire, il n’est pas anodin d’augmenter le pas de temps entre

les échanges et de réaliser des itérations sans échanges. Quand les zones ne communiquent plus, la conservation

du flux à l’interface entre celles-ci n’est plus bonne. En stationnaire, c’est le résultat après convergence qui est

recherché, donc les erreurs “passagères” sur le flux à l’interface ne sont pas très génantes. En instationnaire, il

faut introduire une correction de flux estimée (détaillée dans le paragraphe 3.3).

Une remarque importante est que la méthode présentée ci-après repose sur l’hypothèse de l’utilisation de

maillages coïncidents.

3.2 Conditions aux limites de couplage

Les conditions aux limites thermiques peuvent être exprimées sous forme de condition de Dirichlet, de

Neumann ou encore de Fourier.

Dans le cadre du calcul couplé de deux domaines, une condition aux limites est imposée de part et d’autre de

l’interface de couplage. Comme le montre Montenay [59] avec le couplage stationnaire des codes de Navier-Stokes

MSD et de conduction ABAQUS, le choix de ce couple de conditions (par exemple, condition de Dirichlet pour

un domaine, de Neumann pour l’autre) n’est pas anodin. Il démontre en effet que le couplage par conditions de
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flux est instable tandis que celui par condition de Fourier est stable sous certaines conditions.

La contrainte à respecter impérativement pour les conditions aux limites de couplage est qu’à chaque instant

d’échange, la température et le flux à l’interface soient continus. À cet instant d’échange, toutes les conditions

aux limites sont équivalentes. Ainsi, si les échanges ont lieu à chaque pas de temps d’avancement du calcul,

les différentes conditions aux limites ne représentent que des variantes d’un point de vue algorithmique. En

revanche, dès que les zones ne communiquent plus, la nature de la condition aux limites au raccord induit un

comportement propre. La condition aux limites à l’interface impose en effet soit la température, soit le flux, soit

une relation entre les deux. Lors de l’intégration, les données des cellules internes évoluent, ce qui mène à une

modification des variables non imposées à la frontière (le flux pour la condition de Dirichlet, la température

pour celle de Neumann et les deux pour celle de Fourier) et à un éloignement de l’équilibre initialement obtenu.

C’est donc l’absence de communication entre les zones qui est à l’origine de l’importance cruciale du choix des

conditions aux limites à l’interface.

Le mot raccord désignera par la suite le couple de conditions aux limites de couplage, en précisant ces

dernières sous la forme Dirichlet / Dirichlet, Dirichlet / Fourier ou encore Fourier / Neumann ... Dans la suite,

le calcul des conditions aux limites de couplage sera donné en fonction des données du paragraphe 1.6. L’exposant

n indiquera l’itération interne n au cours du cycle, n = 0 repésentant le début de cycle, donc l’instant d’échange.

3.2.1 Raccord Dirichlet / Dirichlet

La température d’interface est calculée, à l’instant d’échange, de façon à assurer la continuité du flux, comme

présenté au paragraphe 1.6. Dans une cellule I de l’interface, située entre les cellules L et R, coïncidentes, des

deux domaines couplés :

T n
I =

λ0
L

dL
T 0

L +
λ0

R

dR
T 0

R

λ0
L

dL
+

λ0
R

dR

Puis cette température sert de condition de Dirichlet dans les deux zones couplées jusqu’à l’échange suivant.

Dès que les zones ne communiquent plus, la continuité du flux à l’interface n’est plus garantie. Il y a des

différences de flux aux interfaces, qu’il faut corriger a posteriori pour rester conservatif.

La condition de type isotherme ainsi imposée permet une solution équilibrée de type “explicite”. En effet,

la température à l’intérieur du domaine à l’itération n est calculée en fonction de cette condition d’interface

valable à l’instant n0 < n. La condition d’interface n’est en général plus équilibrée en fin de cycle. Une condition

de type implicite serait une température assurant l’équilibre à la fin du cycle. Cela n’est possible qu’à la

condition d’utiliser une méthode itérative locale sur le cycle, ce qui n’est pas compatible avec les objectifs de la

méthodologie de couplage présentée ici.

3.2.2 Raccord Neumann / Neumann

Lors de l’échange, le flux à l’interface est calculé pour avoir la continuité de la température (paragraphe

1.6) :

F n
I = −λn

I (~∇T )n
I = −

λ0
L

dL

λ0
R

dR

λ0
L

dL
+

λ0
R

dR

(

T 0
R − T 0

L

)
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Fig. 3.3 – Couplage de deux murs de températures initiales différentes 1000 et 500 K

Ce flux est ensuite imposé comme condition de Neumann dans les deux domaines pendant le (ou les)

cycle(s) suivant(s). Contrairement au cas du raccord Dirichlet / Dirichlet, le flux à l’interface reste continu, la

conservativité est assurée et il n’y a pas de correction de flux à appliquer. C’est un avantage indéniable.

Cependant, dans l’exemple du raccord de deux murs de températures initiales différentes, le flux initial théo-

rique est particulièrement important (figure 3.3). La température évoluera donc beaucoup entre deux échanges.

Or la variation du flux théorique à l’interface aux premiers instants est rapide (figure 3.4). Elle risque de ne pas

être suivie si aucune contrainte n’est imposée sur le pas de temps entre deux échanges. Il faut donc au moins :

∆t � τc (où τc est le temps caractéristique pour atteindre la convergence). Et cette contrainte doit être d’autant

mieux respectée que le flux à l’interface est important et varie rapidement sous peine a priori de voir le calcul se

déstabiliser (figure 3.5 : si le cycle est trop long et que les deux zones se rapprochent de l’état stationnaire, des

situations très éloignées du cas stationnaire global et donc d’importantes divergences de température peuvent

avoir lieu).

3.2.3 Raccord Neumann / Dirichlet

Le flux et la température sont maintenant calculés pour assurer la continuité à l’interface puis imposés, par

exemple, comme condition aux limites de Neumann pour le domaine de gauche (Fi,L) et de Dirichlet à droite

(Ti,R) :

F n
I,L = −λn

I (~∇T )n
I = −

λ0
L

dL

λ0
R

dR

λ0
L

dL
+

λ0
R

dR

(

T 0
R − T 0

L

)
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T n
I,R =

λ0
L

dL
T 0

L +
λ0

R

dR
T 0

R

λ0
L

dL
+

λ0
R

dR

Le flux à l’interface n’est plus continu en l’absence de communication entre les deux domaines. Ce couple de

conditions aux limites nécessitera donc des corrections de flux.

Le choix d’attribution des conditions aux domaines devrait être primordial pour la stabilité. En effet, les

études de Giles [34] reprises par Montenay [59] ont montré pour le couplage stationnaire MSD/ABAQUS que

la condition de Neumann devait être appliquée au domaine de plus forte conductivité pour assurer la stabilité

du calcul.

Intuitivement, dans le cas instationnaire, dans le domaine où la condition est de flux, le domaine ne doit pas

trop évoluer vers la solution stationnaire (car alors, l’évolution de la température est laissée libre). Le pas de

temps d’échange doit donc respecter : ∆t � τc (comme vu pour le raccord par les flux). Ceci est d’autant plus

facile que τc est grand. Or ce temps caractéristique est inversement proportionnel à la conductivité moyenne dans

la zone, mais surtout proportionnel à une distance élevée au carré. Cette distance étant la taille de discrétisation

spatiale, la condition de Neumann doit généralement être fournie au domaine maillé le moins finement.

3.2.4 Raccords par conditions de Fourier

Soit le cas de la figure 3.6 où une condition de convection de coefficient h et de température de référence

Tc est utilisée pour définir la condition de couplage dans le domaine de gauche. Il convient de jouer sur les

paramètres Tc et h pour assurer la continuité du flux et de la température. Tc est issu du domaine couplé R

duquel on ne reçoit pas d’information en cours de cycle. Il parait logique de prendre Tc = T 0
R. h s’en déduit

alors par :

hn =
F 0

L

T 0
I − T 0

R

En définissant les distances dL et dR telles que dans le paragraphe 1.6, cette relation est d’ailleurs retrouvée en

comparant, au moment de l’échange, la température d’interface TI due à la formule 1.14 (donnant la température

à la surface limite pour une condition de convection) et celle obtenue par l’interpolation présentée dans le

paragraphe 1.6 :
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T n
I = f(T n

L , T 0
R) =

hT 0
R +

λn
L

dL
T n

L

h +
λn

L

dL

T 0
I =

λ0
L

dL
T 0

L +
λ0

R

dR
T 0

R

λ0
L

dL
+

λ0
R

dR

⇒ hn =
λ0

R

dR
=
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Ce résultat correspond à ce que préconise Heselhaus pour le couplage stationnaire. Le flux s’écrit donc :

F n
L =

2λn
Lλ0

R

dLdR(λn
L/dL + λ0

R/dR)
·
(

T n
L − T 0

R

)

Par ailleurs, F n
L = hn

(

T n
I − T 0

R

)

+ F 0
L − h0

(

T 0
I − T 0

R

)

= F 0
L + hn

(

T n
I − T 0

I

)

, ce qui apparente le coefficient

d’échange à un coefficient de relaxation empêchant la température de s’éloigner trop de sa valeur initiale.

Dans un raccord utilisant une condition de convection, le flux du domaine la recevant est “fixé” sur la

température initiale provenant de l’autre domaine. Ceci devrait éviter de voir la courbe de température évoluer

trop (par rapport aux températures initiales et à celle de l’autre domaine) comme cela peut être le cas avec une

condition de Neumann. Il est donc attendu que le raccord Fourier / Dirichlet soit plus stable que le raccord

Neumann / Dirichlet (c’est d’ailleurs un raccord de ce type qui est utilisé par Montenay [59]). De même, le

raccord Fourier / Fourier devrait être plus stable que celui Neumann / Neumann. De plus, par rapport aux

autres conditions, la condition de convection offre un degré de liberté supplémentaire, grâce à deux, et non plus

un, paramètres qui peuvent être réglés conjointement pour atteindre la stabilité.

Ce couplage nécessite lui aussi des corrections de flux.

Une généralisation de l’expression du coefficient de convection à hn =
FL(Ln, R0)

T n
I − T 0

R

est envisageable. Le flux

à l’interface FR(L0, Rn) est interpolé à partir des quantités mises à jour du domaine et de celles issues de l’autre

zone, donc non actualisées.

Alors, F n
R = hn

(

T n
I − T 0

L

)

+ F 0
R − h0

(

T 0
I − T 0

L

)

= F 0
R + hn

(

T n
I − T 0

I

)

+
(

hn − h0
)

·
(

T 0
I − T 0

L

)

.

3.3 Couplage instationnaire et corrections conservatives

Du fait de l’indépendance des intégrations des différents domaines pendant les cycles, la conservation de

l’égalité des flux de part et d’autre des interfaces n’est garantie que si les conditions aux limites d’interface sont

de type Neumann. Des pertes d’énergie sont donc attendues. Le problème de la conservativité et une méthode

permettant de la conserver sont donc abordés dans ce paragraphe.

Les calculs présentés sont effectués en double précision (64 bits), le schéma d’intégration est explicite et les

raccords sont de type Dirichlet / Dirichlet.

3.3.1 Tests de conservativité

Des calculs sur des domaines dont les frontières libres sont des parois adiabatiques sont des bons tests

de conservativité. Dans ces conditions, il n’y a pas d’échange d’énergie avec l’extérieur et l’énergie totale de

l’ensemble des domaines doit être conservée. Ainsi, à l’état stationnaire, la température est uniforme, Tst, dans

tous les domaines, et son expression est donnée par (cas de la figure 3.7) :
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Fig. 3.7 – Cas de calcul de domaines couplés, avec parois adiabatiques

nombre d’itérations par cycle erreur relative sur Tst

10 / 10 1,37 %

26 / 14 13,7 %

50 / 28 18,8 %

100 / 55 22,9 %

400 / 220 27 %

Tab. 3.1 – Erreur sur la température finale pour un calcul sans correction

(C1V1 + C2V2 + C3V3)Tst = C1V1T1 + C2V2T2 + C3V3T3

⇒ Tst =
C1V1T1 + C2V2T2 + C3V3T3

C1V1 + C2V2 + C3V3

Une température finale différente de cette dernière traduit donc une perte d’énergie due à une absence de

conservativité.

3.3.1.1 Cas 1D

Le cas adiabatique 1D du paragraphe 1.7.2 est utilisé. Compte tenu des volumes des deux domaines 1D, la

température à l’état stationnaire est : Tst =
10 · 1000 + 15 · 500

25
= 700K. Le schéma explicite avec un critère

de nombre de Fourier d’intégration inférieur à 0,4 est utilisé.

Dans le cas où le couplage permet la conservativité instantanée sur l’itération suivante, c’est-à-dire avec le

schéma explicite et pour des cycles unitaires 1, il n’y a pas d’erreur sur la température finale. En revanche,

l’erreur atteint déjà 1,37% pour des cycles très courts de 10 itérations. Le tableau 3.1 donne l’erreur sur la

température finale en fonction de la durée des cycles, notée comme le nombre d’itérations par cycle dans les

deux domaines couplés. Il permet de constater que l’accroissement de la durée des cycles mène à des erreurs sur

la température finale de plus en plus conséquentes (27% pour ce cas).

1Durant un cycle unitaire, chaque solveur n’effectue qu’une itération
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code Tst erreur

TYPHON 1275,50K 2,6%

FLUENT stationnaire 1288,75K 3,6%

FLUENT instationnaire convergé 1244,3K 0,06%

Tab. 3.2 – Conservativité sur le cas 2D

t
0 500 1000 1500 2000

0

0.0025

0.005

0.0075

0.01

0.0125

0.015

0.0175

0.02
Erreur maximale sur la temperature

pas d’echange quadruple

pas d’echange double

t
0 500 1000 1500

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

100

Erreur sur le flux a l’interface.
Pas de temps d’echange double.

instants d’echange

instants sans echange

Fig. 3.8 – Erreurs sur le flux à l’interface en pas de temps d’échange double (gauche) et sur la température

(droite). Échanges tous les 2 ou 4 cycles

3.3.1.2 Cas 2D

Le nombre d’itérations par cycle est respectivement de 6, 6 et 1 dans les zones 1, 2 et 3. La théorie prévoit

une température finale : Tst =
50 · 1000 + 80 · 2000 + 65 · 500

50 + 80 + 65
= 1243,59K. Le constat est le même que pour le

cas 1D : l’erreur sur la température est même un peu plus conséquente, de 2,6% (tableau 3.2).

Les performances de FLUENT sont également indiquées sur le même cas : avec un calcul itératif sur le pas

temporel d’intégration convergé à l’état stationnaire (même pas de temps que pour TYPHON), la conservativité

est bonne. Le couplage peut être supposé rigoureux (à chaque pas de temps d’intégration). En revanche, pour

le calcul stationnaire, l’erreur est non négligeable : des pertes de flux importantes ont lieu et les précautions ne

sont pas prises pour les compenser.

3.3.2 Influence des itérations sans échange sur la précision

La précision se détériore logiquement quand le nombre de pas de temps entre deux échanges augmente

(figure 3.8 à droite). Le test a été effectué sur un matériau de conductivité 0,2W/m/K et de chaleur volumique

1Jm−3K−1. Le maillage est celui de la figure 1.10. La référence est un calcul sur zone unique où le maillage

complet constitue un seul domaine de calcul. Un couplage entre les domaines de gauche et droite avec cycles

unitaires est réalisé mais les échanges sont faits respectivement tous les 2 et 4 cycles. Ceci est équivalent à

subdiviser les cycles et permet d’observer la variation du flux à l’interface qu’il y ait échange ou non.
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L’erreur relative maximale est de 0,005 pour un pas de temps d’échange double du pas de cycle et de 0,015

pour un pas d’échange quadruple.

Aux instants où le couplage n’est pas effectué, la température à l’interface entre les deux zones calculées

reste égale à celle qui avait été calculée lors du dernier échange. La conservation du flux n’est donc pas assurée

comme on peut le constater sur la figure 3.8. L’erreur entre les flux à gauche et à droite aux instants sans

échange est supérieure à 10−3 contre des valeurs de l’ordre de 10−14 aux instants d’échange.

Ainsi, le flux n’est pas conservé entre les échanges. Des erreurs se propagent donc au fil du calcul. Une

solution à ce problème, qui ne se pose a priori pas en stationnaire (la convergence imposant l’équilibre des flux

“gomme” les erreurs) mais qui fausse les données en instationnaire. est proposée par la suite.

3.3.3 Correction du déficit de flux entre les échanges

La correction se fait en trois temps. Le premier est l’évaluation domaine par domaine des énergies thermiques

à l’interface. Le deuxième est celle de la quantité corrective. Le troisième est l’application de cette quantité

corrective.

3.3.3.1 Évaluation de la correction nécessaire

La divergence à la source de la perte de conservativité porte sur les flux passant à l’interface durant toute

la durée entre deux couplages. Elle est donc sur l’énergie thermique traversant l’interface pendant cette période

[t1, tn]. Une variable locale représentant l’énergie traversant l’interface entre t1 et tn est donc attachée à chaque

face limite d’interface de chaque zone :

E =

∫ tn

t1

∫

S

~Φ · d~Sdt

Considérons un couple de face limites conjuguées. Numériquement, avec TI et Ti la température respective-

ment à l’interface et dans la cellule interne à la zone, S la surface de l’interface, d la distance telle qu’elle est

définie dans le paragraphe 1.6 et δt le pas de temps, l’énergie calculée entre deux échanges est :

E =

n
∑

j=1

(

−λ(TI(j))
TI(j) − Ti(j)

d
Sδt(j)

)

Dans cette expression, TI(j) est la température à l’interface non mise à jour. Dans le cas d’une condition

de couplage de type isotherme, TI(j) = TI(1). L’énergie transmise E n’est donc pas celle qui est attendue

physiquement. En particulier, l’énergie transmise calculée d’un côté (EL) et de l’autre (ER) de l’interface ne

sont pas identiques a priori.

3.3.3.2 Évaluation de la quantité corrective

EL et ER sont deux mesures de l’énergie supposée transmise. Elles sont comparées afin de déterminer une

énergie effectivement échangée (figure 3.9). Elles sont normalement de signes opposés 2. Soit ∆E = EL + ER,

plusieurs estimations de l’énergie sont possibles, dès lors que la correction apportée fait en sorte que les deux

énergies deviennent égales.

2Dans l’hypothèse de conservativité, EL = −ER, le flux sortant d’une zone égalant celui entrant dans l’autre.
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Fig. 3.9 – Système de correction sur les flux à l’interface cumulés entre deux échanges

Un surplus d’énergie ∆EL = (kc−0,5)∆E appliqué à l’énergie EL à l’interface (du côté de la zone gauche) et

∆ER = h∆E à ER. Alors, l’égalité nécessaire de conservation de l’énergie EL +∆EL = −(ER +∆ER) implique

0,5+kc + h = 0. Pour kc = 0, l’énergie estimée est la moyenne des énergies des deux zones (0,5·EL − 0,5 · ER).

Celles qui font qu’une zone impose son flux, à savoir kc = 0,5 (c’est alors la zone gauche qui impose son flux

cumulé EL) et kc =-0,5 (c’est la zone droite qui impose ER) seront aussi testées.

L’évaluation de la correction conservative présente donc un côté arbitraire dû à l’impossibilité de savoir quelle

est l’énergie réellement transmise. L’incidence du choix n’est pas sans conséquences mais il faut souligner qu’a

priori le déficit ∆E est censé être petit. Une autre méthode d’estimation de l’énergie à l’interface, s’abstenant

de l’utilisation d’un coefficient de correction, est présentée et étudiée en annexe C.

3.3.3.3 Application de la quantité corrective

Plusieurs façons d’appliquer la correction cumulée de bilan de flux sont envisagées :

– Correction avant échange, dans les cellules limitrophes (méthode “AVANT” de la figure 3.10) : les tempéra-

tures des cellules limitrophes de part et d’autre de l’interface sont corrigées avant de calculer les quantités

à l’interface. De cette manière, celle-ci et les cellules limitrophes ont, en début de cycle, des températures

compatibles avec l’équilibre thermique et la conservation du flux ;

– Correction après échange, dans les cellules limitrophes (méthode “APRÈS” de la figure 3.10) : la correction

est encore effectuée sur les températures des cellules limitrophes, mais après le calcul des quantités d’in-

terface. Celles-ci ne tiennent donc pas compte de la correction et on s’attend à une moins bonne précision

qu’avec la correction AVANT ;

– Modification de la condition limite de température (méthode “condition limite” de la figure 3.10) : la

correction n’est plus appliquée dans les cellules limitrophes. La température d’interface, équilibrée (la

même pour les deux domaines) tient compte de la correction comme indiqué sur la figure 3.11. Elle est

calculée comme l’interpolation de températures (fictives) corrigées de cellules limitrophes ;

– Correction répartie, dans les cellules limitrophes : la correction n’est plus appliquée au moment de l’échange

mais au cours du cycle suivant. La figure 3.12 illustre les deux types de répartition de correction testés.
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TL(t) = TL(t) + ∆TL,
TR(t) = TR(t) + ∆TR
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TI = f(TL(t), TR(t)) (non corrigée)
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TR(t) = TR(t) + ∆TR
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TR(t′′) = h(TI , TR(t))

TI = f(TL(t), ∆TL, TR(t), ∆TR)

TL(t′) = g(TI , TL(t))
TR(t′′) = h(TI , TR(t))

Fig. 3.10 – Localisations possibles de la correction de flux

Elle peut être régulière : à chaque itération, la quantité de correction appliquée est la même jusqu’à ce

que toute la correction soit passée. À la dernière itération, le reste éventuel est conservé pour la correction

du cycle suivant. La correction peut aussi être répartie selon une loi géométrique : à chaque itération, un

certain pourcentage (définissant un coefficient de répartition) de ce qu’il reste de correction est appliqué.

La part de correction non appliquée est reportée au cycle suivant. Ce type de correction peut être assez

facilement écrit comme une condition de flux additionnelle.

Dans la suite, ces méthodes seront désignées sous les appellations respectives de correction AVANT, cor-

rection APRÈS, correction CL et correction RÉPARTIE. L’emploi du mot correction n’a pas tout à fait le

même sens pour les méthodes AVANT, APRÈS et RÉPARTIE, réunies sous le nom de corrections “cellules

limitrophes”, et la correction CL, nommée modification (ou correction, par abus de langage) de condition limite.

Du fait de la cohérence toujours conservée, au moment de l’échange, entre la température d’interface et celles

des cellules limitrophes, la correction AVANT devrait être la plus précise.
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Fig. 3.11 – Modification de condition limite de température
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Fig. 3.12 – Deux types de répartition de la correction sur un cycle

Pour la méthode des Volumes Finis, les faces sont associées à des flux et les cellules aux quantités conser-

vatives (énergie) et primitives (températures). La correction de flux est calculée par l’accumulation du flux à

l’interface puis se traduit par un incrément de température. Ainsi, les corrections dans les cellules limitrophes

sont parfaitement adaptées. La correction adéquate est attribuée à chaque cellule et la conservativité est assurée

dès lors que les cellules ont reçu toute la correction qui leur était attribuée.

En revanche, lorsque la correction s’applique sur la condition limite, l’incrément de température concerne

l’interface et ne constitue pas une véritable correction conservative mais un moyen d’atténuer les différences

de flux des cycles suivants en donnant au domaine une condition aux limites permettant de se rapprocher de

la conservativité. Dans le cadre de cette modification de condition limite, aucune correction n’est directement

attribuée aux domaines et les déficits de flux sont cumulés tout au long de l’intégration. Sur la figure 3.13 est

représentée l’évolution au cours des cycles du déficit de flux pour des corrections dans les cellules limitrophes, des

modifications de conditions limites ou sans correction. Dans le premier cas, si toute la correction est apportée

en début de cycle, elle est réinitialisée à 0, et dans le cadre d’un calcul stable, la valeur de la correction à

apporter s’atténue vers 0 au cours des cycles. Pour la modification de condition limite, les différences de flux

sont accumulées au cours des cycles. Si les corrections ne sont pas réalisées, elles évoluent en ne tendant pas

vers 0 (et en ne s’amplifiant pas vers l’infini non plus car le calcul sans correction est stable). Les corrections

réalisées sur la condition limite permettent d’orienter le calcul vers un calcul conservatif : quand il est stable,

les corrections tendent vers 0 et c’est que l’écart avec le calcul conservatif s’est “annulé”.

Il y a donc toujours conservativité pour les corrections dans les cellules limitrophes, qu’il y ait ou non

stabilité du calcul. La conservativité est obtenue à convergence quand le calcul est stable avec la modification

de condition limite.
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modification de condition limite
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sans correction
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initialisation à 0 après application de
la correction
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déficit de flux (W/m²)

Fig. 3.13 – Évolution du déficit de flux cumulé au cours des cycles
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3.3.4 Conservativité des corrections

Le but de la correction de flux est de rendre le calcul couplé conservatif malgré les périodes sans communica-

tion entre les domaines intégrés (ce qui est également intéressant pour des calculs stationnaires 3). Pour vérifier

la conservativité dans ces conditions, on reprend les cas 1D et 2D traités sans correction (paragraphe 3.3.1) de

calculs sur des domaines dont les frontières libres sont des parois adiabatiques.

Dans ces deux cas, la conservativité est bien assurée car il n’y a pas d’erreur sur la température finale, aussi

bien pour les corrections de cellules limitrophes (AVANT et APRÈS) que pour les modifications de conditions

aux limites. La répartition de correction n’affecte d’ailleurs pas non plus la conservativité même si la répartition

doit se faire sur un nombre d’itérations largement supérieur au nombre d’itérations par cycle. En effet, dans le

cas 1D, avec une répartition régulière sur 100 itérations, un centième de la correction est appliquée à chaque

itération, ce qui fait qu’à la fin d’un cycle de 2 itérations, 98% de la correction reste à appliquer et est reportée

pour les cycles suivants : au final, au dernier cycle, 98% de la correction tenant compte des résidus de correction

de tous les cycles n’est pas appliquée, mais cela n’influe pas de manière importante sur la conservativité. La

convergence s’effectue en effet avec une correction qui tend vers 0.

3.3.5 Corrections et précision

La précision des différentes possibilités de correction de flux est comparée sur les résultats obtenus par

couplage à chaque fin de cycle (unitaire) et ceux issus de couplages réalisés tous les 50 cycles. Le cas test de

la mise en contact de deux murs de températures initiales différentes (paragraphe 1.7.1) est intéressant du fait

des flux immédiatement non nuls à l’interface qui engendrent des corrections de flux non nulles à réaliser dès le

départ.

L’erreur relative sur la température d’interface est tracée en fonction du coefficient de correction kc sur

la figure 3.14. Elle est définie comme : ε =

√

1

tf

∫ tf

0

(

T − T0

T0

)2

dt. Tous les types de correction conservative

apportent un gain non négligeable en précision. Mais logiquement, c’est la correction “AVANT” qui est la plus

précise, de presque un ordre de grandeur. La correction “APRÈS” est légèrement plus précise que la modification

de conditions aux limites.

Enfin, il apparait que la répartition de correction donne des ordres de grandeur de précision proches de ceux

de la correction “APRÈS”. La répartition régulière est effectuée sur toute la durée entre deux couplages : une

portion de la correction est reçue à chaque itération. La répartition géométrique est faite selon une loi de raison

0,01. La répartition régulière donne des résultats plus précis que la géométrique. Ce résultat est logique car dans

le dernier cas la correction n’est jamais complètement attribuée. Pour la répartition régulière de correction, la

précision est affectée par le nombre d’itérations sur lequel est répartie la correction (figure 3.15). Lorsque celui-

ci augmente, la précision se détériore très faiblement : l’erreur passe de 1,26·10−6 pour une répartition sur 5

itérations à 1,44·10−6 pour une répartition sur 50 itérations (soit le nombre d’itérations entre deux couplages).

Pour la répartition de correction selon une loi géométrique, la précision est de même dépendante du coefficient

de répartition (figure 3.16). Les variations de précision sont très faibles tant que le coefficient de répartition

est supérieur à 5%. La précision se dégrade assez nettement quand le coefficient devient faible (1%). Plus ce

3La propriété de conservativité n’est en effet pas le simple équilibre en flux final et il est montré au paragraphe 3.3.1 que

dans les cas où la solution stationnaire dépend des conditions initiales, l’absence de conservativité entraine une baisse de précision

importante.
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Fig. 3.14 – Comparaison de la précision des différentes méthodes de correction
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Fig. 3.15 – Correction répartie régulièrement. Erreur relative sur la température d’interface en fonction du

nombre d’itérations sur lequel la correction est répartie
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Fig. 3.16 – Correction répartie selon une loi géométrique. Erreur relative sur la température d’interface en

fonction du coefficient de répartition

coefficient diminue, plus la quantité de correction jamais attribuée devient conséquente. Il est logique de voir

une plus grande dépendance de la précision vis-à-vis du coefficient de correction pour la correction répartie selon

une loi géométrique que pour celle répartie régulièrement.

3.4 Bilan

Une méthode de couplage conservatif est développée. Elle repose sur le calcul de conditions aux limites de

couplage de type Dirichlet, Neumann ou Fourier, assurant une conservation instantanée et simultanée du flux

de chaleur et de la température à l’interface fluide / solide. Entre deux couplages, les solveurs couplés intègrent

leurs domaines respectifs indépendamment, munis de ces conditions aux limites. Du fait de l’indépendance des

intégrations pendant des durées pouvant être importantes, des pertes de flux interviennent aux interfaces. Elles

sont résolues par une technique corrective consistant en l’évaluation du déficit de flux et sa compensation par

l’application d’une énergie répartie spatialement (sur les différents domaines) et temporellement. La méthode

est ainsi conservative et la précision est améliorée par ce biais.

En revanche, des calculs font apparaitre la déstabilisation par les corrections cumulées de bilan de flux, et

permettent de dégager les paramètres influents. L’exemple est donné pour un raccord Dirichlet / Dirichlet et

pour la correction “AVANT”.

La correction peut déstabiliser le calcul (figure 3.17). Étant trop importante, elle fait évoluer les tempéra-

tures de manière opposée d’un cycle à l’autre, en s’amplifiant quand il y a déstabilisation : la rectification de

température dans la cellule limitrophe de l’interface provoque, pour le cycle suivant, une évolution des tempéra-

tures dans le domaine vers des valeurs plus basses si elles étaient trop hautes, et inversement. Puis le contraire

se produit au cycle suivant : si les valeurs sont désormais devenues trop faibles, la correction modifie les tempé-

ratures de façon à les remonter. Mais si la correction est trop importante, au lieu de tendre vers une atténuation

des corrections cycle après cycle, le phénomène s’amplifie et le calcul couplé se déstabilise. La déstabilisation est
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CHAMP TEMPERATURES t = 405s

∆tcycle = 1 ; ZONE 1 et ZONE 2 : δtcalcul = 0.1
CAPACITE THERMIQUE : 1 dans les deux zones
CONDUCTIVITE : ZONE 1 (gauche) : 4.45, ZONE 2 (droite) : 2.225
NOMBRE DE FOURIER : ZONE 1 : 0.445, ZONE 2 : 0.357

Fig. 3.17 – Mécanisme de déstabilisation du calcul par les corrections de flux : observation des premiers cycles,

et profil des températures à t=405s. kc = 0

donc due aux amplifications de la valeur de la correction et pas à l’intégration temporelle du schéma interne.

La robustesse de la méthode est étudiée en détail dans le chapitre suivant. L’étude permettra de déterminer les

paramètres du couplage les plus stables (conditions aux limites d’interface et répartitions spatiale et temporelle

de la correction conservative).
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Chapitre 4

Robustesse du couplage

La robustesse du couplage est une question essentielle. Les méthodes d’analyse de stabilité utilisées pour les

problèmes de couplage thermique en stationnaire sont tout d’abord présentées. Une première étude de stabilité

s’inspirant de celles-ci est ensuite menée sur le couplage non conservatif, c’est-à-dire en absence de corrections.

De premières conclusions sur les choix de conditions aux limites de couplage en sont tirées. Enfin, la robustesse

du couplage en présence de correction est analysée, ce qui permet de conclure à une stratégie de couplage

conservatif robuste.

4.1 Méthodes d’étude en couplage stationnaire

Dans ce paragraphe sont présentées les méthodes d’étude de stabilité réalisées pour le couplage stationnaire

MSD/ABAQUS [59]. L’objectif est de pouvoir faire la distinction avec les méthodes utilisées par la suite pour

notre couplage instationnaire, la différence principale résidant dans le fait qu’en stationnaire, la conservation du

flux et de la température à l’interface n’est pas nécessaire à chaque échange mais seulement à la convergence. Il

n’est pas apparu de souci de conservativité dans la bibliographie consultée. Les corrections de flux ne sont donc

pas prises en compte dans les études de stabilité suivantes.

4.1.1 Méthode instationnaire globale

Dans cette méthode, les deux codes de calcul couplés ont un fonctionnement instationnaire. Le raccord est

de type Neumann / Dirichlet : un des domaines donne son flux comme condition à l’autre qui lui impose sa

température. Il n’y a alors pas conservation immédiate de la température et du flux à l’interface.

L’étude a été réalisée par Giles [34]. Il a pour cela imposé que les deux domaines effectuent leurs échanges à

chaque pas de temps. Le résultat est qu’il y a stabilité si c’est au domaine fluide qu’est appliquée la condition

de Dirichlet.

L’utilisation d’une méthode équivalente pour le couplage instationnaire montre qu’il y a stabilité dès lors

que le calcul dans chacun des domaines est stable (l’annexe D traite de la stabilité avec échange à chaque pas

de temps d’intégration). Mais cette méthode n’est pas intéressante pour caractériser le rôle des conditions aux

limites. En effet, si les échanges ont lieu à chaque pas de temps, tous les couples de conditions aux limites sont

strictement équivalents en 1D avec schéma explicite et ne reviennent qu’à un changement d’algorithmique. De

plus, il est impossible d’introduire des corrections de flux dont l’influence sur la stabilité doit être connue.
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SOLIDE : code de conduction

FLUIDE : code de Navier-Stokes

x(m)

stationnaire

1 itération

fin de cycle

cycle
début de

début de
cycle

fin de cycle

T(K)

Fig. 4.1 – Couplage stationnaire MSD/ABAQUS : méthode de type bilan, conditions aux limites de Dirichlet

au raccord. Principe de l’étude de stabilité

4.1.2 Autres méthodes

La méthode instationnaire globale a été rejetée pour le couplage stationnaire MSD/ABAQUS pour des raisons

de temps de calcul (limité par le domaine dont l’évolution est la plus lente) [59]. Dans les autres méthodes, le

code de conduction est stationnaire (comme ABAQUS). Afin de réaliser les études de stabilité, il n’y a qu’une

seule itération du code de Navier-Stokes entre chaque échange. La figure 4.1 montre l’évolution entre deux

échanges du champ de températures dans deux domaines couplés si les conditions aux limites à l’interface sont

de Dirichlet.

Dans cette méthode, les flux et température à l’interface sont calculés de façon à assurer la conservation.

Montenay [59] montre que ce type de couplage est stable mais ne le retient pas car il y a trop de contraintes

lorsque les codes sont à Volumes Finis pour l’un (MSD) et Éléments Finis pour l’autre (ABAQUS).

Le type d’étude de stabilité est le même pour les méthodes par échange de quantités conjuguées en raccord

Neumann / Dirichlet ou Fourier / Dirichlet. Entre deux échanges, le code de conduction calcule le résultat

stationnaire alors que celui de Navier - Stokes ne fait qu’une itération. Le raccord Neumann / Dirichlet montre

alors des limites : il peut s’avérer instable même en respectant les conditions trouvées par Giles [34]. La raison

invoquée est que l’inertie du code de conduction est éliminée. La condition de convection apporte quant à elle

de la stabilité pour un coefficient d’échange suffisamment grand. C’est d’ailleurs ce couplage qui est finalement

retenu pour MSD/ABAQUS.

Dans cette méthode d’étude, un des domaines aboutit à l’état stationnaire. Il est possible de s’en inspirer

pour le couplage instationnaire. En effet, si un code instationnaire donne le résultat stationnaire, c’est qu’il a

convergé et a donc effectué de nombreux pas de calcul entre deux échanges. Les domaines n’échangent alors

pas à chaque pas de temps, le type de conditions aux limites au raccord sera donc important et il y aura des

corrections de flux à réaliser.
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Fig. 4.2 – Domaines 1D L et R couplés : notations

4.2 Stabilité du couplage non conservatif

L’influence de la nature des conditions aux limites (de température, flux ou convection) au raccord sur la

stabilité est analysée. La méthode d’étude en stationnaire du paragraphe 4.1.2 sert de modèle. Le principe des

corrections de flux est posé mais les études de stabilité de ce chapitre sont effectuées sans correction.

4.2.1 Présentation de la méthode d’étude de stabilité

Il s’agit d’une étude monodimensionnelle, les deux domaines L et R communiquant à l’interface I .

La configuration la plus sévère pour la stabilité est celle où les cycles sont longs, ce qui crée des différences très

importantes d’évolution entre les deux domaines d’un échange à l’autre. Dans l’étude de stabilité de Montenay

[59] (cf paragraphe 4.1.2), un domaine atteint l’état stationnaire. Dans la présente étude, chaque domaine atteint

donc la convergence : ceci est certes peu approprié au cas du couplage instationnaire mais simule les cycles les

plus longs qu’il soit et représente le cas le plus sévère. Aucune hypothèse n’est faite sur la méthode d’intégration

et le calcul d’un cycle est supposé stable dans chaque zone. Cette étude donne des indications précieuses : un

cas stable dans cette étude le sera a fortiori dans le cas réel de couplage instationnaire, tandis qu’un cas instable

incitera à la méfiance. Étant donné que l’évolution au cours du cycle mène au cas stationnaire, le problème doit

être bien posé quelle que soit la condition aux limites à l’interface, en particulier quand c’est une condition de

Neumann. Des conditions aux limites de Dirichlet sont donc imposées aux extrémités libres des deux domaines.

4.2.1.1 Notations utilisées

Elles se rapportent au schéma 4.2. Par ailleurs, les valeurs en début de cycle n sont notées simplement avec

un exposant n alors que celle de fin de cycle ont l’exposant ∗, n comme indiqué sur le schéma 4.3. Toutes les

quantités relatives au domaine de gauche sont indexées par L, celles de la zone de droite le sont par R. La

correction de flux (plus exactement il s’agit de flux cumulés sur l’ensemble des itérations entre deux échanges

donc d’une énergie) est notée ∆E. Elle est appliquée dans chaque domaine i avec un coefficient de pondération

ki. Les capacités thermiques sont notées Ci, les conductivités λi et les volumes des cellules de calcul Vi (i = L

ou R).

4.2.1.2 Simulation du cycle

Le cycle s’effectue en trois temps. Lors de l’initialisation, les valeurs en début de cycle sont calculées à partir

de celles de la fin du cycle précédent et de la correction de flux (elle-même calculée à la fin du cycle précédent).
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Fig. 4.3 – Notations des données au cours du cycle

Puis les valeurs en fin de cycle sont calculées en approximation stationnaire. Enfin la correction de flux est

évaluée.

1. Initialisation (début du cycle n) :

{

T n
L = T ∗,n−1

L − kL

CLVL
∆En−1 avec kL = kc − 0, 5

T n
R = T ∗,n−1

R − kR

CRVR
∆En−1 avec kR = −kc − 0, 5

Température à l’interface : T n
I =

λL

dL
T n

L + λR

dR
T n

R

λL

dL
+ λR

dR

Flux à l’interface : F n = F n
L = −λL

T n
I − T n

L

dL
= F n

R =
−λL

dL

λR

dR

λL

dL
+ λR

dR

(T n
R − T n

L )

2. Cycle jusque l’état stationnaire dans les deux domaines.

{

T ∗,n
L = f(T n

L , T n
R , TL0

, TR0
)

T ∗,n
R = g(T n

L , T n
R, TL0

, TR0
)

3. Évaluation de la correction : la correction est évaluée en fonction des surfaces dans le plan (x,T ). L’annexe

B montre l’impossibilité de l’utilisation de cette méthode pour la simulation des corrections.

4.2.1.3 Introduction des perturbations

Soient des températures soumises à des perturbations δT telles que T̃ = T + δT . La perturbation sur les

conditions aux limites isothermes est nulle. Les équations pour les perturbations sont alors celles établies pour

les températures lors des trois étapes de la simulation du cycle, avec δTL0
= δTR0

= 0.

La correction de flux étant établie comme fonction de δT n
L , δT n−1

L , δT n−2
L , δT n

R, δT n−1
R et δT n−2

R , la suite

vectorielle suivante est obtenue :

(δT )
n

= A(δT )
n−1 − C(δT )

n−1 − D(δT )
n−2 avec : (δT )

n
=

(

δT n
L

δT n
R

)

A est la matrice caractérisant l’évolution des perturbations sans correction. C et D sont celles qui sont liées

à la correction. Dans le cas D = 0, l’étude de stabilité consiste simplement à s’assurer que les valeurs propres
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Fig. 4.4 – Raccord Dirichlet / Dirichlet : fin de cycle

de (A − C) sont dans le cercle unité. Dans ce cas, les perturbations dans les cellules limitrophes de l’interface

s’atténuent. Il y a alors stabilité du couplage (l’évolution dans les autres cellules de chaque domaine est liée au

calcul interne et donc à une condition de nombre de Fourier).

Dans la suite du chapitre, la stabilité du couplage sans correction, c’est-à-dire avec C = D = 0, est étudiée.

4.2.1.4 Paramètres de l’étude

Les notations suivantes sont adoptées pour la suite du paragraphe :

αJ =
λJ

dJ

λL

dL
+ λR

dR

, βJ = 1 − dJ

2DJ
, bJ =

kJ

CJVJ
avec J = L ou R.

Mais les paramètres influant vraiment sur la stabilité sont :

ξ =
λRdL

λLdR
, dL =

dL

DL
, dR =

dR

DR
.

ξ est le rapport des conductances thermiques. Alors, βJ = 1 − dJ

2
, αL =

1

1 + ξ
et αR =

ξ

1 + ξ
.

4.2.2 Raccord Dirichlet / Dirichlet

Le cycle donne (voir la figure 4.4) :























T ∗,n
L = T n

I +
dL

2

TL − T n
I

DL
=

(

1 − dL

2DL

) λL

dL
T n

L + λR

dR
T n

R

λL

dL
+ λR

dR

+
dL

2DL
TL0

T ∗,n
R =

(

1 − dR

2DR

) λL

dL
T n

L + λR

dR
T n

R

λL

dL
+ λR

dR

+
dR

2DR
TR0

D’où :

A =

(

αLβL αRβL

αLβR αRβR

)

Le rayon spectral de A est : ρ(A) =

∣

∣

∣

∣

1 − 1

2

dL + ξdR

1 + ξ

∣

∣

∣

∣

. Donc ρ(A) < 1 ⇒ dL + ξdR < 4(1 + ξ). Or :
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Fig. 4.5 – Raccord Neumann / Neumann : fin de cycle

{

0 < dL < 1

0 < dR < 1
⇒ dL + ξdR < 1 + ξ < 4(1 + ξ)

Le raccord Dirichlet / Dirichlet sans correction est donc inconditionnellement stable.

4.2.3 Raccord Neumann / Neumann

À la fin du cycle (figure 4.5), la pente à gauche est F
−λL

, à droite F
−λR

. D’où :























T ∗,n
L = TL0

− F n

λL

(

DL − dL

2

)

= TL0
+

(

DL − dL

2

) λR

dLdR

λL

dL
+ λR

dR

(T n
R − T n

L )

T ∗,n
R = TR0

+
F n

λR

(

DR − dR

2

)

= TR0
+

(

DR − dR

2

) λL

dLdR

λL

dL
+ λR

dR

(T n
R − T n

L )

Donc :

A =

(

−αRβL

dL

αRβL

dL

−αLβR

dR

αLβR

dR

)

La stabilité dépend du rayon spectral de A : ρ(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

1

2

1 − ξ − 2
dR

+ 2ξ

dL

1 + ξ

∣

∣

∣

∣

∣

.

ρ(A) < 1 ⇒ 2 − 3dR

2 + dL

<
λRDL

λLDR
<

2 + dR

2 − 3dL

Des conditions très contraignantes sur le maillage sont obtenues comme le montre la figure 4.6 : quand

le maillage s’affine, la gamme de ξ pour lesquels il y a stabilité (rayon spectral inférieur à 1) s’amenuise. En

particulier, quand dL � 1 et dR � 1, il faut ξ = 1. Les conditions sur le maillage ne sont donc pas admissibles

et le raccord Neumann / Neumann n’est pas très stable.

4.2.4 Raccord Neumann / Dirichlet

À la fin du cycle (figure 4.7) :
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Fig. 4.7 – Raccord Neumann / Dirichlet : fin de cycle
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Fig. 4.8 – Raccord Neumann / Dirichlet : étude de stabilité en fonction de ξ. dL = dR = 10−k pour k = 0 à 9























T ∗,n
L = TL0

− F n

λL

(

DL − dL

2

)

= TL0
+

(

DL − dL

2

) λR

dLdR

λL

dL
+ λR

dR

(T n
R − T n

L )

T ∗,n
R =

(

1 − dR

2DR

) λL

dL
T n

L + λR

dR
T n

R

λL

dL
+ λR

dR

+
dR

2DR
TR0

Alors :

A =

(

−αRβL

dL

αRβL

dL

αLβR αRβR

)

La stabilité dépend des paramètres de maillage dL et dR et de ξ. La figure 4.8 montre qu’affiner le maillage

est déstabilisant tandis que la stabilité s’accroit quand ξ décroit. Ceci signifie qu’il vaut mieux avoir λR < λL

et donc imposer la condition de Dirichlet du côté de la plus petite conductivité et celle de Neumann pour le

domaine de plus grande conductivité. C’est en accord avec les résultats de Montenay [59]. C’est assez logique

puisque l’état stationnaire est atteint à chaque fin de cycle dans cette simulation.

En revanche, aucune condition sur ξ telle que la stabilité soit inconditionnelle ne peut être déterminée. En

effet, les valeurs de ξ pour lesquelles on ne peut avoir ρ(A) = 1 sont cherchées. Les valeurs propres de A sont

réelles et sont égales respectivement à 1 et −1 pour ξ =
−4dL

dR(dL + 2)
< 0 et ξ = ξc =

4dL

8 + 3dRdL − 2dR − 12dL

.

Ainsi, comme ξ > 0, la valeur propre 1 n’est jamais atteinte. Mais une étude de fonction permet de conclure

que, quand dL et dR sont compris entre 0 et 1, ξc parcourt R
+ en tendant vers 0 quand les pas de maillage

tendent vers 0.
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Fig. 4.9 – Raccord Fourier / Dirichlet : fin de cycle

4.2.5 Raccord Fourier / Dirichlet

La condition de convection est imposée à la zone de gauche, celle de Dirichlet au domaine de droite. Soit

T ∗,n
I,L la température d’interface côté gauche à la fin du cycle. La condition de Fourier peut être exprimée,

sans le recours à un coefficient de convection, par un flux à l’interface côté gauche en fin de cycle donné par :

F ∗,n
L = −λL

T∗,n

I,L
−TL0

DL
= −λR

T n
R−T∗,n

I,L

dR/2 (figure 4.9).



















T ∗,n
L = TL0

[

dL

2DL
+

(

1 − dL

2DL

)

λL/DL

2λR/dR + λL/DL

]

+

(

1 − dL

2DL

)

2λR/dR

2λR/dR + λL/DL
T n

R

T ∗,n
R =

(

1 − dR

2DR

) λL

dL
T n

L + λR

dR
T n

R

λL

dL
+ λR

dR

+
dR

2DR
TR0

D’où :

A =





0 βL

λR
dR

λR
dR

+
λL
2DL

αLβR αRβR





La stabilité est liée aux valeurs propres de A, qui dépendent de ξ, dL et dR. La figure 4.10 montre que

raffiner le maillage mène à la limite de stabilité en faisant tendre la valeur propre maximale vers 1 par valeurs

inférieures. Le raccord Fourier / Dirichlet est donc inconditionnellement stable.

4.2.6 Raccord Fourier / Fourier

La condition aux limites de part et d’autre de l’interface est de convection. De la même façon que pour le

raccord Fourier /Dirichlet, en fin de cycle (la figure 4.11 illustre le profil des températures : T ∗,n
I,L et T ∗,n

I,R sont

les températures d’interface en fin de cycle des côtés respectivement gauche et droit) :
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L = TL0
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dL

2DL
+

(

1 − dL

2DL

)

λL/DL

2λR/dR + λL/DL

]

+

(

1 − dL

2DL

)

2λR/dR

2λR/dR + λL/DL
T n

R

T ∗,n
R = TR0

[

dR

2DR
+

(

1 − dR

2DR

)

λR/DR

2λL/dL + λR/DR

]

+

(

1 − dR

2DR

)

2λL/dL

2λL/dL + λR/DR
T n

L
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La matrice A est alors très simple :

A =









0 βL

λR
dR

λR
dR

+
λL

2DL

βR

λL
dL

λL
dL

+
λR
2DR

0









⇒ (ρ(A))2 =
ξ(1 − dL

2 )(1 − dR

2 )

(ξ + dL

2 )(1 + dRξ
2 )

Or :















ξ > 0

0 < dL < 1

0 < dR < 1

⇒







































0 < (1 − dL

2 ) < 1

0 < (1 − dR

2 ) < 1

0 <
ξ

ξ + dL

2

< 1

0 <
1

1 + dRξ
2

< 1

Donc nécessairement : 0 < ρ(A)2 < 1. Le raccord Fourier / Fourier est donc inconditionnellement stable.

4.2.7 Bilan sur la stabilité des raccords sans correction

Les raccords sont classés par ordre de stabilité dans le tableau suivant :

classement raccord stabilité

Dirichlet / Dirichlet

1 Fourier / Fourier inconditionnelle

Fourier / Dirichlet

2 Neumann / Dirichlet dépendant fortement du maillage

3 Neumann / Neumann dépendant fortement du maillage

Seul le raccord Neumann / Neumann s’effectue effectivement sans correction. Cette étude démontre que

ce type de raccord n’est pas suffisamment stable : les conditions sur le maillage sont trop contraignantes. Le

raccord par les flux a donc une forte propension à la déstabilisation. En instationnaire, une très faible robustesse

est attendue.

Les autres types de raccord nécessitent une correction cumulée de bilan de flux. L’étude réalisée sans correc-

tion donne donc une première indication. Sans corrections, les raccords Dirichlet / Dirichlet, Fourier / Fourier

ainsi que Fourier / Dirichlet sont inconditionnellement stables. L’influence exacte de la correction n’est pas

connue mais ces résultats sont nettement plus encourageants que ceux du raccord Neumann / Dirichlet dont la

stabilité dépend non seulement du rapport des conductances des deux domaines couplés (ξ) mais encore de la

finesse des maillages.

Les couples de conditions aux limites incluant une condition de Neumann sont donc a priori à écarter alors

que les raccords par condition de convection et température sont à tester.

4.3 Stabilité du couplage conservatif

Les conditions de type Neumann ont été écartées par une analyse de stabilité sur le couplage sans corrections

conservatives. Une étude complète, 1D, tenant compte des corrections, est réalisée dans ce paragraphe. Seules

les conditions de Dirichlet et Fourier sont considérées. L’objectif est de déterminer les conditions de couplage

et de corrections offrant la plus grande robustesse.
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Fig. 4.13 – Notations pour la discrétisation de la condition isotherme

4.3.1 Analyse de stabilité du couplage conservatif

4.3.1.1 Méthodologie

Soit le maillage 1D et uniforme dans chaque zone de la figure 4.12. Les cellules L0 et R0 sont fictives

de volume nul. Les conditions aux limites aux extrémités libres sont isothermes. L’interface I est également

représentée par deux cellules fictives (ou de stockage) appartenant respectivement aux domaines L (nL′) et

R (nR′). Celles-ci peuvent recevoir la température d’interface pour le cas d’une condition de Dirichlet ou une

température de convection pour le cas d’une condition de Fourier. L’étude est effectuée en schéma explicite et

implicite. Les domaines suivent l’équation de convection / diffusion 1.13.

Pour une condition isotherme, avec Te la condition de température (perturbation nulle), l’équation discrétisée

pour l’évolution de la température est (notations de la figure 4.13) :

T n+1
i = T n

i + a
(

2Te − 3T n+ε
i + T n+ε

i−1

)

+
σ

2

(

T n+ε
i + T n+ε

i−1 − 2Te

)

où ε = 0 en schéma explicite, 1 en schéma implicite.

Pour une cellule interne i d’un domaine, l’équation d’évolution de la température est :

T n+1
i = (1 − 2a)T n

i + aT n
i+1 + aT n

i−1 +
σ

2
(T n

i−1 − T n
i+1) en schéma explicite

(1 − 2a)T n+1
i − aT n+1

i+1 − aT n+1
i−1 − σ

2
(T n+1

i−1 − T n+1
i+1 ) = T n

i en schéma implicite

Avec une perturbation de température, T̃ n
i = T n

i + δT n
i , le système est mis, à chaque itération, sous la forme

matricielle : δTn = CnδT 0 , c’est-à-dire que les perturbations sont exprimées en fonction de leur valeur initiale.

δTn est la matrice des perturbations :
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δT n
L =















δT n
L1

...

δT n
LnL

δT n
LnL′















, δT n
R =















δT n
RnR′

δT n
RnR

...

δT n
R1















⇒ δTn =

(

δT n
L

δT n
R

)

Le cycle est représenté sur la figure 4.14. Les deux zones couplées ont le même pas de temps, fixe. L’itération

de départ est notée 0, la dernière N . De 0 à N − 1, le cycle s’effectue sans communication entre les zones. Pour

les corrections “cellules limitrophes”, la dernière itération se décompose en deux étapes : la correction de flux,

à partir des quantités calculées de 0 à N − 1, en N ′ puis l’échange, c’est-à-dire le calcul de la température

d’interface, en N ′′ pour le cas de la correction AVANT, le contraire pour la correction APRÈS. Le cas de la

modification de condition limite ne peut pas être rigoureusement traité selon cette méthode dans la mesure où

la correction cumule l’ensemble des corrections de tous les cycles.

Pour les corrections “cellules limitrophes”, les types de raccord les plus prometteurs, par conditions de

Dirichlet et Fourier sont essayés. L’étude de stabilité consiste dès lors en l’étude systématique de l’évolution du

système de perturbations au cours des différentes étapes d’un cycle.

1. Itérations n de 0 à N − 1, J = L ou R :
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i ∈ {2, · · · , nJ − 1} (cellule interne) : δT n+1
Ji

= (1 − 2aJ) δT n
Ji

+
(

aJ − σJ

2

)

δT n
Ji+1

+
(

aJ +
σJ

2

)

δT n
Ji−1

(explicite)

(1 + 2aJ) δT n+1
Ji

−
(

aJ − σJ

2

)

δT n+1
Ji+1

−
(

aJ +
σJ

2

)

δT n+1
Ji−1

= δT n
Ji

(implicite)

i = 1 (condition isotherme) : δT n+1
J1

=
(

1 − 3aJ − σJ

2

)

δT n
J1

+
(

aJ − σJ

2

)

δT n
J2

(explicite)
(

1 + 3aJ +
σJ

2

)

δT n+1
J1

−
(

aJ − σJ

2

)

δT n
J2

= δT n
J1

(implicite)

i = nJ (condition de couplage) : dépendant de la condition de couplage et du schéma

i = nJ ′ (stockage) δT n+1
Ji

= δT n
Ji

2. Itération de correction (n = N ′ en correction AVANT : alors n−1 = N ; ou n = N ′′ en correction APRÈS

et n − 1 = N ′) : il n’y a pas de différence entre les schémas implicite et explicite.

– i ∈ {1, · · · , nJ − 1} ∪ {nJ ′} : δT n
Ji

= δT n−1
Ji

(cellule interne, non concernée par la correction)

– i = nJ : δT n
Ji

= δT n−1
Ji

− kJδCJ avec

kJ =

{

kc − 0,5 si J = L

−kc − 0,5 si J = R

3. Itération d’échange, mise à jour des valeurs d’interface (n = N ′′ en correction AVANT : alors n− 1 = N ′ ;

ou n = N ′ en correction APRÈS et n − 1 = N) : il n’y a pas de différence entre les schémas implicite et

explicite.

– i ∈ {1, · · · , nJ} : δT n
Ji

= δT n−1
Ji

(cellule, non concernée par l’échange)

– i = nJ ′ : dépendant de la condition de couplage

L’écriture sous forme matricielle du problème mène à l’étude de la matrice de cycle suivante :

CN ′′ =























B

(

AN + MC

N−1
∑

n=0

An

)

en correction AVANT

BAN + MC

N−1
∑

n=0

An en correction APRÈS

La stabilité est liée à un rayon spectral de CN ′′ inférieur à 1. A est la matrice interne de cycle, représentant

les évolutions de température dues à l’intégration indépendante des domaines. B est celle d’échange, et MC celle

de correction. L’expression de ces matrices est donnée ci-après selon le type de raccord. Le détail de l’obtention

des matrices est donné en annexe E.

4.3.1.2 Paramètres de l’analyse de stabilité

Paramètres physiques et numériques Il s’agit de paramètres liés à la physique et à la discrétisation

adoptée.

1. le paramètre χ :

Dans le cadre de l’étude de stabilité 1D, χ représente le rapport des nombres de Fourier d’intégration :
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Fig. 4.15 – Effusivités pour les matériaux et fluides communs à 300K

χ =
aR

aL

Dans cette étude, le pas de temps d’intégration est choisi identique dans les deux domaines. Alors :

χ =
DthRd2

L

DthLd2
R

Il s’agit donc du rapport des nombres de Fourier de cycle, qui sont basés sur la même référence de temps.

Il peut aussi être approché comme le rapport des termes
λ

CV
. Il apparait également de manière générale

pour un couplage solide / fluide courant que le rapport des diffusivités, généralement de l’ordre de 0,1 à

10, est moins important que celui des tailles de maille. En effet, le maillage de la partie solide est souvent

de l’ordre du millimètre quand la discrétisation spatiale du fluide atteint 10−6m. L’ordre de grandeur de

χ est dès lors couramment, pour un couplage solide / fluide, de 104 à 106.

2. le rapport d’effusivités r : r est relié à ξ et χ par : r =
ξ√
χ

.

Le schéma 4.15 rapporte les effusivités de matériaux et fluides communs. Ainsi pour l’air, le rapport des

effusivités r =
bf

bs
est compris entre 10−4 (avec le cuivre) et 0,5 (avec le bois). Il est dans la gamme 0,04

à 150 si le fluide est de l’eau. S’il s’agit de fréon, la gamme est de 8 · 10−3 à 30.

Les cas intéressant le plus l’industrie aéronautique sont donc des rapports r de l’ordre de 10−3 à 10−4

(couplage entre l’air et des métaux).

3. le nombre de CFL :

L’analyse de stabilité effectuée ici souhaite reproduire un couplage de type solide / fluide. La partie
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fluidique est modélisée très simplement par l’introduction d’un terme convectif, retrouvé dans les équations

et matrices des paragraphes précédents sous la forme d’un nombre de CFL σ =
uδt

δx
.

Par la suite, des résultats seront présentés avec un simple couplage solide / solide (soit conduction /

conduction) : σL = σR = 0. Ceux-ci permettront de :

– valider simplement le modèle d’analyse utilisé par rapport aux simulations ;

– justifier sur des cas simples le critère de stabilité utilisé ;

– servir de référence simple vis-à-vis des cas de calcul qui ne peuvent être simulés par cette analyse :

l’analyse de stabilité présentée ici ne permet pas de traiter notamment les cas de maillages 2D, de

couplage de multiples domaines, ou encore tous les types de répartition temporelle de la correction

conservative. La stabilité est alors évaluée, comme on le voit par la suite, sur des cas de couplage solide

/ solide.

D’autres résultats seront tout de même présentés sur des cas solide / fluide. Dans ce cas, la convention

adoptée est la suivante : σL = 0, σR = σ. Le solide occupe donc le domaine gauche, le fluide le droit.

Contrairement aux cas strictement méthodologiques de couplage solide / solide, il est nécessaire pour les

cas de couplage solide / fluide, de respecter les rapports χ et r qui permettent de couvrir les cas de calcul

usuels : χ de 104 à 106 et r de 10−3 à 10−4 .

L’adéquation des résultats de l’analyse de stabilité en couplage de type solide / solide avec ceux issus

d’un couplage de type solide / fluide permet une meilleure assurance sur ces résultats. Elle justifie aussi

l’utilisation de cas simplifiés type solide / solide pour les études de stabilité portant sur les cas non traités

par cette analyse de stabilité.

Paramètres de couplage Ils sont liés à des choix méthodologiques de couplage. Le coefficient de correction,

kc, permet la répartition spatiale, par domaines, de la correction conservative de bilan de flux. Le couple de

conditions aux limites de couplage peut être de type Dirichlet / Dirichlet (noté T/T), Dirichlet / Fourier (T/C),

Fourier / Dirichlet (C/T) ou Fourier / Fourier (C/C) 1.

Ces deux paramètres de couplage sont des leviers qui permettent d’adopter le couplage le plus robuste

possible en fonction des paramètres physiques.

Nombre de Fourier de cycle Le nombre de Fourier de cycle est un nombre de Fourier basé sur le pas de

temps de cycle et sur la taille de maille : aC =
Dth∆tC

δx2
. Il s’agit d’une durée sans dimension de cycle. Plus

exactement, le nombre de Fourier de cycle correspondant à un couplage de domaines L et R donnés est :

aC = max(
DthL

δx2
L

,
DthR

δx2
R

)∆tC

Dans le cadre d’un couplage solide / fluide, souvent,
Dthf

δx2
f

>
Dths

δx2
s

, du fait des tailles de maille essentielle-

ment. Donc, aC =
Dthf ∆tC

δx2
f

=
DthfNσ

uδxf
, avec N itérations fluide par cycle. Cette expression permet d’évaluer

des nombres de Fourier de cycle attendus sur des cas de calcul standards. Considérons un calcul explicite à un

nombre de CFL σ =0,9, N = 100, Dthf = 2,22 ·10−5m2/s (air à 300K). Si la vitesse de convection est de 10m/s

et la taille de maille de l’ordre 10−6m, le nombre de Fourier de cycle du calcul est d’environ 200. Une vitesse de

1000m/s dans les mêmes conditions mène à un nombre de Fourier de cycle de l’ordre de 2. En schéma implicite,

1C et T représentent respectivement une condition de température imposée et de convection.
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Fig. 4.16 – Maillage pour la validation du modèle d’étude de stabilité

l’augmentation du nombre de CFL conduit à des nombres de Fouier de cycle plus importants, de l’ordre de

1000.

Le paragraphe 4.3.1.4 sera consacré à justifier l’utilisation de ce nombre de Fourier de cycle comme critère

de stabilité. Ce critère est celui du nombre de Fourier de cycle maximum pour lequel le calcul reste stable. Le

couplage sera alors d’autant plus robuste que le nombre de Fourier de cycle maximal sera élevé, donc que la

durée sans dimension du cycle sera longue.

4.3.1.3 Validation

Le modèle d’étude de stabilité est validé en l’absence de convection par comparaison des nombres de Fourier

d’intégration limites de stabilité obtenus par l’étude de stabilité et par simulation à l’aide du code TYPHON.

Le cas testé est celui de la figure 4.16, en prenant les mêmes nombres de Fourier dans les deux zones, les mêmes

conductivités, chaleurs volumiques (unitaires) et pas de maillage (unitaires), et un coefficient de correction de

0. Le pas de temps de cycle est de 1, pour une durée de calcul de 1000. Le pas de temps d’intégration est fixé

de façon à obtenir le nombre de pas de temps par cycle voulu et le nombre de Fourier d’intégration réglé avec

la conductivité.

Pour la modélisation, les hypothèses correspondant à la simulation sont ξ = 1, χ = 1 et kc = 0. Le nombre

N d’itérations par cycle et le nombre de Fourier d’intégration varient, ce qui permet de calculer le rayon spectral

et de déterminer le nombre de Fourier maximum de stabilité en fonction du nombre d’itérations.

La comparaison des simulations numériques (tableau 4.1) et du modèle d’analyse de stabilité (figure 4.17)

montre une très bonne adéquation des résultats en correction AVANT. La bonne concordance également observée

en correction APRÈS (tableau 4.2 et figure 4.18) achève de valider le modèle.
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Nombre d’itérations par cycle Fourier T/T Fourier C/C Fourier C/T Fourier T/C

10 0,39 0,50 0,47 0,47

15 0,26 0,33 0,30 0,30

20 0,20 0,25 0,23 0,23

25 0,16 0,20 0,18 0,18

30 0,13 0,16 0,15 0,15

Tab. 4.1 – Test de limite de stabilité en fonction du nombre d’itérations par cycle sur TYPHON, correction

AVANT. Nombre de Fourier d’intégration maximal. J/K : raccord utilisant des conditions données par J et K

(Dirichlet pour T, Fourier pour C). Précision 0,01 sur les nombres de Fourier

5 10 15 20 25 30
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Stabilité des corrections en T/T

5 10 15 20 25 30

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5
Stabilité des corrections en C/C

5 10 15 20 25 30
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Stabilité des corrections en C/T

5 10 15 20 25 30
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Stabilité des corrections en T/C

PSfrag replacements

aa

aa

NN

NN

Fig. 4.17 – Résultat de l’étude de stabilité en correction AVANT

Nombre d’itérations par cycle Fourier T/T Fourier C/C Fourier C/T Fourier T/C

5 0,43 0,5 0,46 0,46

10 0,49 0,5 0,49 0,49

15 0,45 0,5 0,47 0,47

20 0,49 0,5 0,49 0,49

25 0,46 0,5 0,47 0,47

30 0,49 0,5 0,49 0,49

Tab. 4.2 – Test de limite de stabilité en fonction du nombre d’itérations par cycle sur TYPHON, correction

APRÈS. J/K : raccord utilisant des conditions données par J et K (Dirichlet pour T, Fourier pour C). Précision

0,01 sur les nombres de Fourier
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Fig. 4.18 – Résultat de l’étude de stabilité en correction APRÈS

4.3.1.4 Critère de nombre de Fourier de cycle maximum

Dans ce paragraphe, σL = σR = 0.

Schéma explicite La figure 4.19 montre qu’en schéma explicite, pour les trois types de raccord utilisant les

conditions isotherme et de convection (avec correction AVANT), pour l’exemple χ =0,1 et kc = 0, il existe un

nombre de Fourier de cycle maximum de stabilité, fonction de ξ mais pas du nombre d’itérations dans le cycle.

Le nombre de Fourier de cycle ne devient indépendant du nombre d’itérations que quand celui-ci est suffisam-

ment grand (cas ξ =0,01 et 0,1). S’il est trop faible, la déstabilisation du calcul n’est pas due à la correction mais

au schéma d’intégration, avec le critère a <0,5 (figure 4.20) : les intervalles où le nombre de Fourier d’intégration

sature à 0,5 correspondent à ceux où le nombre de Fourier de cycle dépend du nombre d’itérations.

Avec la correction APRÈS, un critère de nombre de Fourier de cycle ne peut être défini : la figure 4.21 montre

que le nombre de Fourier d’intégration peut devenir inférieur à 0,5 (avec un écart supérieur à la précision, 0,001)

et ne pas donner de nombre de Fourier de cycle maximum indépendant du nombre d’itérations par cycle.

Schéma implicite Il est également possible, en schéma implicite, de définir un critère de nombre de Fourier

de cycle maximum en correction AVANT (figure 4.22). Pour χ =0,1 et kc = 0, le nombre de Fourier de cycle,

tracé en fonction du nombre d’itérations par cycles, a, pour chaque valeur de ξ, une asymptote quand le nombre

d’itérations est grand et tend par valeurs supérieures vers ce qu’on pourra qualifier de nombre de Fourier de

cycle maximum de stabilité. En effet, un nombre de Fourier de cycle inférieur à la valeur de l’asymptote sera

inférieur, quel que soit le nombre d’itérations dans le cycle, au nombre de Fourier de cycle maximum de stabilité.

La comparaison des figures 4.19 et 4.22 montre que les valeurs de nombre de Fourier de cycle maximum en

explicite sont proches des asymptotes en implicite. Et le nombre d’itérations par cycle pour lequel le rappro-
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chement de l’asymptote devient manifeste est celui pour lequel, en explicite, la déstabilisation n’est plus due

au schéma d’intégration mais aux corrections. Le calcul des nombres de Fourier de cycle maximum de stabilité

résulte alors, en implicite comme en explicite, de leur évaluation pour un nombre d’itérations suffisamment

important pour, respectivement, s’approcher de l’asymptote et éviter les conséquences de la saturation des

nombres de Fourier d’intégration à 0,5.

Tout comme en schéma explicite, la stabilité n’est pas définie par un critère de nombre de Fourier de cycle

pour la correction APRÈS (figure 4.23) : ce dernier est nettement croissant avec le nombre d’itérations par

cycle.

Bilan Avec la correction AVANT, la stabilité sera désormais définie en fonction du nombre de Fourier de cycle

maximum admissible : aC(χ, kc, ξ). Ce nombre dépend des trois paramètres χ, kc et ξ et du type de raccord.

Ce nombre de Fourier de cycle maximum peut être défini comme l’asymptote de la représentation du nombre

de Fourier de cycle en fonction du nombre d’itérations par cycle, comme illustré sur le schéma 4.24. Cette

asymptote est atteinte “rigoureusement” en schéma explicite, dès que le nombre d’itérations est suffisant pour

que la déstabilisation ne soit pas due au schéma. En schéma implicite, elle est approchée par valeurs supérieures.

Pour une itération par cycle, il n’y a pas de correction et la stabilité est inconditionnelle (annexe D). Le nombre

de Fourier de cycle limite tend alors vers l’infini, puis il décroit rapidement quand le nombre d’itérations par

cycle augmente.

Avec la correction APRÈS, elle sera qualifiée en fonction des nombres de Fourier d’intégration. Le reste

de l’étude en correction AVANT sera fait en utilisant le schéma explicite, le plus contraignant. La stabilité

en correction APRÈS semble en revanche nettement meilleure en schéma explicite : la figure 4.23 montre

qu’en schéma implicite, le nombre de Fourier d’intégration limite de stabilité peut prendre des valeurs faibles et
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Fig. 4.24 – Définition du nombre de Fourier de cycle maximum de stabilité

nettement inférieures à 0,5, tandis qu’en schéma explicite, pour les mêmes paramètres, il est légèrement inférieur

à 0,5. Un traitement séparé des cas explicite et implicite sera alors fait pour la correction APRÈS.

4.3.1.5 Comparaison des raccords par conditions de Dirichlet et de Fourier

Sur les figures 4.25 et 4.26, sont indiqués dans le champ (χ, r) les raccords à privilégier selon la valeur du

coefficient de correction, et les valeurs de nombre de Fourier de cycle correspondantes. χ est inférieur à 1 et r est

compris entre 10−2 et 102. Dans ces conditions, il vaut mieux privilégier un côté pour la correction : les valeurs

de nombre de Fourier de cycle limite obtenues sont moins bonnes pour kc = 0. De plus, quand la correction

est appliquée de manière décentrée, les raccords de type Fourier / Dirichlet semblent être à privilégier, avec

application de la correction du côté de la condition de convection.

Les résultats de l’analyse de stabilité pour le couplage type solide / fluide, réalisée avec σL = 0 et σR = σ

confirment tout à fait cette tendance (figure 4.27). La zone d’étude a été cette fois étendue aux rapports χ

supérieurs à 1. Il est net que la stabilité est meilleure pour kc =-0,5 et que l’augmentation de χ améliore la

stabilité. L’augmentation de σ réduit très légèrement la robustesse du couplage. Le type de conditions aux

limites de couplage à privilégier, indiqué par zones sur la même figure, est alors de type Fourier / Dirichlet. La

condition de Fourier est à appliquer au domaine auquel est également attribué la correction.
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Correction AVANT

4.3.1.6 La correction APRÈS

L’analyse est effectuée pour le raccord Dirichlet / Dirichlet avec σ = 0. Il est à signaler que les autres valeurs

de σ testées (entre 0,1 et 0,9) donnent les mêmes résultats.

Schéma explicite En schéma explicite, la correction APRÈS apporte une bonne stabilité : elle ne peut

être qualifiée en terme de nombre de Fourier de cycle, mais la figure 4.28 montre que le nombre de Fourier

d’intégration limite de stabilité reste supérieur à 0,4 pour toute une gamme de χ, ξ et kc et pour des nombres

d’intégration de cycle allant jusque 500. Ce nombre est déjà assez conséquent pour un calcul instationnaire mais

la croissance de l’enveloppe inférieure du nombre de Fourier limite avec le nombre d’itérations préfigure une

stabilité encore accrue avec une augmentation, certes incohérente avec l’instationnarité du calcul, du nombre

d’itérations par cycle.

Schéma implicite En schéma implicite (figure 4.29), en revanche, la correction APRÈS n’est pas très stable :

les nombres de Fourier d’intégration limites de stabilité sont relativement faibles, surtout pour le schéma implicite

censé faciliter les calculs par une augmentation de la gamme de nombres de Fourier de calcul : ils sont ici toujours

inférieurs à 0,5.

Ce résultat est assez surprenant et mérite une étude approfondie, notamment une validation par comparaison

avec des résultats de simulations sous TYPHON ou CEDRE. Celle-ci n’a pu être effectuée au cours de cette

thèse car les conditions aux limites de TYPHON ne sont pas implicites et la méthode complète de couplage

n’est pas encore disponible dans CEDRE.
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Fig. 4.28 – Nombre de Fourier d’intégration limite de stabilité en fonction du nombre d’itérations par cycle, de

kc, χ et ξ ∈ {0,01; 0,1; 1; 10; 100} pour un raccord T/T avec correction APRÈS. Schéma explicite

Fig. 4.29 – Nombre de Fourier d’intégration limite de stabilité en fonction du nombre d’itérations par cycle, de

kc, χ et ξ ∈ {0,01; 0,1; 1; 10; 100} pour un raccord T/T avec correction APRÈS. Schéma implicite
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kc Type de correction Couple de aC stable Couple de aC instable

-0,5 CL 56,20 / 5620 56,40 / 5640

AVANT 54,60 / 5460 54,80 / 5480

0 CL 0,16 / 16 0,18 / 18

AVANT 0,10 / 10 0,12 / 12

0,5 CL 0,046 / 4,6 0,048 / 4,8

AVANT 0,038 / 3,8 0,040 / 4,0

Tab. 4.3 – Comparaison des stabilités des corrections CL et AVANT pour χ =0,1 et ξ = 100

4.3.1.7 Bilan de l’étude de stabilité 1D

Les résultats de couplage type solide / solide sont confirmés par ceux de type solide / fluide.

En correction AVANT, la stabilité peut se définir sous la forme d’un critère de nombre de Fourier de cycle.

Elle dépend des paramètres χ et r et peut être pilotée par le coefficient de correction kc et par le choix du type

de raccord.

Il est préférable de décentrer l’application de la correction (kc =0,5 pour χ < 1, kc =-0,5 pour χ > 1) et

appliquer un raccord Fourier / Dirichlet avec condition de Fourier dans le domaine qui reçoit la correction.

La correction APRÈS est plus stable que celle AVANT. Elle constitue un premier pas vers l’échelonnement

des applications de la correction : répartir celle-ci sur plusieurs pas d’intégration au cours du cycle peut per-

mettre de limiter l’importance des variations de températures et ainsi stabiliser le calcul. Intuitivement, on

comprend aussi que le calcul de conditions aux limites d’interface à partir de valeurs de cellules perturbées par

la correction (comme c’est le cas pour la correction AVANT) peut mener à un calcul plus sensible aux éventuelles

amplifications de la valeur de la correction.

4.3.2 Stabilité de la modification de conditions aux limites

Il n’est pas possible de mener une étude de stabilité 1D rigoureuse de la modification de condition limite. Une

comparaison de ces corrections avec celle AVANT est donc faite à l’aide de simulations avec le code TYPHON

en raccord Dirichlet / Dirichlet sur des cas d’étude 1D (sur le maillage de la figure 4.16) de couplage solide /

solide.

Les couples (domaine de gauche, domaine de droite) de nombres de Fourier de cycle limites de stabilité

obtenus pour les différentes corrections sont comparés pour des coefficients de correction de -0,5, 0 ou 0,5. Les

résultats pour des cas de rapports de conductance élevé (100) et proche de 1 (0,75) sont présentés dans les

tableaux 4.3 et 4.4. La correction CL est légèrement plus stable que celle AVANT.

La correction CL étant à peine moins précise que la correction AVANT, mais plus stable et permettant, d’un

point de vue algorithmique, de n’effectuer des modifications que sur la condition limite et non à l’intérieur des

domaines (cette méthode est moins intrusive), la correction CL sera préférée à la correction AVANT.

4.3.3 Sensibilité des critères

Une modification de configuration, notamment de maillage, pouvant modifier les coefficients d’amplification

des perturbations de températures, il est attendu que les critères de stabilité en présence de corrections soient
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kc Type de correction Couple de aC stable Couple de aC instable

-0,5 CL 4,00 / 3,00 4,20 / 3,15

AVANT 3,40 / 2,55 3,60 / 2,70

0 CL 5,40 / 4,05 5,60 / 4,20

AVANT 4,60 / 3,45 4,80 / 3,60

0,5 CL 7,60 / 5,70 7,80 / 5,85

AVANT 6,40 / 4,80 6,60 / 4,95

Tab. 4.4 – Comparaison des stabilités des corrections CL et AVANT pour χ =0,1 et ξ =0,75

modifiés. Les cas suivants de couplage solide / solide sont alors testés : cas non 1D, maillage non uniforme,

correction provenant de plusieurs domaines dans une même cellule. Le couplage s’effectue selon la méthode

présentée précédemment : le raccord et le coefficient de correction sont choisis en fonction des paramètres de

calcul.

4.3.3.1 Présentation des cas

Cas 2D Il s’agit du cas du paragraphe 1.7.4 avec des nombres de Fourier de cycle relativement élevés (aCL =

600, aCR = 800).

Maillage non uniforme Le cas est celui du paragraphe 1.7.5 avec des nombres de Fourier de cycle choisis

très élevés (aCL = 2534 et aCR = 391).

Correction issue de plusieurs domaines Une cellule limitrophe de chacune des zones 1 et 2 (cas du

paragraphe 1.7.6) reçoit des corrections issues respectivement des zones 2 et 3 et des zones 1 et 3. Ceci a pour

effet d’augmenter la quantité de correction reçue par ces cellules. Les nombres de Fourier de cycle seront précisés

au cas par cas.

L’évolution de la valeur de la correction de flux avec le temps est étudiée. Une amplification de celle-ci

traduit la déstabilisation tandis que l’atténuation vers la valeur nulle montre un calcul stable.

4.3.3.2 Sensibilité pour la correction APRÈS

Le passage au cas 2D et l’utilisation d’un maillage non uniforme ne déstabilisent pas (figure 4.30) : la

correction d’abord importante s’atténue à partir de t = 300s et t = 200s respectivement pour tendre vers 0.

Mais les corrections issues de plusieurs domaines peuvent rendre le calcul instable (la valeur de la correction

diverge) dès des nombres de Fourier de cycle aussi faibles que :

– 7,2 dans la zone 1 ;

– 6,9 dans la zone 2 ;

– 1,83 seulement dans la zone 3.
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toutes les faces d’interface

4.3.3.3 Sensibilité pour la correction CL

De la même façon que pour la correction APRÈS, les corrections issues de plusieurs domaines déstabilisent

le calcul pour des valeurs de nombre de Fourier même encore plus faibles (figure 4.31) :

– 1,8 dans la zone 1 ;

– 3,45 dans la zone 2 ;

– 9,15·10−2 dans la zone 3.

Mais le passage à un maillage 2D ou l’utilisation d’un maillage non uniforme sont également déstabilisants.

4.3.4 Stabilité des corrections réparties

La répartition de la correction est stabilisante comme le montrent les figures 4.32 (répartition régulière) et

4.33 (répartition “géométrique”), s’appuyant sur les cas de référence du paragraphe 4.3.3 (raccords et coefficient

de correction fonctions des paramètres de calcul).
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Fig. 4.33 – Correction selon une répartition géométrique. Évolution instationnaire de la valeur de la correction

sur toutes les faces d’interface



4.4 Synthèse des critères de stabilité 89

type de correction précision χ stabilité

AVANT ++ 1 aC,max = 4

raccord Dirichlet / Dirichlet

< 1 aC,max > 25 avec kc =0,5

raccord Dirichlet / Fourier

> 1 aC,max > 25 avec kc =-0,5

raccord Fourier / Dirichlet

APRÈS + aC,max > 0,4N en explicite

trop contraignant en implicite

CL + un peu meilleure que correction AVANT

REPARTIE REGULIÈREMENT + très bonne

REPARTIE GÉOMÉTRIQUEMENT + très bonne

SANS - - inconditionnelle

Tab. 4.5 – Récapitulatif sur les qualités en termes de précision et de stabilité des différents types de corrections.

N : nombre d’itérations par cycle

La répartition régulière sur tout le cycle est nettement stabilisante. Sur les cas 2D et de maillage non

uniforme, l’atténuation des corrections est plus rapide que pour la correction APRÈS ou que la correction

répartie sur un nombre d’itérations inférieur au nombre total par cycle. Pour la correction issue de plusieurs

domaines (avec des nombres de Fourier de cycle nettement plus importants que dans le paragraphe 4.3.3 : 400

dans la zone 1, 384 dans la 2 et 102 dans la 3), le déficit s’atténue de la même façon pour les deux types de

répartition : sur tout le cycle et sur 1000 itérations.

La répartition géométrique apparait moins bonne pour la stabilité que la répartition régulière : dans les cas

2D et de maillage non uniforme, l’amplification des corrections n’est pas moins importante qu’en correction non

répartie et l’atténuation guère plus rapide.

4.4 Synthèse des critères de stabilité

Ce chapitre a permis de mettre en évidence l’influence des différents paramètres du couplage proposé sur

la robustesse. En particulier, les conditions aux limites de couplage de type Neumann sont écartées du fait de

leur caractère fortement déstabilisant, même en l’absence de corrections conservatives. Le choix final des types

de conditions aux limites et de l’application de la correction ont demandé une analyse approfondie, dont les

résultats sont récapitulés ci-après.

4.4.1 Récapitulatif des informations sur les corrections

Le tableau 4.5 synthétise l’ensemble des données collectées au cours des études précédentes sur les différentes

possibilités de corrections cumulées de bilan de flux. Le nombre de Fourier de cycle pour la correction APRÈS

est exprimé en fonction du nombre d’itérations par cycle. Il est donc d’autant plus important que le nombre

d’itérations est grand, ce qui encourage à user de cette correction pour le couplage.

Il faut ajouter à cela que les corrections appliquées sur les conditions aux limites ont l’avantage d’être moins
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intrusives dans la méthode de calcul : seule la condition aux limites est modifiée, alors que les corrections de

cellules limitrophes engendrent des modifications sur les conditions limites (pour le couplage proprement dit) et

sur les cellules limitrophes.

De plus, il est apparu dans l’étude de stabilité avec introduction d’un paramètre de convection, et donc un

nombre de CFL σ (figure 4.27), que l’augmentation du rapport χ (pour kc =-0,5 et χ > 1) augmente la stabilité.

Il en va de même avec la diminution de ce même paramètre pour kc =0,5 et χ < 1.

Enfin, l’augmentation de σ tend à diminuer la stabilité et à réduire la zone de stabilité vers les rapports χ

très grands (ou très petits).

4.4.2 Choix de correction selon les cas de calcul

L’étude pour la correction AVANT a montré que le coefficient de correction devait être pris à : kc =0,5 si χ < 1

et à -0,5 si χ > 1. Cela s’est confirmé et généralisé dans les études de modification de condition limite (tableaux

4.3 avec χ = 100 et 4.4 avec χ =0,75). Cela signifie qu’il est préférable pour la stabilité d’appliquer la correction

dans le domaine ayant le plus petit nombre de Fourier de cycle ou encore le plus petit rapport
Dth

V
=

λ

CV
.

Deux phénomènes s’associent alors. D’une part, dans le domaine de plus petite diffusivité thermique, l’évolution

rapproche moins de la convergence et une correction trop importante aura des conséquences moindres et moins

propagées. La divergence entre les flux à l’interface des deux domaines devrait alors être moins grande. D’autre

part, plus la capacité thermique du domaine (le terme CV ) est grande, plus la correction de température liée à

la correction de flux ∆E par ∆T =
∆E

CV
sera faible et pourra être atténuée facilement par le cycle.

Le choix du domaine où est appliquée la correction est donc fortement influencé par la valeur de χ. Les

figures 4.26 et 4.27 montrent que plus ce rapport est différent de l’unité, meilleure est la stabilité.

Comme il l’a été signalé précédemment, la différence de taille des mailles fluides et solides prédomine souvent

dans le rapport χ. La figure 4.34 représente un cas type de couplage fluide / solide, le couplage d’une aube en

acier de diffusivité Dth = 0,39 ·10−5m2/s avec de l’air (diffusivité Dth = 2,22 ·10−5m2/s). Le maillage du fluide

est par exemple raffiné à δx = 10−5m dans la couche limite et la taille des mailles est de l’ordre de δx = 10−3m

dans le solide. Ainsi,

(

Dth

δx2

)

air

= 222000 et

(

Dth

δx2

)

acier

=3,9. S’en déduisent les rapports caractérisant le

couplage : χ = 5,7 · 104 et r = 7,8 · 10−4. Le fluide obtient donc généralement la condition de Dirichlet tandis

que le solide reçoit à la fois la condition de Fourier et la correction. Notons par ailleurs qu’un calcul à nombre

de CFL σ =0,9 et 100 itérations par cycle dans le domaine fluide conduit à un nombre de Fourier de cycle de

calcul de aC = 20.

Les résultats des analyses de robustesse ont donc une influence importante sur les choix méthodologiques,

présentés au chapitre suivant consacré à la réalisation pratique du couplage.
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condition limite convection

condition limite isotherme

+ correction

acier : 
δ x= 1e−3 m

=0,39e−5 m²/s

air : =2,22e−5 m²/s
δ x=1e−5mPSfrag replacements

Dth

Dth

Fig. 4.34 – Schéma type de couplage fluide / solide : raccord et répartition de correction



92 Chapitre 4 : Robustesse du couplage



93

Chapitre 5

Réalisation du couplage

Ce chapitre est consacré à l’implémentation de la méthode de couplage. Elle a été développée dans le solveur

open-source TYPHON et le but est l’implantation dans le solveur multiphysique de l’ONERA, CEDRE. Dans ce

chapitre, le cadre est donc celui du solveur CEDRE, où les solveurs Navier-Stokes, CHARME, et de conduction

ACACIA sont couplés.

L’implémentation du couplage demande la prise en compte des paramètres classiques de robustesse (traitée

au chapitre 4), de précision et de coût de calcul. Mais le caractère intrusif de la méthode dans les solveurs

couplés n’est également pas à négliger. En effet, les données d’entrée du couplage doivent être disponibles dans

les solveurs. Il est aussi préférable, voire essentiel quand les solveurs sont des logiciels commerciaux, de limiter

les intrusions dans le codage de ceux-ci.

5.1 Communications dans CEDRE

Dans CEDRE, le couplage prend la forme décrite sur la figure 5.1.

Un module indépendant, le “coupleur”, calcule des conditions aux limites de couplage à partir de données

issues des solveurs fluide et solide. Les conditions aux limites sont ensuite données à ces deux solveurs de façon

à ce qu’ils exécutent l’intégration du cycle suivant. Le cumul des flux d’interface (énergie E) par les solveurs

fluide et solide fait aussi partie de la stratégie de couplage, bien que ne pouvant être réalisé par le “coupleur”.

5.1.1 Données d’entrée du coupleur

Afin de calculer les conditions aux limites de couplage comme indiqué dans la section 3.2, les données d’entrée

du coupleur sont au minimum : les températures des cellules limitrophes des deux domaines fluide et solide,

leur conductivité et des données géométriques (distances cellule limitrophe / interface, vecteurs normaux aux

interfaces).

Pour le solveur fluide, la conductivité n’est pas un paramètre immédiatement disponible : elle demande d’être

recalculée (et dépend alors des modèles utilisés dans le code). Par ailleurs, les données de cellules limitrophes

sont d’un accès moins évident que celles des faces limites. Le choix est donc fait de prendre comme données

d’entrée :

– les températures d’interface pour les deux domaines fluide et solide (TI,f et TI,s) ;

– les flux (sortants) à l’interface pour les deux domaines (FI,f et FI,s) ;
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Fig. 5.1 – Couplage dans CEDRE

– les gradients de température à l’interface pour les deux domaines (
−→∇TI,f et

−→∇TI,s) ;

– des données géométriques : les distances cellule limitrophe - interface ( ~FI et ~SI, où F , S et I sont les

centres respectifs de la cellule limitrophe du domaine fluide, de celle du domaine solide et de la face

d’interface), les vecteurs normaux (sortants) aux interfaces ( ~nf et ~ns).

Le “coupleur” calcule alors, pour chaque face à l’interface, une température et un flux d’interface :

TI =

λf

df
Tf + λs

ds
Ts

λf

df
+ λs

ds

FI = −λI(~∇T )I · ~nI = −
λf

df

λs

ds

λf

df
+ λs

ds

(Ts − Tf )

où les conductivités équivalentes auront été recalculées par :























λf =

∣

∣

∣

∣

∣

FI,f
−→∇TI,f · ~nf

∣

∣

∣

∣

∣

λs =

∣

∣

∣

∣

∣

FI,s
−→∇TI,s · ~ns

∣

∣

∣

∣

∣

(5.1)

les températures par Tf = TI,f +
FI,fdf

λf
et Ts = TI,s +

FI,sds

λs
et où les distances sont : df =

~FI · ~FI

| ~FI · ~nf |
et

ds =
~SI · ~SI

| ~SI · ~ns|
.

En 1D, les formulations établies sont strictement équivalentes à celles proposées précédemment dans ce

mémoire. En 2D ou 3D, les choix de schémas de discrétisation spatiale peuvent être à l’origine de différences.

Les températures de cellules limitrophes notamment sont affectées. Par exemple, la température de la cellule

limitrophe du domaine fluide est alors donnée par :
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TI,f −−→∇T · ~FI = TI,f +
~Ff · ~FI

λf
6= TI,f +

~FI,f · ~nf

λf

~FI · ~FI

| ~FI · ~nf |
= Tf

La formulation utilisée permet en revanche d’écrire :

TI =

λf

df
TI,f + λs

ds
TI,s + FI,f + FI,s

λf

df
+ λs

ds

La température d’interface est alors dépendante d’une moyenne des températures fluide et solide et d’un bilan

de flux. Il est intéressant de noter qu’un choix méthodologique dans un cadre différent de celui de la méthode

des Volumes Finis aurait pu mener à la simple moyenne des températures d’interface. Le bilan de flux sup-

plémentaire traduit le souci d’une estimation permettant la conservation des flux. À l’équilibre, il est garanti

qu’indépendamment du schéma de discrétisation, FI,f = −FI,s = −F0 (pour TI,f = TI,s = T0) sera le flux

équilibré réellement imposé aux domaines.

5.1.2 Données de sortie du coupleur

En sortie du coupleur, des données servant de conditions aux limites pour le cycle suivant sont envoyées

aux solveurs fluide et solide. Le type de conditions aux limites imposé à chacun résulte des analyses de stabilité

effectuées dans le chapitre 4.

Il y a été vu que l’importance du rapport des temps caractéristiques de diffusion de la chaleur des domaines

couplés, χ, est cruciale. Un choix du coefficient de correction et du type de raccord en fonction de χ est donc

fait :

χ kc raccord

< 1 0,5 Dirichlet / Fourier

1 0 Dirichlet / Dirichlet

> 1 -0,5 Fourier / Dirichlet

Quand la correction est décentrée, le raccord est de type Dirichlet / Fourier avec application de la correction

dans le domaine de condition limite de couplage de Fourier.

Pour le couplage fluide/solide et pour des propriétés physiques usuelles, la correction et la condition de

Fourier reviennent au solide, celle de Dirichlet au fluide. C’est la raison pour laquelle le schéma 5.1 indique les

données de sortie suivantes pour le coupleur :

– des températures d’interface pour une condition de Dirichlet pour le fluide ;

– des coefficients et températures de convection pour une condition de Fourier (h =
FI

TI − Tf
et Tc = Tf ),

et un flux correctif, pour le solide.

Ce type de raccord est le même que pour le couplage stationnaire MSD / ABAQUS [30]. Il permet d’ailleurs

d’utiliser des conditions aux limites implémentées pour la plupart des codes : l’utilisation d’une condition de

convection pour un fluide pourrait en effet s’avérer problématique.

L’évaluation du rapport χ peut tout de même s’avérer nécessaire pour un couplage solide/solide. Elle est

problématique à plusieurs titres. χ peut tout d’abord être considéré comme le rapport des nombres de Fourier

de cycle, comme celui des
Dth

V
(où V est le volume de cellule), ou encore celui des Dth. Ce dernier cas ne prend

pas en compte les volumes de cellules dont on a vu l’influence sur la valeur de la correction de température. Par

ailleurs, χ peut être local et dépendre alors uniquement des quantités des cellules limitrophes conjuguées, ou



96 Chapitre 5 : Réalisation du couplage

bien être global et réprésenter le rapport de quantités (évaluées par moyenne ou valeur maximale) attribuées à

chaque domaine couplé.

Le cas de la valeur locale permet de mieux prendre en compte le rôle de la capacité thermique CV sur

la diminution de la correction de température, tandis que la valeur globale restitue mieux les valeurs de la

diffusivité dans tout le domaine. Cependant, alors que le maillage peut s’affiner fortement à l’approche des

interfaces et donc influer grandement sur les volumes, l’évolution de la diffusivité dans le domaine est rarement

suffisamment importante pour que la tendance s’inverse.

Si l’évaluation de χ repose sur le rapport des grandeurs
Dth

V
dans les cellules limitrophes, il n’est pas

impossible d’avoir sur une même interface des cellules pour lesquelles kc =-0,5 et d’autres pour lesquelles

kc =+0,5. Il n’est cependant généralement pas souhaitable d’avoir un traitement aussi inhomogène des faces.

Cela peut être amélioré en atténuant les transitions entre les cellules à χ < 1 et celles à χ > 1 par l’usage de

coefficients de corrections intermédiaires.

Le choix du type de raccord est quant à lui global pour une interface : on détermine une valeur moyenne de

χ (sur les cellules limitrophes). La correction s’effectuera alors en général du côté de la condition de convection.

5.2 Traitement des corrections conservatives

La méthodologie de couplage décrite dans ce mémoire a la particularité de mettre en place un système de

corrections conservatives. Les corrections de cellules limitrophes (telles que définies au paragraphe 3.3.3) ont

le désavantage de changer la température des cellules limitrophes, donc internes aux domaines. Dans le cas

de corrections réparties, ces changements ont même lieu tout au long du cycle ! La modification de conditions

aux limites (paragraphe 3.3.3) est moins intrusive. En revanche, elle n’offre la conservativité qu’à convergence

à l’état stationnaire (et demande aussi de cumuler les flux d’interface durant le calcul entier et non cycle par

cycle).

Afin de limiter l’intrusivité du couplage au sein des solveurs, il est intéressant d’appliquer la correction sous

forme de condition aux limites.

5.2.1 Correction sous forme de condition aux limites

Il est possible d’appliquer la correction de cellules limitrophes sous forme d’une condition de flux venant

s’ajouter à la condition de couplage. Ainsi, pour des solveurs comme CEDRE disposant de conditions aux limites

du type “température + flux” ou “condition de convection + flux” (de façon plus probable), il sera plus facile

d’implémenter la correction conservative de bilan de flux sous forme de condition aux limites.

La correction AVANT ne peut pas être réalisée de cette manière : la condition de flux correctif devrait être

appliquée uniquement le temps du couplage, avant même de calculer les quantités d’interface.

En revanche, la condition de flux peut être exprimée comme suit :

Fc =
∆E

τ · S
où ∆E est la quantité d’énergie corrective à appliquer au domaine, résultant de la répartition spatiale obtenue

avec kc. La solution la plus simple, τ = ∆t (durée du cycle), implique une répartition régulière de la correction

(figure 3.12) sur tout le cycle (à chaque itération de durée δt est appliquée la fraction
δt

∆t
de l’énergie corrective).
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Une répartition géométrique (figure 3.12) de raison κ de la correction peut être obtenue avec τ =
δt

κ(1 − κ)n−1
.

En effet, à chaque itération n, est appliquée la quantité κ∆En, sachant ∆En = (1 − κ)∆En−1. D’où un flux

appliqué F n
c =

κ(1 − κ)n−1∆E

Sδt
. Cette formulation permet alors d’effectuer la correction APRÈS avec κ = 1.

Cependant elle nécessite d’appliquer une condition aux limites de flux variable au cours du cycle et n’est utile

que si le cycle est calculé en plusieurs itérations.

Dans sa forme la moins intrusive et la plus simple, la correction peut donc être une correction de cellule

limitrophe répartie régulièrement, écrite sous la forme d’une condition “convection + flux” dans le domaine

solide, domaine préférentiel de correction pour des raisons de stabilité (figure 5.1). Le flux est alors donné par :

Fc =
∆E

S∆t
.

L’expression de la correction sous forme de condition de Neumann mène à plusieurs remarques :

– les corrections ont un aspect déstabilisant qui peut se caractériser par l’amplification des quantités cor-

rectives d’un cycle à l’autre. Ce problème est cohérent avec le rôle déstabilisant connu de la condition de

flux ;

– c’est encore généralement le domaine solide qui reçoit cette condition de flux, tout comme celle de convec-

tion, ce qui est en accord avec les études de stabilité réalisées pour les couplages stationnaires.

5.2.2 Cumul des flux d’interface

Il s’agit de la part la plus intrusive du couplage dans les solveurs. Ceux-ci doivent pouvoir intégrer, pour

chaque face constituant l’interface, le flux de chaleur sortant. Chaque solveur doit donc pouvoir fournir au

“coupleur” la donnée d’entrée :

E =

∫

cycle

∫

S

~F · d~Sdt

L’évaluation de E n’est pas évidente. Si le schéma utilisé est de type explicite, l’obtention de l’énergie

s’obtient par simple sommation des flux explicites à l’interface. S’il est de type implicite, E est l’intégrale des

flux implicites. L’obtention de ceux-ci n’est souvent pas immédiate dans les codes de calcul et peut exiger le

recours à une procédure de convergence locale. Les flux obtenus après plusieurs réalisations du cycle constituent

une bonne estimation des flux implicites. Il est aussi possible d’obtenir les flux implicites par un calcul dépendant

du schéma de discrétisation spatiale et prenant notamment en compte les jacobiennes. Selon le solveur, l’une ou

l’autre méthode peuvent convenir, la première étant coûteuse en temps de calcul. La structure de CEDRE et

celle de la méthode de couplage incitent plutôt à privilégier l’évaluation directe des flux implicites par utilisation

des jacobiennes.

5.3 Spécificités de CEDRE

La méthode de couplage présentée dans ce travail est implémentée dans CEDRE. Elle est présentée de

manière très générale. Certaines spécificités de CEDRE, dans le codage des conditions aux limites, les différents

schémas utilisés ou encore les lois de parois, peuvent introduire des limitations sur les qualités intrinsèques de

la méthode de couplage.
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5.3.1 Codage des conditions aux limites

Dans CEDRE, le codage des conditions aux limites est fait selon une méthode de relaxation [21]. Soit U le

vecteur d’états concerné par la condition aux limites, imposée à la cellule limite l, à la valeur Ue.

∂Ul

∂t
=

σl

τl

(

Ue − Ul

)

+
I − σl

τl

(

Ul,i − Ul

)

τl est un temps caractéristique de relaxation associé à l’élément de limite. σl est une matrice symétrique

diagonale par blocs de valeurs propres 0 ou 1. I est la matrice identité. Ul,i est l’état obtenu par extrapolation

à partir de l’état interne Ui voisin. Il apparait donc que c’est à l’état stationnaire seulement (quand
∂Ul

∂t
= 0)

que les conditions aux limites sont strictement appliquées. Dans ce cas, σl = I induit une condition de type

Dirichlet : Ul = Ue. Une condition de type Neumann : Ul = Ul,i est obtenue pour σl = 0.

Le but de l’implémentation d’une relaxation dans les conditions aux limites est de regrouper dans un même

formalisme d’équation différentielle les bilans internes et aux limites. Il n’y a alors pas d’ambiguïté pour la di-

crétisation spatiale qui peut être appelée par n’importe quelle méthode d’intégration en temps. Les contraintes

algébriques aux limites de type pression ou température imposée sont assouplies. Enfin, des modèles instation-

naires de conditions aux limites prenant la forme d’équations différentielles aux frontières peuvent être pris en

charge.

Les formules présentées au cours de ce mémoire pour les conditions aux limites de couplage ne sont donc

valables qu’asymptotiquement.

5.3.2 Schéma temporel

Le solveur CEDRE présente de nombreux schémas temporels d’intégration, notamment pour CHARME

[20]. Le schéma explicite (correspondant à ε = 0 dans l’équation 1.10) est en pratique peu utilisé, de même que

le Runge-Kutta à deux approximations. Le schéma de Crank-Nicholson (ε =0,5 dans l’équation 1.10), d’ordre

2, est particulièrement recommandé pour les applications instationnaires. Une variante à gradients figés, un

peu plus rapide et sans détérioration apparente des résultats, est disponible. Le schéma implicite (ε = 1 dans

l’équation 1.11), d’ordre 1, dit à 1 pas, recommandé pour sa grande robustesse en stationnaire, dispose de deux

variantes dites à 2 et 3 pas. Ces derniers sont plus adaptés aux calculs instationnaires. Ils sont plus précis mais

moins robustes.

ACACIA offre le choix entre les schémas explicite et implicite, avec une préférence pour le second.

La méthode de couplage proposée est de type explicite : la condition de couplage obtenue en début de cycle

est valable à cet instant et utilisée pendant tout le cycle. Ainsi, pendant ce cycle débuté à l’instant n, l’état Ui

calculé à l’instant n + k est fonction de la condition aux limites de couplage Ue comme suit :Ui
n+k = f(Ue

n).

La méthode de couplage est donc particulièrement adaptée au schéma explicite. L’état de la condition

aux limites de couplage donne alors instantanément une estimation très proche de la température et du flux de

chaleur à l’interface. Une approximation est en revanche faite dès que le schéma d’intégration n’est pas explicite.

5.3.3 Schémas de discrétisation spatiale

Plusieurs schémas de discrétisation spatiale sont proposés par CEDRE : des schémas ODF et ODQ [21],

variantes du schéma de Roe [77], le schéma de Van Leer [53] et des schémas de type bas Mach adaptés au

préconditionnement bas Mach [66].
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Deux types de calcul des gradients sont proposés dans CEDRE, par la méthode de Green ou par celle des

moindres carrés [21]. S’y ajoutent des procédures de limitation de gradients de maille et des limiteurs de pente.

Les cellules limites reçoivent des valeurs extrapolées des gradients des cellules internes.

Le calcul des conditions aux limites de couplage repose sur une évaluation des flux d’interface donnée par

l’équation 1.18. Cette dernière ne coïncide pas avec l’évaluation des gradients de cellule limite par extrapolation

des gradients de cellules internes calculés par méthode de Green ou des moindres carrés.

5.3.4 Lois de paroi

Les lois de parois [52] permettent de modéliser la sous-couche visqueuse et la couche logarithmique selon des

expressions analytiques. La solution est correcte quelle que soit la position de la première cellule du maillage à

l’intérieur de ce domaine. Ces lois permettent donc d’éviter la nécessité d’un raffinement important au voisinage

de la paroi. Les calculs avec loi de paroi sont couramment effectués avec une hauteur de première maille de

y+ = 30 1. En absence de loi de paroi, il doit se trouver vers y+ =1.

Les lois de parois du solveur de dynamique CHARME sont les suivantes :

– laminaire : les profils de vitesse et de température sont linéaires dans la couche pariétale. Ce modèle adapté

aux écoulements laminaires sous-estime les flux en écoulement turbulent ;

– Couette turbulent 1 : le paramètre principal est le nombre de Reynolds basé sur l’écart de vitesse entre

écoulement et paroi. Ce modèle est bien adapté si cet écart n’est pas trop faible (dans des couches limites

proches de l’équilibre par exemple). Les zones décollées verront donc des échanges thermiques sous-estimés ;

– Couette turbulent 2 : le paramètre principal est le nombre de Reynolds de la turbulence, soit le rapport

des viscosités turbulente et laminaire. Les écoulements à couches limites fortement décollées sont bien

calculés avec ce modèle.

Les résultats obtenus avec loi de paroi laminaire ou turbulente sont identiques à ceux obtenus sans loi de

paroi si le maillage est très fin. Sinon, la loi laminaire conduit à un résultat erroné pour une couche limite

turbulente.

Les lois de paroi présentent un intérêt manifeste quant à la taille des maillages utilisés et donc en termes de

coût de calcul. En revanche, les gradients de température de première maille et les flux de chaleurs à la paroi

peuvent ne plus correspondre. Cela peut introduire une approximation dans le calcul des conditions aux limites

de couplage par l’équation 5.1.

5.3.5 Conclusion

La correction conservative est alors nécessaire pour compenser les pertes de flux dues aux quatre limitations

recensées ici : l’expression des conditions aux limites selon une loi de relaxation, l’adéquation imparfaite de la

méthode de couplage avec les schémas temporels (non explicites) et spatiaux couramment utilisés et les lois de

paroi.

Il doit être aussi noté que la méthode de couplage présentée dans ce mémoire est détaillée dans le cadre

de l’utilisation de maillages coïncidents. L’extension à des maillages non coïncidents (figure 5.2) est bien sûr

possible. Les expressions des conditions de températures et flux de chaleur d’interface restent valables moyennant

l’utilisation de quantités (températures, gradients, distances) préalablement interpolées par le coupleur. Les

éventuelles erreurs d’interpolation sont elles aussi compensées par la correction conservative. La méthode de

1Les lois de parois sont valides pour y+ compris entre 30 et 60.
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maillage solide

maillage fluide

Fig. 5.2 – Exemple de maillages fluide et solide non coïncidents

interface physique

maillage fluide

maillage solide

Fig. 5.3 – Exemple de maillages fluide et solide non coplanaires

correction demande en revanche un travail d’interpolation plus délicat que le calcul des conditions aux limites

de couplage. En effet, le bilan d’énergie effectué à l’interface demande de faire un sous-découpage et d’évaluer

les surfaces en vis-à-vis avant de comparer les énergies thermiques traversant l’interface. L’évaluation de ces

surfaces communes peut être source d’erreurs dans le cas de maillages non coplanaires (figure 5.3).
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Deuxième partie

Validation
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Introduction

Dans cette deuxième partie, la vérification et la validation de la méthode de couplage instationnaire sont

présentées. Un chapitre bibliographique permet de définir précisément les termes utilisés et de recenser les points

essentiels du développement d’une expérience de validation.

Les aspects de vérification sont traités sur un cas de plaque plane infinie, épaissse, dans un écoulement

soudainement accéléré, dont la solution analytique est connue.

La validation est quant à elle effectuée sur un cas expérimental du projet ATRAN, significatif des configura-

tions d’un moteur d’avion. L’expérience modélise le refroidissement moteur par ventilation dédiée. La définition

du banc expérimental, mettant en jeu une plaque plane chauffée en face arrière et refroidie en face avant par

un jet en écoulement transverse, est présentée.

Les résultats expérimentaux obtenus en soufflerie par les moyens de mesure de LDV (Laser Doppler Velo-

cimetry) et PIV (Particle Image Velocimetry) pour l’écoulement et de thermographie infrarouge pour le solide

sont ensuite présentés. L’accent est mis sur les erreurs et incertitudes expérimentales, et le rôle de chacune des

mesures quant à la validation : l’obtention de conditions aux limites ou de champs pour la comparaison avec les

résultats numériques.

La présentation des simulations numériques réalisées avec CEDRE sur la configuration expérimentale est

enfin suivie de la comparaison des résultats numériques et expérimentaux, qui permet la validation de la mé-

thodologie de couplage.
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Chapitre 6

Vérification et validation

L’objectif de ce chapitre bibliographique est de mettre en avant la nécessité de la mise en place d’une

expérience de validation pour la méthodologie numérique présentée dans ce mémoire. Il est aussi de faire une

présentation générale de la démarche de vérification et validation et en particulier de la spécificité des expériences

de validation.

6.1 Validation du couplage : état de l’art

La validation du couplage thermique en stationnaire utilise souvent le cas très documenté de l’aube NASA-

C3X [44]. C’est vrai notamment du couplage de MSD avec ABAQUS [30], de ceux de Montenay [59], de Kao et

Liou [50] ou encore de Bohn et al [11] [10] [9] qui ont également utilisé une expérience similaire sur une aube

Mark II. D’autres expériences effectuées à la NASA [89] [80] [84] [27] [26] ont servi à la validation du couplage

de Sondak et al [83] [82], destiné à estimer les conséquences d’une distribution de température non uniforme

sur la performance d’une turbine. Bien que le couplage soit instationnaire, les données des cas de validation ne

portent que sur le fluide et sont stationnaires.

Ce cas pointe un problème important pour les validations expérimentales. Comme le montrent Oberkampf et

Trucano [63], l’usage de publications pour la validation est souvent délicate. Elles doivent alors être suffisamment

documentées pour que ne manque aucune des données nécessaires à la validation. C’est pourquoi les développeurs

de couplage ont parfois réalisé leur propre base de données expérimentales de validation. Le couplage effectué

par EMBRAER [64] a ainsi été validé sur des résultats d’une campagne d’essais en vol. Wang et al [88] ont

utilisé une expérience sur des joints très adaptée à leurs besoins de représentation instationnaire de l’érosion

des joints dans les navettes spatiales.

Pour les couplages instationnaires, très peu de bases de données expérimentales sont disponibles. Rahaim et

al [74] ont ainsi développé leur propre cas de validation sur des cônes en écoulement hypersonique. Il s’agit du

seul ensemble de données expérimentales trouvé pour la validation du couplage instationnaire.

6.2 Définitions

La validation des codes de calcul sous la forme d’une simple comparaison qualitative sur un graphe de

données expérimentales et numériques est assez courante mais insuffisante. Se développe une véritable science
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Fig. 6.1 – Définitions de la vérification et de la validation

de la validation. Dans ce cadre, la terminologie est essentielle, et notamment la distinction des termes validation

et vérification. Oberkampf et Trucano [63] ont recensé plusieurs définitions pour la validation et la vérification,

dont la plus générale est celle de l’IEEE et la plus facile à appliquer pour les problèmes de CFD celle de

l’AIAA. Selon l’AIAA, “la vérification est la procédure visant à déterminer que l’implémentation d’un modèle

représente précisément la description conceptuelle qu’a le développeur du modèle et de sa solution. La validation

est la procédure visant à déterminer le degré auquel un modèle est une représentation précise de la réalité (dans

la limite de l’usage prévu du modèle)”. Ce sont deux définitions qui correspondent bien au schéma 6.1 issu

de la définition de la Society for Computer Simulation. La vérification s’attache à l’affirmation de la validité

mathématique, c’est-à-dire la bonne adéquation de la modélisation mathématique (mathématiques continues

sous forme d’équations aux dérivées partielles) et de la modélisation numérique (mathématiques discrètes) d’un

phénomène. La validation vise à démontrer la validité physique en s’assurant du bon accord de la simulation

numérique avec des données expérimentales (considérées comme la meilleure représentation de la réalité). Il est

à noter que la validation comme la vérification sur quelques cas ne peuvent rigoureusement être étendues pour

tous les cas.

Peut être ajoutée la définition de ce qui est le but de la réalisation des codes de calcul, la prédiction :

l’utilisation d’un modèle numérique pour prédire l’état d’un système physique sous des conditions pour lesquelles

le modèle n’a pas été validé. Oberkampf et Trucano [63] incitent à une confiance dans les simulations numériques

plus mesurée que pour les théories scientifiques traditionnelles car elles dépendent de la même logique à laquelle

s’ajoutent de nombreux problèmes théoriques (algorithmes de discrétisation, qualités de maillage) ou pratiques

(dépendance du matériel informatique, confiance dans les codes sources, les qualités d’analyse).

Enfin, puisque la validation ne consiste pas simplement à comparer des données numériques et expérimen-
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tales, mais aussi à évaluer des incertitudes et erreurs expérimentales et numériques, les définitions données par

l’AIAA de ces termes sont également données. L’erreur est le défaut reconnaissable dans n’importe quelle phase

de la modélisation et de la simulation et qui n’est pas dû à un manque de connaissance. Une erreur non reconnue

est un bug, une faute, une erreur sur un paramètre d’entrée... Une erreur reconnue est la divergence par rapport

à la solution de référence (erreur d’arrondi, de discrétisation, d’approximation de modèle). L’incertitude, selon

une première définition statistique, est une estimation de la différence entre une valeur observée et la réalité.

Elle peut aussi être définie comme la somme d’une quantité aléatoire, possiblement décrite par une densité

de probabilités, caractérisant un non déterminisme (des variations aléatoires associées au système physique),

et d’une quantité réductible, due au manque de connaissances sur l’environnement (l’absence de mesure d’une

donnée par exemple).

6.3 Vérification

La vérification a pour but l’identification, la quantification et la réduction d’erreurs dans le modèle numérique

et sa solution. Elle se scinde en vérification de code (détection des erreurs de programmation) et vérification de

solution (quantification des erreurs dues à l’insuffisance de discrétisation spatiale ou temporelle, à la convergence

insuffisante d’une procédure itérative ou aux arrondis).

La première s’effectue par des analyses statique et dynamique. L’analyse statique repose sur des informations

a priori, obtenues sans exécution du code : la détermination de la consistance, de la stabilité et de l’ordre de

précision de la discrétisation, ainsi que la vérification de la bonne implémentation du code par des méthodes

formelles et la détection des problèmes de compilation. L’analyse dynamique rassemble des informations a

posteriori : des tests de non régression, ou autres tests “glass-box” (essais par le développeur de points très

précis) ou “black-box” (essais par l’utilisateur de fonctionnalités précises).

La vérification de solution consiste à évaluer les erreurs numériques et s’assurer que l’erreur de discrétisation

tend vers 0 quand le maillage spatial et temporel est raffiné, à l’aide de comparaisons entre les simulations

numériques et :

– des solutions analytiques exactes (souvent des séries, des intégrales complexes ou des développements

asymptotiques de précision plus facile à quantifier que la solution numérique) ;

– des solutions semi-analytiques ;

– des cas de référence représentatifs de la complexité de l’application. Oberkampf et Trucano considèrent

cependant les cas de référence et la proximité de la complexité des configurations souhaitées comme souvent

contradictoires.

Les cas tests doivent être adaptés aux besoins spécifiques : le couplage dans le cadre de cette thèse. Une

solution de référence ne peut être prise en compte que si elle a été vérifiée consciencieusement. Les solutions

analytiques ne peuvent être obtenues que sur des cas extrêmement simples. La MMS (Method of Manufactured

Solutions) permet de traiter des cas plus complexes : une forme spécifique de fonction est supposée solution

de l’équation aux dérivées partielles, y est intégrée par calcul de toutes les dérivées. Cela revient à ajouter un

terme source à l’équation d’origine qui devient le problème dont on a supposé la solution. Une fois le terme

source programmé, les tests peuvent être effectués.

Une méthode inspirée de celle de Richardson (présentée par Oberkampf et Trucano [63]) permet également

d’obtenir des informations en terme de précision sur des cas dont la solution analytique n’est pas connue,
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sous réserve de la régularité de la solution U 1. Trois simulations avec des tailles de maille δx1 =
δx2

rcv

=
δx3

r2
cv

(rcv >1,1), telles que la région asymptotique de discrétisation (où la convergence est monotone) est atteinte,

permettent alors d’estimer la solution exacte Uex et l’erreur de discrétisation par rapport cette solution exacte.

Pour cela, dans un premier temps, l’ordre de convergence de la solution est obtenu par :

pcv =

ln

(

U3 − U2

U2 − U1

)

ln(rcv)
(6.1)

Des deux maillages les plus fins (1 et 2) est alors tirée une estimation de la solution asymptotique à discré-

tisation spatiale nulle :

Uδx→0 ' U1 +
rcv

pcv(U2 − U1)

rcv
pcv − 1

(6.2)

Il s’agit d’une estimation au (pcv + 1)ème ordre. L’erreur effectuée en utilisant le maillage de référence est

également estimée par :

εcv =
ε

rcv
pcv − 1

, où ε =

∣

∣

∣

∣

U2 − U1

U1

∣

∣

∣

∣

(6.3)

Enfin, l’indice de convergence en maillage (GCI : Grid Convergence Index ), utile pour la vérification de la

convergence, est :

GCI12 =
Fsε

rcv
pcv − 1

(6.4)

Fs =1,25 est un facteur de sécurité. Il est à vérifier que GCI23 = rcv
pcvGCI12 pour s’assurer que la zone

asymptotique de convergence est atteinte pour les simulations sur les trois maillages.

6.4 Validation

La validation vise d’une part à identifier et quantifier l’erreur et l’incertitude dans les modèles conceptuel,

numérique et expérimental, et d’autre part à comparer les résultats numérique et expérimental.

6.4.1 Spécificité des expériences de validation

Oberkampf et Trucano définissent les expériences de validation comme un type expérimental à part entière.

Ils distinguent en effet les expériences :

– de découverte physique : pour améliorer la compréhension fondamentale d’un phénomène physique ;

– pour construire ou améliorer des modèles mathématiques (d’écoulements assez bien connus par exemple) ;

– pour déterminer ou améliorer la confiance, la performance ou la sûreté d’un système ;

– de validation : pour déterminer la validité ou la précision prédictive d’un modèle numérique ou d’un outil

de simulation.

Les expériences de validation demandent alors un soin particulier sur les quelques points suivants :

1http://www.grc.nasa.gov/WWW/wind/valid/tutorial/spatconv.html

http://www.grc.nasa.gov/WWW/wind/valid/tutorial/spatconv.html
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6.4.1.1 Recommandation 1

La réalisation de l’expérience de validation doit être conjointe par les expérimentateurs, les développeurs

(modèle et code) et les utilisateurs, avec une compréhension complète des aspects difficiles de chaque approche.

Dans le cadre de ce projet, les équipes de développement et d’expérimentation, dont les frontières n’étaient

pas aussi rigides, ont en effet beaucoup collaboré notamment afin de définir les types de conditions aux limites

instationnaires à réaliser expérimentalement et à implémenter dans le code, ainsi que pour évaluer des temps

d’expérience, ou encore l’impact de certaines incertitudes expérimentales sur la comparaison avec les simulations.

6.4.1.2 Recommandation 2

L’expérience est faite pour capturer la physique essentielle et inclure toutes les données physiques du modèle

et les conditions initiales et aux limites utiles pour le code.

Les expérimentateurs doivent comprendre les hypothèses des modèles pour que l’expérience soit convenable

(même si les hypothèses peuvent être difficiles à réaliser : l’obtention d’un écoulement réellement 2D par exemple

est délicate). Les données critiques sont mesurées et surveillées par divers moyens de mesures (par exemple, la

vitesse en entrée de soufflerie à l’aide de la LDV et d’une sonde de Pitot).

Les numériciens doivent comprendre les difficultés expérimentales, assurer que tous les phénomènes physiques

intéressants sont simulés et définir des conditions aux limites réalisables (non uniformes et instationnaires ici).

Oberkampf et Trucano [63] ont listé un ensemble de mesures essentielles et pourtant manquantes dans de

nombreuses publications : la mesure précise des dimensions effectives, l’état de surface, la localisation de la

transition de couche limite, les mesures de turbulence d’écoulement libre, l’emplacement précis des points de

mesure, la pression sur la section de sortie du domaine calculé. Il est intéressant de noter, par exemple, qu’une

condition aux limites (en face arrière du cône) est manquante dans la publication sur l’expérience de validation

de Rahaim et al [74].

6.4.1.3 Recommandation 3

Une expérience de validation doit insister sur la synergie inhérente des approches numérique et expérimentale,

l’intérêt d’une approche pouvant compenser les faiblesses de l’autre. Dans le cadre de cette thèse, des simulations

de dimensionnement ont ainsi permis de choisir les dimensions, vitesses et températures des expériences.

6.4.1.4 Recommandation 4

La définition de l’expérience doit se faire par coopération avec les numériciens mais l’indépendance entre les

résultats numériques et expérimentaux doit être maintenue. Les évaluations d’erreur et d’incertitude doivent en

particulier être faites avant la comparaison. L’indépendance des résultats doit éviter les questions dangereuses

comme “pourquoi raffiner puisque les résultats expérimentaux et numériques coïncident ? ”. Cette indépendance

peut être assouplie pour les codes universitaires. Ici, l’obtention des résultats expérimentaux et numériques aura

été faite par les mêmes personnes. Cependant, ils ont été obtenus et affinés sans interaction.

6.4.1.5 Recommandation 5

Une hiérarchie des mesures par ordre croissant de la difficulté numérique et de la spécificité doit être établie

(des variables intégrées vers les mesures locales par exemple), en relation avec le niveau de crédibilité dans
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l’activité de validation.

6.4.1.6 Recommandation 6

L’expérience est faite pour analyser et estimer les composantes de la précision et de l’erreur systématique

expérimentales.

Réaliser l’expérience dans plusieurs installations (ici plusieurs souffleries), ou bien par plusieurs expérimen-

tateurs, avec différentes techniques, peut permettre de s’assurer de l’élimination d’erreurs systématiques. Cela

n’a pas été possible car la contrainte de temps et de matériel est très forte.

6.4.2 Définition des expériences de validation

L’approche recommandée par Oberkampf et Trucano [63] pour la définition des expériences de validation

est l’approche par blocs, qui est plus particulièrement adaptée aux problèmes industriels. Le système complet

(la machine pour laquelle un outil de simulation numérique est demandé et sur laquelle une expérience de

validation ne peut pas toujours être directement menée du fait de la simultanéité de tous les effets physiques

et géométriques) est divisé en sous-systèmes. Ceux-ci réduisent le degré de couplage des phénomènes physiques

par une première décomposition en problèmes simplifiés ou en composants dont la physique est moins complexe

(la géométrie restant d’origine). La subdivision suivante, celle des cas tests de référence, simplifie la géométrie :

les composants sont spécialement fabriqués, avec des propriétés et des matériaux arrangeants. Deux ou trois

phénomènes physiques sont couplés au maximum. Des relevés d’incertitude expérimentale peuvent être réalisés à

partir de ces cas. La dernière étape est celle des problèmes unitaires, souvent très différents du sous-système dont

ils sont originaires. Le matériel, de grande précision, de géométrie très simple et très instrumenté, est fabriqué

spécialement et n’autorise qu’un élément de physique à la fois. Le but est d’obtenir des données expérimentales

précises et des données d’incertitude complètes.

Une fois effectuée la hiérarchisation des expérimentations selon la structure de blocs (qui n’est pas unique),

celles qui sont réalisables et susceptibles de donner des résultats de validation de qualité doivent être choisies.

La structure choisie pour la validation du couplage thermique instationnaire sur une configuration de nacelle

de moteur d’avion est présentée sur la figure 6.2. Elle résulte de la collaboration de l’ONERA avec AIRBUS et

SNECMA. Seules les expériences dont la réalisation est effective ou prévue sont présentées comme problèmes

unitaires. L’effet des déformations est négligé ainsi que le rayonnement autant que possible car la validation

doit concerner essentiellement le couplage par conduction thermique entre le fluide et le solide.

6.5 Validation et précision

6.5.1 Erreur et incertitude

Soit U une grandeur à la fois calculée et mesurée. L’erreur totale est ∆ = Unature −Udiscret, où Unature et

Udiscret sont respectivement les valeurs vraie et calculée. Oberkampf et Trucano [63] la décomposent en :

∆ = ε1 + ε2 + ε3 + ε4

où :





112 Chapitre 6 : Vérification et validation

– ε1 = Unature − Uexp regroupe les erreurs et incertitudes expérimentales. Unature (dans la répétabilité)

comme sa mesure expérimentale (dans les incertitudes), Uexp, sont des variables aléatoires. Mais l’erreur

systématique représente souvent la plus grande part. Celle-ci peut être estimée par plusieurs réalisations de

la même expérience dans différentes installations, par différents expérimentateurs, mais aussi en utilisant

les symétries de l’installation et la comparaison des données expérimentales adéquates dans la soufflerie

et sur le modèle réel. Les erreurs dues à la répétabilité peuvent être évaluées par répétition des tirs

expérimentaux dans des ordres différents, différents jours ou encore après démontage et remontage de la

maquette ;

– ε2 = Uexp − Uex est l’erreur de modélisation. Elle contient, dans la solution exacte de l’équation aux

dérivées partielles Uex, des erreurs reconnues (hypothèses de continuité du fluide, d’incompressibilité,

d’écoulement à nombre de Prandtl constant ou encore de modélisation de la turbulence), ou non recon-

nues. Pour ces dernières, des modèles alternatifs peuvent être utilisés et classés par ordre de précision

de reproduction du phénomène. ε2 inclut aussi des incertitudes sur la rugosité de surface ou tout autre

paramètre non mesuré et nécessaire à l’obtention de Uex ;

– ε3 = Uex −Udiscret,0 est l’erreur introduite par la solution exacte des équations discrètes (avec les pas de

discrétisation spatiale et temporelle tendant vers 0). Elle est nulle si le schéma est fortement consistant et

stable ;

– ε4 = Udiscret,0 − Udiscret est l’erreur de discrétisation, au mieux de l’ordre de la précision machine et

estimée par des expériences numériques.

Même si souvent l’erreur totale ∆ peut s’avérer grande, elle peut aussi être nulle par compensation des

termes. D’où l’intérêt des activités de validation pour estimer ε1 et ε2 et de vérification pour quantifier ε3 et

ε4. Ces estimations permettent d’éviter les deux types d’erreur définis par la théorie des essais d’hypothèses

(méthode visant à choisir entre deux modèles concurrents en utilisant la théorie des probabilités pour minimiser

le risque d’une décision incorrecte). Le premier est le risque du développeur, qui est celui du rejet de la validité

d’un modèle pourtant valide à cause d’erreurs numériques ou expérimentales. Le deuxième, le plus dangereux,

est celui de l’utilisateur et consiste en l’acceptation d’un modèle pourtant non valide, à cause de compensations

d’erreurs. Par ailleurs, pour des écoulements complexes, des paramètres caractérisant Uex sont parfois ajustés

afin d’annuler ∆. Cette calibration ne peut alors être admise que si ε3 et ε4 sont petits.

Seules des conclusions faibles quant à la validation peuvent être tirées si les estimations d’erreur numérique

ou expérimentale sont grandes. Mais, selon Oberkampf et Trucano [63], aucune conclusion ne peut être tirée si

l’erreur due à la convergence en maillage n’est pas estimée, tout comme si une seule mesure expérimentale est

effectuée.

Un élément d’incertitude commun à ε2 et ε3 est l’incertitude paramétrique stochastique, due aux paramètres

mal connus, mesurés ou contrôlés et pourtant nécessaires comme paramètres d’entrée de la simulation. L’ap-

proche standard consiste à estimer par un moyen ou un autre une valeur unique du paramètre et calculer la

solution avec cette valeur. Cette méthode est adéquate si l’expérience suggère que la gamme de variation du

paramètre est peu étendue et que la simulation est peu sensible au paramètre. Si ce n’est pas le cas, l’incertitude

du paramètre doit être incorporée directement dans l’analyse numérique comme suit.

1. caractérisation de la source d’incertitude : l’incertitude sur le paramètre est caractérisée par une distribu-

tion de probabilité, supposée ou estimée expérimentalement si suffisamment de données sont disponibles ;

2. simulation d’ensemble : sélection, selon une procédure d’échantillonnage statistique (Monte-Carlo, Latin
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Hypercube ...), d’un ensemble de valeurs dans la distribution. Un ensemble de simulations est réalisé avec

chacune des valeurs sélectionnées ;

3. quantification d’incertitude sur les résultats : une distribution de probabilités est estimée pour les variables

de sortie.

L’ensemble de la procédure et en particulier l’ensemble des simulations est nécessaire car la moyenne des résultats

est bien sûr généralement différente du résultat obtenu à partir d’une valeur moyenne du paramètre d’entrée.

6.5.2 Incertitudes expérimentales

L’exploitation de mesures résulte de moyennes sur un échantillon. Sa taille finie induit une incertitude sur

les moyennes et écart-types. La définition de ces grandeurs statistiques repose en effet théoriquement sur un

échantillon de taille infinie. L’incertitude est alors calculée moyennant l’utilisation de la loi des grands nombres

et de la théorie de l’estimation, éventuellement adaptées si l’échantillon ne peut pas être considéré comme un

ensemble de variables aléatoires indépendantes. Soit une variable aléatoire X , de moyenne X et d’écart-type σ.

Dans l’hypothèse d’un rapport signal sur bruit infini, avec un échantillon de mesures (Xi, i ∈ [1, n]) visant à

reconstituer X , si X suit une loi normale, selon la loi des grands nombres, la moyenne Xn =
1

n

n
∑

i=1

Xi est aussi

une loi normale d’écart-type
σ√
n

. Donc [6] :

P = prob(|Xn − X | ≤ ε) =

√

2

π

∫

ε
√

n

σ

0

e

−x2

2 dx

A(P) =
ε
√

n

σ
s’en déduit. Par exemple :

P 0,999 0,99 0,95 0,90 0,85

A(P) 3,2905 2,5758 1,9600 1,6449 1,4395

Les incertitudes de mesure sur la moyenne et la variance découlent alors :

∆U

U
=

A(P)√
n

·
√

U ′2

U
(6.5)

∆U ′2

U ′2
=

√
2A(P)√

n
(6.6)

Dans le cas d’un échantillon de mesures corrélées, ce qui est le cas quand la plus basse fréquence du phénomène

est inférieure à la cadence d’acquisition :

n =
N · fp

fa

où N est le nombre total de mesures, fp est la plus basse fréquence de l’écoulement et fa la cadence de

l’acquisition.

Ces expressions sont utilisées pour évaluer l’incertitude statistique, à une probabilité de 99% sur les me-

sures de vitesse par PIV et LDV, ainsi que celles de température par thermographie infrarouge. Les autres

données mesurées intervenant directement dans la simulation ou la comparaison expérience / simulation sont

des températures mesurées par thermocouples.
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6.5.3 Métrique de validation

L’évaluation du degré de satisfaction lors d’une validation passe par la mise en place d’une métrique de

validation. Celle-ci doit comprendre une estimation de l’erreur numérique en tant qu’erreur de biais et non en

tant que distribution aléatoire, une estimation de l’erreur expérimentale (aléatoire et de biais), refléter toutes

les incertitudes et erreurs dues à la modélisation et au processus de simulation. Elle doit également inclure

l’incertitude paramétrique stochastique et révéler le niveau de confiance dans les mesures expérimentales (et

donc faire intervenir le nombre de répétitions de l’expérience).

La métrique V suivante est alors proposée par Oberkampf et Trucano [63] :

V = 1 − 1

L

∫ L

0

tanh

(∣

∣

∣

∣

y(x) − Y (x)

Y (x)

∣

∣

∣

∣

+

∫ +∞

−∞

σ(x)√
N

∣

∣

∣

∣

z

Y (x)

∣

∣

∣

∣

f(z)dz

)

dx (6.7)

où :

– N est le nombre de mesures par point expérimental xi ;

– y est le résultat numérique ;

– Y (xi) =
1

N

N
∑

n=1

Yn(xi) avec Yn les résultats expérimentaux ;

– L est la longueur géométrique sur laquelle sont faites les mesures. Une extension immédiate de la métrique

proposée pour des mesures selon une ligne à des mesures sur une surface est obtenue par une moyenne

surfacique ;

– σ(x) est la déviation standard d’échantillonnage qui caractérise l’incertitude expérimentale : σ2(xi) =

1

N − 1

N
∑

n=1

(

Yn(xi) − Yn(xi)
)2

;

– f(z) est la fonction de densité de probabilité : f(z, ν) =
Γ( ν+1

2 )√
νπΓ( ν

2 )

(

1 +
z2

ν

)−
ν+1

2

où ν est le nombre de

degrés de liberté (N − 1) et Γ(α) =

∫

∞

0

ξα−1e−ξdξ.

La fonction métrique n’est pas unique (le choix de la fonction tanh notamment est arbitraire). V normalise

la différence entre les résultats expérimentaux et numériques. Elle est égale à 1 si aucune différence n’existe

entre les résultats expérimentaux et numériques et qu’il n’y a pas d’erreur expérimentale. Au contraire, elle

tend vers 0 si les erreurs relatives sont importantes. Une métrique définie du point de vue “essai d’hypothèse”

serait : si pour tout i,
y(xi) − Y (xi)

Y (xi)
< ε, le modèle est valide, sinon il est rejeté. La métrique V est quant à elle

une véritable mesure de l’accord des résultats expérimentaux et numériques. Elle intègre la variance estimée

et le nombre de mesures N . Si N est grand, l’intégrale interne tend vers 0 et la fonction de probabilité tend

vers une gaussienne. Dans l’exemple donné de métrique, doivent être ajoutées de la même façon que pour les

incertitudes expérimentales les incertitudes paramétriques stochastiques et les erreurs de discrétisation. Par

ailleurs, la définition d’une métrique en instationnaire reste à faire. Une extension possible sur une durée de

mesure T est :

V = 1 − 1

T

∫ T

0

[

1

L

∫ L

0

tanh

(∣

∣

∣

∣

y(x) − Y (x)

Y (x)

∣

∣

∣

∣

+

∫ +∞

−∞

σ(x)√
N

∣

∣

∣

∣

z

Y (x)

∣

∣

∣

∣

f(z)dz

)

dx

]

dt
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6.6 Conclusion

La méthodologie de couplage exposée dans ce mémoire sera par la suite vérifiée et validée selon la démarche

exposée dans ce chapitre.

La vérification sera effectuée sur un cas dont la solution analytique est connue. La validation nécessite la

réalisation d’une expérience propre aux applications visées dans un premier lieu, les phénomènes aérothermiques

au sein des moteurs d’avion. L’expérience sera décrite en détails, avec un soin tout particulier pour l’évaluation

des erreurs et incertitudes.
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Chapitre 7

Cas de vérification

Le but de ce chapitre est d’évaluer le bon accord de la méthode de couplage avec le modèle mathématique

du phénomène couplé aérothermique fluide / solide. L’intérêt de la méthode est aussi évalué en comparant les

résultats obtenus par celle-ci, avec ou sans corrections conservatives, avec ceux donnés par une méthode de type

stationnaire où les conditions aux limites de couplage ne sont pas calculées mais échangées (le fluide reçoit la

température du solide, ce dernier le flux de chaleur du fluide).

Le cas de vérification choisi est la comparaison avec les résultats analytiques, présentés au paragraphe 1.3.2,

de Pozzi et Tognaccini [71] d’une plaque plane épaisse accélérée de façon impulsive jusqu’à une vitesse constante

et en régime laminaire. Il s’agit d’un cas 1D. Les données principales du cas de calcul seront brièvement rappelées

avant de décrire la reproduction du cas pour la simulation numérique et de comparer les résultats obtenus par

les deux approches.

7.1 Cas de calcul analytique

Les conditions de calcul utilisées par Pozzi et Tognaccini sont : le nombre de Mach M = 3, le nombre de

Prandtl Pr =0,72, le rapport des chaleurs spécifiques γ =1,4, le paramètre de couplage statique p =
e
√

Reλ∞

Lλs
=

1, le paramètre de couplage dynamique tfs =
Dths

e
∥

∥

∥

~V∞

∥

∥

∥

= 1 et la température relative (à la température fluide)

en face arrière de la plaque θe =
Te − T∞

T∞

= 2. e est l’épaisseur de la plaque, L une longueur caractéristique de

l’écoulement, prise égale à e par les auteurs, et les valeurs pour le fluide et le solide sont indexées respectivement

par ∞ et s. Par ailleurs, les données analytiques sont obtenues, en régime compressible, avec une variation

linéaire en fonction de la température de la conductivité thermique et de la viscosité du fluide (afin de pouvoir

utiliser la transformation de Stewartson-Dorodnitsin).

7.2 Description des simulations numériques

Pour la vérification, le cas précédemment exposé est également simulé. Les conditions pour les simulations

sont déduites des données du cas analytique. Elles n’ont pas de réelle signification physique, mais permettent

d’effectuer des comparaisons avec la solution analytique sur un cas où les températures évoluent rapidement.
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7.2.1 Obtention des données

Les simulations numériques sont alors effectuées avec les conditions suivantes :

1. pour le fluide :

– l’écoulement est laminaire,

– le nombre de Mach M = 3 et le nombre de Prandtl Pr =0,72,

– les valeurs statiques : T∞ = 300K, P∞ = 101325Pa,

– ou encore les valeurs d’arrêt isentropique :

Ti∞ = T∞(1 +
γ − 1

2
M2) = 840K

Pi∞ = P∞

(

1 +
γ − 1

2
M2

)
γ

γ−1

= 3 721 943Pa,

– une viscosité de loi linéaire en fonction de la température : µ(T ) = µ∞

T

T∞

, où la viscosité µ∞ à la

température T∞ suit la loi de Sutherland (avec µ0 = 1,68 · 10−5SI , T0 = 273K, S = 110,5K) :

µ∞ = µ0

(

T∞

T0

)3/2
T0 + S

T∞ + S
= 1,808 · 10−5SI.

2. pour le solide :

– l’épaisseur de la plaque e = 0,05m,

– la température de face arrière Te = θeT∞ + T∞ = 900K,

– λs = λ∞

√

√

√

√

b
∥

∥

∥

~V∞

∥

∥

∥

ν∞
et Dths = e

∥

∥

∥

~V∞

∥

∥

∥.

Or
∥

∥

∥

~V∞

∥

∥

∥ = M∞

√
γrT∞ = 1041,57m/s ; ν∞ = µ∞

rT∞

P∞

= 1,536·10−5m2/s ; Dth∞ =
ν∞
Pr

= 2,13· 10−5m2/s ;

λ∞ = Dth∞

γr

γ − 1

P∞

rT∞

= 0,02518W/m/K.

Soit finalement : λs = 46,363W/m/K, Dths = 52,0785m2/s, (ρc)s = 0,8902J/m3/K.

7.2.2 Conditions initiales

A t < 0, l’air est à vitesse nulle, température T∞ et pression P∞. Le solide est à la température T∞.

A t = 0s, l’écoulement passe brusquement au régime M = 3, avec conditions de température et pression

statiques inchangées. Sauf en face arrière, le matériau conserve sa température.

Les conditions initiales sont donc prises à : M , Pi∞, Ti∞ pour l’air, et à T∞ pour le solide.

7.2.3 Conditions aux limites

Afin de simuler l’aspect infini du problème, des conditions de périodicité (équivalentes dans ce cas à des

conditions d’extrapolation) sont imposées en entrée et sortie (IN et OUT : figure 7.1) de l’écoulement d’air,

ainsi que sur les côtés du solide (SIDE), et une condition d’extrapolation à l’“infini” (UP). Une condition

isotherme à Te = 900K est imposée sur la face non mouillée du solide (DOWN).
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Fig. 7.1 – Maillage fin pour la simulation de la plaque plane épaisse accélérée brutalement dans un écoulement

laminaire

7.2.4 Considérations temporelles

Le phénomène instationnaire est calculé sur une durée sans dimension : tfsτ =0,5, où τ =
t
∥

∥

∥

~V∞

∥

∥

∥

L
. Alors les

simulations sont réalisées pour t = 0 à 2,4·10−5s.

7.2.5 Maillage

Le maillage utilisé pour la simulation est représenté sur la figure 7.1. Il s’agit d’un maillage solide et d’un

maillage fluide coïncidents. Le maillage solide est régulier et composé de cellules d’épaisseur (verticale) δys.

La taille des mailles du maillage fluide subit une évolution géométrique de raison 1,05 à partir de la paroi,

la première maille ayant une hauteur de δyf . Deux maillages sont utilisés : le premier avec δys = 10−2m et

δyf = 10−6m, le second raffiné à δys = 10−3m et δyf = 1,7 ·10−8m. Il est à noter que, pour ces tailles de maille,

surtout dans le cas du deuxième maillage, l’influence de la diffusion visqueuse sur la stabilité du calcul devient

importante.

7.2.6 Modèles numériques

Les simulations utilisant la méthode instationnaire de couplage étudiée dans cette thèse sont effectuées à

l’aide de TYPHON. Celles réalisées avec la méthode de type stationnaire le sont avec CEDRE, où la méthode

instationnaire complète n’est pas encore disponible.
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7.2.6.1 Simulations avec TYPHON

L’intégration fluide est explicite, avec un nombre de CFL de 0,6. Le schéma d’intégration est de type HLLC

[7]. L’intégration solide est également explicite, avec un nombre de Fourier de 0,4.

Le couplage est de type Fourier / Dirichlet, comme recommandé suite aux analyses de robustesse : le fluide

reçoit la condition de type isotherme, le solide celle de type convection. Le système de corrections conservatives,

quand il est utilisé, s’effectue dans le solide, avec correction conservative APRÈS (paragraphe 3.3.3).

7.2.6.2 Simulations avec CEDRE

L’intégration est implicite (type Backward Euler), avec une méthode de résolution de type GMRES. La

discrétisation spatiale [21] utilise le schéma ODFI, proche de celui de Roe, et la méthode de Green côté fluide

et celle des moindres carrés côté solide. Des limiteurs de pente de type Van Leer sont utilisés. Les conditions

aux limites sont relaxées avec un temps de relaxation de 0,1s.

Avec CEDRE, la viscosité du fluide n’a pas une évolution linéaire avec la température. Elle suit la loi de

Sutherland.

Le couplage est de type stationnaire : le solide impose sa température au fluide. Ce dernier donne au solide

une condition écrite sous la forme Fs = Ff + h(Ts − Tf ). Le coefficient h introduit une pondération entre

condition de Neumann (h petit) et condition de Dirichlet (h grand). Les coefficients h privilégiés sont petits,

dans la mesure où la stabilité est conservée. La technique de la convergence locale n’est pas utilisée : le calcul

avance de la même façon que pour la méthode étudiée dans cette thèse, bien que les conditions aux limites de

couplage soient différentes.

7.3 Comparaison des données analytiques et numériques

La configuration de plaque plane infinie permet d’obtenir une température unique à l’interface entre le fluide

et le solide. Celle-ci est un bon indicateur du phénomène couplé. Les comparaisons sont donc effectuées sur

l’évolution temporelle de la température d’interface. Plus exactement, elle s’effectue sur la température sans

dimension θ =
TI − T∞

T∞

, à l’interface, en fonction de τ . L’expression de la température d’interface est donnée

par l’équation 1.8. La somme infinie est tronquée à 50 termes. La simulation numérique est effectuée dans

plusieurs configurations :

– avec la méthode instationnaire ou avec une méthode de type stationnaire ;

– avec ou sans correction conservative ;

– avec une ou plusieurs itérations par cycle pour le fluide ;

– sur les deux maillages présentés précédemment.

7.3.1 Intérêt de la méthode instationnaire

La figure 7.2 montre que la précision des simulations (effectuées sur le maillage le moins fin, avec une durée de

cycle de 3,2·10−8s) est nettement meilleure avec la méthode instationnaire étudiée dans ce mémoire qu’avec une

méthode stationnaire. Avec ou sans correction, les résultats sont en effet plus proches de la solution analytique,

surtout aux temps courts. Afin de mettre hors de cause l’influence de la loi de variation de la viscosité du fluide,

une simulation a été effectuée avec la méthode instationnaire et la loi de Sutherland. Contrairement à ce que

donne la méthode stationnaire, les résultats sont assez proches de la valeur analytique.
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Fig. 7.2 – Influence de la méthode instationnaire sur la précision des simulations numériques : température à

l’interface

La méthode stationnaire a de plus une nette tendance à osciller aux premiers instants. Elle le fait d’autant

plus que h est faible, et donc que la condition est proche d’une condition de Neumann. Cela est cohérent avec

les résultats des analyses de stabilité du chapitre 4. Ces oscillations mènent à des résultats erronés aux instants

courts. L’augmentation de h atténue les oscillations mais la température d’interface semble s’éloigner de la

valeur obtenue analytiquement quand le temps augmente (cas h = 25000). Outre le problème de la précision,

la difficulté d’utilisation de la méthode stationnaire repose donc dans le choix du coefficient h, qui conditionne

très fortement la stabilité et la précision instationnaire.

7.3.2 Influence de la durée de cycle

Les figures 7.3 et 7.4 montrent l’influence de la durée de cycle sur la précision des simulations couplées (le

maillage utilisé est le moins raffiné). Les pas de temps de cycle réels ∆t et sans dimension ∆τ sont récapitulés

dans le tableau 7.1. La loi de variation théorique de l’épaisseur (à 99%) de couche limite est : δ2 = 2ν∞t. Elle
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nom ∆t(s) ∆τ commentaire

dt0 2 · 10−10 4,16·10−6 0 point en couche limite pendant 160 cycles

dt1 3,2·10−8 6,67·10−4 1 point en couche limite à la fin du 1er cycle

dt2 2,92·10−7 6,08·10−3 3 points en couche limite à la fin du 1er cycle

dt3 3,2·10−6 6,67·10−2 10 points en couche limite à la fin du 1er cycle

Tab. 7.1 – Pas de temps de cycle pour les simulations

permet d’évaluer le nombre de points de maillage inclus dans la couche limite à la fin du premier cycle. La

discrétisation temporelle dt0, la plus fine, ne permet pas d’avoir de point dans la couche limite pendant les 160

premiers cycles. En revanche, il n’y a qu’une seule itération par cycle, dans le fluide comme dans le solide. Les

discrétisations dt1, dt2 et dt3 sont plus importantes et permettent d’obtenir une, trois et dix mailles dans la

couche limite à la fin du premier cycle, mais l’intégration du fluide nécessite plusieurs itérations par cycle.

En l’absence de corrections conservatives, il est net que l’augmentation du pas de temps de cycle conduit à

une perte de précision (presque deux ordres de grandeur entre dt2 et dt0 (figure 7.4) ). En revanche, le manque

de résolution de la couche limite aux premiers instants conduit à un pic de température non physique : pour

dt0, θ atteint une valeur de 1,27 au lieu de 0,73 à τ = 3,7 ·10−4. L’atténuation débute alors à peu près à l’instant

auquel la couche limite est prise en un point : τ = 6 · 10−4. La confirmation du fait que le pic de surchauffe est

dû au manque de résolution de la couche limite aux premiers cycles est donnée par le cas dt1 pour lequel la

couche limite est définie en un point dès le premier cycle et le pic est beaucoup moins marqué (0,78 au lieu de

0,73, avec une intégration couplée conservative).

7.3.3 Influence du maillage

Afin d’observer l’influence du raffinement de maillage sur la précision des simulations, les résultats de calculs

effectués sur les deux maillages, “grossier” et raffiné, sont comparés (figure 7.5). Le pas de temps de cycle dans

les deux cas permet une itération par cycle : 2 · 10−10s pour le premier, 0,5·10−12s pour le second. Les calculs

avec et sans correction sont donc équivalents (figure 7.6). L’intégration mène à un résultat plus précis d’un demi

ordre de grandeur environ avec le maillage raffiné (figure 7.7). L’intégration est immédiatement beaucoup plus

précise avec un pic de surchauffe très vite atténué mais toujours présent (le pic est même plus élevé : 1,77 à

τ = 6 · 10−7) : la couche limite est prise dans la première maille après 19 cycles (figure 7.6).

7.3.4 Intérêt de la méthode conservative

Le rôle positif de la correction conservative sur la précision est manifeste : la figure 7.4 indique un gain

sur l’erreur relative d’un ordre de grandeur au minimum pour dt1 et dt2. La figure 7.8 où est tracée l’erreur

intégrée sur toute la durée τf =0,5 du calcul, ε =

√

1

τf

∫ τf

0

ε2dτ , confirme cette tendance. Les cas dt0 et dt3

sont particuliers : dans le premier, les calculs corrigés et non corrigés sont à peu près équivalents, la correction

étant nulle à la précision machine près. Dans le second, la résolution temporelle est beaucoup trop lâche et la

correction apporte une amélioration qui reste encore insuffisante aux instants courts.

En comparant les résultats à dt1 et dt2, il est remarquable que la correction conservative apporte un gain

de précision très grand devant celui que peut fournir le raffinement de la discrétisation temporelle. Elle permet



7.3 Comparaison des données analytiques et numériques 123

x

x

x

x

x

x

x

x

τ

θ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

dt0 non corrigé
dt0 corrigé
dt1 non corrigé
dt1 corrigé
dt2 non corrigé
dt2 corrigé
dt3 non corrigé
dt3 corrigé
solution analytique

x

Fig. 7.3 – Influence de la durée de cycle sur la précision des simulations numériques : température à l’interface
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Fig. 7.7 – Influence du raffinement du maillage sur la précision des simulations numériques

ainsi avec peu de coût de calcul d’obtenir des résultats nettement améliorés. La précision du calcul conservatif

à dt2 est en effet rapidement du même ordre de grandeur que celle du calcul non conservatif à dt1 (soit une

résolution temporelle dix fois supérieure).

7.4 Conclusion

Ce chapitre permet de vérifier le bon accord des résultats de la méthode de couplage avec ceux résultant

d’un calcul analytique. À part aux instants initiaux pour une raison bien identifiée, les calculs effectués à l’aide

de TYPHON fournissent en effet des températures à l’interface fluide /solide très proches de celles obtenues

analytiquement par Pozzi et Tognaccini [71] dans la même configuration.

Ils confirment en particulier le gain appréciable que fournissent la méthode instationnaire et la correction

conservative. La précision des simulations est certes améliorée par raffinement des discrétisations spatiale et tem-

porelle mais le gain le plus probant provient du calcul des conditions aux limites d’une part et de l’introduction

des corrections conservatives d’autre part.
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Chapitre 8

Montage expérimental

L’expérience de validation effectuée au cours de cette thèse est présentée dans ce chapitre. Il s’agit de

l’expérience de refroidissement moteur, dont le mode de définition est décrit dans le chapitre 6. Elle modélise

le refroidissement par ventilation dédiée (traversant une ventilation globale) d’un carter moteur chauffé en face

arrière.

La définition de l’expérience, résultant d’un certain nombre de choix sur la géométrie et les paramètres

gouvernant la dynamique de l’écoulement et la thermique, est suivie d’une présentation des moyens de mesure

utilisés. Enfin, les équipements principaux permettant la réalisation de l’expérience sont présentés et caractérisés.

La caractérisation inclut des aspects fréquentiels et de répétabilité.

8.1 Définition de l’expérience de validation

8.1.1 Présentation de l’expérience

Comme le montre la figure 8.1, l’expérience “Refroidissement moteur” repose sur des jets en écoulement trans-

verse. L’écoulement interagit avec une plaque épaisse chauffée en face arrière à température Te. L’instationnarité

est donnée par un changement de la dynamique.

Notons dès maintenant que l’expérience est prévue pour fonctionner avec un ou trois jets. Dans un souci de

généralité, la définition de l’expérience est présentée avec trois jets mais la thèse est consacrée à la réalisation

t (s)
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Fig. 8.1 – Configuration de l’expérience “Refroidissement moteur”
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du cas du jet unique.

Plusieurs choix concernant l’écoulement mais aussi la thermique et les aspects transitoires sont à effectuer

et sont présentés par la suite.

8.1.2 Choix de la géométrie de veine et des vitesses

Plusieurs paramètres sont à déterminer concernant le jet en écoulement transverse. La forme de la buse, la

largeur dj , l’angle d’injection δj et le taux d’injection R sont en particulier à fixer.

8.1.2.1 Forme de la buse

L’option d’une injection à travers une fente large peut paraître intéressante afin de pouvoir limiter les

simulations au 2D. Cependant, l’étude de Marie-Josephe Bonnet [13] montre que la configuration de jet en

écoulement transverse reste 3D sur une largeur conséquente pour un jet de largeur 0,150m, d’épaisseur 0,01m,

et avec δj = 60̊ , un taux d’injection R = 6,4 et une hauteur de 0,1m. La réalisation expérimentale du jet 2D

est plus compliquée pour des résultats peu satisfaisants. On choisit donc un jet rond de diamètre dj = 0,015m

débouchant orthogonalement à l’écoulement transversal (δj = 0̊ ).

8.1.2.2 Taux d’injection

Le paramètre essentiel est ensuite le taux d’injection R =

√

ρjV
2
j

ρ∞V 2
∞

. De nombreuses publications n’utilisent

que le rapport des vitesses de jet et d’écoulement transversal. L’introduction de celui des masses volumiques

permet de tenir compte des différences éventuelles de température du jet et de l’écoulement [57]. R détermine

en particulier la trajectoire du jet.

Les conditions caractéristiques au sein des cavités nacelle sont données par SNECMA. Elles sont récapitulées

dans le tableau suivant, selon des notations définies sur la figure 8.1 :

V∞(m/s) T∞(K) Vj(m/s) Tj(K) R hv(m) dj(m) hv/dj Te(K)

Ralenti 1 500 10 350 11,9 0,01 0,001 10 600

Take Off 5 500 30 350 7,1 0,01 0,001 10 600

Il a été retenu de conserver l’ordre de grandeur du rapport géométrique hv/dj et du taux d’injection R. La

réalisation technique conduit à hv/dj = 9. Après les premiers essais, le taux d’injection est compris entre 5,95

et 7,5 pour permettre un impact visualisable des jets à la surface du matériau chauffé.

Dans un souci de simplification, la vitesse de l’écoulement principal est fixée et la vitesse de jet varie pour

l’effet instationnaire. De plus, le contrôle des vitesses de jet est beaucoup plus simple que celui de la soufflerie.

La vitesse de soufflerie est à la limite basse de 5m/s.

8.1.3 Choix des conditions thermiques

Contrairement aux données réelles dans les moteurs, la température de jet et de l’écoulement principal ont

toutes deux été prises à l’ambiante. Il s’agit d’une configuration simplifiée en vue de la validation. Par ailleurs,

la réalisation technique d’un jet de température différente de l’ambiante est délicate. Le réchauffement de l’air

dépend en effet du débit. L’obtention d’un jet de température constante dans le temps malgré des changements

rapides de débit est alors difficile.
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Fig. 8.2 – Mur d’épaisseur e soumis à des conditions aux limites isotherme (Te) et de convection (h, T∞)

Il a été choisi d’imposer une condition aux limites isotherme (Te = T∞ + 30) en face arrière du matériau

d’étude. Elle est réalisée à l’aide d’un tissu silicone chauffant asservi en température, apposé sur une plaque

de cuivre épaisse de 0,008m. Cette dernière est en contact avec la face arrière du matériau chauffé et permet

d’uniformiser le flux de chaleur produit par le tissu. Le contact entre le cuivre et le matériau est amélioré par

l’utilisation d’une graisse thermo-conductrice de conductivité λ = 18W/m/K. Outre le thermocouple servant

comme consigne pour la chauffe, deux thermocouples sont installés au sein du cuivre et permettent de mesurer

la température en face arrière du matériau.

8.1.4 Choix du matériau

Le matériau choisi a des propriétés thermiques intermédiaires entre isolant (temps caractéristiques ther-

miques trop longs) et conducteur (gradients de température trop faibles). En outre, les variations de tempéra-

ture de surface doivent être aussi importantes que possible pour la fiabilité des mesures et des comparaisons.

Une approche 1D permet de définir un critère pour la réalisation de cette condition.

Considérons la modélisation simplifiée du matériau soumis à une condition isotherme en face arrière et de

convection sur la face mouillée (figure 8.2). La température sur cette dernière, Tl, satisfait la relation :

h (Tl − T∞) = −λ

(

Tl − Te

e

)

(8.1)

L’introduction du nombre de Biot défini par Bi =
he

λ
mène dès lors à une température de surface mouillée :

Tl =
Te + BiT∞

1 + Bi
(8.2)

La variation de Tl avec des changements du coefficient de convection h doit être maximum. Ainsi, la variable

V =
∂Tl

∂h
doit être maximale en valeur absolue. Or :

V =
T∞ − Te

h

Bi

(1 + Bi )
2 (8.3)

V est étudiée en fonction des caractéristiques du matériau, à savoir la variable α =
e

λ
.
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∂V

∂α
=

1 − αh

(1 + αh)3
(T∞ − Te) =

1− Bi

(1 + Bi)3
(T∞ − Te) (8.4)

L’évolution de V avec les caractéristiques du matériau dépend donc du nombre de Biot comme indiqué sur

le diagramme :

Bi 0 1 +∞

∂V

∂α
< 0 0 > 0

0 0

V ↘ ↗
T∞ − Te

4h

|V | est maximum pour Bi = 1. Des variations maximales de température de surface avec les changements

de h sont donc observées avec un nombre de Biot de 1.

Si l’épaisseur du matériau est d’environ 0,01m et les coefficients de convection proches de 75 (de l’ordre de

50 à 100W/m2/K d’après des simulations de dimensionnement), le matériau doit donc avoir une conductivité

proche de 1W/m/K. Cette condition écarte les aciers. Les matériaux non homogènes et isotropes de type

marbre ou bois sont également abandonnés. Enfin, afin de s’abstenir de la modélisation du rayonnement au

sein du matériau, ce dernier doit également être opaque dans l’infrarouge. Le verre ne peut donc être utilisé.

On opte finalement pour le MACOR r©, une vitrocéramique usinable qui répond à tous les critères précédents

(conductivité d’environ 1,4 notamment).

Les propriétés thermiques du MACOR r© sont :

– Chaleur spécifique : c = 790J/kg/K ;

– Diffusivité : Dth = 7,3 · 10−7m2/s ;

– Densité : ρ = 2520kg/m3 ;

– Conductivité : 1,46 W/m/K à 293K (figure 8.3).

Les dimensions de la plaque de MACOR r© sont : une longueur de 0,2m, une largeur de 0,16m, sur une

épaisseur de 0,01m.

8.1.5 Choix du transitoire

L’allure simplifiée du transitoire au sein des moteurs est présentée sur la figure 8.4 avec les durées possibles

suivantes :

Montée tm Stabilisé T/O Descente td Stabilisé ralenti

4s 80 à 3600s 22s 3600s

Pour le traitement statistique des mesures, le cycle complet devra être réitéré un grand nombre de fois. Les

temps de palier sont donc réduits au temps de stabilisation dans le matériau. Une estimation de ce dernier est

donné par la solution analytique de Pozzi et al [71], à partir de l’équation 1.8. Cette dernière donne l’évolution
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Fig. 8.3 – Conductivité du MACOR r©

Fig. 8.4 – Régime transitoire
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Fig. 8.5 – Établissement de la température à la surface d’une plaque plane infinie mise en mouvement brusque-

ment

de la température sans dimension à la surface de la plaque plane infinie mise brusquement en mouvement. La

figure 8.5 montre cette évolution pour un cas proche de l’expérience de refroidissement moteur. Les paramètres

utilisés sont en effet :

– un nombre de Mach M =0,0144 correspondant à une vitesse de 5m/s ;

– Pr =0,708, γ =1,4 ;

– les paramètres de couplage p =1,01 et tfs = 1,46 · 10−5 correspondant au couplage d’une épaisseur de

0,01m de MACOR r© avec de l’air à 300K ;

– une température de face arrière du matériau θe =0,0979 correspondant à 325K pour un écoulement à

296K.

Il apparaît que le temps caractéristique du couplage, de montée à 99% de la valeur finale, est τc = 2,0τs. Pour le

MACOR r©, le temps de diffusion est τs =
e2

Dth
= 274s. Afin d’assurer une marge, la durée de palier, confirmée

par visualisation par thermographie infrarouge de la surface du MACOR r© lors d’un transitoire, a donc été

prise de 10mn.

Le temps de montée est de 10s. Le transitoire est obtenu par une variation de débit de jet. Le tableau suivant

récapitule les durées effectivement utilisées pour l’expérience. Les mesures instationnaires sont effectuées sur la

montée et le stabilisé T/O. Les autres durées ne sont donc pas indiquées.

Montée tm Stabilisé T/O Descente td Stabilisé ralenti

10s 600s − −
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Fig. 8.6 – Géométrie de l’expérience “Refroidissement moteur” (longueurs en m)

8.1.6 Géométrie et conditions aux limites

Les principaux paramètres ayant été fixés, la géométrie définitive de l’expérience est donnée sur la figure

8.6. Les conditions aux limites sont :

– ENTREE : profil défini par LDV, température ambiante (296,6K) ;

– JET : profil défini par LDV, loi d’évolution temporelle : palier 10mn - montée 10s - palier 10mn ; tempé-

rature 295,2K ;

– CHAUFFE MACOR r© : température 325K ;

– PAROIS LATERALES, HAUT VEINE, BAS VEINE, COTES MACOR r© : parois supposées adiabatiques.

Les résultats numériques ainsi obtenus sont à comparer aux données des thermocouples installés aux

parois ;

– SORTIE : pression atmosphérique.

Il s’agit également de la géométrie et des conditions utilisées pour la simulation. La figure 8.6 définit aussi

le repère auquel se référeront par la suite, sauf mention contraire, les indications de coordonnées.

8.1.7 Mesures effectuées

Les principales mesures effectuées sont indiquées sur la figure 8.7. Il s’agit de mesures par Vélocimétrie par

Images de Particules (PIV), Vélocimétrie Laser par effet Doppler (LDV) et Thermographie Infrarouge.

Ces trois types de mesure ont des intérêts différents dans le cadre de la validation. Les mesures par LDV

permettent de caractériser les conditions d’entrée des écoulements (profils des jets et de l’entrée de l’écoulement

principal). Ces conditions sont utilisées comme conditions aux limites pour les simulations numériques. Les

mesures par PIV permettent de comparer la simulation de la dynamique des fluides aux données expérimentales.
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Fig. 8.7 – Mesures sur l’expérience “Refroidissement moteur”

Enfin, les mesures de la température de surface du matériau par thermographie infrarouge sont le véritable point

de comparaison, pour le couplage, entre les simulations et les résultats expérimentaux.

Les mesures des profils d’entrée par LDV sont effectuées sur les paliers, c’est-à-dire pour les deux vitesses

extrêmes des jets. Des mesures sur les cycles entiers sont réalisées au centre du jet pour vérifier la linéarité de

l’évolution temporelle.

Les champs mesurés par PIV sur les paliers et sur toute la durée du cycle sont le plan vertical de symétrie

et un plan horizontal situé 0,01m au-dessus du matériau. Des mesures sur les paliers uniquement dans un plan

horizontal situé 0,04m au-dessus du matériau permettent aussi d’observer la structure de jet en écoulement

transversal.

8.2 Moyens de mesure

Les trois principaux moyens de mesure sont la LDV et la PIV pour la dynamique et la thermographie

infrarouge pour la thermique. Ils sont brièvement présentés dans ce paragraphe. La contrainte d’instationnarité

de l’écoulement nécessite un système de synchronisation des moyens de mesure avec le contrôle du transitoire

des jets. La synchronisation est effectuée pour les trois moyens de mesure par le biais d’un signal TTL généré

par le programme LABVIEW qui pilote l’électrovanne proportionnelle.
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8.2.1 LDV

8.2.1.1 Objectifs

L’objectif des mesures par LDV est d’obtenir les conditions aux limites dynamiques d’entrée des ventilations

dédiée (jet) et globale (soufflerie). Il s’agit plus précisément d’obtenir les valeurs de vitesse moyenne, l’énergie

cinétique turbulente k et la dissipation turbulente ε en vue de l’utilisation d’un modèle de turbulence type k-ε.

Les mesures sont effectuées sur deux composantes, en valeurs moyennes et fluctuantes. Ces deux composantes

sont selon les axes O~x et O~z (figure 8.6). L’obtention de la composante transversale selon O~y semble en effet

moins cruciale. Cependant, le transfert des mesures vers les conditions aux limites demande dès lors l’utilisation

de quelques hypothèses.

Un modèle devra également être utilisé pour déduire la dissipation turbulente ε. Les valeurs fluctuantes

permettent en effet d’avoir directement la valeur de k = 0, 5(u′2 + v′2 + w′2). En revanche, la mesure de la

dissipation s’avère nettement plus difficile. Cette difficulté est due à la nécessité de connaitre les gradients de

vitesse turbulente. Une méthode de mesure de la dissipation est présentée par Johansson et Klingmann [48] :

elle nécessite l’usage de deux systèmes LDV synchronisés. Ils effectuent simultanément des mesures en deux

points très proches et permettent de déduire les gradients de vitesse turbulente. Lourde de mise en œuvre, cette

méthode est aussi très longue. Les auteurs signalent en effet que la mesure du tenseur de dissipation en un point

nécessite plusieurs jours.

Le modèle de Norris-Reynolds [62] est utilisé pour évaluer la dissipation à partir de l’énergie :

ε =
k3/2

lε
avec lε =

L

1 + 2χ2
NRC

−3/2
µ /ReL

(8.5)

où L = C
−3/4
µ min(χNRy; 0,085δ), ReL =

√
kL

ν
, χNR =0,41, Cµ =0,09 et y est la distance à la paroi.

8.2.1.2 Principe

La Vélocimétrie (ou Anémométrie) Laser Doppler (LDV) est une technique non intrusive qui permet de

mesurer avec précision la vitesse locale d’un écoulement ensemencé de particules solides ou liquides. Un champ

de franges d’interférence est réalisé au point de mesure par croisement de deux faisceaux laser. Lorsqu’une

particule entraînée par l’écoulement traverse les franges, la lumière diffusée est modulée à une fréquence égale

au nombre de franges traversées par seconde. Le signal lumineux est collecté puis détecté et traité afin d’obtenir

cette fréquence, appelée fréquence Doppler, et d’en déduire la vitesse de la particule. Sous réserve d’une bonne

qualité de l’ensemencement, cette vitesse est égale à celle prise localement par le fluide.

Chaîne d’acquisition Le matériel utilisé est un vélocimètre laser TSI qui effectue la mesure simultanée de

deux composantes de la vitesse. Il est couplé à un laser Argon de puissance nominale 2W , émettant sur deux

longueurs d’onde : 514,4 (vert) et 488 ·10−9m (bleu). Ces deux longueurs d’onde permettent la réalisation de

deux systèmes superposés de franges d’interférence, chacun permettant la mesure d’une composante de vitesse.

La mesure est effectuée en “diffusion arrière” : la réception du signal est faite de la tête qui émet les faisceaux

laser. Deux lentilles de focales différentes peuvent être adaptées sur la tête d’émission/réception laser TSI. Celle

de 0,6m donne un volume de mesure de diamètre 122 · 10−6m, celle de 0,3m un volume de mesure de diamètre

61 · 10−6m.
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Fig. 8.8 – Séquence instationnaire étudiée : traitement statistique pour la LDV

L’acquisition du signal est effectuée par un calculateur IFA655. Le post-traitement des données utilise le

logiciel ASSA développé à l’ONERA.

Pour les mesures instationnaires, la mesure est réalisée sur 120 répétitions de la séquence “palier bas débit”

/ “rampe” / “palier haut débit” (figure 8.8). Les acquisitions sont plus précisément faites de −1 à 15s, t = 0s

étant le début de la rampe. La discrétisation temporelle de la moyenne de phase est de 0,1s. À chaque instant,

le traitement statistique est effectué sur les 6 à 7 particules traversant le volume de mesure dans l’intervalle de

0,01s centré sur l’instant moyen. Une moyenne de phase est réalisée tenant compte de l’ensemble des réalisations

de la séquence étudiée.

Enfin, un filtre sur la qualité d’exécution des séquences est utilisé (figure 8.9). En effet, l’utilisation du

générateur d’ensemencement conduit l’électrovanne proportionnelle en limite d’efficacité. La montée en pression

du réservoir pressurisé est alors moins efficace. Les rampes d’évolution de la pression dans le réservoir sont

parfois déformées. Le filtre consiste donc à trier les séquences pour lesquelles l’allure de la rampe n’est pas

altérée. Le critère utilisé est que l’aire sous la courbe Prés(t) doit approcher l’aire théorique à 0,005 près. 74

séquences sont retenues.

Ensemencement L’air du jet et de la soufflerie sont ensemencés avec des particules de DEHS (Di-Ethyl-Hexyl-

Sebacate), créées par des générateurs à tuyère de Laskin [28]. Avec ce type de générateur, la granulométrie des

particules est polydispersée [14], mais elle est de l’ordre du micron. Il est important que les particules soient

suffisamment petites pour suivre l’écoulement. Ramond [76] rapporte plusieurs études concernant l’évaluation

de la taille maximum des particules à l’aide de l’expression analytique de la trainée d’une sphère. Les particules

doivent être submicroniques à microniques pour limiter leur vitesse de glissement par rapport à l’écoulement.

Plus l’écoulement est rapide, plus elles doivent être petites. Les faibles vitesses de l’expérience de cette thèse

autorisent l’usage d’un ensemencement de l’ordre du micron. De plus, la précision des mesures réclame des par-

ticules suffisamment grosses. L’augmentation de la taille des particules va en effet dans le sens de l’accroissement

de la lumière diffusée et donc du rapport signal sur bruit. Le DEHS présente l’avantage par rapport à l’huile et

l’encens d’éviter les dépôts sur les parois au cours des essais.
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Fig. 8.9 – Méthode de filtrage des séquences

8.2.2 PIV

8.2.2.1 Objectifs

Les mesures par PIV donnent des champs de vitesse moyenne et fluctuante. L’allure générale de l’écoulement

de jet en écoulement transversal est ainsi obtenue sur un certain nombre de plans. Les champs de vitesse

permettent une vérification de la simulation dynamique par CHARME.

Ils sont mesurés aussi bien sur les paliers de débit de jet que lors de la montée en vitesse selon une rampe de

ce dernier. Les plans de mesure sont verticaux (à y constant) et horizontaux (à z constant). Pour les transitoires,

un nombre de rampes important permet la moyenne de phase.

8.2.2.2 Principe général

La PIV est une méthode non intrusive de mesure instantanée du champ de vitesse d’un écoulement. Ce dernier

est ensemencé en traceurs microscopiques illuminés par nappe laser. Deux nappes colinéaires sont déclenchées

successivement à un intervalle de temps δt, de l’ordre de quelques microsecondes à quelques millisecondes. Une

caméra CCD visant perpendiculairement à la nappe enregistre les images de diffusion des particules aux deux

instants successifs. Un logiciel de traitement découpe les images en fenêtres d’interrogation. Il calcule ensuite

par une méthode statistique d’intercorrélation le déplacement δ~x le plus probable des particules contenues dans

chaque fenêtre. δt étant petit, ~V =
δ~x

δt
est une bonne approximation de la vitesse. Une présentation plus précise

du principe de la PIV peut être trouvée dans l’ouvrage de Raffel et al [73].
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Chaîne d’acquisition Le système d’acquisition se compose :

– d’un laser de type Nd : YAG, à double cavité, capable de réitérer les doubles impulsions à une fréquence

de 10Hz ;

– d’un système optique : la réalisation de la nappe laser est notamment effectuée par une lentille cylin-

drique. Le système optique est ajusté pour que la nappe couvre l’espace de 0,2×0,12m2 observé au-dessus

du matériau chauffé en deux zones larges de 0,130m, permettant une résolution de l’ordre du millimètre.

L’épaisseur de la nappe, de l’ordre de 0,002m, est assez grande pour que les particules restent à l’intérieur

entre deux impulsions. Selon les essais, la durée entre celles-ci est de δt = 30 à 80 · 10−6s. La vitesse

transversale autorisée est alors de 50m/s dans le premier cas, 25m/s dans le deuxième, ce qui repré-

sente probablement au moins 5 fois la vitesse transversale réelle. L’épaisseur de la nappe est donc bien

dimensionnée ;

– d’une caméra IDT X-StreamTM VISION XS-5 10 bits, de résolution 1280×1024 pixels (de taille 12·10−6m) ;

– d’un boitier IDT de synchronisation de la caméra et du laser, piloté par PC. Il permet aussi la synchro-

nisation sur un signal externe, en particulier sur le fonctionnement de l’électrovanne proportionnelle qui

contrôle les jets ;

– du logiciel proVISION de traitement des images [56] : il intègre une fonction de maillage automatique

définissant la taille optimale des mailles en fonction de la vitesse des particules. Le traitement statistique

est également basé sur une méthode de translation et déformation des fenêtres d’interrogation, permettant

de s’affranchir partiellement de la loi empirique du quart [51]. Selon cette dernière, la taille des fenêtres

d’interrogation, qui définit la résolution spatiale de mesure doit être au moins 4 fois plus grande que le

déplacement maximal des particules. Cette loi est quand même utilisée pour fixer le pas de temps δt

entre les deux images d’un doublet, à partir de la gamme de vitesses mesurées. La méthode utilisée dans

le logiciel permet une amélioration du traitement des zones de plus forte vitesse. Par ailleurs, pour les

acquisitions instationnaires, une moyenne de phase est effectuée sur 400 à 500 séquences du type de celle

représentée sur la figure 8.8.

Ensemencement L’ensemencement est le même que pour la LDV. Seule la soufflerie est ensemencée. Il n’a

pas été nécessaire de mettre des traceurs dans le jet.

8.2.3 Thermographie Infrarouge

8.2.3.1 Objectifs

Le champ de températures à la surface du matériau chauffé est mesuré par thermographie infrarouge. Cette

surface constitue l’interface entre la partie solide et le domaine fluide simulés par CEDRE. Le but de ces mesures

est donc de servir de base à la comparaison entre simulation couplée et expérience.

Elles sont effectuées sur les paliers de vitesse de jet pour observer l’effet du refroidissement par ventilation

dédiée à l’état stationnaire. Elles sont aussi faites sur les périodes instationnaire de montée en débit du jet, et

transitoire sur le début du palier de débit élevé du jet.

8.2.3.2 Principe général

La thermographie infrarouge est une méthode non intrusive de mesure de température de surface. Un dé-

tecteur sensible dans une gamme de longueurs d’ondes donnée reçoit un flux de rayonnement. Un bilan radiatif
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permet d’isoler le flux reçu directement de la surface visée des réflexions de l’environnement. Grâce aux lois

gouvernant les corps gris, la température de surface est déduite de ce flux et de la connaissance de l’émissivité de

la surface dans la gamme de longueurs d’onde considérée. La caméra utilisée est de type matriciel. Elle présente

l’avantage d’un traitement simultané de toute la surface, et les inconvénients mineurs de la présence éventuelle

de quelques détecteurs défectueux et d’une non-uniformité de ces derniers.

La mesure du flux par le détecteur repose sur le comportement des semi-conducteurs dont la conductivité

augmente proportionnellement au nombre de photons reçus. Le rapport signal sur bruit est d’autant meilleur

que la température du détecteur est basse. C’est pourquoi les caméras infrarouges disposent d’un système de

refroidissement à 76K.

Une description complète de la technique de thermographie infrarouge est donnée par Gaussorgues [33] et

Pajani [65].

Chaîne d’acquisition La caméra infrarouge utilisée est une caméra matricielle CEDIP JADE III LW. La

matrice est composée de 76800 capteurs (320× 240). Ils convertissent le rayonnement infrarouge en un courant

électrique numérisé et échantillonné sur 14 bits, soit 16384 niveaux numériques (DL : digital level).

La largeur spectrale de la caméra couvre une gamme allant de 7,7 à 9,3·10−6m, adaptée aux mesures de

températures proches de l’ambiante.

La DTEB (Différence de Température Équivalente au Bruit) de la caméra est de 0,03K à 293K : il s’agit de

l’incertitude statistique sur les cartes instantanées de température obtenues sur des intégrations de 300µs. L’er-

reur systématique sur le champ de mesure, due à l’approximation de la loi d’étalonnage sous forme polynomiale

est de 0, 2K [17].

L’objectif (focale de 0,025m) de la caméra vise la surface du matériau chauffé directement à travers un

hublot non réfléchissant dans la gamme de longueurs d’onde considérée, en séléniure de zinc (ZnSe), de taux de

transmission τ = 0, 986.

L’acquisition des données est effectuée à l’aide du logiciel ALTAIR. Un traitement supplémentaire sur les

mesures est ensuite fait avec notamment l’implantation de corrections dues aux réflexions sur des matériaux

gris (parois latérales, basse et haute de soufflerie) [17] et un traitement de moyenne de phase sur un ensemble

de séquences “ 660s de palier à bas débit de jet” / “10s de montée en débit” / “590s de palier à haut débit”

respectant le critère d’une température de veine de 296,6K (±0,2K). 58 séquences sont retenues sur 220 réalisées

pour effectuer la moyenne de phase.

8.2.4 Autres moyens de mesure

Certaines données (vitesse et température de soufflerie, débit et température de jet, température en face

arrière du matériau chauffé) sont collectées en permanence de façon à vérifier aisément la répétabilité des essais.

Ces mesures de contrôle sont effectuées à l’aide de thermocouples de type K, de débitmètres et d’une sonde

Pitot.

Le débit des jets est mesuré en permanence par un débitmètre thermique couvrant une gamme de 0 à

100Nm3/h. Le débit est donné en Nm3/h, avec des pression et température de référence de 101300Pa et

273K 1.Sa précision vaut 0,2% de la pleine échelle auxquels s’ajoutent 0,7% de la mesure.

1La conversion en kg/s est donc : D(kg/s) =
D(Nm3/h) · ρ(273K, 101300Pa)

3600
' 3,6 · 10−4D(Nm3/h).
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Consigne bain 293K 323K

Mesure température bain 293K 323K

Sonde Pt100 293,2K 323,1K

Thermocouple soufflerie 293,5K 322,8K

Thermocouple cuivre 1 293,2K 323,3K

Thermocouple cuivre 2 293,2K 323,4K

Thermocouple jet 293,7K 322,9K

Thermocouple latéral 1 294,1K 323,9K

Thermocouple latéral 2 293,9K 322,5K

Thermocouple latéral 3 293,9K 323,8K

Thermocouple bas 1 293,5K 322,6K

Thermocouple bas 2 293,9K 323,9K

Thermocouple bas 3 293,5K 323,5K

Thermocouple bas aval 293,5K 322,8K

Thermocouple haut 1 293,6K 323,7K

Thermocouple haut 2 293,7K 323,8K

Tab. 8.1 – Mesure de température par les différents thermocouples de l’expérience (identifiés au paragraphe

9.3.2) et par une sonde Pt100 de référence, plongés dans un bain thermostaté

Une mesure de la température T (K) par thermocouple est faite en mesurant la différence de potentiel entre

deux métaux soudés. La carte d’acquisition du PC de contrôle mesure une tension fonction de la température.

Les thermocouples utilisés sont de type K (Ni-Cr/Ni-Al).

L’incertitude de mesure tenant compte à la fois du thermocouple, du module d’amplification et de compen-

sation et de la carte d’acquisition est évaluée en comparant les températures données par tous les thermocouples

de l’expérience et une sonde de type Pt100, précise à 0,1K, plongés dans un bain thermostaté (tableau 8.1).

Les thermocouples utilisés en permanence (de soufflerie, cuivre et jet) ont donc une incertitude de ∆T =

±0,3K. Certains des autres thermocouples utilisés ponctuellement et dont l’information est moins importante

ont une incertitude plus élevée de ±0,9K.

Des mesures par fil chaud ont également été utilisées dans la phase de caractérisations préliminaires des

équipements.

8.3 La soufflerie

L’expérience de validation met en jeu un jet dans un écoulement transverse. Ce dernier est réalisé par

une soufflerie qui est décrite dans ce paragraphe. La stabilité qu’elle offre sur les paramètres dynamiques et

thermiques est présentée. Les adaptations nécessaires (introduction d’un profil en veine, et d’un système de

contrôle de la température) sont aussi décrites. Enfin, une caractérisation fréquentielle est entreprise. Enfin, les

jets ainsi obtenus sont analysés en fréquences.
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Fig. 8.10 – Installation d’un ventilateur en amont de la soufflerie pour uniformiser l’ensemencement

8.3.1 Description de la soufflerie

La soufflerie utilisée est de type Eiffel. L’aspiration de l’air est effectuée par un ventilateur proposant deux

régimes de fonctionnement. La vitesse de soufflerie est également adaptée à l’aide de pertes de charge disposées

en aval de la veine. L’obtention d’une vitesse proche de 5m/s nécessite l’utilisation du bas régime et de plusieurs

pertes de charge en feutre dense. L’air est aspiré dans la pièce qui a une ouverture sur l’extérieur.

L’injection de l’ensemencement dans la veine est effectuée en amont de la soufflerie. Un ventilateur à faible

vitesse permet d’uniformiser la répartition de l’aérosol sur la section de la veine (figure 8.10). Il a été vérifié

que, grâce aux filtres de la chambre de tranquillisation, le ventilateur est sans effet sur la répartition de vitesse

en veine.

8.3.2 Caractérisation de la soufflerie en écoulement libre

Les notations de position pour ce paragraphe uniquement se réfèrent au repère de la figure 8.11. La vitesse

de l’écoulement est mesurée à l’aide d’un fil chaud situé dans le plan médian de la soufflerie (y = 0m) en

x = 0,380m, à une hauteur z variable. La température est mesurée en x = 1,090m.

Une première campagne vise à obtenir un profil de vitesse sur une section verticale de la veine. La figure

8.12 montre la bonne uniformité, hors couche limite, de l’écoulement.

La stabilité de la soufflerie dans le temps est également testée, d’abord sur une période courte de 30mn

(figure 8.13) puis sur une journée entière (figures 8.14 et 8.15). Sur une courte durée, la stabilité de la vitesse

est très bonne, avec une amplitude de fluctuation de 0,066m/s (soit 1,3%). Sur une journée entière, la variation

de vitesse obtenue est de 0,235m/s, soit une variation relative de 4,7%. Par ailleurs, l’allure générale de cette

variation semble correspondre à celle de la température. La vitesse décroit du matin jusqu’à 15h30 tandis que
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Fig. 8.11 – Installation du fil chaud dans la soufflerie

Fig. 8.12 – Profil de vitesse moyenne et taux de turbulence dans la soufflerie
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Fig. 8.13 – Évolution sur 30mn de la vitesse de soufflerie en milieu de veine

Fig. 8.14 – Évolution sur une journée de la vitesse de soufflerie en milieu de veine



146 Chapitre 8 : Montage expérimental

Fig. 8.15 – Évolution sur une journée de la température de soufflerie en milieu de veine

Fig. 8.16 – Évolution sur une journée du taux de turbulence de soufflerie en milieu de veine
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Fig. 8.18 – Vue en coupe du profil en soufflerie
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Fig. 8.19 – Analyse fréquentielle de la vitesse et de la température de soufflerie

limite à l’abord du jet est en effet primordiale. Le déclenchement des couches limites turbulentes est vérifié. Les

facteurs de forme du profil de vitesse en x = −0,06m, y = 0m sont en effet : H = 1,46 en bas et H = 1,4 en

haut de veine.

8.3.4 Fréquences caractéristiques de l’installation

Une étude sur les variations dynamiques et thermiques de l’installation a été menée. Les acquisitions ont été

effectuées à 1Hz. Le théorème de Shannon indique que les fréquences caractéristiques observées sont limitées à

0,5Hz. La durée d’acquisition de 25000s implique une limite basse de 4 ·10−5Hz. La figure 8.19 montre l’analyse

fréquentielle de la vitesse et de la température de soufflerie.

Une fréquence caractéristique est observée uniquement sur les variations de température : 4,5·10−3Hz (222s).

Celle-ci est due au réchauffeur, qui est contrôlé de façon “Tout Ou Rien”. Il fonctionne en effet de façon à

atteindre une consigne de température puis s’éteint quand elle est dépassée. La température de soufflerie oscille

donc légèrement autour de la valeur consigne au rythme des déclenchements du réchauffeur.

L’amplitude des variations est un deuxième paramètre important. Comme vu précédemment, elle est de

4,7% pour la vitesse. Pour la température, elle est de 0,8K.
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R = 0,005m

l  = 0,030mb

PSfrag replacements

dj = 0,015m

Fig. 8.20 – Forme de la buse d’injection

8.4 Les jets

Les jets représentent la deuxième composante essentielle de l’expérience de validation. Leur mode de dé-

finition et de réalisation est décrit dans ce paragraphe, notamment le contrôle du débit permettant d’obtenir

des variations instationnaires identiques pour les trois jets. Pour ce mémoire, l’expérience est réalisée avec un

unique jet mais elle doit aussi permettre la configuration avec trois jets.

8.4.1 Forme de la buse et profil de sortie de jet

L’injecteur présente des bords arrondis (figure 8.20) de façon à obtenir une condition limite de vitesse (sortie

de jet) aussi uniforme que possible sur toute la largeur du jet [92].

Quant à l’épaisseur lb de la buse, l’étude de Garimella et Nenaydykh [32] indique que l’on doit choisir un

rapport
lb
dj

> 1. Plus précisément, pour
lb
dj

< 1, un décollement est observé , et le recollement n’a lieu, selon

Mc Guinnes [36], qu’en 0,9dj , pour Re > 4000. Notons que le nombre de Reynolds pour le jet à débit élevé est

de 30600. Ainsi, en lb = dj , l’écoulement n’est ni uniforme, ni établi. En revanche, le débit sortant est uniforme

sur toute la largeur du jet pour 1 <
lb
dj

< 4 (figure 8.21), ce qui est idéal pour la simulation. Pour
lb
dj

≥ 4, le

débit sortant est pleinement développé et donc facilement modélisable.

Le profil de vitesse privilégié en sortie de jet est le profil uniforme. La forme de la buse repose donc sur une

épaisseur lb double du diamètre : 0,030m.

8.4.2 Contrôle du débit des jets

Les trois jets doivent débiter simultanément le même débit. Le principe des cols soniques est alors adopté. Un

réservoir pressurisé (figure 8.22) est alimenté et contrôlé en pression par une électrovanne proportionnelle. Trois

vannes en sortie du réservoir pressurisé font office de cols de diamètre réglable. Les cols sont réglés au même

diamètre, amorcés et disposent de la même pression génératrice en amont. Le même débit d’air les traverse

alors.
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Fig. 8.21 – Profil de vitesse en sortie de jet selon l’épaisseur de la buse

électrovanne
pneumatique

pressurisé
réservoir

proportion-
nelle

mesure de pression

cols

buse d’injection

buse d’injection

buse d’injection

soniques

Fig. 8.22 – Contrôle du débit des jets par le principe des cols soniques

Des cols de diamètre équivalent 2,553·10−3m sont utilisés et permettent d’obtenir un débit de 13,6Nm3/h

et 17,0Nm3/h pour des pressions absolues de 4 et 5bar respectivement.

L’électrovanne proportionnelle utilisée a pour caractéristiques : une précision de 0,012bar, une hystérésis de

9 ·10−3bar et une répétabilité de 1,2·10−3bar. Son temps de réponse est également appréciable avec une montée

de 0 à 7bar en moins de 0,2s, ou encore une montée de 1bar en 0,07s.

Le réservoir a par ailleurs un volume suffisamment réduit de 8,22·10−3m3. Un changement de débit de

1m3s−1 sera amorti très rapidement (en 8 ·10−3s). Ce temps de réponse faible, associé à celui de l’électrovanne,

permet de faire le contrôle de l’instationnarité des jets. La commande de la rampe de 10s permettant une

montée de pression de 4 à 5bar est discrétisée en incréments de pression de 0,01bar (soit à peu près la précision

de l’électrovanne) toutes les 0,1s. À chaque instant un supplément de 9,4·10−6m3/s est ajouté au débit. Les

caractéristiques de l’électrovanne et du réservoir permettent largement ce gain de pression et de débit dans cet

intervalle de temps.

Les jets sont ensemencés entre l’électrovanne proportionnelle et le réservoir pressurisé. De cette façon, la

loi d’évolution du débit des jets en fonction de la pression dans le réservoir n’est pas affectée. Le générateur à

tuyère de Laskin génère cependant une perte de charge supplémentaire entre l’électrovanne et le réservoir. Une

pression plus élevée étant demandée en sortie de l’électrovanne, des baisses momentanées de pression du réseau

d’alimentation de l’électrovanne peuvent également impliquer un fonctionnement plus délicat de l’électrovanne.

La pression commandée du réservoir pressurisé étant de 0,5 à 1bar plus faible que celle en sortie d’électrovanne,

une petite inertie peut également apparaître. Les essais sont donc vérifiés et triés en fonction de l’adéquation

des mesures de débit avec les commandes.
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Fig. 8.23 – Linéarité du débit des jets en fonction de la pression du réservoir pressurisé

8.4.3 Débitmétrie

La linéarité du débit mesuré par débitmètre en fonction de la pression dans le réservoir est vérifiée sur la

figure 8.23. La vérification est faite avec un jet unique. La pression, mesurée dans le réservoir pressurisé, et le

débit indiqués résultent de moyennes sur une centaine d’échantillons. La précision du débitmètre est présentée

sur la figure 8.24. L’écart-type mesuré sur la centaine d’échantillons est de l’ordre de la précision indiquée par

le constructeur. La précision de la mesure de débit dans cette gamme est de ±0,16Nm3/h.

8.4.4 Variations journalières

Une analyse fréquentielle a été menée sur le jet comme sur la soufflerie. La gamme étudiée est celle des basses

fréquences, de 8 · 10−5Hz (la mesure durant 12500s) à 0,5Hz (l’échantillonnage étant fait à 1Hz). L’analyse ne

mène à la détection d’aucune fréquence caractéristique nette dans ce domaine fréquentiel (figure 8.25). Les

variations observées sont dues au bruit de la mesure du débitmètre.

Il faut noter que la température de jet est mesurée à une moyenne de 295,2K, avec un écart-type de 0,1K. Un

écart de 0,15K, inférieur à l’incertitude de mesure par thermocouple, peut être observé entre les températures

mesurées aux débits faible et fort du jet. La variation de la température du jet entre les deux débits extrêmes

utilisés est donc négligeable. En revanche, le jet a une température différente de celle de la soufflerie (du fait

principalement de la température du réseau d’air comprimé).

8.5 Répétabilité

Les équipements principaux de l’expérience ayant été présentés, leur répétabilité est évaluée en comparant les

mesures dynamiques et thermiques sur des essais réalisés à deux reprises avec des moyens de mesure identiques.

Le mot répétabilité est ici employé dans un sens faible. En effet, dans ces essais, surtout pour les aspects

dynamiques, les erreurs de répétabilité ne sont pas complètement isolées des incertitudes statistiques, le nombre

d’échantillons de mesure collectés étant limité. L’objectif de ce paragraphe est donc de donner une idée de la
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Fig. 8.24 – Précision du débitmètre
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Fig. 8.25 – Analyse fréquentielle du débit de jet à D1 =13,6Nm3/h et D2 =17,0Nm3/h
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répétabilité des mesures sur ce dispositif expérimental et d’évaluer une majoration de l’erreur de répétabilité.

8.5.1 Dynamique

Ce paragraphe présente l’évaluation de la répétabilité des deux équipements (soufflerie et jet) et les consé-

quences observées sur l’écoulement global de jet en écoulement transverse.

8.5.1.1 Soufflerie

Les essais de répétabilité (figure 8.26) sont effectués par mesure LDV en entrée de veine (x = -0,11m). Les

deux mesures ont été effectuées à un jour d’écart, dans des conditions de température d’écoulement différentes

(299 et 296K respectivement). Pour ces essais, le jet ne débite pas. L’écart relatif de vitesse entre les deux

mesures effectuées n’excède pas 0,02 et est de l’ordre de 0,01 au cœur de l’écoulement. L’erreur relative sur la

valeur turbulente k est plus élevée (0,2 et ponctuellement 0,6 en un point où le nombre de particules captées

est faible), notamment du fait de la faiblesse des valeurs mesurées (0,1m2s−2).

8.5.1.2 Jets

Comme pour l’écoulement de veine, la répétabilité de la dynamique des jets est évaluée à l’aide de mesures

par LDV. Les erreurs sur la vitesse et sur l’énergie turbulente sont évaluées à partir d’essais effectués à une

semaine d’écart sur des maillages différents. Les figures 8.27 et 8.28 montrent ces erreurs sur les deux diamètres

longitudinal (y = 0m) et transversal (x = -0,017m), aux deux débits extrêmes D1 = 13,6Nm3/h et D2 =

17,0Nm3/h. L’erreur sur la vitesse est de l’ordre de 0,01 à 0,04 au cœur du jet. Elle est plus élevée à faible qu’à

fort débit, notamment car les vitesses sont alors plus faibles. Elle est, en partie pour la même raison, plus forte

aux abords de la limite du jet. Une autre explication peut aussi venir des mesures sur des maillages différents :

l’importance des gradients dans cette zone peut créer des problèmes d’interpolation et de grande sensibilité à

l’incertitude sur la position de la mesure. Enfin, la limite du jet est plus sujette aux fluctuations.

L’erreur de répétabilité sur l’énergie turbulente est plus élevée et uniforme sur toute la largeur du jet (0,1

à 0,3). Au centre du jet, k est faible (de 1 à 6m2s−2) et les problèmes des abords de la limite du jet restent

présents.

8.5.1.3 Dynamique globale

Des mesures par PIV permettent de sonder l’influence des erreurs de répétabilité sur le champ global de

vitesse. Effectuées à quatre jours d’intervalle sur un plan à z = 0,01m pour un jet à D1 = 13,6Nm3/h, leur

écart relatif est inférieur à 0,11 sur la vitesse et 0,27 sur l’énergie turbulente (figure 8.29). Il est plus important

dans la zone de jet, la plus turbulente et donc où l’incertitude statistique est aussi la plus grande. Hors jet,

l’erreur de répétabilité est de l’ordre de 0,05 sur la vitesse et 0,1 sur k. Les erreurs sont alors proches de celles

sur les entrées des ventilations globale et dédiée.
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Fig. 8.27 – Erreurs de répétabilité sur les mesures de jet : module de la vitesse
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Fig. 8.30 – Influence de la température sur les mesures dynamiques

8.5.1.4 Influence de la température

Il est attendu que dans les conditions incompressibles de l’écoulement, l’influence de la température sur la

dynamique soit négligeable.

Deux mesures par PIV dans le plan de symétrie avec un matériau chauffé en face arrière à 325K, puis non

chauffé, permettent de corroborer le résultat déjà observé pour le test de répétabilité par LDV en amont de

veine. La figure 8.30 montre en effet des écarts relatifs entre les deux essais inférieurs à l’erreur de répétabilité :

0,06 sur la vitesse et 0,15 sur l’énergie turbulente.

Ce résultat est très important car il autorise la réalisation de mesures dynamiques avec le matériau froid.

La durée des séquences instationnaires peut également être réduite pour ces mesures en négligeant l’inertie

thermique. Les paliers de vitesse de jet peuvent alors être écourtés.

8.5.2 Aérothermique

La température de paroi du matériau chauffé constitue la donnée essentielle de validation de la méthode de

couplage. La connaissance de l’erreur de répétabilité sur cette variable est donc particulièrement importante.

Les écarts de température à la surface du matériau chauffé sont évalués par thermographie infrarouge entre

deux essais à débit de jet D1 =13,6Nm3/h. Pour ces essais, l’incertitude statistique maximale, évaluée à l’aide

de l’équation 6.5 (avec 4000 mesures et des fréquences d’acquisition et de phénomène thermique fa = 5Hz et

fp = 4,5 · 10−3Hz), est de 0,15K. Par ailleurs, les températures d’écoulement transverse, de jet et de face arrière

du matériau chauffé sont respectivement 23,5, 23,0 et 52,3K (±0,15K). La différence maximale entre les deux

essais, constituant l’erreur de répétabilité, est de 0,4K (figure 8.31). Elle est probablement due à une dérive de

la caméra et à l’échauffement progressif des différentes parois de la veine.
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8.6 Conclusion

La définition de l’expérience de validation “Refroidissement moteur” a permis :

– le choix de la géométrie : des jets ronds de 0,015m de diamètre pénétrant dans un écoulement transversal

réalisé par une soufflerie, de hauteur 0,135m ;

– le choix du matériau et des conditions thermiques ;

– le choix du transitoire sur une variation en rampe de débit de jet d’une durée de 10s ;

– le choix des mesures à effectuer par LDV, PIV et thermographie infrarouge ;

– le choix des équipements :

1. une soufflerie de type Eiffel avec un écoulement de température contrôlée, dans laquelle est inséré un

profil contenant le matériau chauffé. Cette soufflerie est très stable dynamiquement. L’amplitude des

variations de température a été nettement diminuée, à 0,8K, grâce au chauffage de l’écoulement, qui

induit cependant un comportement périodique de faible amplitude et faible fréquence (4,5·10−3Hz),

influençant uniquement les paramètres thermiques. Les couches limites sont déclenchées,

2. des jets contrôlés en pression dont le débit a été choisi, à l’aide de visualisations par thermographie

infrarouge, pour permettre l’impact sur le matériau chauffé.

Ces équipements permettent une répétabilité des mesures à 0,05 près sur la vitesse et 0,1 à 0,3 près sur

les grandeurs turbulentes. L’erreur de répétabilité sur la mesure des températures de paroi par thermographie

infrarouge est de 0,4K.

Prévue également pour réaliser la ventilation dédiée par trois jets ronds identiques, l’expérience présentée

dans ce mémoire a été faite avec un unique jet central. L’expérience avec trois jets est un autre volet du projet

plus global ATRAN et permettra d’évaluer l’influence du confinement du jet central sur l’écoulement et le

transfert de chaleur.
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Chapitre 9

Mesures

Dans ce chapitre sont présentées les mesures effectuées sur l’expérience de validation présentée au chapitre

8. Le but n’est aucunement d’obtenir des données permettant de faire une analyse en profondeur de l’écoule-

ment et des phénomènes aérothermiques. Les résultats expérimentaux seront donc présentés dans l’optique de

la validation. Les mesures permettent d’obtenir les conditions aux limites du domaine observé : elles sont néces-

saires à la réalisation des simulations numériques. Elles donnent aussi des champs de vitesse et de température

moyennés, destinés à la comparaison avec les résultats numériques effectués selon une approche RANS. L’accent

est également porté sur les incertitudes de mesure.

9.1 Conditions aux limites dynamiques

Les conditions aux limites dynamiques sont mesurées par LDV sur la ventilation globale et la ventilation

dédiée (jet). Avec quelques adaptations, elles permettent de générer les conditions aux limites pour la simulation.

9.1.1 Conditions d’entrée de la ventilation globale

Il s’agit d’obtenir les conditions de vitesse moyenne et de grandeurs turbulentes, ainsi que l’incertitude

associée, sur le plan d’entrée de l’écoulement transverse (en x = −0,11m, sur la figure 8.6).

9.1.1.1 Mesures

Les mesures ont été effectuées selon une ligne horizontale en milieu de veine (z = 0,0675m) et une ligne

verticale en y = 0m. Elles ont été effectuées avec le jet à ses deux débits extrêmes D1 = 13,6Nm3/h et

D2 = 17,0Nm3/h.

Les profils de vitesse respectivement vertical et horizontal sont donnés sur la figure 9.1. La vitesse longitudi-

nale u en veine est de 4,1m/s, w est très faible, de l’ordre de 0,1m/s. La composante non mesurée, v, est prise

à 0m/s. La différence entre les profils obtenus aux deux débits de jet est minime : l’erreur relative induite par

le choix du profil obtenu à l’un des deux débits est alors de 0,01 en milieu de veine (figure 9.2). Cette erreur

relative est naturellement un peu plus élevée dans les couches limites (0,1). Les vitesses considérées sont en

effet plus faibles. Par ailleurs, une petite différence de vitesse est observée au raccord entre les mesures dans les

moitiés haute et basse de la veine. Elle est de 0,01m/s pour une vitesse de 4,15m/s et est donc comprise dans

l’erreur de répétabilité (0,02).
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Les profils de couche limite obtenus en haut et en bas de veine sont turbulents : des rapports de forme de

1,48 à D1 et 1,41 à D2 en bas de veine et 1,52 à D1 et 1,44 à D2 en haut de veine sont calculés. Ceux sur

les parois latérales de la soufflerie sont laminaires : le rapport de forme est 2,35 aux deux débits. Le nombre

de Reynolds Reθ =
u∞θ

ν
basé sur l’épaisseur de quantité de mouvement θ est en revanche d’environ 1250. Le

critère de transition de Michel sur plaque plane indique un nombre de Reynolds de transition de 1180 [23]. La

couche limite est alors en cours de transition. Le problème est certes à signaler mais d’une importance limitée,

le phénomène observé se situant au centre de la veine, auprès du matériau chauffé, donc assez loin des parois

latérales.

Le profil horizontal présente une forme creusée en son centre. Il s’agit d’un effet du jet qui se situe 0,093m à

l’aval du point de mesure. Il ralentit l’écoulement et provoque un contournement qui accélère l’écoulement sur

les côtés. Une différence de 0,1m/s entre les vitesses au centre et sur les côtés en découle.

Les fluctuations de vitesse longitudinale et transversale sont également mesurées (figure 9.3). Des profils

d’énergie cinétique turbulente et de dissipation en sont déduits (figure 9.4). Il s’agit alors d’un écoulement de

type plaque plane. Dans le coeur de l’écoulement et auprès des parois latérales, la turbulence est considérée

isotrope. La figure 9.3 montre que les composantes u′ et w′ sont très proches dans ces zones. La composante

fluctuante non mesurée v′ est donc prise égale à w′ et est également proche de u′. Au coeur des couches limites

turbulentes, v′ =
√

2w′ [22]. La dissipation est calculée selon la formulation de Norris-Reynolds [62] (équation

8.5). L’épaisseur de couche limite à 99% est évaluée dans le tableau 9.1 qui recense les épaisseurs obtenues pour

les profils verticaux, horizontaux, ainsi que pour le jet 1. L’incertitude sur la mesure de l’épaisseur (due à la

taille du maillage de mesures) est également portée dans le tableau.

Au coeur de l’écoulement, l’énergie cinétique turbulente est de 0,14m2/s2, la dissipation de 2m2/s3. Ces

grandeurs augmentent au cœur de la couche limite jusque k = 0,45m2/s2 et ε = 408m2/s3 (figure 9.4).

1L’épaisseur de la couche limite du jet est mesurée à partir du bord de la buse d’injection jusqu’au point où la vitesse atteint

99% de la vitesse au centre du jet.
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Fig. 9.4 – Profils d’énergie et dissipation turbulentes

Profil Vertical Profil Vertical Profil Horizontal Profil Horizontal Jet

bas de veine haut de veine y < 0 y > 0

δ(m) 0,012 0,015 0,042 0,053 0,0025

∆δ(m) 0,0025 0,0025 0,005 0,005 0,0005
∆δ

δ
0,21 0,17 0,12 0,09 0,20

Tab. 9.1 – Mesure des épaisseurs des couches limites
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Fig. 9.5 – Principe d’extrapolation des données d’entrée de veine

9.1.1.2 Profil de conditions aux limites déduit

Des deux lignes mesurées sont déduites par extrapolation des données sur toute la surface d’entrée. Soit U

la vitesse ou les quantités turbulentes. Avec les notations de la figure 9.5, U est calculée au point V à partir des

valeurs mesurées aux points H , H0 et V0. Ainsi le profil vertical selon l’axe V0H0 est reproduit avec un facteur

de proportionnalité selon l’axe quelconque V H .

UV = UV0
· UH

UH0

Les profils d’entrée de veine de vitesses moyennes et de quantités turbulentes obtenus sont présentés sur la

figure 9.6.

9.1.1.3 Précision et incertitudes

Les études fréquentielles n’ont pas révélé de fréquence basse sur la dynamique de l’installation. L’évaluation

de l’incertitude statistique de mesure est donc faite avec les formules 6.5 et 6.6, où n est le nombre de particules

détectées. L’incertitude sur k est déduite de celle sur la variance. Elle ne prend pas en compte l’incertitude sur

le modèle utilisé pour évaluer la troisième composante de vitesse fluctuante.

L’incertitude sur la variance étant la même sur toutes les composantes de la vitesse, celle sur l’énergie

turbulente est :

∆k

k
=

u′2 + v′2 + w′2

2k

∆u′2

u′2
=

∆u′2

u′2
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L’incertitude sur la dissipation ε =
k3/2

lε
est fonction de celle sur l’énergie. Soit lε =

L

D
où D = 1 +

2
χ2

NRC
−3/2
µ

ReL
. dlε =

D · dL − L · dD

D2
, où dD =

−2χ2
NRC

−3/2
µ dReL

Re2
L

= (1 − D)
dReL

ReL
. Il vient

dlε
lε

=
dL

L
−

1 − D

D

dReL

ReL
. Par ailleurs, ReL =

√
kL

ν
. Donc

∆ReL

ReL
=

1

2

∆k

k
+

∆L

L
.

Hors couche limite, L = χNRy, on considère
∆L

L
= 0. En couche limite, L = 0,085δ. L’estimation de δ se

fait comme indiqué dans le tableau 9.1, où est indiquée l’incertitude
∆δ

δ
.

Au final :

∆ε

ε
=























(

3

2
+

χ2
NRC

−3/2
µ

ReL + 2χ2
NRC

−3/2
µ

)

∆k

k
hors couche limite

(

3

2
+

χ2
NRC

−3/2
µ

ReL + 2χ2
NRC

−3/2
µ

)

∆k

k
+

(

1 +
2χ2

NRC
−3/2
µ

ReL + 2χ2
NRC

−3/2
µ

)

∆δ

δ
en couche limite

L’incertitude statistique sur la mesure des vitesses en entrée de veine apparaît sur la figure 9.7. De l’ordre

de 3 à 4 · 10−3 au coeur de l’écoulement, elle monte à 0,05 voire plus aux abords des parois où le nombre de

particules capté chute.

La figure 9.8 montre l’incertitude sur k. Elle est de 0,05 au centre de veine pour les mesures selon la ligne

verticale et 0,07 selon la ligne horizontale. Elle monte en revanche à 0,8 au plus près de la paroi. L’incertitude

sur ε (figure 9.9) est du même ordre.

À cette incertitude statistique viennent s’ajouter des erreurs de répétabilité (0,02 pour la vitesse et 0,2 pour

k) et celles dues à l’écart des vitesses mesurées aux deux débits de jet (0,01).
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9.1.2 Conditions aux limites de jet

Les conditions de vitesse moyenne et de grandeurs turbulentes et l’incertitude associée pour le jet sont

obtenues dans ce paragraphe. La répartition spatiale est mesurée aux deux débits D1 et D2 extrêmes. L’évolution

de la vitesse lors de la phase instationnaire, mesurée ponctuellement au centre du jet, est également évaluée.

9.1.2.1 Profils mesurés aux deux débits de jet extrêmes

Les mesures sont effectuées aux deux débits extrêmes, sur un maillage de 378 points, débordant les limites

du jet d’un rayon. Du fait des réflexions qui éblouissent le récepteur, elles ont dû être faites ∆z = 3 · 10−3m

sous l’orifice de sortie du jet.

Les champs de vitesse obtenus sont présentés sur les figures 9.10 et 9.11. Le jet souffle selon l’axe z avec une

vitesse w négative. Une certaine uniformité de cette vitesse peut être observée. La composante de cisaillement

u est faible (de 0 à 10% de la vitesse w) et prend ses valeurs les plus importantes vers l’amont, où l’écoulement

transversal modifie plus fortement le profil de sortie de jet. Cet écoulement transversal empêche la symétrie

cylindrique du profil de sortie de jet. La figure 9.10 montre également le contournement du jet par l’écoulement

transversal, et le sillage du jet. La composante de vitesse non mesurée, v, est négligée et prise à 0m/s. Il s’agit

d’une hypothèse forte, mais v est négligeable devant la composante essentielle du jet, w. v est aussi probablement

de l’ordre de u, dont la connaissance est déjà moins indispensable, voire un peu plus faible car u est selon la

direction de la déviation par l’écoulement transverse.

Il est important de noter que la vitesse aux bords du jet n’est pas nulle. Elle est même assez importante, de

l’ordre de 13 à 18m/s. Cela est dû à la mesure 3 · 10−3m sous l’orifice : il y a entrainement, sur les frontières,

de l’air environnant.
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Fig. 9.11 – Condition aux limites de jet : vitesse longitudinale w

Les fluctuations de vitesse longitudinale et transversale sont également mesurées (figure 9.12). Des profils

d’énergie turbulente et de dissipation en sont déduits. Dans tout l’écoulement, la turbulence est considérée

isotrope. Les composantes mesurées u′ et w′ sont proches au coeur du jet comme sur ses limites. La composante

fluctuante non mesurée v′ est donc prise égale à w′ et est également proche de u′. Le calcul de la dissipation ε

repose sur la formulation de Norris-Reynolds [62] (équation 8.5). La distance à la paroi est alors la distance à

la limite du jet.

Le jet a un taux de turbulence d’environ 4%. k est faible, inférieur à 6m2/s2. C’est le cisaillement du jet qui

amène de la turbulence au sein du jet en écoulement transverse. La couche de cisaillement du jet par l’écoulement

externe voit en effet la turbulence augmenter. k dépasse alors 30m2/s2, ε est plus grand que 30000m2/s3.

9.1.2.2 Évolution transitoire

Une acquisition instationnaire est effectuée par LDV au point central du jet (x = −0,017m, y = 0m,

z = 0,132m). La vitesse w (figure 9.13) évolue bien selon une rampe menant du palier bas débit au palier haut

débit pendant 10s (l’incertitude est de 0,06 environ). Pendant ce temps, la vitesse transverse évolue également

selon une rampe, moins marquée et plus bruitée. Les grandeurs turbulentes, dont la mesure est peu précise

(l’incertitude est supérieure à 0,2) du fait du peu de particules utilisées, varient de la même façon selon une

rampe de faible pente.

9.1.2.3 Condition aux limites déduite

Du fait de la mesure 0,003m sous l’orifice du jet, la vitesse mesurée au bord du jet n’est pas nulle. Afin

d’assurer la condition d’adhérence sur les parois de la buse, les vitesses aux limites du jet sont tronquées à

0m/s. Le débit alors déduit de la répartition de vitesses mesurées est : Dc1 = 4,894 · 10−3kg/s pour le débit

faible, Dc2 = 6,002 · 10−3kg/s pour le débit élevé. L’accord avec les données du débitmètre est très bon :

D1 = 13,6Nm3/h = 4,884 · 10−3kg/s et D2 = 17,0Nm3/h = 6,105 · 10−3kg/s, soit des erreurs relatives sur le

débit calculé de 0,002 dans le premier cas et 0,017 dans le second, inférieures à l’incertitude sur la mesure du

débit (0,02 environ dans cette gamme de débit). La condition aux limites à D1 est donc directement imposée
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Fig. 9.12 – Condition aux limites de jet : vitesses fluctuantes , énergie cinétique et dissipation turbulentes
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Fig. 9.13 – Mesure instationnaire au centre du jet
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Fig. 9.14 – Conditions aux limites instationnaires au centre du jet

à partir du profil de vitesses mesuré et tronqué à 0m/s aux bords du jet. Afin de faciliter les simulations, il

est préférable que le profil à D2 soit homothétique de celui à D1. L’évolution instationnaire mesurée au point

central du jet est utilisée pour définir la variation du profil des vitesses et des grandeurs turbulentes sur la

période instationnaire.

L’évolution instationnaire est une rampe. Pour la vitesse débitante, la formulation permet de joindre en 10s

le débit élevé à partir de la répartition de vitesse du débit faible (figure 9.14, en haut à gauche) :

w = w(t = 0s)

[(

Dc2

Dc1
− 1

)

t

10
+ 1

]

Numériquement, w ' −25,12596− 0,568851t.

Pour les autres variables (u, k et ε), la rampe est choisie directement par régression linéaire sur l’évolution

instationnaire mesurée (figure 9.14).

La figure 9.15 illustre alors la différence entre la répartition de vitesse débitante calculée de cette façon

au débit élevé (D2) et celle qui est mesurée. Elle montre également la différence entre les rampes de vitesse

débitante calculée et mesurée. Dans les deux cas, l’erreur relative induite atteint un maximum de 0,03 sauf
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Fig. 9.15 – Erreur sur la déduction des conditions aux limites de jet
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Fig. 9.16 – Incertitude statistique sur la mesure des vitesses
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Fig. 9.17 – Incertitude statistique sur la mesure de l’énergie cinétique turbulente

ponctuellement dans la couche de mélange.

9.1.2.4 Précision et incertitudes

L’incertitude statistique sur la mesure des vitesses de jet est donnée sur la figure 9.16. Elle est calculée de

la même manière que pour les conditions d’entrée de veine. Inférieure à 4 · 10−3 au coeur du jet, elle monte

seulement à 0,02 aux bords du jet. Le nombre de particules détecté a pu être maintenu assez élevé dans tout le

domaine de mesure. L’incertitude sur l’énergie turbulente (figure 9.17) est de 0,07 , celle sur la dissipation de

0,11 hors couche limite (figure 9.18).

Cette incertitude statistique, relativement faible, vient s’ajouter aux erreurs de répétabilité de 0,04 sur la

vitesse et 0,3 sur k.

9.1.3 Bilan

Les conditions aux limites dynamiques de jet et d’écoulement transverse sont obtenues à partir de mesures par

LDV. Dans les deux cas, des hypothèses sont cependant effectuées pour pallier quelques manques d’information.

Le profil complet d’écoulement transverse est obtenu par extrapolation à partir des mesures effectuées sur

deux lignes. De plus, il est considéré constant dans le temps, quelle que soit la vitesse du jet.
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Fig. 9.18 – Incertitude statistique sur la mesure de la dissipation turbulente

Le profil de jet est obtenu par mesures LDV (réalisées 0,003m sous l’orifice du jet) au débit D1 =13,6Nm3/h,

la vitesse étant tronquée à 0m/s aux limites de façon à garantir la condition d’adhérence. L’évolution instation-

naire du profil pendant la montée en débit du jet est évaluée de façon à obtenir des profils homothétiques de

celui à D1 et garantissant la bonne valeur du débit.

Le tableau suivant récapitule les erreurs et incertitudes maximales sur les conditions aux limites de jet

et d’écoulement transverse (vitesse et énergie cinétique turbulente). L’erreur de répétabilité a été évaluée au

paragraphe 8.5.1. Celle dite d’hypothèse est due aux hypothèses sus-citées. Les incertitudes sont plus faibles au

cœur de l’écoulement qu’en couche limite (CL).

erreur de répétabilité erreur d’hypothèse incertitude

jet :

vitesse 0,04 0,03 0,004 (cœur)

0,02 (CL)

k 0,3 0,07

écoulement transverse :

vitesse 0,02 0,01 0,004 (cœur)

0,05 (CL)

k 0,2 0,07 (cœur)

0,8 (CL)
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9.2 Champs dynamiques

Les mesures de champs de vitesses moyennes et fluctuantes sont réalisées par PIV. Elles permettent de

vérifier que la simulation par CHARME de la dynamique est correcte. Les champs présentés dans ce paragraphe

montrent les données pouvant être comparées aux simulations ainsi que les incertitudes de mesure. Ils résultent

de moyennes effectuées sur quelques centaines de doublets d’images. Pour les acquisitions instationnaires, il

s’agit de moyennes de phase sur des répétitions de séquences représentées sur la figure 8.8.

Par ailleurs, les champs sont mesurés en plusieurs zones se recouvrant partiellement. Les plans sont en effet

effectués en une zone amont et une zone aval. Pour les plans verticaux, de façon à approcher les mesures à

0,002m de la paroi, des mesures à proximité de celle-ci ont été couplées à des plans plus larges.

9.2.1 Mesures aux deux débits extrêmes

Les mesures aux deux débits extrêmes du jet, D1 = 13,6Nm3/h et D2 = 17,0Nm3/h, sont effectuées dans

le plan de symétrie (y = 0m) et dans deux plans horizontaux.

9.2.1.1 Plan de symétrie

La figure 9.19 présente les mesures de vitesse moyenne et d’énergie turbulente dans le plan de symétrie à

D1 et D2. Dans ce plan de symétrie, la composante non mesurée de vitesse est supposée nulle en moyenne.

Les mesures par PIV sont comparées à la corrélation de Bradbury [15] de trajectoire du jet (voir l’annexe F).

L’accord est très bon : la trajectoire de Bradbury coïncide avec les maxima de vitesse. L’effet du confinement

du jet sur une hauteur de 0,135m est donc négligeable. Un débit de jet plus important conduit naturellement à

un impact sur le matériau plus en amont. La turbulence est concentrée dans le jet : u′ et w′ y sont nettement

plus importantes que dans le reste de l’écoulement.

9.2.1.2 Plans horizontaux

Les mesures sont ici effectuées dans des plans horizontaux situés à 0,01 et 0,04m au-dessus du matériau

chauffé. Elles permettent de voir la structure du jet selon une coupe transversale. Le tracé de la vitesse moyenne

(figures 9.20 et 9.21) permet de constater l’effet de contournement de l’écoulement : la composante longitudinale

indique un ralentissement de l’écoulement transverse à l’arrivée sur le jet (très visible au débit D1) puis une

accélération pour le contourner. La composante transversale traduit un écartement dû à la présence du jet.

Les vitesses fluctuantes sont tracées sur les figures 9.22 et 9.23. Dans les jets en écoulement transversal, une

paire de tourbillons contrarotatifs se trouve au cœur du jet [57]. La forme observée notamment sur la figure 9.22,

à la hauteur z = 0,04m, est caractéristique de la paire de tourbillons contrarotatifs. À z = 0,01m, la structure

se désagrège. Le jet interagit avec la couche limite.
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Fig. 9.20 – Plans horizontaux : vitesse longitudinale
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Fig. 9.21 – Plans horizontaux : vitesse transversale
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Fig. 9.25 – Vitesse longitudinale au cours du temps aux lignes 1 et 2
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Fig. 9.26 – Vitesse longitudinale au cours du temps aux lignes 3 et 4
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l’axe du jet (y = 0m). L’impact du jet en amont a écrasé la couche limite plus bas que z = 0,01m. L’allure de

l’écoulement est celle d’un jet en écoulement transverse sans interaction avec la paroi, avec une accélération du

fluide sur les côtés du jet.

9.2.3 Incertitude de mesure

L’incertitude statistique de mesure est calculée comme pour les mesures par LDV avec les formules 6.5 et

6.6, où n est le nombre de doublets d’images utilisé pour effectuer le traitement statistique.

Les figures 9.27 et 9.28 montrent respectivement cette incertitude statistique sur la vitesse moyenne lors des

acquisitions à débit de jet fixé et de celles instationnaires à l’instant t = 5s. De l’ordre de 0,08 en plein champ,

elle atteint tout de même 0,15 au centre du jet à débit D2 en z = 0,04m. Cette incertitude très forte est le fait

du fort taux de turbulence dans cette zone.

Les plans mesurés sont obtenus en deux zones larges de 0,130m. La figure 9.29 montre le raccord pour des

acquisitions à D1 et D2 dans le plan horizontal à z = 0,01m et sur plusieurs lignes y = cte. La concordance des

mesures au raccordement est à 0,08 à 0,1 près, ce qui rentre dans l’incertitude. Il en est de même au raccordement

entre les plans verticaux large et de proche paroi (figure 9.30).

9.2.4 Bilan

Les mesures par PIV permettent d’obtenir des champs dans le plan de symétrie et deux plans horizontaux,

sur les paliers de débit de jet D1 et D2 et sur la période instationnaire. Ces champs sont à comparer aux

simulations numériques. Pour la validation, la connaissance de l’incertitude et des erreurs de répétabilité est

également très importante :

erreur de répétabilité incertitude

vitesse 0,05 0,08

(0,15 ponctuellement)

k 0,1
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9.3.2 Température de l’environnement

Outre les thermocouples permettant les mesures de température de jet, de soufflerie et de face arrière du

matériau chauffé, des thermocouples supplémentaires donnent des informations sur la température des parois

de la veine. Leur localisation et leur dénomination sont données sur la figure 9.31.

Les températures mesurées par ces différents thermocouples, nécessaires pour la comparaison avec les simu-

lations numériques réalisées avec l’hypothèse de parois adiabatiques, sont :

latéral 1 297,1K

latéral 2 297,1K

latéral 3 296,9K

bas 1 298,2K

bas 2 297,7K

bas 3 297,1K

bas aval 299,7K

haut 1 296,9K

haut 2 296,9K

Les températures des parois latérales et haute sont donc de l’ordre de 297K pour une température d’écoule-

ment de 296,6K. L’incertitude des thermocouples concernés étant d’environ 0,9K, la température des parois est

proche de celle de l’écoulement, ce qui confirme l’adiabaticité de ces parois. Sur la paroi basse, la température

en aval du matériau chauffé est naturellement plus élevée, et la température sur le côté de ce dernier augmente

également légèrement quand les thermocouples se rapprochent de lui. L’hypothèse d’un contact adiabatique

entre le matériau chauffé et la paroi basse est donc une approximation dont l’effet sera à analyser.
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Fig. 9.34 – Évolution de la température aux points 1 et 2 de la figure 9.33

La zone où l’évolution de la température est la plus élevée est naturellement la moitié située le plus en amont,

où se situe l’impact du jet. Dans cette région, la température évolue de façon significative (1,3K au minimum,

en x =0,1m, y = 0m par exemple). Dans la région aval (au point 2 (x =0,15m, y = 0m) par exemple), le

changement de température (inférieur à 1K) est plus proche de l’erreur et des incertitudes de mesure. Pour

la validation, ce comportement doit être retrouvé par les simulations et les informations les plus significatives

doivent provenir de la zone amont.

9.4.3 Évolution instationnaire

La figure 9.34 montre l’évolution de la température aux points 1 et 2 de la figure 9.33. L’influence du

changement de régime sur la température de paroi est quasiment immédiate : la dynamique se met en place et

modifie la condition de convection très rapidement. L’établissement à l’état stationnaire passe par une période

strictement instationnaire durant le changement de régime du jet, dont la durée est négligeable devant la période

transitoire pendant laquelle l’écoulement est établi mais la température de surface continue à varier. Il se fait

en 230s (temps de descente à 99%), ce qui confirme les 274s attendues lors du dimensionnement à l’aide d’un

modèle 1D (paragraphe 8.1.5).
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températures).

erreur de répétabilité incertitude statistique DTEB erreur systématique spatiale erreur multiréflexions

<0,4 <0,07 0,03 0,2 0,2

9.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté :

– les mesures de conditions aux limites (avec les incertitudes associées) à utiliser pour les simulations ;

– les mesures des champs dynamiques et thermiques pour la comparaison avec les résultats des simulations,

présentées au chapitre suivant.

Les conditions aux limites dynamiques sont obtenues par mesures par LDV. Celles en entrée d’écoulement

transverse sont stationnaires, celles du jet sont instationnaires. Les conditions thermiques sont données par des

mesures par thermocouples.

Les mesures de champs dynamiques et thermiques sont obtenues en instationnaire, par mesures par PIV et

par thermographie infrarouge respectivement. Bien que l’analyse des phénomènes ne soit pas l’objet de l’étude,

il est vérifié que la trajectoire du jet en écoulement transverse est en bon accord avec la littérature. Par ailleurs,

au cours de toute la séquence d’évolution du débit du jet, l’impact de ce dernier se situe dans la moitié amont

du matériau. L’évolution de la température de surface pendant la séquence est aussi plus importante (jusque

8,8K) dans cette partie, dont il est attendu plus de fiabilité pour la validation que la moitié aval.

Le chapitre suivant est consacré aux simulations et aux comparaisons entre les données expérimentales et

numériques.
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Chapitre 10

Simulations numériques

Dans ce chapitre sont présentés les résultats des simulations numériques effectuées avec CEDRE sur la

configuration expérimentale étudiée dans les chapitres précédents.

Du fait des délais d’implémentation de la méthode dans CEDRE, le couplage entre les modules de dynamique

des fluides CHARME et de thermique du solide ACACIA est une version simplifiée de la méthodologie de

couplage décrite dans ce mémoire. Il s’agit de la méthode stationnaire évoquée au chapitre 7. La correction

conservative n’est pas implémentée et les conditions aux limites de couplage n’assurent pas la conservation

immédiate du flux de chaleur et de la température à l’interface fluide / solide. Elles consistent en effet à fournir

une condition dépendant directement du flux et de la température d’un domaine à l’autre. Dans ce cas, le solide

reçoit le flux du fluide et ce dernier la température du solide.

Les résultats présentés ne constituent qu’un premier pas dans le sens de la validation. Seule la simulation

stationnaire à débit D1 =13,6Nm3/h a été réalisée et les modèles utilisés ne sont pas idéaux. Elle sert de base

à une première comparaison avec les résultats expérimentaux.

10.1 Caractéristiques du calcul

10.1.1 Cas simulé

Le cas simulé est celui de l’expérience “Refroidissement moteur” (paragraphe 8.1). L’intégration stationnaire

permet d’obtenir l’état “initial” d’écoulement de jet à D1 = 13,6Nm3/h en écoulement transversal à 4,1m/s.

CEDRE permet de modéliser une conductivité du matériau dépendante de la température : elle est prise sous

forme polynomiale d’ordre 2 de manière à approcher la loi de la figure 8.3 : λ = 2 · 10−6T 2 − 0,0018T + 1,8517.

10.1.2 Maillage

La symétrie de la configuration permet de ne mailler que la moitié de l’espace de la figure 8.6.

Le maillage, structuré, est composé d’hexaèdres. Une topologie en O est utilisée dans et autour du jet. Le

reste du maillage est fait selon une topologie en H. Le nombre de cellules est de 315433 pour le fluide, de 6740

pour le solide.
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10.1.3 Conditions aux limites et initiales

Les conditions aux limites dynamiques, d’entrée de veine et de jet sont issues des données expérimentales

obtenues par LDV.

Des incertitudes existent sur les conditions aux limites. La condition de sortie est une condition de pression,

prise à une atmosphère. Les conditions aux limites de paroi autres que l’interface avec le matériau chauffé sont

considérées adiabatiques. De la même façon, les conditions aux limites sur les côtés du matériau sont prises

adiabatiques. Rigoureusement, un couplage de type solide / solide devrait être utilisé entre le MACOR r© et

le bois de type MEDIUM (λ = 0,12W/m/K, c = 2070J/kg/K, ρ = 725kg/m3) qui compose la plaque plane

autour du matériau chauffé. Enfin, la condition en face arrière du matériau est de type isotherme, à 325K.

10.1.4 Schémas

L’intégration temporelle repose sur des schémas implicites. La réduction du système linéaire est effectuée

par la méthode GMRES.

L’intégration étant stationnaire, les schémas sont de type implicite à un pas pour CHARME et ACACIA,

avec les options par défaut de CEDRE. Un préconditionnement bas Mach [66] et une méthode de pas de

temps local (avec l’option par défaut) permettent d’accélérer la convergence. Le premier permet de pallier

les baisses de performances du solveur compressible qu’est CEDRE sur les écoulements à faible nombre de

Mach. Il repose sur l’utilisation d’une matrice de préconditionnement en facteur du terme instationnaire des

équations d’Euler afin que les vitesses de propagation des ondes acoustiques et particulaires soient du même

ordre de grandeur. Cette méthode permet d’éviter que la limitation par le nombre de CFL du pas de temps,

imposée par les modes acoustiques, soit défavorable aux modes convectifs qui se propagent plus lentement

(à la vitesse de l’écoulement). La convergence est accélérée par ce moyen. La modification du système est

sans conséquence sur l’état stationnaire mais n’autorise pas l’utilisation du préconditionnement bas Mach en

instationnaire. La méthode de pas de temps local permet aussi d’accélérer la convergence en autorisant des pas

de temps d’intégration différents, et les plus adaptés, dans les cellules composant le maillage. L’utilisation d’une

discrétisation temporelle non uniforme en espace n’est pas adaptée aux simulations instationnaires.

La discrétisation spatiale et le calcul des gradients utilisent la méthode de Green avec prise en compte

des effets de courbure et des faces gauches, sans limitation de gradient, et un limiteur de type Van Leer pour

CHARME, et la méthode des moindres carrés pour ACACIA. Les interpolations aux cellules limites sont d’ordre

2. Un schéma spatial de type bas Mach est utilisé.

10.1.5 Modélisation de la turbulence

Selon Demuren [25], les difficultés de simulation numérique de jet sont principalement liées à la définition

de la turbulence, à la précision des méthodes numériques et aux incertitudes sur la sortie de jet (donc aux

conditions limites). Mais l’écoulement moyen n’est pas trop perturbé par le modèle de turbulence. Lilley [55]

montre la capacité d’un code 3D (explicite, coordonnées cyclindriques, différences finies) doté d’un modèle de

turbulence k-ε à calculer la trajectoire d’un jet. Hahn et Choi [37] déterminent même un CFL idéal de 64 pour

ce genre de calcul en schéma implicite (interaction d’un jet 2D avec une couche limite laminaire 2D).

Pour étudier plus précisément le champ de turbulence, il faut préférer un modèle aux tensions de Reynolds

[25], ou encore des modèles de type LES ou DNS [5]. Ces deux modèles seront d’ailleurs les plus adaptés pour les
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simulations instationnaires. Les modèles de type RANS pourront cependant être aussi utilisés dans un premier

temps, d’autant que les résultats expérimentaux ne sont pas des champs instantanés mais moyennés.

Le modèle de turbulence adopté est de type RANS et plus précisément k-ε, sans modèle ASM (Algebraic

Stress Model). Le modèle bas Reynolds standard et le modèle de paroi Couette turbulent 1 de CEDRE sont

également choisis. Les constantes de Prandtl, de Karman, les nombres de Prandtl et Schmidt turbulents du

modèle k-ε sont respectivement 0,09, 0,4, 0,9 et 0,9. Pour le modèle de paroi, les nombres de Prandtl turbulent

pour k et ε sont 0,9 et 1,3, les constantes C1 et C2 sont 1,44 et 1,85, les coefficients de limitation pour réalisabilité

et de Kolmogorov sont nuls.

10.2 Résultats de la simulation

Les résultats présentés constituent une première approche. Seule la simulation stationnaire à D1 a été

effectuée.

Le champ de température obtenu à la surface du matériau d’étude est représenté sur la figure 10.1. Le

développement de la couche limite thermique en amont du matériau et la trace thermique du jet sont clairement

identifiables. En revanche, la comparaison avec la figure 9.32 montre que les résultats de la simulation donnent

une trace froide due à l’impact du jet trop en aval (en x =0,12m contre 0,07m expérimentalement). De plus,

les niveaux de températures (ainsi que les gradients) obtenus sont plus faibles (de 314,1 à 316,7K contre une

gamme de 317,7 à 321,5K relevée expérimentalement).

La justification de ces erreurs semble être principalement d’origine dynamique. En effet, le champ de vitesse

ne présente pas tout à fait la même allure qu’expérimentalement. La figure 10.2 montre en effet que dans le

plan de symétrie, la trajectoire du jet est très légèrement en aval des résultats de la corrélation de Bradbury

[15]. Les mesures avaient quant à elles indiqué un très bon accord avec cette corrélation. L’allure légèrement

oscillante du jet est due à une petite instationnarité perturbant la convergence du calcul.

Le champ de vitesse dans les plans horizontaux z =0,01 et 0,04m est montré sur la figure 10.3. L’allure

générale avec contournement du jet par l’écoulement transversal est retrouvée. Cependant, la trace du jet est

trop en aval par rapport aux résultats expérimentaux. Les niveaux de vitesse obtenus sont du même ordre que

ceux mesurés. Mais le jet calculé semble moins élargi.

La simulation approximative de la dynamique du jet en écoulement transverse est donc la cause de l’erreur sur

le champ de température. Une meilleure simulation des aspects dynamiques est donc essentielle afin de pouvoir

valider le couplage sur ce cas. Il est bien sûr attendu beaucoup d’une meilleure simulation de la turbulence par

amélioration des modèles.

Outre ce problème, le niveau trop élevé de température obtenu par simulation peut également être dû

à l’approximation d’une condition aux limites adiabatique sur les côtés du matériau étudié, ainsi qu’à une

convergence en maillage incomplète.

10.3 Erreurs et incertitudes

Tout comme pour les simulations elles-mêmes, le calcul des erreurs et incertitudes d’origine numérique n’est

pas encore abouti. Dans ce paragraphe, le mode d’évaluation de celles-ci est tout de même présenté.
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Fig. 10.1 – Champ de température de paroi au débit D1 obtenu par simulation
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Fig. 10.3 – Champs de vitesse dans les plans z =0,01 et 0,04m, au débit D1, obtenus par simulation



10.4 Validation sur le cas stationnaire 203

10.3.1 Convergence en maillage

Une convergence en maillage doit être effectuée, à partir d’un maillage de référence (1) comportant 315433

cellules dans le domaine CHARME et 6740 dans le domaine ACACIA. Les mailles composant le solide ont une

hauteur de 0,001m, la première maille fluide au-dessus du matériau est de 0,0005m (y+ ≤ 20).

À partir de deux maillages supplémentaires obtenus respectivement par raffinement et déraffinement d’un

facteur rcv =1,4, la méthode présentée au paragraphe 6.3 permet d’évaluer la solution asymptotique et l’erreur

de discrétisation effectuée. L’ordre de convergence est obtenu à l’aide de l’équation 6.1 à partir d’une valeur

intégrée comme le flux thermique traversant l’interface fluide / solide :

pcv =

ln

(

(FS)3 − (FS)2
(FS)2 − (FS)1

)

ln(rcv)

L’erreur de discrétisation est fournie par l’équation 6.3.

10.3.2 Incertitudes sur les paramètres d’entrée

L’incertitude paramétrique stochastique résulte de l’étude de simulations multiples effectuées avec de nom-

breuses valeurs des paramètres d’entrée mal connus. Il s’agit principalement de la pression en sortie (qui est

prise à 101325Pa dans la simulation initiale mais a parfois été mesurée à 99500Pa au cours de la campagne

expérimentale), des conditions aux limites aux parois (considérées adiabatiques dans un premier temps). Par

ailleurs, l’incertitude sur la mesure des conditions aux limites dynamiques d’écoulement transverse (0,034 en in-

cluant l’incertitude statistique, la répétabilité et les erreurs d’hypothèse) et de jet (0,074), et thermiques en face

arrière du matériau chauffé (0,8K) est connue. Un certain nombre de simulations avec des valeurs de conditions

aux limites comprises dans la gamme d’incertitude doit être également mené afin d’obtenir l’incertitude sur les

résultats numériques obtenus.

Cette démarche est assez coûteuse en temps de calcul et n’a pas encore pu être menée. Mais il sera intéressant

de l’entreprendre afin d’avoir une évaluation complète des erreurs et incertitudes expérimentales et numériques.

10.4 Validation sur le cas stationnaire

La validation est effectuée sur le champ de température à la surface du matériau chauffé. Ce choix provient

du fait que le couplage concerne avant tout l’interface fluide / solide.

La méthode de validation est présentée au chapitre 6. La figure 10.4 montre la différence entre les champs de

température issus des mesures et des simulations. Les simulations n’étant pas encore satisfaisantes, l’écart est

assez important, atteignant 5,5K dans la zone de contournement du jet. Il est intéressant de remarquer que la

zone d’impact pour les simulations voit des écarts de température de 4,4K. Ils sont nettement plus faibles dans

la vraie région d’impact (1,8K). Une combinaison des effets du calcul imparfait de la dynamique des fluides, des

conditions aux limites et de la convergence en maillage doit être à l’origine de cette répartition des écarts de

température.

L’équation de la norme de validation (6.7) est adaptée en fonction des erreurs connues. Avec les notations

du paragraphe 6.5.1, ε1 est l’incertitude expérimentale (de l’ordre de 0,9K, en tenant compte des cartes d’erreur

de répétabilité et d’incertitude statistique, de la DTEB, et des erreurs systématique spatiale et due au modèle
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Fig. 10.4 – Différence de température entre les résultats numériques et expérimentaux
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Fig. 10.5 – Erreur totale sur le champ de température

multiréflexions utilisé). ε2 + ε3 est la différence entre les champs expérimental et simulé, augmentée de l’incer-

titude paramétrique stochastique, non estimée dans ce mémoire. ε4 est l’erreur de convergence en maillage qui

n’est pas évaluée non plus. Au final, avec S la surface observée, la norme de validation peut être exprimée :

V = 1 − 1

S

∫

S

tanh

(

ε1 + ε2 + ε3 + ε4
∆T0

)

dS

L’erreur considérée est relative à un écart de température de référence ∆T0 = 30K (la différence de tempéra-

ture entre l’écoulement et la face arrière du matériau étudié). L’erreur totale ε1 + ε2 + ε3 + ε4 est présentée sur la

figure 10.5. Une limitation est l’annulation des erreurs non évaluées. Dans le cas présent, la norme de validation

obtenue est : V =0,8602. Présentée seule, cette norme présente un intérêt limité. En revanche, elle pourra servir

de référence pour les prochains calculs effectués, en premier lieu avec différents modèles de turbulence, mais

aussi avec la méthode instationnaire conservative de couplage et en instationnaire.

10.5 Conclusion

Une première approche de la validation a été entreprise dans ce chapitre. Une simulation en stationnaire

est présentée. Cette simulation est encore peu fiable notamment du fait du calcul peu précis de la dynamique

des fluides. Une amélioration importante à réaliser est le choix d’un modèle de turbulence plus adapté. Dans

un premier temps, des modèles ASM de CEDRE peuvent être essayés. Un modèle LES de Smagorinski est
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disponible sur CEDRE, un modèle URANS est en prévision. Des essais sur ce cas de calcul seraient intéressants.

Les méthodes d’obtention de l’erreur de discrétisation et de l’incertitude paramétrique stochastique ont été

présentées. L’évaluation reste à faire et permettra de connaître plus précisément la norme de validation, qui

est actuellement de 0,8602. Cette norme est donc un point de départ pour la validation et pour quantifier les

améliorations successives des simulations.
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Conclusion

Ce travail de recherche a porté sur l’étude complète d’une méthodologie numérique de couplage fluide /

solide pour des applications aérothermiques instationnaires. Elle a été définie, paramétrée et étudiée sur les

aspects stabilité, précision et conservativité notamment. Un travail de vérification et validation expérimentale

a également été mené.

Méthodologie numérique

La méthode repose sur le couplage de deux solveurs de dynamique des fluides et de thermique du solide.

Les domaines solides et fluides sont intégrés indépendamment par leurs solveurs respectifs. Le couplage est

effectué périodiquement par calcul de conditions aux limites aux interfaces fluide / solide. Ces conditions de

type Neumann, Dirichlet ou Fourier permettent l’équilibre instantané des températures et flux de chaleur à

l’interface. Contrairement aux techniques de couplage stationnaire, où les conditions d’interface sont imposées

sans calcul (généralement, le fluide impose directement son flux au solide et ce dernier sa température au fluide),

cette méthode permet un processus d’avancement non itératif. Il n’y a en effet pas besoin d’effectuer le cycle

(pas de temps entre deux couplages) plusieurs fois pour atteindre la bonne condition de couplage. La méthode

est donc intéressante de ce point de vue pour le coût de calcul.

Le type de conditions aux limites détermine fortement l’évolution des champs de température entre deux

couplages du fait de l’indépendance des intégrations des domaines fluides et solides. Les conditions de type Neu-

mann s’avèrent notamment très instables, conformément aux résultats de la littérature. Une autre conséquence

est l’apparition de pertes de flux thermique à l’interface. En effet, si les conditions n’imposent pas le flux d’in-

terface, celui-ci évolue différemment de part et d’autre de l’interface. Même si les flux convergent au final vers la

même valeur, les flux totaux transmis de part et d’autre au cours du processus instationnaire sont différents. La

méthodologie complète de couplage intègre donc une technique de correction. Elle consiste à évaluer le déficit

d’énergie thermique aux interfaces et appliquer aux domaines une quantité corrective calculée à partir de ce

déficit, et le compensant. Cette quantité corrective peut être un flux supplémentaire à l’interface ou bien une

correction directement par incrémentation de la température dans les cellules jouxtant l’interface. Dans le pre-

mier cas, la correction est exprimée comme une condition aux limites de flux venant s’ajouter à la condition de

couplage. L’intrusivité de la méthode de couplage au sein des solveurs est alors limitée. Elle se réduit à l’implé-

mentation éventuelle d’une procédure permettant de calculer l’énergie thermique traversant l’interface au cours

d’un cycle. Sinon, le couplage consiste en la réalisation de calculs dans une procédure totalement extérieure

aux solveurs couplés et en la définition de conditions aux limites pour ceux-ci. L’expression de la correction

sous forme de condition aux limites de flux permet essentiellement de distribuer la quantité corrective de façon

équitablement répartie sur tout le cycle. Il s’agit d’une correction “RÉPARTIE RÉGULIÈREMENT”. Le flux
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de correction est constant tout au long du cycle. Il est aussi possible d’imposer une correction dégressive au

cours du cycle : selon une loi géométrique par exemple (correction “RÉPARTIE GÉOMÉTRIQUEMENT”), ou

encore avec toute la correction donnée en une même itération (correction “APRÈS”). Dans ce cas, la correction

est appliquée entièrement à l’itération suivant immédiatement le couplage et le flux correctif est nul le reste du

cycle. Une autre solution est enfin d’appliquer toute la correction immédiatement avant le couplage (correction

“AVANT”). Mais cela passe par l’affectation d’un incrément de température dans les cellules à proximité de

l’interface, ce qui nécessite des développements supplémentaires dans les codes couplés. Ces différentes manières

d’imposer la correction en définissent la répartition temporelle. Une distribution spatiale est aussi effectuée en

laissant la possibilité d’imposer une quantité plus importante de correction à un des deux domaines fluide ou

solide.

La méthode de couplage est étudiée sous plusieurs angles : algorithmique (avec le problème de l’intrusivité

dans les solveurs couplés), coût de calcul, conservativité mais aussi précision et robustesse. Des tests de couplage

solide / solide et solide / fluide ont montré que la technique de correction conservative apporte un gain important

de précision, notamment dans les périodes transitoires. Plus la correction est faite en amont du couplage, plus la

précision est grande : la correction “AVANT” est la plus précise, la correction “RÉPARTIE RÉGULIÈREMENT”

la moins précise. Les résultats de l’étude de robustesse donnent au contraire une stabilité accrue de la méthode

avec une répartition temporelle de la correction. Par ailleurs, des analyses théoriques de stabilité ont permis de

définir à la fois les types de conditions de couplage et la répartition spatiale de correction les plus stables. Une

première étude sans les aspects correctifs permet d’écarter les conditions de type Neumann. Les résultats de

l’analyse intégrant les corrections conservatives sont : une meilleure stabilité avec des conditions de type Fourier

pour le solide (plus exactement le domaine dont le temps caractéristique de diffusion basé sur la taille de maille,
δx2

Dth
, est le plus élevé) et Dirichlet pour le fluide, et l’affectation de la correction entièrement côté solide.

Pour des critères d’algorithmique et de robustesse, la meilleure solution est finalement d’imposer une condi-

tion de “convection + flux correctif” au solide (de façon à obtenir une correction “RÉPARTIE RÉGULIÈRE-

MENT”) et une condition de température au fluide. Dans ces conditions, le gain en précision reste substantiel.

Vérification et validation

La vérification et la validation de la méthode sont effectuées selon des critères définis par Oberkampf et al [63].

La vérification consiste à s’assurer de l’accord entre la modélisation numérique du phénomène aérothermique par

couplage de solveurs et sa modélisation mathématique sous forme de système d’équations aux dérivées partielles.

Elle est donc réalisée par comparaison des résultats de la méthode numérique sur un cas simple dont la solution

analytique est connue. Il s’agit de l’étude d’une plaque plane épaisse chauffée à température constante en face

arrière et mouillée par un écoulement subitement porté à un nombre de Mach de 3 en face avant. La simulation

de l’établissement du phénomène est comparée avec les résultats analytiques de Pozzi et al [71]. La vérification

donne des résultats très satisfaisants et montre l’intérêt de la méthode de correction conservative.

L’objectif de la validation est de déterminer l’accord du modèle numérique avec la réalité et plus précisément

avec l’expérience. Une expérience de validation a donc été définie et réalisée. Elle modélise le refroidissement

d’un carter moteur par ventilation dédiée. Une plaque plane épaisse est chauffée en face arrière à température

constante et refroidie en face avant par un jet en écoulement transversal. L’expérience est réalisée dans une

soufflerie générant l’écoulement principal. Un jet souffle orthogonalement à celui-ci. L’injection est effectuée par
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une buse ronde située à une hauteur permettant de respecter des critères de similitude par rapport à la situation

réelle. Le débit du jet varie dans le temps entre deux débits extrêmes permettant tous deux une trace thermique

visible du jet sur la plaque chauffée. Le matériau constituant cette plaque est une vitrocéramique MACOR r©,

homogène, opaque dans l’infrarouge donc sans influence du rayonnement sur le champ de température interne,

et avec une conductivité thermique proche de 1W/m/K permettant (dans la gamme de vitesses de l’expérience)

une grande amplitude de variation de température à l’interface quand les conditions d’écoulement varient.

Les mesures effectuées sur l’expérience sont destinées à la détermination des conditions aux limites pour la

simulation d’une part et à l’élaboration d’une base de données pour la comparaison avec les résultats numériques

d’autre part. Des mesures par LDV (Laser Doppler Velocimetry) sont ainsi entreprises dans le but d’obtenir

les conditions dynamiques d’entrée de veine et de jet. Les mesures par PIV (Particle Image Velocimetry) et

par thermographie infrarouge permettent quant à elles l’obtention de champs destinés à la comparaison avec

les résultats numériques. Les mesures par thermographie infrarouge de la température de paroi de la plaque

chauffée sont particulièrement importantes pour la validation du couplage car la surface visée de la paroi

constitue l’interface entre les domaines fluide et solide.

La comparaison des résultats numériques et expérimentaux est effectuée sur un cas établi, avec un débit de

jet faible. Les simulations sont effectuées avec CEDRE, où la méthode de couplage complète n’est pas encore

disponible. Le couplage est de type stationnaire, avec un simple échange de conditions aux limites entre les

solveurs. Les aspects strictement dynamiques n’étant pas très bien résolus, la validation du couplage n’est pas

effectuée dans des conditions idéales. Une norme de validation [63] est calculée et sert de base de comparaison

pour les simulations restant à réaliser, avec d’autres modèles, notamment la méthode instationnaire conservative

de couplage. Sur le cas calculé, très peu précis et qui ne constitue qu’une première approche, la norme vaut

0,8602.

Perspectives

Les perspectives à court terme du travail numérique sont l’implémentation de la méthode complète de

couplage dans CEDRE. La méthodologie a été développée de façon portable pour être implémentée entre des

codes quelconques. Elle peut aussi tout à fait se combiner à toutes autres sortes de couplages de solveurs, tels

un couplage fluide / structure d’ordre mécanique permettant notamment de simuler les distorsions d’un solide

soumis à une contrainte imposée par un fluide.

Le problème du coût des simulations étant critique, une solution envisageable pour certains cas est le gel de

la dynamique des fluides. Seule l’équation de l’énergie est conservée côté fluide. Cela permet un gain théorique,

sous réserve d’une bonne implémentation de cette option, d’un rapport 5 (soit le nombre minimum des équations

résolues en temps normal). Ce gain peut même être augmenté car le nombre de CFL devient
uδt

δx
au lieu de

(u + cs)δt

δx
: le pas de temps d’intégration autorisé est multiplié par

u + cs

u
. Enfin, le maillage du fluide peut

être nettement déraffiné, ce qui entraine une nouvelle diminution de la durée d’intégration. Cependant, cette

technique n’est utilisable que sur les phases transitoires d’ordre purement thermique, c’est-à-dire si la dynamique

est établie. De plus, elle repose sur l’hypothèse du découplage des équations de la quantité de mouvement et de

l’énergie, qui n’est rigoureusement exacte qu’en régime incompressible. Des erreurs devraient donc provenir des

simulations en régime compressible utilisant cette technique.

En ce qui concerne la validation, plusieurs études complémentaires peuvent être menées. Dans un premier
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temps, la poursuite et l’amélioration du cas de calcul stationnaire entrepris dans ce travail est nécessaire.

L’utilisation de modèles de turbulence plus adaptés affinerait la prédiction de la dynamique. De plus, une

convergence en maillage permettra de quantifier l’erreur de discrétisation.

La comparaison de simulations instationnaires avec les données expérimentales s’avère aussi indispensable.

La simulation sur des temps longs peut nécessiter l’usage de la méthode du gel de la dynamique des fluides

sur la période purement transitoire. Le développement d’une norme de validation instationnaire permettrait

la comparaison de modèles de calcul différents, notamment la méthode instationnaire conservative de couplage

avec la méthode de type stationnaire actuellement disponible dans CEDRE. La norme de validation permettra

également de juger de l’intérêt des corrections conservatives sur un cas proche des configurations moteurs visées.

Une analyse plus poussée de certaines incertitudes peut être intéressante. Les incertitudes paramétriques

stochastiques reflétant l’influence des conditions d’entrée mal connues sur les résultats des simulations sont

en effet à évaluer. Par ailleurs, le calcul couplé fait intervenir des conditions aux limites adiabatiques sur les

bords du matériau chauffé. Un calcul couplé avec un matériau en bois de type MEDIUM pourrait apporter une

meilleure simulation des aspects thermiques dans le matériau.

La validation avec des modèles de turbulence LES ou URANS permettant une meilleure simulation de la

partie fluidique devrait être menée. La norme de validation utilisée dans ce mémoire présenterait l’intérêt de

pouvoir comparer la valeur obtenue dans les conditions de calcul actuelles avec celles obtenues avec des modèles

censés apporter une précision accrue.

L’expérience qui a été menée au cours de cette thèse a été principalement utilisée pour la validation. Elle a

été développée dans ce but. Mais une exploitation de l’expérience en elle-même pourrait être intéressante. Il a

été montré le bon accord de la trajectoire de jet mesurée avec les corrélations empiriques. La structure du jet en

écoulement transversal, son action sur le transfert de chaleur sur le matériau chauffé pourraient être analysées

plus en détails. Des comparaisons avec le transfert de chaleur obtenu dans des configurations similaires sur une

plaque à température constante (en face avant) pourraient être effectuées. Enfin, l’expérience étant menée avec

trois jets également, les phénomènes aérothermiques obtenus dans les deux cas pourraient être comparés.
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Annexe A

Analyse matricielle de stabilité et

conditions aux limites

Dans la méthode matricielle d’étude de stabilité des schémas numériques, les conditions aux limites déter-

minent les extrémités de la matrice d’étude A (définie au paragraphe 1.5.2).

A.1 Conditions aux limites isothermes

Dans ce cas, les perturbations de température aux extrémités sont nulles. D’où une matrice :

A =



























1 − 2a a . . . 0

a 1 − 2a a

. . .

a 1 − 2a a

. . .

0 . . . a 1 − 2a



























A.2 Conditions aux limites de convection

En reprenant l’équation 1.10 pour la cellule j = 1, avec une expression du flux F 1
2

donnée par la condition de

convection (notations de la figure A.1) : F 1
2

=
h

ρc

(

Tc − T 1
2

)

, avec T 1
2

=
2λ
δx T1 + hTc

2λ
δx + h

. De plus : F 3
2

=
λ

ρc

T2 − T1

δx
.

En passant aux perturbations, sachant que δTc = 0 :
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Fig. A.1 – Conditions aux limites de convection.



212 Chapitre A : Analyse matricielle de stabilité et conditions aux limites

N2 ...1
N
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=
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Fig. A.2 – Conditions aux limites périodiques : chaque extrémité impose sa condition aux limites à l’autre.

δT n+1
1 = δT n

1 +
δt

δx

(

λ

ρc

δT n
2 − δT n

1

δx
+

h

ρc
δT n

1
2

)

= δT n
1

(

1 − a
2 + 3Bi

2 + Bi

)

+ aδT n
2

Bi est un nombre de Biot “numérique” : Bi =
hδx

λ
.

La matrice d’étude de stabilité est alors :

A =
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a . . . 0
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A.3 Conditions aux limites périodiques

Dans le cadre de conditions aux limites périodiques, la condition à une extrémité d’un matériau est donnée

par l’autre, et inversement. Ainsi, sur la figure A.2, on a les quantités u0 et uN+1 données par : u0 = uN et

uN+1 = u1.

Ainsi, l’équation de la chaleur discrétisée en 1D (équation 1.17 ) devient à l’extrémité 0 - 1 (schéma explicite) :

δT1(1 − 2a− ejω∆t) + a(δT1 + δTN) = 0 (A.1)

et la matrice d’étude de stabilité prend la forme :

A =
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Annexe B

Étude de stabilité pseudo-stationnaire

Ce chapitre essaie de déterminer des critères de déstabilisation du calcul à l’aide de la méthode du chapitre

4.2 avec des corrections non nulles. Les critères ainsi trouvés seraient d’autant plus justifiés que l’étude de

stabilité en question repose sur le cas le plus critique, celui où la durée entre les échanges est telle que l’on

aboutit à l’état stationnaire.

La difficulté réside dans la détermination de la correction.

B.0.0.1 Correction effective

Comme vu au paragraphe 3.3.3, la différence des flux cumulés est calculée comme : ∆E = EL + ER avec,

pour le raccord Dirichlet / Dirichlet (notations du schéma 4.2) :

EJ =

PJ
∑

i=1

(

−λJ(TI(tN ))
TI(tN ) − TJ(ti)

dk/2
SδtJ(i)

)

(J = L ou R)

La correction dépend donc très clairement de l’évolution au cours du cycle des températures : la pente de

température à l’interface est intégrée sur toute la durée τ du cycle :

∫ tN+τ

tN

T (xI , t) − T (xJ , t)

dJ/2
dt =

1

dJ/2

[∫ tN+τ

tN

(T (x, t)dt)

]xJ

xI

(B.1)

B.0.0.2 Corrections simulées

L’idéal dans cette étude de stabilité où le cycle aboutit à l’état stationnaire est de pouvoir représenter le

flux à l’interface cumulé comme une surface Σ dans le plan (x, T ) (figure B.1).

Le flux cumulé (donc l’énergie) s’écrit alors : E = Σλτ où λ est la conductivité du milieu et τ le temps

caractéristique menant à la convergence (une simple analyse dimensionnelle donne E en joules). Avec τ = F CL2

λ
et en prenant pour L (longueur de référence) la longueur de la barre 1D :

dEn = Σn
LλLτL − Σn

RλRτR

= Σn
LCLD2

LFL − Σn
RCRD2

RFR

Les nombres de Fourier FL et FR sont adaptés pour obtenir à la fois l’état stationnaire et τR = τL. Il reste à

évaluer les surfaces.
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Fig. B.1 – Simulation de correction : utilisation de surfaces dans le plan (x,T ), deux possibilités. Cas du raccord

par les températures

Surfaces liées aux cellules limitrophes L’aire calculée est celle “balayée” par les températures dans la

cellule limitrophe. Par la suite, J = L ou R est l’indice de la cellule limitrophe, I celui de l’interface.

– Condition de Dirichlet (figure B.2) :

Σn
J = dJ

T n
J − T ∗,n

J

4
;

– Condition de Neumann (figure B.3) :

Σn
J = dJ

T n
J − T ∗,n

J

2
;

– Condition de Fourier (figure B.4) :

Σn
J = dJ

T n
J − T ∗,n

J + T n
I − T ∗,n

I

4
.

La surface évaluée est alors :

[∫ xI

xJ

(T (x, t)dx)

]tN

tN+τ

Cela ne correspond pas à l’intégrale de la correction cumulée de flux effective (équation B.1) et en est très

différent dès que la discrétisation de l’intégrale est un peu fine.

Surface liée à l’évolution de température dans tout le domaine Le problème est maintenant que la

surface représente une variation d’énergie liée indissociablement aux pertes de flux aux deux extrémités du

domaine et non à l’interface seulement.
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Fig. B.2 – Surface “limitrophe” pour la condition de Dirichlet
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Fig. B.3 – Surface “limitrophe” pour la condition de Von Neumann
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Fig. B.4 – Surface “limitrophe” pour la condition de convection
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B.0.0.3 Bilan

Il n’est malheureusement pas possible de simuler correctement la correction dans le cadre de cette méthode.
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Annexe C

Correction et critères physiques

La correction conservative de bilan de flux à l’interface repose sur l’utilisation d’un coefficient de correction k.

Ce dernier permet d’estimer la quantité d’énergie échangée, au cours d’un cycle, à l’interface entre les domaines

couplés, en pondérant les énergies calculées par les deux codes. Le coefficient k permet donc certes d’assurer

la conservation de l’énergie thermique entre les domaines couplés tout au long de l’intégration, mais introduit

une part d’arbitraire dans le processus de correction. Celle-ci traduit le fait que la quantité d’énergie théorique

échangée entre les domaines au cours d’un cycle ne peut être connue. Le coefficient k est alors choisi selon des

critères de stabilité numérique de l’intégration couplée : il doit permettre d’apporter la correction d’énergie,

sous forme d’incrément de température dans les cellules limitrophes, dans le domaine de plus petite diffusivité.

Une alternative pour la correction conservative est d’effectuer une estimation de l’énergie théorique échangée

à l’interface entre deux domaines couplés au cours d’un cycle. Cette énergie est donnée, pour un cycle compris

entre les instants t1 et t2 par :

EI =

∫ t2

t1

∫

S

~Φ · d~Sdt

C.1 Optimisation du coefficient de correction selon des critères phy-

siques

Une première idée d’évaluation de cette énergie serait d’optimiser le coefficient kc selon des critères non plus

numériques mais physiques, par l’utilisation de la théorie du contrôle optimal, avec :

– la commande U = kc ;

– le vecteur d’état

X =























EL

ER

EI

TL

TR

ΦI























où EL et ER sont respectivement les énergies à l’interface calculées dans le domaine de gauche et celui
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t(s)

Φ (W)

itérations0 N

t 1 t 2

E

PSfrag replacements

I

Fig. C.1 – Évaluation de l’énergie à l’interface, sur un cycle de N itérations, de durée t2 − t1

de droite (figure C.2), TL et TR sont la température dans les cellules limitrophes de gauche et de droite

respectivement, et ΦI est le flux à l’interface ;

– les contraintes EL = fL(T ), ER = fR(T ), EI = fI(ΦI ). Elles définissent les équations d’état : F (X) = 0,

et de contraintes initiales : Λ(X) = 0 ;

– le critère EI = gI(kc, EL, ER), qui définit la fonctionnelle coût : I(X, U) = 0.

Or, la formulation des problèmes de la théorie du contrôle optimal nécessite la présence de la commande U

dans l’équation d’état : F (X, U) = 0. Cette théorie ne peut donc être utilisée ici.

C.2 Évaluation numérique de l’énergie à l’interface

Une évaluation numérique de l’énergie à l’interface est donnée par (figure C.1) :

E
′

I =

NL−1
∑

n=0

(

−λ
′n
L

T
′n
I − T

′n
L

dL
SδtL

)

avec : T
′n
I =

λ
′n
L

dL
T

′n
L +

λ
′n
R

dR
T

′n
R

λ
′n
L

dL
+

λ
′n
R

dR

⇒ E
′

I =

NL−1
∑

n=0





−λ
′n
L

dL

λ
′n
R

dR

λ
′n
L

dL
+

λ
′n
R

dR

T
′n
R − T

′n
L

S
δtL





Les valeurs de température (et de conductivités correspondantes) sont celles obtenues en théorie avec cou-

plage à chaque itération. Avec une discrétisation temporelle identique dans les deux domaines, une première

approximation consiste à remplacer les valeurs de température théoriques par celles obtenues par l’intégration

numérique :
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Fig. C.2 – Correction conservative par estimation d’énergie échangée à l’interface, sans coefficient de correction

{

T
′n
L = T n

L

T
′n
R = T n

R

Ainsi, l’évaluation numérique de l’énergie à l’interface devient :

E
′

I '
NL−1
∑

n=0

(

λn
L

dL

λn
R

dR
S

λn
L

dL
+

λn
R

dR

T n
LδtL

)

−
NL−1
∑

n=0

(

λn
L

dL

λn
R

dR
S

λn
L

dL
+

λn
R

dR

T n
RδtL

)

Une deuxième approximation est faite en négligeant la nécessité de l’égalité des discrétisations temporelles.

EI = SL − SR avec :































SL =

NL−1
∑

n=0





λn
L

dL

λ0
R

dR
S

λn
L

dL
+

λ0
R

dR

T n
LδtnL





SR =

NR−1
∑

n=0





λ0
L

dL

λn
R

dR
S

λ0
L

dL
+

λn
R

dR

T n
RδtnR





Les deux domaines ayant cumulé une énergie à l’interface EL et ER respectivement, la correction par domaine

n’est alors plus donnée en fonction de ∆E = EL + ER mais par (figure C.2) :

∆EL = EI − EL et ∆ER = ER + EI

L’énergie échangée à l’interface estimée par cette méthode n’est pas rigoureusement celle que l’on attend en

théorie. Elle représente l’énergie qui passerait dans le cas où l’équilibre de température et de flux à l’interface

serait maintenu tout au long du cycle, sans conséquence sur l’évolution des températures internes.
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C.3 Étude de stabilité numérique

La démarche et les notations du paragraphee 4.3.1 sont adoptées. La stabilité est étudiée en absence de

convection : σ = 0.

C.3.1 Modélisation de la correction

La correction dans le domaine de gauche mène à une perturbation sur la température donnée par :

δCL =
δEI − δEL

(ρcV )L

Or :

δEI = 2

N−1
∑

n=0

(

λL

dL

λR

dR

λL

dL
+ λR

dR

(δT n
LnL

− δT n
RnR

)Sδt

)

⇒ δEI

(ρcV )L
= 2

N−1
∑

n=0

(

ξ

1 + ξ
aL(δT n

LnL
− δT n

RnR
)

)

Par ailleurs, avec h = 2

λL

dL

λR

dR

λL

dL
+ λR

dR

:

δEL =























2

N−1
∑

n=0

(−λL

dL
(δT 0

I − δT n
L )Sδt

)

condition de Dirichlet

2

N−1
∑

n=0

(

−h(δT 0
R − δT n

L )Sδt
)

condition de Fourier

⇒ δEL

(ρcV )L
=























2

N−1
∑

n=0

(

−aL(δT n
LnL′

− δT n
LnL

)
)

condition de Dirichlet

2
N−1
∑

n=0

(

− ξaL

1 + ξ
(δT n

LnL′
− δT n

LnL
)

)

condition de Fourier

Finalement :

δCL =























2

N−1
∑

n=0

(

− ξaL

1 + ξ
δT n

RnR
− aL

1 + ξ
δT n

LnL
+ aLδT n

LnL′

)

condition de Dirichlet

2

N−1
∑

n=0

(

ξaL

1 + ξ
(δT 0

LnL′
− δT n

RnR
)

)

condition de Fourier

De manière analogue :

δEI

(ρcV )R
= 2

N−1
∑

n=0

(

aR

1 + ξ
(δT n

LnL
− δT n

RnR
)

)

δER

(ρcV )R
=























2

N−1
∑

n=0

(

−aR(δT n
RnR′

− δT n
RnR

)
)

condition de Dirichlet

2
N−1
∑

n=0

(

− aR

1 + ξ
(δT n

RnR
− δT n

RnR′
)

)

condition de Fourier
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⇒ δCR =
δEI + δER

(ρcV )R
=























−2
N−1
∑

n=0

(

− ξaR

1 + ξ
δT n

RnR
− aR

1 + ξ
δT n

LnL
+ aRδT n

RnR′

)

condition de Dirichlet

−2

N−1
∑

n=0

(

aR

1 + ξ
(δT 0

RnR′
− δT n

LnL
)

)

condition de Fourier

Ainsi, l’étude de stabilité garde la même structure, et seule l’itération de correction connait des changements

(n = N ′ en correction AVANT : alors n − 1 = N ; ou n = N ′′ en correction APRÈS et n − 1 = N ′ ; J = L ou

R) :

– i ∈ {1, · · · , nJ − 1} ∪ {nJ ′} : δT n
JI

= δT n−1
JI

(cellule interne, non concernée par la correction) ;

– i = nJ : δT n
JI

= δT n−1
JI

+ δCJ .

Le passage à l’étude matricielle est identique avec les matrices de correction suivantes :

– Raccord Dirichlet / Dirichlet :

MC =



















































0

. . .

0
−2aL

1 + ξ
2aL 0

−2ξaL

1 + ξ

0 0 0 0

0 0 0 0
2aR

1 + ξ
0 −2aR

2ξaR

1 + ξ

0

. . .

0



















































– Raccord Fourier / Dirichlet :

MC =



















































0

. . .

0

0
2ξaL

1 + ξ
0

−2ξaL

1 + ξ

0 0 0 0

0 0 0 0
2aR

1 + ξ
0 −2aR

2ξaR

1 + ξ

0

. . .

0



















































– Raccord Dirichlet / Fourier :
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MC =



















































0

. . .

0
−2aL

1 + ξ
2aL 0

−2ξaL

1 + ξ

0 0 0 0

0 0 0 0
2aR

1 + ξ
0

−2aR

1 + ξ
0

0

. . .

0



















































– Raccord Fourier / Fourier :

MC =



















































0

. . .

0

0
2ξaL

1 + ξ
0

−2ξaL

1 + ξ

0 0 0 0

0 0 0 0
2aR

1 + ξ
0

−2aR

1 + ξ
0

0

. . .

0



















































C.3.2 Résultats

Les figures C.3, C.4, C.5 et C.6 montrent qu’il est toujours possible, avec le nouveau type de correction, de

caractériser la stabilité de l’intégration couplée à l’aide d’un critère de nombre de Fourier de cycle (le raccord

T/C est moins convaincant mais les nombres de Fourier de cycle obtenus sont faibles et plus proches de la

précision de calcul).

La stabilité en correction APRÈS donne des résultats très similaires à ceux obtenus pour les corrections avec

coefficient de correction : une bonne stabilité en schéma explicite dès que le nombre de Fourier d’intégration est

inférieur à 0, 4 (pas de critère de nombre de Fourier de cycle) (figure C.7), et une stabilité médiocre en schéma

implicite (figure C.8).

Comme pour les corrections avec coefficients, on évalue donc la stabilité en correction AVANT et en schéma

explicite. Sur la figure C.9, on indique dans le champ (χ, r) les raccords à privilégier pour ce nouveau type de

correction. χ est inférieur à 1 et r est compris entre 10−2 et 102. Le raccord à privilégier semble être celui par

conditions de Dirichlet, d’autant plus que χ est proche de 1.

On compare, sur les figures C.10 et C.11, les niveaux de stabilité obtenus avec le nouveau type de correction

et ceux avec les corrections par coefficient. Le nouveau type de correction a une meilleure stabilité pour des

paramètres χ et r situés autour de 1 notamment (dans ce cas, la stabilité théorique est inconditionnelle). Mais
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Fig. C.3 – Critère de nombre de Fourier de cycle pour χ = 0, 1, en schéma explicite, correction AVANT



224 Chapitre C : Correction et critères physiques

0 50 100 150 200 250 300 350
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180
Stabilité des corrections en T/T

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

0 50 100 150 200 250 300 350
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6
Stabilité des corrections en C/C

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

0 50 100 150 200 250 300 350
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
Stabilité des corrections en C/T

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

0 50 100 150 200 250 300 350
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
Stabilité des corrections en T/C

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

PSfrag replacements
NN

NN

a
C

a
C

a
C

a
C

Fig. C.4 – Critère de nombre de Fourier de cycle pour χ = 1, en schéma explicite, correction AVANT



C.3 Étude de stabilité numérique 225

0 50 100 150 200 250 300 350
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
Stabilité des corrections en T/T

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

0 50 100 150 200 250 300 350
0

1

2

3

4

5

6

7
Stabilité des corrections en C/C

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

0 50 100 150 200 250 300 350
2

4

6

8

10

12

14

16

18
Stabilité des corrections en C/T

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

0 50 100 150 200 250 300 350
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
Stabilité des corrections en T/C

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

PSfrag replacements
NN

NN

a
C

a
C

a
C

a
C

Fig. C.5 – Critère de nombre de Fourier de cycle pour χ = 0, 1, en schéma implicite, correction AVANT



226 Chapitre C : Correction et critères physiques

0 50 100 150 200 250 300 350
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180
Stabilité des corrections en T/T

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

0 50 100 150 200 250 300 350
0

0.5

1

1.5
Stabilité des corrections en C/C

0 50 100 150 200 250 300 350
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
Stabilité des corrections en C/T

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

0 50 100 150 200 250 300 350
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
Stabilité des corrections en T/C

r=0.01
r=0.1
r=1
r=10
r=100

PSfrag replacements
NN

NN

a
C

a
C

a
C

a
C

Fig. C.6 – Critère de nombre de Fourier de cycle pour χ = 1, en schéma implicite, correction AVANT
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la stabilité est moins bonne pour les autres conditions de calcul (figure C.10) : le couplage avec correction,

par coefficient, décentrée de façon à imposer l’incrément correctif dans le domaine de plus petite diffusivité

thermique, reste celui dont le domaine d’optimalité est le plus étendu.
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Annexe D

Cycles non subdivisés : stabilité

Quand les échanges ont lieu à chaque pas de temps d’intégration, les conditions aux limites au raccord

n’importent pas : quoi qu’il arrive, la température à l’interface nécessaire à la conservativité est imposée à

chaque pas de temps. Les figures D.1 et D.2, qui représentent le rayon spectral de la matrice d’étude de stabilité

dont les valeurs strictement supérieures à 1 traduisent l’instabilité du calcul, montrent que les échanges ne sont

pas déstabilisants : la stabilité est conservée pour des nombres de Fourier inférieurs à 0,5 en schéma explicite et

sans condition de nombre de Fourier en schéma implicite.
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Annexe E

Analyse de stabilité du couplage

conservatif

E.1 Raccord Dirichlet / Dirichlet

Les “cellules de stockage” reçoivent les conditions de température d’interface.

E.1.1 Expression de la correction de flux

La correction de flux s’écrit :

CL = 2

N−1
∑

n=0

λRδt

dLdR(ρc)L

(

T n
RnR

− T 0
I

)

+
λLδt

d2
L(ρc)L

(

T n
LnL

− T 0
I

)

= 2

N−1
∑

n=0

(

ξaLT n
RnR

+ aLT n
LnL

− (ξ + 1)aLT n
I

)

et :

CR = 2

N−1
∑

n=0

(

aRT n
RnR

+
aR

ξ
T n

LnL
− ξ + 1

ξ
aRT n

I

)

E.1.2 Équations aux perturbations

(J = L ou R)

1. Itérations n de 0 à N − 1 :

i = nJ (condition isotherme) : δT n+1
Ji

=
(

1 − 3aJ +
σJ

2

)

δT n
Ji

+
(

aJ +
σJ

2

)

δT n
Ji−1

+
(

2aJ − σJ

2

)

δT n
JnJ′

(explicite)
(

1 + 3aJ − σJ

2

)

δT n+1
Ji

−
(

aJ +
σJ

2

)

δT n+1
Ji−1

−
(

2aJ − σJ

2

)

δT n+1
JnJ′

= δT n
Ji

(implicite)
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2. Itération de correction :

δCL = 2

N−1
∑

n=0

(

ξaLδT n
RnR

+ aLδT n
LnL

− (ξ + 1)aLδT n
LnL′

)

δCR = 2

N−1
∑

n=0

(

aRδT n
RnR

+
aR

ξ
δT n

LnL
− ξ + 1

ξ
aRδT n

RnR′

)

3. Itération d’échange : i = nJ ′ : δT n
Ji

=
δT n−1

LnL
+ ξδT n−1

RnR

1 + ξ

E.1.3 Expression matricielle

– schéma explicite : A =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 − 3aL −
σL

2
aL −

σL

2
aL +

σL

2
1 − 2aL aL −

σL

2
. . .

C1,L 1 + C0,L C2,L

1

1

C2,R 1 + C0,R C1,R

aR −
σR

2
1 − 2aR aR +

σR

2
. . .

aR −
σR

2
1 − 3aR −

σR

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

avec C0,J = −3aJ +
σJ

2
, C1,J = aJ +

σJ

2
et C2,J = 2aJ − σJ (J = L ou R).

– schéma implicite : A =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 + 3aL +
σL

2
−aL +

σL

2
−aL −

σL

2
1 + 2aL −aL +

σL

2
. . .

−C1,L 1 − C0,L −C2,L

1

1

−C2,R 1 − C0,R −C1,R

−aR +
σR

2
1 + 2aR −aR −

σR

2
. . .

−aR +
σR

2
1 + 3aR +

σR

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

−1

B =









































1

. . .

1
1

1 + ξ
0 0

ξ

1 + ξ
1

1 + ξ
0 0

ξ

1 + ξ

1

. . .

1
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MC =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

. . .

0

−2(kc − 0,5)aL 2(kc − 0,5)aL(1 + ξ) 0 −2(kc − 0,5)ξaL

0 0 0 0

0 0 0 0
2(kc + 0,5)aR

ξ
0 −2(kc + 0,5)aR

1 + ξ

ξ
2(kc + 0,5)aR

0

. . .

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

E.2 Raccord Fourier / Fourier

Les “cellules de stockage” reçoivent les conditions de température de convection utilisées par l’autre domaine :

TRnR′
= T 0

RnR
et TLnL′

= T 0
LnL

.

E.2.1 Condition de convection

La condition de convection considérée est celle du paragraphe 3.2.4.

L’équation discrétisée d’évolution de la température avec cette condition de convection est, pour la cellule

nL (uL étant la vitesse de convection dans le domaine L) :

T n+1
LnL

= T n
LnL

+
δt

dL



− λL

(ρc)LdL
(T n+ε

LnL
− T n+ε

LnL−1
) − 2λLλR

(ρc)LdLdR

(

λL

dL
+ λR

dR

) (T n+ε
LnL

− T 0
RnR

)





+
δt

dL









uL

T n+ε
LnL

+ T n+ε
LnL−1

2
− uL

λL

dL
T n+ε

LnL
+

λR

dR
T n+ε

RnR

λL

dL
+

λR

dR









soit :

T n+1
LnL

=

(

1 − aL
1 + 3ξ

1 + ξ
+ σL

ξ − 1

2(1 + ξ)

)

T n
LnL

+
(

aL +
σ

2

)

T n
LnL−1

+ (2aL − σL)
ξ

1 + ξ
T 0

RnR
(explicite)

(

1 + aL
1 + 3ξ

1 + ξ
− σL

ξ − 1

2(1 + ξ)

)

T n+1
LnL

−
(

aL +
σL

2

)

T n+1
LnL−1

= T n
LnL

+ (2aL − σL)
ξ

1 + ξ
T 0

RnR
(implicite)

De la même façon, pour la cellule nR :

T n+1
RnR

=

(

1 − aR
3 + ξ

1 + ξ
+ σR

1 − ξ

2(1 + ξ)

)

T n
RnR

+
(

aR +
σR

2

)

T n
RnR−1

+
2aR − σR

1 + ξ
T 0

LnL
(explicite)

(

1 + aR
3 + ξ

1 + ξ
− σR

1 − ξ

2(1 + ξ)

)

T n+1
RnR

−
(

aR +
σR

2

)

T n+1
RnR−1

= T n
RnR

+
2aR − σR

1 + ξ
T 0

LnL
(implicite)

E.2.2 Expression de la correction de flux

Sachant que la température d’interface initiale annule la différence des flux à droite et à gauche à l’interface,

avec H =
2λ0

Lλ0
R

dLdR(λ0
L/dL + λ0

R/dR)
, la correction de flux s’écrit :
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CL =
N−1
∑

n=0

[

H
(

T n
RnR

− T 0
LnL

)

+ H
(

T n
LnL

− T 0
RnR

)] δt

(ρc)LdL

= 2
aLξ

1 + ξ

N−1
∑

n=1

(T n
RnR

+ T n
LnL

) − 2
aLξ

1 + ξ
(N − 1)(T 0

RnR
+ T 0

LnL
)

CR = 2
aR

1 + ξ

N−1
∑

n=1

(T n
RnR

+ T n
LnL

) − 2
aR

1 + ξ
(N − 1)(T 0

RnR
+ T 0

LnL
)

E.2.3 Équations aux perturbations

(J = L ou R)

1. Itérations n de 0 à N − 1 : (condition de convection)

δT n+1
LnL

=

(

1 − aL
1 + 3ξ

1 + ξ
+

σL

2

ξ − 1

1 + ξ

)

δT n
LnL

+
(

aL +
σL

2

)

δT n
LnL−1

+
(2aL − σL)ξ

1 + ξ
δT n

RnR′
(explicite)

δT n+1
RnR

=

(

1 − aR
3 + ξ

1 + ξ
+

σR

2

1 − ξ

1 + ξ

)

δT n
RnR

+
(

aR +
σR

2

)

δT n
RnR−1

+
2aR − σR

1 + ξ
δT n

LnL′
(explicite)

(

1 + aL
1 + 3ξ

1 + ξ
− σL

2

ξ − 1

1 + ξ

)

δT n+1
LnL

−
(

aL +
σL

2

)

δT n+1
LnL−1

− (2aL − σL)ξ

1 + ξ
δT n+1

RnR′
= δT n

LnL
(implicite)

(

1 + aR
3 + ξ

1 + ξ
− σR

2

1 − ξ

1 + ξ

)

δT n+1
RnR

−
(

aR +
σR

2

)

δT n+1
RnR−1

− 2aR − σR

1 + ξ
δT n+1

LnL′
= δT n

RnR
(implicite)

2. Itération de correction :

δCL =
2aLξ

1 + ξ

N−1
∑

n=0

(

δT n
RnR

+ δT n
LnL

− δT n
RnR′

− δT n
LnL′

)

δCR =
2aR

1 + ξ

N−1
∑

n=0

(

δT n
RnR

+ δT n
LnL

− δT n
RnR′

− δT n
LnL′

)

3. Itération d’échange : δT n+1
JnJ′

= δT n
JnJ

E.2.4 Expression matricielle en schéma explicite

– schéma explicite : A =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 − 3aL −
σL

2
aL −

σL

2
aL +

σL

2
1 − 2aL aL −

σL

2
. . .

C1,L 1 + C3,L 0 C4,L

1

1

C4,L 0 1 + C3,R C1,R

aR −
σR

2
1 − 2aR aR +

σR

2
. . .

aR −
σR

2
1 − 3aR −

σR

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

avec C3,L = −aL
1 + 3ξ

1 + ξ
+

σL

2

ξ − 1

1 + ξ
, C3,R = −aR

3 + ξ

1 + ξ
+

σR

2

1 − ξ

1 + ξ
, C4,L =

(2aL − σL)ξ

1 + ξ
et C4,R =

(2aR − σR)

1 + ξ
(J = L ou R).
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– schéma implicite : A =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 + 3aL +
σL

2
−aL +

σL

2
−aL −

σL

2
1 + 2aL −aL +

σL

2
. . .

−C1,L 1 − C3,L 0 −C4,L

1

1

−C4,R 0 1 − C3,R −C1,R
σR

2
− aR 1 + 2aR −aR −

σR

2
. . .

σR

2
− aR 1 + 3aR +

σR

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C
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@
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. . .
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ξ

1 + ξ
2(kc − 0,5)aL

ξ

1 + ξ
2(kc − 0,5)aL

ξ

1 + ξ
−2(kc − 0,5)aL

ξ

1 + ξ
0 0 0 0

0 0 0 0
2(kc + 0,5)aR

1 + ξ
−

2(kc + 0,5)aR

1 + ξ

−2(kc + 0,5)aR

1 + ξ

2(kc + 0,5)aR

1 + ξ
0

. . .

0

1

C

C

C

C
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C

C

C
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C
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C

C
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E.3 Raccord Fourier / Dirichlet

Le domaine de gauche reçoit une condition de Fourier et celui de droite une condition de Dirichlet. Alors :

TRnR′
= T 0

RnR
et TLnL′

= T 0
I . Les expressions adéquates des corrections de flux, déjà calculées aux paragraphes

précédents, sont réutilisées.

E.3.1 Équations aux perturbations

1. Itérations n de 0 à N − 1 :
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convection : δT n+1
LnL

=

(

1 − aL
1 + 3ξ

1 + ξ
+

σL

2

ξ − 1

1 + ξ

)

δT n
LnL

+
(

aL +
σL

2

)

δT n
LnL−1

+
(2aL − σL)ξ

1 + ξ
δT n

RnR′

(explicite)

isotherme : δT n+1
RnR

=
(

1 − 3aR +
σR

2

)

δT n
RnR

+
(

aR +
σR

2

)

δT n
RnR−1

+ (2aR − σR) δT n
LnL′

(explicite)

convection :

(

1 + aL
1 + 3ξ

1 + ξ
− σL

2

ξ − 1

1 + ξ

)

δT n+1
LnL

−
(

aL +
σL

2

)

δT n+1
LnL−1

− (2aL − σL)ξ

1 + ξ
δT n+1

RnR′
= δT n

LnL

(implicite)

isotherme :
(

1 + 3aR − σR

2

)

δT n+1
RnR

−
(

aR +
σR

2

)

δT n+1
RnR−1

− (2aR − σR) δT n+1
LnL′

= δT n
RnR

(implicite)

2. Itération de correction :

δCL =
2aLξ

1 + ξ

N−1
∑

n=0

(

δT n
LnL

− δT n
RnR′

)

+ 2aLξ

N−1
∑

n=0

(

δT n
RnR

− δT n
LnL′

)

δCR =
2aR

1 + ξ

N−1
∑

n=0

(

δT n
LnL

− δT n
RnR′

)

+ 2aR

N−1
∑

n=0

(

δT n
RnR

− δT n
LnL′

)

3. Itération d’échange :

– δT n+1
RnR′

= δT n
RnR

– δT n+1
LnL′

=
δT n

LnL
+ ξδT n

RnR

1 + ξ

E.3.2 Expression matricielle

– schéma explicite : A =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 − 3aL −
σL

2
aL −

σL

2
aL +

σL

2
1 − 2aL aL −

σL

2
. . .

C1,L 1 + C3,L 0 C4,L

1

1

C2,R 0 1 + C0,R C1,R

aR −
σR

2
1 − 2aR aR +

σR

2
. . .

aR −
σR

2
1 − 3aR −

σR

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

– schéma implicite : A =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 + 3aL +
σL

2
−aL +

σL

2
−aL −

σL

2
1 + 2aL −aL +

σL

2
. . .

−C1,L 1 − C3,L 0 −C4,L

1

1

−C2,R 0 1 − C0,R −C1,R

−aR +
σR

2
1 + 2aR −aR −

σR

2
. . .

−aR +
σR

2
1 + 3aR +

σR

2

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

−1
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E.4 Raccord Dirichlet / Fourier

Inversement, le domaine de gauche reçoit une condition de Dirichlet et celui de droite une condition de

Fourier. Alors : TLnL′
= T 0

LnL
et TRnR′

= T 0
I . Les expressions adéquates des corrections de flux, déjà calculées

aux paragraphes précédents, sont réutilisées.

E.4.1 Équations aux perturbations

1. Itérations n de 0 à N − 1 :

isotherme : δT n+1
LnL

=
(

1 − 3aL +
σL

2

)

δT n
LnL

+
(

aL +
σL

2

)

δT n
LnL−1

+ (2aL − σL) δT n
RnR′

(explicite)

convection : δT n+1
RnR

=

(

1 − aR
3 + ξ

1 + ξ
+

σR

2

1 − ξ

1 + ξ

)

δT n
RnR

+
(

aR +
σR

2

)

δT n
RnR−1

+
2aR − σR

1 + ξ
δT n

LnL′

(explicite)

isotherme :
(

1 + 3aL − σL

2

)

δT n+1
LnL

−
(

aL +
σL

2

)

δT n+1
LnL−1

− (2aL − σL) δT n+1
RnR′

= δT n
LnL

(implicite)

convection :

(

1 + aR
3 + ξ

1 + ξ
− σR

2

1 − ξ

1 + ξ

)

δT n+1
RnR

−
(

aR +
σR

2

)

δT n+1
RnR−1

− 2aR − σR

1 + ξ
δT n+1

LnL′
= δT n

RnR

(implicite)
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2. Itération de correction :

δCL =
2aLξ

1 + ξ

N−1
∑

n=0

(

δT n
RnR

− δT n
LnL′

)

+ 2aL

N−1
∑

n=0

(

δT n
LnL

− δT n
RnR′

)

δCR =
2aR

1 + ξ

N−1
∑

n=0

(

δT n
RnR

− δT n
LnL′

)

+ 2
aR

ξ

N−1
∑

n=0

(

δT n
LnL

− δT n
RnR′

)

3. Itération d’échange :

– δT n+1
LnL′

= δT n
LnL

– δT n+1
RnR′

=
δT n

LnL
+ ξδT n

RnR

1 + ξ

E.4.2 Expression matricielle
– schéma explicite : A =
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σL

2
aL +

σL

2
1 − 2aL aL −

σL

2
. . .

C1,L 1 + C0,L 0 C2,L

1

1

C4,R 0 1 + C0,R C1,R

aR −
σR

2
1 − 2aR aR +

σR

2
. . .

aR −
σR

2
1 − 3aR −

σR

2

1

C

C

C
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– schéma implicite : A =
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. . .
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1

−C4,R 0 1 − C3,R −C1,R

−aR +
σR

2
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σR
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. . .

−aR +
σR
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1 + 3aR +

σR
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Annexe F

Jets en écoulement transversal

La bibliographie sur les jets en écoulement transverse est très riche. Margason [57] en a fait une synthèse

assez exhaustive. Il recense notamment les corrélations donnant la trajectoire du jet dans le plan (x, z) (x

correspond à l’axe de l’écoulement transversal). Les formules empiriques donnant la trajectoire du jet, définie

comme le lieu des maxima de vitesse ou comme celui des maxima de concentration selon les auteurs, peuvent

généralement se mettre sous la forme :

x

dj
= F

(

1

R

)n

·
(

z

dj

)m

+
z

dj
G cot(δj) (F.1)

F , G, m et n sont des coefficients dont Margason [57] donne les valeurs obtenues par les corrélations issues de

plusieurs expérimentations.

Les valeurs les plus intéressantes sont rassemblées dans le tableau F.1. Dans notre cas, la valeur de G est

sans importance car δj = 0̊ . Celles obtenues par Ivanov donnent selon Margason les résultats les plus valables.

Savory [79] au cours de son étude expérimentale compare également ses résultats à la corrélation qu’il estime

la meilleure, obtenue par Bradbury [15] et dérivée d’évaluations des meilleures données.

Selon Demuren [25], les formules du type F.1 sont également valables pour des jets confinés jusqu’au point

de contact. Kamotoni et Greber [49] concluent également à une très faible influence du mur opposé sur le jet,

sauf pour de grandes valeurs de R. Lilley [55] constate ainsi une légère réduction de la pénétration d’un jet

confiné par rapport à un jet libre.

L’instationnarité peut également avoir un effet sur les caractéristiques dynamiques du jet en écoulement

transversal. Bien que l’instationnarité dans le cas étudié ici ne soit pas périodique, il est à noter que Narayanan

Auteur F m n références méthode de détermination

Ivanov 1 3 2,6 [45] [57]

Bradbury 1,08 3 2,7 [15] [79] moyenne

Chassaing
(

2,351 + 4
R

)0,385
2,6 2,6 [18] [57] vitesse

Wooler 2,63 2 2 [90] [57]

Pratte & Baines 0,077 3,6 2,57 [72] [81] [25] concentration

Pratte & Baines frontière amont 0,031 3,6 2,57 [72] [25] concentration

Tab. F.1 – Coefficients de corrélation pour la trajectoire de jet. Valeurs de différents auteurs.
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[61] conclut que les caractéristiques de mélange et de pénétration du jet sont améliorées pour des excitations

basses fréquences, correspondant à des nombres de Strouhal St =
fdj

uj
(où f est la fréquence d’excitation) de

l’ordre de 0,1 (M’Closkey [58] trouve St =0,22 pour R =3,13). La fréquence optimale est, selon M’Closkey,

probablement dépendante de la configuration. Eroglu [29] étudie quant à lui l’accélération exponentielle d’un

jet et constate une amélioration de la pénétration du jet dans l’écoulement. Son étude est également réalisée

dans l’optique du contrôle de l’écoulement. Elle confirme que l’imposition d’une nouvelle constante de temps

a des conséquences importantes sur le mélange du jet et sur son entrainement. Wu et al. [91], en imposant

une variation périodique de vitesse au jet par le biais d’un générateur de fréquence et d’une valve solénoïde,

remarquent qu’un jet pulsé à basse fréquence (inférieure à 4Hz) a une meilleure pénétration (probablement due

à une augmentation de la quantité de mouvement) et que des vortex, symétriques pour le jet rond, (qui viennent

impacter la paroi opposée) sont créés (à 1Hz). Pour des fréquences croissantes, l’écoulement se rapproche peu à

peu de celui en présence d’un jet stationnaire.
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Développement et validation d’une méthode numérique pour le couplage fluide / structure en

aérothermique instationnaire.

Une méthodologie destinée à la simulation des phénomènes aérothermiques instationnaires est développée,

étudiée et validée dans ce travail. Elle consiste à coupler deux solveurs de dynamique des fluides et de thermique

du solide. Elle est étudiée selon des critères de conservativité, précision et robustesse. Les paramètres du couplage
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sur une configuration proche des conditions moteurs d’avion. L’expérience modélise le refroidissement des carters
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Development and validation of a numerical method of fluid / structure coupling for unsteady

aerothermics.
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solid interface and conservative correction) are defined to ensure stability and as few developments as possible

in the coupled solvers. An experimental validation is also defined and made. The configuration is characteritic

of jet engines conditions. The experiment is a simplified model of carter cooling by air jets. An accelerating jet

in crossflow cools a thick flat plate heated on its rear face. Comparison of numerical and experimental results
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