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IntrodutionCe m�emoire pr�esente les travaux de reherhe e�etu�es sous la diretion onjointe de Pierre-Alain Mazet (ONERA Toulouse) et Jean-Pierre Raymond (Laboratoire MIP de l'universit�e de Tou-louse Paul Sabatier). Ces travaux traitent de ph�enom�enes de propagations aoustiques en pr�esened'�eoulements et de leur ontrôle optimal �a l'aide de onditions aux limites de type imp�edaneomplexe.Contexte g�en�eralEn trente ans, les progr�es int�egrant les nouvelles tehnologies disponibles ont permis de r�eduireen moyenne d'un peu plus de 30 d�eibels le bruit des avions. Mais les nuisanes sonores oasionn�eesdoivent respeter des normes de plus en plus strites (normes impos�ees par l'organisation de l'avia-tion ivile internationale). Deux soures majeures de bruit dans un avion (en vol, au d�eollage ou�a l'atterrissage) peuvent être distingu�ees :1. Le bruit a�erodynamique qui r�esulte du d�eplaement de l'avion dans l'air (pr�epond�erant enphase d'atterrissage).2. Le bruit �emis par les moteurs.A es deux soures importantes de bruit viennent s'ajouter elles du bruit de jet (ux d'air ejet�epar les tuy�eres) et le bruit �emis �a l'int�erieur de la naelle par les parties tournantes (sou�ante,turbine). Les progr�es r�eents sont dûs pour l'essentiel �a la nouvelle g�en�eration de turbor�eateurs�a grand taux de dilution, inaugur�ee par le CFM56. Cette tendane doit se poursuivre dans lesprohaines d�eennies, ave toutefois un rythme r�eduit du fait de deux obstales importants : lamâ�trise des tr�es hautes temp�eratures de ombustion (don limitations des strutures de mat�eriaux)et l'int�egration sous l'aile de l'avion de moteurs pr�esentant un diam�etre �elargi. Cette omplexit�eroissante de l'arhiteture des turbor�eateurs rend diÆile l'�elaboration de dispositifs d'att�enuationde bruit �emis par les naelles.Les enjeux ommeriaux sont tels que les onstruteurs a�eronautiques (au sens large) m�enentdes ations de reherhe dans l'insonorisation des naelles (notamment le projet europ�een SI-LENCER). L'un des axes majeurs est la mod�elisation math�ematique et num�erique de hampssonores g�en�er�es par des �eoulements turbulents dans les onduits �a parois trait�ees, a�n d'am�eliorerles traitements aoustiques passifs (ou mieux enore, g�en�eraliser le ontrôle aoustique atif).Cet axe va �evidemment de pair ave le d�eveloppement de strutures absorbantes �a imp�edanesr�eglables (ou ompl�etement atives). Les ph�enom�enes physiques mis en jeu sont omplexes, insta-tionnaires et souvent non lin�eaires. Leur mod�elisation doit prendre en ompte onjointement dese�ets a�erodynamiques, des interations uide-struture et de l'aoustique.1



2 IntrodutionObjetifs de la th�eseDans e m�emoire, nous nous proposons d'�etudier et de ontrôler des mod�eles de perturbationsa�eroaoustiques d'un �eoulement porteur stationnaire, subsonique, et suÆsamment r�egulier. Cesmod�eles doivent d�erire des modes de propagation qui ne d�ependent que de l'�eoulement porteur,et 'est pourquoi il s'agira de r�esoudre des syst�emes hyperboliques lin�eaires dont les oeÆientsd�ependent de l'�eoulement porteur. Ces syst�emes sont obtenus par lin�earisation de mod�eles nonlin�eaires, ave �eventuellement des hypoth�eses suppl�ementaires non restritives, omme par exemplela barotropie de la perturbation.On �xe un domaine 
 r�egulier de R2 ou R3 dans lequel est pla�e un obstale solide de fronti�ere �.Loin de �, l'�eoulement sera suppos�e uniforme et nous pourrons borner arti�iellement 
 en �erivantune ondition non r�e�ehissante approh�ee �a l'ordre 1 sur �
 n �, ou bien d'autres onditions auxlimites plus pr�eises de type milieux �tifs absorbants seront formul�ees. Le but est de mod�eliser, �al'�ehelle des perturbations a�eroaoustiques, l'inuene de l'obstale solide (la rugosit�e de sa fronti�ere�, de petites vibrations, ...) sur les propri�et�es de l'�eoulement perturb�e. En premi�ere approximation,ei sera r�ealis�e par une ondition aux limites �a adjoindre au syst�eme hyperbolique de type onditiond'imp�edane loale omplexe. On se �xe alors deux objetifs :1. Contrôler les ph�enom�enes de propagation par e type de ondition aux limites. Pour ela,on mod�elise a priori l'obstale et on hoisit une fontion oût d�ependant des param�etresloaux d'imp�edane qui d�e�nissent les onditions aux limites sur �. On �evaluera par exemplel'�energie de perturbation loalis�ee sur un observatoire spatio-temporel donn�e Os (�gure 1),ou bien l'�energie en ux aoustiques traversant des fronti�eres d'�el�ements. La d�eroissane del'�energie arat�erisera une r�edution du bruit.2. Identi�er les imp�edanes loales qui mod�elisent au mieux le omportement aoustique del'obstale, la fontion oût �etant alors d�e�nie par un �eart (en �energie) sur l'observatoireentre des donn�ees mesur�ees et elles fournies par le mod�ele.
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Fig. 1 { Le domaine d'�etude. � est un ouvert mesurable de � de mesure non nulle.



3Th�emes abord�esAvant de parler de ontrôle optimal des ph�enom�enes de propagation, il faut les �etudier le pluspr�eis�ement possible, aussi bien du point de vue th�eorique que num�erique. En ontrôle optimal,ette phase indispensable s'appelle l'�etude du probl�eme diret.Propagation de perturbations a�eroaoustiquesLes ph�enom�enes g�en�eralement �etudi�es en a�eroaoustique sont lin�eaires, et e sont de petites per-turbations d'un �eoulement de uide autour d'une on�guration moyenne (appel�e �eoulement por-teur) qui sont alors onsid�er�ees. En �eoulement subsonique, le mod�ele ouramment retenu (syst�emed'�equations aux d�eriv�ees partielles du premier ordre hyperbolique) est elui des �equations d'Eulerlin�earis�ees, qui orrespond �a une lin�earisation des �equations de la onservation de la masse, de laquantit�e de mouvement, de l'�energie et de l'�equation d'�etat. Ce syst�eme instationnaire onstitueun syst�eme de Friedrihs, bien pos�e en espae libre, mais non n�eessairement stable en temps long(ela d�epend a priori de la nature de l'�eoulement porteur). Ces instabilit�es sont des instabilit�esonvetives ou absolues de type Kelvin-Helmholtz et orrespondent �a des familles d'�eoulementsporteur isaill�es [38℄,[17℄. Le symbole prinipal de l'op�erateur spatial intervenant dans le syst�emedu premier ordre n'est pas elliptique, et ses propri�et�es intrins�eques ne permettent pas d'utiliser lestehniques habituelles permettant de r�esoudre les probl�emes harmoniques en domaine non born�e.Pour e�etuer des simulations num�eriques, il faut bien �evidemment �etudier e syst�eme en do-maine spatio-temporel born�e. Les travaux [59, 60℄ traitent des onditions aux limites admissibles�a adjoindre �a un syst�eme de Friedrihs a�n d'assurer l'existene et l'uniit�e d'une solution �a eprobl�eme mixte. Dans [59℄, les hypoth�eses ne permettent pas d'appliquer diretement les r�esultatsdans le ontexte de l'a�eroaoustique, mais de nombreux r�esultats sur des extensions de r�egularit�es(regularit�es des solutions et des traes) sont d�emontr�es. De plus, tous les r�esultats sur le syst�emedissym�etrique espae-temps sont �etendus en spatio-temporel. J. Rauh �etend es r�esultats dans [60℄�a d'autres hypoth�eses moins restritives.N�eanmoins, les probl�emes de propagations sont en g�en�eral pos�es dans un domaine spatial nonborn�e (guide d'ondes in�ni ou ompl�ementaire d'un domaine di�ratant). Pour les syst�emes deFriedrihs d�erivant des ph�enom�enes de propagations d'ondes, des onditions non r�e�ehissantesapproh�ees d'ordre 1 d�eoulent naturellement de la taxinomie des onditions aux limites admissibles.Même si dans un premier temps, es onditions aux limites peuvent permettre de simuler l'espaelibre, on peut failement montrer qu'elles sont insuÆsantes (en partiulier pour des guides d'ondesen pr�esene de soures r�ealistes : soures modales de modes non nul). Elles ne sont exates quepour des ondes normales �a la fronti�ere du domaine de alul. Une �etude plus approfondie d'autresm�ethodes de onstrution de e type de onditions est don souhaitable, a�n que les appliationsnum�eriques ne soient pas ontraintes par la nature de l'�eoulement. Plusieurs m�ethodes ont �et�epropos�ees pour ramener un probl�eme de propagations en milieu non born�e �a un probl�eme pos�e enmilieu born�e. Trois prinipales m�ethodes se d�etahent : Les m�ethodes int�egrales, les m�ethodes deonditions aux limites absorbantes et les m�ethodes de milieux �tifs absorbants.1. Les m�ethodes int�egrales onsistent �a exprimer le probl�eme ext�erieur au domaine born�e parune repr�esentation int�egrale. C'est don un op�erateur exat et global, mais qui pose ertainesdiÆult�es num�eriques et th�eoriques. La r�esolution num�erique n�eessite l'inversion d'une ma-trie pleine dont la dimension peut être �elev�ee, e qui engendre d'importants probl�emes destokage. Th�eoriquement, ette m�ethode s'adapte mal �a des probl�emes de propagations ins-tationnaires en raison de la nature hypersinguli�ere du noyau de Green assoi�e �a l'op�erateurint�egral exat.



4 Introdution2. Les m�ethodes de onditions aux limites absorbantes onsistent �a imposer sur la fronti�erearti�ielle un op�erateur diff�erentiel (don loal), destin�e �a r�eer �a distane �nie des ondi-tions d'ondes sortantes. Ces m�ethodes, dont il existe prinipalement deux familles [4, 26, 31℄,sont num�eriquement peu oûteuses ar elles ne requi�erent que l'int�egration d'une �equationdi��erentielle. En revanhe, elles n�eessitent un hoix tr�es d�eliat des param�etres �a mettre enjeu et sont inexates. De plus, il n'existe pas �a l'heure atuelle de th�eorie g�en�erale pour lesprobl�emes �a oins.3. Les m�ethodes de milieux �tifs absorbants onsistent �a entourer le domaine d'�etude par uneouhe de faible �epaisseur dont les arat�eristiques assurent la propagation de l'onde sansr�eexions et une absorption suÆsante de l'onde dans la ouhe a�n d'imposer des onditionshomog�enes sur le bord de la ouhe. Ces m�ethodes ont onnu dans un premier temps peu desu�es en raison de r�eexions parasites et leurs d�ependanes par rapport aux fr�equenes dessignaux inidents. Les travaux de B�erenger ont relan�e l'utilisation de es m�ethodes. Dans[5℄, J.P B�erenger introduit des ouhes absorbantes parfaitement adapt�ees (appel�ees PML) entraitant la di�ration des ondes �el�etromagn�etiques par un obstale parfaitement onduteur.Ces PML poss�edent de nombreux atouts :{ La transmission d'une onde �a travers l'interfae entre deux milieux PML se fait sansr�eexion parasite pour tout angle d'inidene et �a toute fr�equene.{ Le nouveau probl�eme a une solution qui o��nide ave la solution dans le domaine born�e etune solution qui d�eroit exponentiellement �a l'ext�erieur du domaine.{ L'impl�ementation num�erique est tr�es ais�ee dans un ode de alul d�ej�a existant.En revanhe, les �equations d�erivant ette approhe aboutissent �a un syst�eme mal pos�e eninstationnaire et il est don n�eessaire de r�einterpr�eter le milieu PML de B�erenger. Un despro�ed�es le plus usit�e est de modi�er l'op�erateur spatial du probl�eme initial (qui se traduit parun hangement de oordonn�ees omplexes), mais même dans e as des diÆult�es th�eoriquespersistent [24, 9, 54, 1℄. Dans [58℄, l'auteur propose une extension de es m�ethodes aux�equations d'Euler lin�earis�ees.Comme toujours en alul sienti�que, le hoix de la m�ethode d'approximation num�erique estprimordial. En r�egime transitoire, des sh�emas aux di��erenes �nies d'ordres �elev�es ont ainsi �et�ed�evelopp�es pour la r�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees et sont r�eguli�erement employ�espour les ph�enom�enes transitoires en a�eroaoustique num�erique [3℄. Malheureusement, es m�ethodessupportent mal la r�esolution sur des g�eom�etries omplexes, et surtout le traitement sp�eial desonditions aux limites (e qui est notre as) peut entrâ�ner une perte de onvergene de l'approxi-mation vers la solution du probl�eme ontinu. La forme sym�etrique du probl�eme mixte assoi�e aux�equations d'Euler lin�earis�ees permet de mettre en oeuvre des tehniques d'approximation du typeGalerkine disontinue qui pallient les inonv�enients issus de la non elliptiit�e de l'op�erateur spa-tial, en approximant de fa�on non onforme dans le domaine de et op�erateur. En introduisantune tehnique de ux-splitting, il n'est plus n�eessaire d'assurer la oerivit�e de l'op�erateur spatialdisr�etis�e dans l'orthogonal du noyau de l'op�erateur spatial ontinu. Ces m�ethodes, introduites parLesaint [43℄ se sont onsid�erablement d�evelopp�ees par la suite ([19℄, en a�eroaoustique [2℄), avebeauoup de su�es notamment en �el�etromagn�etisme. Elles pr�esentent de nombreux avantages,parmi lesquels on peut iter :1. Une parfaite adaptation �a des maillages destrutur�es (don �a des g�eom�etries omplexes).2. La parall�elisation en sous-domaines est peu oûteuse en temps de alul et tr�es eÆae pourdes as industriels r�ealistes 3D (e qui permet d'envisager sereinement aussi l'impl�ementationdes m�ethodes PML, puisque le domaine PML peut �eventuellement être trait�e omme un ouplusieurs sous-domaines).



5Ces m�ethodes se pr�esentent omme une g�en�eralisation des m�ethodes de volumes �nis. Dans leas o�u les fontions de bases sont des polynômes omplets de degr�e k et si la solution ' a lar�egularit�e spatiale Hk+1m (Hk+1 par moreaux), alors on peut esp�erer l'estimation d'erreur dansL2([0; T ℄; L2(
)3) (en 3D, T arbitrairement long) suivante [39, 23, 8, 49℄ :j '� 'h jL2([0;T ℄;L2(
)3)� C(T;
)hk+ 12 ;o�u 'h d�esigne �evidemment la solution du probl�eme disr�etis�e sur le domaine maill�e en 
 =[e !e eth = supe diam(!e). Si le syst�eme n'est pas stable (en fontion de la nature de l'�eoulement porteur),C peut rô�tre exponentiellement ave T .Il est bien entendu n�eessaire d'approher onvenablement la d�eriv�ee temporelle intervenantdans le syst�eme instationnaire pour onserver l'ordre de ette erreur sur la disr�etisation ompl�etespatio-temporelle du syst�eme. Dans le as des volumes �nis (k = 0) et pour des �eoulementsporteurs �a onvetion uniforme, les auteurs montrent dans [22℄ que le sh�ema d'Euler expliiteonserve l'ordre h 12 et que la ondition de stabilit�e est en �t � Ch, C d�ependant de la formedes �el�ements et des valeurs propres du symbole prinipal de l'op�erateur spatial. En revanhe, etteondition de stabilit�e est �etablie en introduisant un terme de p�enalisation dans les onditions auxlimites a�n de ontrôler suÆsamment la dissipation d'�energie au bord �
. A notre onnaissane, iln'existe pas de r�esultats qui d�emontraient que ette estimation de l'erreur de onsistane se onservepour une r�esolution d'ordre plus �elev�e que les volumes �nis en espae et Euler expliite en temps.En revanhe, de nombreux r�esultats onernant des onditions de stabilit�e pour des approximationsGalerkine disontinue en espae et expliite en temps de syst�emes hyperboliques ont �et�e obtenus,notamment dans [15, 18, 34℄. De plus, l'essentiel de l'erreur d'approximation des m�ethodes de typeGalerkine disontinue est une erreur en dissipation : elles sont peu dispersives. Les erreurs de phasessont par ons�equent faibles, e qui les rend plus aptes �a la mod�elisation de probl�emes de ontrôle[27℄.R�esolution des probl�emes inversesCette phase d'�etude approfondie du probl�eme diret, l'�etude des perturbations a�eroaoustiquesen pr�esene d'�eoulement, inluant un hoix judiieux et appropri�e de m�ethode d'approximation,est une �etape indispensable pour tenter de r�esoudre les probl�emes inverses qui motivent e travail.En e�et, dans la pratique, la plupart des probl�emes inverses sont struturellement mal pos�es. Mêmequand les �equations d'�etats sont lin�eaires (e qui est notre as), les probl�emes de ontrôle optimal oud'identi�ation assoi�es peuvent être aussi bien lin�eaires que non lin�eaires en la variable de ontrôle.Dans le as lin�eaire, l'uniit�e de la solution �a l'un de es probl�emes inverses n�eessite l'obtentiond'in�equations d'observabilit�e pour �etablir la oerivit�e de la fontionnelle oût assoi�ee. En pratique,il faut g�en�eraliser les �etudes habituelles [46℄ aux onditions aux limites mises en jeu d'une part,et aux di��erentes g�eom�etries arat�eristiques du probl�eme �etudi�e d'autre part (la g�eom�etrie dusupport des soures et du support des onditions aux limites, la g�eom�etrie de l'observatoire). Dansle as o�u les probl�emes inverses sont non lin�eaires, l'uniit�e de la solution est enore plus diÆile�a obtenir. Or, si pour le ontrôle passif, l'uniit�e de la solution importe peu pour justi�er sar�esolution (la diminution seule de la fontionnelle le justi�e), elle est indispensable pour donner unsens �a la r�esolution du probl�eme d'identi�ation. Supposons tout de même que l'on soit dans deson�gurations o�u le probl�eme d'identi�ation est bien pos�e en uniit�e. L'appliation� 7�! 'jOs (�) ;



6 Introdutiono�u � (x) est la variable de ontrôle, ' la solution du probl�eme diret, et o�u Os d�esigne l'observatoirespatial, n'est probablement pas biontinue, ar tr�es vraisemblablement ompl�etement ontinue parrapport �a � (x). Le probl�eme est alors quali��e de s�ev�erement mal pos�e et laisse pr�esager d'un mau-vais onditionnement roissant du probl�eme d'identi�ation �a mesure que l'on augmente le nombrede param�etres �a identi�er (autrement dit, la dimension du probl�eme inverse, th�eoriquement in�niepuisque d�ependante de la loalisation spatiale). Mais les deux probl�emes d'optimisation et d'iden-ti�ation sont math�ematiquement �equivalents : ils onsistent en la minimisation de fontionnellesquadratiques similaires. La diÆult�e se retrouve don dans la r�esolution du probl�eme de ontrôleoptimal, se traduisant g�en�eralement par la reherhe de minima extrêmement plats, et don de gra-dients tr�es faibles autour du minimum de la fontionnelle objetif. De plus, il n'est pas exlu que leprobl�eme d'optimisation soit fortement non lin�eaire au sens de [14℄, et qu'il existe par ons�equentdes minima loaux. Compte tenu de es diÆult�es (non exhaustives), il semble judiieux de pouvoirqualitativement justi�er l'int�erêt de sa r�esolution avant même la mise en plae d'une m�ethodologiesuseptible de le r�esoudre, par exemple par une simple �etude monodimensionnelle amenant �a desr�esultats peu intuitifs. Dans le même ordre d'id�ee, il est ruial d'avoir, sinon une d�emonstrationth�eorique, au moins une id�ee de la nature de la fontionnelle oût dans les on�gurations que l'onsouhaite traiter. Apr�es un hoix de fontionnelle objetif en ad�equation ave les motivations phy-siques du probl�eme, ette �etude de sensibilit�e num�erique, g�en�eralement e�etu�ee par des as testsnum�eriques prohes de eux que l'on souhaite exploiter, permet d'entrevoir des propri�et�es de lafontionnelle oût (strite onvexit�e, minima loaux, ...). Elle permet alors d'adopter et de justi�erau moins qualitativement un hoix d'algorithme d'optimisation suivant ette nature a priori defontionnelle. Pour notre �etude de ontrôle passif, la fontionnelle objetif pourra être tout aussibien une fontionnelle distribu�ee (volumique), d�e�nie par l'�energie de perturbation loalis�ee sur unobservatoire spatial volumique aumul�ee au ours d'un temps �ni assez grand T , qu'une �energiesurfaique d�e�nie par l'�energie en ux aoustiques traversant des fronti�eres d'�el�ements du domainede alul, dont les diminutions arat�eriseront bien des r�edutions de bruit aoustique. Elle d�ependdon de la solution du probl�eme diret '�, et par ons�equent de fa�on non lin�eaire de la variablede ontrôle � en vertu du rôle jou�e par elle-i dans les onditions aux limites du probl�eme diret.On pourra en outre �etudier la pertinene d'autres hoix de fontionnelles objetifs.La mise en plae d'une m�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses n�eessite l'�evaluationdes gradients de la fontionnelle dans n'importe quelle diretion (apr�es justi�ation de son existenedans un adre fontionnel ad�equat). Lorsque ela est th�eoriquement possible, ette expliitation desgradients met en jeu la solution d'un probl�eme ontinu et r�etrograde en temps, admettant pouronditions aux limites admissibles, des onditions duales de elles du probl�eme diret. Ce probl�emes'appelle le probl�eme adjoint. En revanhe, on n'est pas assur�e, suivant la m�ethode d'approxima-tion utilis�ee pour r�esoudre es deux probl�emes de onserver ette expression des gradients apr�esdisr�etisations. Or, en vertu des diÆult�es inh�erentes �a la r�esolution de probl�emes inverses (mau-vais onditionnement, ...), tout hoix de m�ethode d'approximation pour la r�esolution des �equationsd'�etat doit s'aompagner d'une �etude de l'erreur ommise entre la disr�etisation de la d�eriv�ee dela fontionnelle oût et la d�eriv�ee de la fontionnelle oût disr�etis�ee (l'id�eal �etant que es deuxfontions o��nident).En�n, notre travail s'insrit dans les traitements de mat�eriaux absorbants dans des zoneshaudes omme les tuy�eres. Nos variables de ontrôle passif sont les param�etres d'imp�edane desonditions aux limites loales omplexes d'imp�edane, distribu�ees sur la fronti�ere de l'obstale solide�. Pour les �equations d'Euler lin�earis�ees barotropes, es variables � (x) omplexes n'ont pour seulesontraintes th�eoriques que d'être �a parties r�eelles positives (Re (�) � 0). La ondition aux limitesd'imp�edane omplexe loale peut être uni��ee ave les onditions d'obstales lassiques (onditionsd'obstale dur et d'obstale mou) �a l'aide d'un hangement de variables homographique, abou-



7tissant �a la d�e�nition du oeÆient loal omplexe de r�eexion aoustique � (x), ontraint parson appartenane au disque unit�e omplexe (j�j � 1). L'algorithme d'optimisation andidat pourla r�esolution des probl�emes inverses devra don être un algorithme ave ontraintes. Il est bienonnu que l'imp�edane omplexe (et par ons�equent la r�eexion aoustique omplexe) arat�eriseun mat�eriau absorbant pour le traitement aoustique, et e en fontion de la fr�equene des pertur-bations [50℄. En revanhe, même pour une soure monohromatique, on n'est pas assur�e que tousles oeÆients de r�eexions aoustiques du disque unit�e omplexe orrespondent �a un mat�eriau ab-sorbant �equivalent exp�erimentalement r�ealisable. Autrement dit, a�n de donner un sens physique�a notre travail d'optimisation, il est n�eessaire d'utiliser un mod�ele de mat�eriaux absorbants physi-quement r�ealisable et arat�erisable par un oeÆient de r�eexion aoustique omplexe donn�e. Untel mat�eriau ne doit pas être hoisi au hasard. Il doit respeter de nombreuses ontraintes (limites depoids, r�esistanes aux hautes temp�eratures, aux vibrations, �a la orrosion, ...). Il semble don que emat�eriau multifontionnel se doive d'être m�etallique. Pour l'att�enuation du son, un mat�eriau densene semble pas un bon andidat pour dissiper l'�energie : un mat�eriau ellulaire pr�esentant une poro-sit�e ouverte sera plus ad�equat. A et e�et, un mod�ele d'homog�en�eisation de milieu poreux onstitu�epar un agglom�erat de petites billes reuses de Nikel soud�ees entre elles est d�evelopp�e puis �etudi�edans [29℄, notamment �a partir de travaux et mod�eles d�evelopp�es dans [57, 41, 39, 13℄. Ce mod�ele,uniquement valable pour une fr�equene �xe dans la plage [1000 � 6000℄ Hz, permet de relier leoeÆient de r�eexion aoustique �a des param�etres physiques arat�eristiques du mat�eriau poreux�equivalent. Les ontraintes physiquement r�ealisables sur les oeÆients de r�eexions aoustiquesseront don a priori plus restritives que le disque unit�e omplexe.Nous passons maintenant �a la desription pr�eise du plan de la th�ese.Plan de la th�eseR�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropes : hapitre 1. Le premier ha-pitre, apr�es une justi�ation de la pertinene des �equations d'Euler lin�earis�ees pour la desrip-tion des ph�enom�enes de propagations a�eroaoustiques, pr�esente es �equations ave l'hypoth�esesuppl�ementaire non restritive de barotropie des perturbations, sous la forme d'un syst�eme de Frie-drihs. On y montre, dans un premier temps, la diÆult�e de d�e�nir un probl�eme harmonique assoi�esuivant la nature de l'�eoulement porteur. Dans un seond temps, on lassi�e exhaustivement lesonditions aux limites �a adjoindre �a e syst�eme de Friedrihs pour que le probl�eme instationnairemixte appel�e probl�eme diret admette une unique solution en espae-temps sur une g�eom�etrie dutype (�gure 1) et dans un adre fontionnel ad�equat. Cei est r�ealis�e �a l'aide de g�en�eralisations desr�esultats pr�esents dans [59, 60℄. On y montre �egalement que ela implique l'existene et l'uniit�ed'une solution �a un probl�eme adjoint, probl�eme r�etrograde en temps admettant des onditions auxlimites admissibles duales de elles du probl�eme diret, dans e même adre fontionnel. Ces ondi-tions admissibles exhaustives sont des onditions d'obstales et d'imp�edanes g�en�eralis�ees uni��eesdans la formulation du probl�eme diret d'une part, et d'autre part, des onditions parfaitementtransparentes pour les ondes normales.Approximation par une m�ethode Galerkine disontinue : hapitre 2. Dans e hapitreest expos�ee la m�ethode de Galerkine disontinue hoisie pour la semi-disr�etisation en espae desprobl�emes diret et adjoint. Elle repose sur un ux-splitting d�eentr�e en espae qui rend l'ap-proximation spatiale loalement dissipative, ontrairement aux m�ethodes de Galerkine disontinueentr�ees en espae qui onservent pour les �equations d'Euler lin�earis�ees, une ertaine forme d'�energie[56℄. L'approximation temporelle est expliite de type Runge-Kutta d'ordre 2. Dans [25℄, on y es-time num�eriquement les erreurs de dissipation ommises par la m�ethode en fontion de l'ordre k



8 Introdutiond'approximation spatiale par des fontions de bases polynomiales P k. Pour le syst�eme sym�etriquedes �equations d'Euler lin�earis�ees assoi�e �a un �eoulement porteur quelonque pos�e ave les ondi-tions aux limites pr�ealablement lassi��ees, on g�en�eralise dans un premier temps le r�esultat sur laondition de stabilit�e �etablie pour une approximation volumes �nis en espae et Euler expliiteen temps obtenue dans [22℄. Dans e as, on �etablit une ondition de stabilit�e uniforme en � etette ondition de stabilit�e est la plus �ne que l'on puisse obtenir en norme L2, pour un sh�emade r�esolution volumes �nis en espae et Euler expliite en temps, et ei uniform�ement par rapportaux maillages. Dans un seond temps, un r�esultat de stabilit�e pour une approximation temporellede type Runge-Kutta d'ordre 2 des probl�emes diret et adjoint est �etabli, et e quel que soit l'ordred'approximation spatiale de la m�ethode Galerkine disontinue. La propri�et�e d'uniformit�e du CFLpar rapport �a la variable �(x) est onserv�ee dans ette g�en�eralisation. On donne une estimationdes CFL pour plusieurs ordres d'approximation polynomiale k en 2D ou 3D. En�n, ette m�ethoded'approximation est valid�ee num�eriquement �a l'aide d'une omparaison ave une solution exatedes �equations d'Euler lin�earis�ees d�etermin�ee analytiquement dans un onduit rigide bidimension-nel (alul de modes guid�es), puis utilis�ee pour mettre en �evidene num�eriquement, et sur desg�eom�etries bidimensionnelles simples, les instabilit�es de type Kelvin-Helmholtz, onvetives ou ab-solues.CPML pour l'a�eroaoustique : hapitre 3. L'objetif est d'�etendre les m�ethodes PML d�evelop-p�ees dans [5℄ aux �equations d'Euler lin�earis�ees, �a l'instar des travaux e�etu�es dans [58℄. On pr�esentedans un premier temps les prinipaux arguments permettant d'�etablir le probl�eme sur tout l'espaeet notamment la d�eroissane exponentielle du noyau de Green assoi�e, et dans un seond temps, onpropose un autre mod�ele de PML appel�e CPML (pour PML onvolutive), dont on montre qu'il estplus adapt�e aux �eoulements porteurs ave onvetion �a l'aide de omparaisons de tests num�eriquesave l'impl�ementation du mod�ele PML d�evelopp�e dans [58℄. Les d�emonstrations th�eoriques oner-nant l'existene et l'uniit�e d'une solution �a e probl�eme CPML, syst�eme augment�e par rapportau syst�eme de Friedrihs initial, nous r�esistent enore �a l'heure atuelle. On pr�esentera tout demême quelques r�esultats th�eoriques dans des as partiuliers et on mettra surtout l'aent sur desjusti�ations num�eriques, ave notamment une omparaison sur un as test bidimensionnel, entreune solution exate des �equations d'Euler lin�earis�ees en espae libre et les r�esultats num�eriquesobtenus par l'impl�ementation du syst�eme CPML.M�ethodologie de r�esolutions des probl�emes inverses et mod�ele de mat�eriau poreux :hapitre 4. Ce hapitre est ompos�e de trois parties. Dans la premi�ere, on y expose, apr�es la justi-�ation de hoix de fontionnelles oûts, l'expliitation des gradients en fontion de la solution duprobl�eme diret et d'un probl�eme adjoint ad�equat, dont le seond membre met en jeu la solution duprobl�eme diret. Cette estimation est rendue possible par des th�eor�emes de r�egularit�e analogues �aeux d�emontr�es dans [59, 60℄. On montre alors que ette expliitation des gradients se onserve parpassage aux disr�etis�es des syst�emes di��erentiels assoi�es aux probl�emes diret et adjoint, en vertudu ux splitting d�eentr�e en espae utilis�e dans la m�ethode de Galerkine disontinue. De plus, une�etude monodimensionnelle aad�emique tend �a montrer, �a travers es r�esultats expliites, la perti-nene d'une r�esolution dans sa globalit�e la plus omplexe des probl�emes d'optimisation qui motiventette th�ese. Dans la seonde partie, le oeÆient de r�eexion est mis en relation ave un mod�eled'homog�en�eisation de milieu poreux onstitu�e par un agglom�erat de billes de petits diam�etres, eigrâe aux travaux de [29℄. Les variables de ontrôle sont alors des param�etres (porosit�e, �epaisseuret longueurs arat�eristiques) de e milieu. Ces param�etres seront bien entendu onsid�er�es ommepouvant être variables suivant la loalisation du point onsid�er�e sur la paroi (fronti�ere � de l'obs-tale solide). Pour le probl�eme d'optimisation, ils deviennent les fontions de ontrôle. Dans le



9adre des objetifs de la th�ese, on remarque alors que toutes les r�e�exions aoustiques omplexesdu disque unit�e ne sont pas atteignables par elles, �equivalentes, d'un milieu poreux mod�elis�e par[29℄, pour une plage de fr�equene d'environ [1000 � 5000℄Hz. En�n, dans la troisi�eme partie, une�etude de sensibilit�e est e�etu�ee. Elle semble mettre en �evidene, sur des as tests bidimensionnelsprohes de eux que l'on d�esire exploiter, que le probl�eme inverse est faiblement non lin�eaire au sensde [14℄. Toutefois, la quasi-onvexit�e des fontionnelles oûts, num�eriquement toujours apparentesuivant la loalisation des soures et les arat�eristiques de la g�eom�etrie du domaine (longueurs,plae de l'observatoire), n'est pas enore prouv�ee. En aord ave ette probable onvexit�e, l'utilisa-tion d'un algorithme d'optimisation de type quasi-Newton, l'algorithme sous ontraintes BFGS-B,nous semble judiieuse. Elle met �egalement en lumi�ere des on�gurations pathologiques pour lar�esolution de nos probl�emes inverses.R�esultats num�eriques, gains et identi�ations : hapitre 5. Même si ave le mod�ele demat�eriau poreux utilis�e, toutes les r�e�exions aoustiques omplexes du disque unit�e ne sont pas at-teignables par elles �equivalentes d'un milieu poreux pour une plage de fr�equene de [1000�5000℄Hz,on peut toujours r�ealiser l'absorption aoustique parfaite pour les ondes normales. Autrement dit,pour une fr�equene donn�ee, il existe toujours un milieu r�ealisant l'absene de r�eexion d'une ondeplane normale �a un plan d�e�nissant la fronti�ere de e milieu ave l'air. On pourrait être alors tent�e,�a fr�equene donn�ee, d'imaginer que le milieu r�ealisant ette absorption parfaite des ondes normalespr�esente un arat�ere d'optimalit�e du ontrôle du bruit. Or, �a l'instar du probl�eme monodimension-nel propos�e et �a travers des tests num�eriques bidimensionnels pr�esent�es dans e hapitre, utilisantune g�eom�etrie prohe d'une prise d'air r�ealiste, on peut montrer que l'absorption aoustique maxi-male pour les ondes normales est loin de onstituer une r�epartition optimale du milieu poreuxpour une propagation a�eroaoustique de modes transverses d'entr�ee dans un anal en pr�esened'un �eoulement porteur ave onvetion quelonque. En e�et, si l'on hoisit pour fontion objetifle ux a�eroaoustique sortant d'un anal, on peut r�ealiser un gain (en r�esolvant ompl�etement leprobl�eme du ontrôle optimal ave pour �equations d'�etat les �equations d'Euler lin�earis�ees et pouronditions aux limites le mod�ele asymptotique d�e�ni par [29℄) de l'ordre de quelques dizaines dedB par rapport �a l'imp�edane aoustique optimale pour les ondes normales (absorption totale deelles-i). Même si e r�esultat n'est pour le moment �etabli que pour des soures monohroma-tiques et modulo la \pertinene" du mod�ele de parois utilis�e, il met en lumi�ere la n�eessit�e deonsid�erer le probl�eme de ontrôle optimal dans sa omplexit�e, et de le simuler math�ematiquementet num�eriquement, par rapport �a une attitude qui onsisterait �a \loaliser" la probl�ematique del'absorption des bruits par des raisonnements loaux au voisinage de la paroi.On ne dispose pas pour le moment de mesures exp�erimentales pertinentes pour la r�esolutiondu probl�eme d'identi�ation, dont on n'est pas assur�e, d'une mani�ere g�en�erale, qu'il en existe uneunique solution. Toutefois, pour notre on�guration num�erique �nale, l'uniit�e de la solution peutêtre suppos�ee. D�es lors, et dans un premier temps, on testera la robustesse de notre m�ethode d'op-timisation grâe �a l'utilisation de donn�ees non bruit�ees, �etape pr�ealable qui se justi�e amplementpar le arat�ere extrêmement mal onditionn�e des probl�emes inverses mis en jeu. On se propo-sera par exemple, �a partir de aluls pr�ealablement e�etu�es ave un mat�eriau poreux donn�e, der�esoudre num�eriquement le probl�eme inverse a�n d'obtenir au moins un mat�eriau poreux ayant uneimp�edane omplexe �equivalente �a e mat�eriau poreux donn�e.





Chapitre 1R�esolution des �equations d'Eulerlin�earis�ees barotropes1.1 Pr�esentation de l'a�eroaoustiqueL'aoustique lassique traite de la propagation de petites perturbations dans un milieu ho-mog�ene et isotrope, au repos ou en mouvement uniforme par rapport �a l'observateur. L'a�eroaoustiquea pour objet de d�erire la g�en�eration et la propagation de bruit dans des �eoulements pr�esentantdes gradients et des rotationnels de vitesse (�eoulements instationnaires et isaill�es), et ei dansdes domaines les plus g�en�eraux possibles (parois �xes ou mobiles, g�eom�etries omplexes,...).Les prinipales diÆult�es renontr�ees dans la d�etermination des ondes aoustiques en pr�esenede tels �eoulements sont li�ees �a deux di��erenes fondamentales entre les utuations aoustiques etles hamps a�erodynamiques :1. Des di��erenes d'�ehelles de valeurs : Les amplitudes des ondes aoustiques sont de l'ordrede 104 �a 105 fois inf�erieures aux amplitudes du hamp a�erodynamique moyen, tandis que lalongueur d'onde prinipale � est de l'ordre de 102 sup�erieure aux �epaisseurs de isaillementg�en�eralement onstat�ees dans les �eoulements isaill�es [6℄.2. De plus, les ondes aoustiques se propagent �a la vitesse du son, alors que les perturbationsa�erodynamiques sont uniquement onvet�ees par l'�eoulement.Les premi�eres appliations ont port�e sur le rayonnement aoustique des hos r�e�es par les rotorsd'h�eliopt�ere en vol d'avanement rapide. Le bruit, fut dans e as, alul�e au moyen de formulationsfond�ees sur l'analogie aoustique de Lighthill [44℄ (les termes soures �etant fournies par un alulde l'�eoulement autour des pales). Cette analogie ave l'aoustique en hamps prohes est fond�eesur la r�esolution d'une �equation d'onde dans un milieu au repos, ouramment �erite de la mani�eresuivante : �2�0�t2 � 2��0 = �2Tij�xi�xj ; (1.1)ave �0 la densit�e de utuations aoustiques,  la vitesse du son ambiante et Tij le tenseur deLighthill. Ce tenseur intervenant dans le terme soure est habituellement exprim�e omme unefontion des variables du hamp a�erodynamique Tij � �uiuj (� omposante du hamp de densit�eet ui omposantes de vitesses). Cette analogie fournit de tr�es bons r�esultats, si la r�egion o�u le uideest tr�es perturb�e est relativement loalis�ee et si la propagation se fait dans un milieu \ordinaire"(mat�eriau homog�ene notamment). En revanhe, si l'ensemble du domaine uide �etudi�e est tr�esperturb�e, elle deviendra tr�es lourde ou même inadapt�ee.11



12 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropesLe d�eveloppement de Curle a permis par la suite, �a partir de l'�equation de Lighthill �etablie enespae libre, de prendre en ompte l'e�et de parois solides (e sont les �equations de Flows-Williamset Hawkings [33℄).Ces analogies sont le plus souvent r�esolues par formulation int�egrale (e qui n�eessite la onnais-sane de la fontion de Green assoi�ee) et sont limit�ees par les hypoth�eses dues �a la propagationet la radiation des ondes dans un milieu homog�ene (pour l'analogie de Curle, d'autres restritionsplus �nes s'ajoutent). Elles n�egligent les interations entre l'�eoulement moyen et les utuationsaoustiques, et en partiulier les e�ets de r�efration des ondes.Depuis, d'autres op�erateurs de propagation omplets ont �et�e propos�es a�n de prendre en ompteles e�ets de onvetion et de r�efration des ondes aoustiques : l'�equation du troisi�eme ordre de Lilley[45℄ d'une part, et les �equations d'Euler lin�earis�ees d'autre part. Di��erentes �etudes sur es deuxtypes de mod�eles tendent �a rendre les �equations d'Euler lin�earis�ees plus ad�equate �a l'a�eroaoustiquenum�erique :1. D'un point de vue purement num�erique tout d'abord, il est moins oûteux de r�esoudrenum�eriquement les �equations d'Euler lin�earis�ees que elle du troisi�eme ordre de Lilley (�equationdi��erentielle du troisi�eme ordre).2. Dans [7℄, les auteurs ont ompar�e des aluls de rayonnement aoustique produit dans uneouhe de m�elanges parall�eles, obtenus par r�esolution des �equations de Navier-Stokes �ltr�ees etpar r�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees. Les r�esultats sont tr�es en faveur de l'utilisationdes �equations d'Euler lin�earis�ees en vertu de l'identit�e des hamps aoustiques (aussi bien enamplitude qu'en phase) et du oût moins �elev�e en temps de alul.3. Dans [21℄, il est montr�e que bien que l'analogie de Lilley inlut les e�ets de r�efration, elled�epend trop fortement de la fa�on dont les termes soures sont �evalu�es.En onlusion, les �equations d'Euler lin�earis�ees d�erivent un op�erateur de propagation omplet,inluant les e�ets de onvetion et de r�efration des ondes aoustiques, e qui mod�elisent au mieuxles interations entre l'�eoulement moyen et les utuations aoustiques. Elles semblent d�e�nir lemod�ele le plus adapt�e (moins oûteuse num�eriquement que les �equations du troisi�eme ordre deLilley) �a l'�etude de la g�en�eration et de la propagation de bruit dans des �eoulements instationnaireset �a rotationnels de vitesse, et ei pour des g�eom�etries raisonnablement omplexes.



1.2 Les �equations d'Euler lin�earis�ees au premier ordre 131.2 Les �equations d'Euler lin�earis�ees au premier ordreDans toute la suite, d d�esignera un entier valant 2 ou 3. La onvention d'Einstein sur les indiesr�ep�et�es dans les sommations sera syst�ematiquement utilis�ee. Sauf mention ontraire, les indies iet j ouramment utilis�es seront des entiers de l'intervalle [1; d℄. On notera ui = �u1; : : : ; ud� unveteur de Rd .Nous examinerons don ii la perturbation d'un �eoulement porteur stationnaire subsoniquer�egulier quelonque d�e�ni par :1. Un hamp de vitesse U i0,2. Un hamp de pression P0,3. Une masse volumique �0,4. Une �energie interne e0,5. Une entropie s0,et v�eri�ant les �equations d'Euler stationnaires suivantes (Æ d�esignant le symbole de Kroneker) :8>>>><>>>>: �j ��0U j0� = 0�j ��0U j0U i0 + P0Æij� = 0�j ���0�e0 + k U0 k222 �+ P0�U j0� = 0 (1.2)Remarque 1.2.1 En l'absene de hos (hypoth�eses suppl�ementaires de r�egularit�e de l'�eoulement),la (d+2)i�eme �equation (bilan d'�energie) pourra être onfondue ave le bilan d'entropie suivant (�0d�esignant l'entropie volumique de l'�eoulement porteur) :�j ��0�0U j0� = 0;la loi d'�etat du hamp de pression s'�erivant alors indi��eremmentP0 = P0 (�0; e0)ou P0 = P0 (�0; �0) :De plus, si le uide porteur est barotrope, la loi d'�etat devient P0 = P0 (�0), et seules les quatrepremi�eres �equations de (1.2) peuvent être retenues.Apr�es perturbation au temps t = 0, l'�eoulement est suppos�e v�eri�er les �equations d'Euler insta-tionnaires (ompl�etes ou barotropes) au sens des distributions, soit le syst�eme de (d+2) �equationssous la forme onservative suivant (on onservera les notations utilis�ees pour les variables entro-piques de l'�eoulement porteur sans l'indie 0 a�n de stipuler leurs arat�eres d�esormais instation-naires) : � �tw + �if i (w) = gw (0) = w0 (1.3)ave w 2 C1m(Rd+1 ;Rd+2) et les ux f i 2 (Rd+2 ;Rd+2), fontions \suÆsamment r�eguli�eres" donn�eespar :



14 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropes
w = 0BB� ��U i��e+ k U k222 � 1CCA(respetivement) w = 0� ��U i�� 1Aet f i (w) = 0BB� �U i�U iU j + PÆij���e+ k U k222 �+ P�U i 1CCA(respetivement) f i (w) = 0� �U i�U iU j + PÆij��U i 1A ;dans le as o�u l'on prend en ompte la perturbation thermique (respetivement la perturbationentropique). Dans un premier temps, on se propose d'�etudier le arat�ere bien pos�e du syst�eme (enespae libre) obtenu par une lin�earisation entropique au premier ordre de (1.3).1.2.1 Lin�earisation entropique des �equations d'Euler(1.3) onstitue un syst�eme hyperbolique non lin�eaire admettant une entropie de Lax [61℄. Pluspr�eis�ement, ela signi�e que (1.3) admet une �equation de onservation suppl�ementaire (en l'absenede hos) de la forme : �tS (w) + �iSi (w)� grwS (w) = 0; (1.4)o�u S (w) est stritement onvexe en w et telle que le jaobien des ux f i soit auto-adjoint parrapport �a la m�etrique induite par le hessien de S (w). C'est une entropie (volumique) \physique"dans le as g�en�eral et dans le as barotrope ave P = P (�), on a :S (w) = H (�) + �k U k222 ;H 00 (�) = P 0 (�)� :On aura suppos�e bien entendu que P 0 (�) = 2 (�) est positif. On a alors :Si(w) = (S + �)U i;et l'�equation de onservation suppl�ementaire a physiquement le sens d'une �equation d'�energie.Rappelons un th�eor�eme dû �a S.K Godunov [32℄ :Th�eor�eme 1.2.1 Le syst�eme (1.3) est sym�etrisable si et seulement si il admet une entropie.Par appliation du th�eor�eme 1.2.1, le hangement de variables bijetif� = rw (S (w))



1.2.1 Lin�earisation entropique des �equations d'Euler 15(dans le domaine admissible pour w) permet d'obtenir une forme sym�etrique de (1.3) :�t (r�S� (�)) + �i �r�S�i (�)� = g; (1.5)ave : S� (�) = � � w (�)� S (w (�))S�i (�) = � � f i (w (�))� Si (w (�)) :On suppose que (1.5) est bien pos�ee, don que sa solution est ontinue par rapport aux donn�eesdu probl�eme. En posant g = "h, et � = �0+ "' (�0 variables entropiques assoi�ees �a l'�eoulementporteur ), on obtient formellement en faisant un d�eveloppement limit�e en " au premier ordre de laformulation faible de (1.5), une expression lin�earis�ee du probl�eme :�t (HS� (�0)') + �i (HS�i (�0)') = h; (1.6)o�u HS� (�0) sont les Hessiens sym�etriques d�e�nis positifs de S� (�) et HS�i (�0)) sont les Hessienssym�etriques de S�i (�), alul�es en �0.Remarque 1.2.2 Il est diÆile de sortir de e adre \formel" pour �etablir (1.6). Il faudrait toutd'abord pour ela �etablir, dans un voisinage de 0 pour ", l'existene et l'uniit�e de (1.6). Ensuite,il suÆrait de montrer que le reste de la formule de Taylor tend vers 0 (par exemple dans L1lo, enrestant loalement et uniform�ement major�e en ") quand " tend vers 0, de fa�on �a pouvoir appliquerle th�eor�eme de onvergene domin�ee.Toutefois, (1.6) peut s'interpr�eter au sens des distributions quant �a la propagation des dison-tinuit�es de la ondition initiale. En revanhe, en as de disontinuit�es de ontat, le probl�eme �aoeÆients disontinus est a priori mal pos�e en uniit�e (bien que lin�eaire), et dans e as, la formeonservative de (1.6) ne onstitue pas un avantage r�eel.En notant A0 (x) = HS� (�0), et Ai (x) = HS�i (�0) la matrie sym�etrique d�e�nie positive et lesmatries sym�etriques, (1.6) onstitue un syst�eme de Friedrihs :�t(A0') + �i(Ai') = h; (1.7)sur lequel on dispose de beauoup de r�esultats (quant aux onditions limites admissibles, �a l'ap-proximation, ...). En posant A = Ai�i, on a �a titre d'exemple le th�eor�eme suivant �etabli en espaelibre [28℄ :Th�eor�eme 1.2.2 Si h 2 C1 �R+ ; L2 �Rd�d+2�, si les oeÆients de A0 (x) et de Ai (x) sont dansW 1;1 �Rd�, et si ' (0; x) 2 D (A) = n' 2 L2 �Rd�d+2 =A' 2 L2 �Rd�d+2o, alors (1.6) admet unesolution unique dans C1 �R+ ; L2 �Rd�d+2� \ C0 (R+ ;D (A)).Nous indiquerons dans la prohaine setion une g�en�eralisation de e th�eor�eme en y adjoignantdes onditions aux limites, e qui est failit�e par la sym�etrie des matries Ai. Même si le syst�eme(1.7) est bien pos�e en espae libre, on n'est ependant pas assur�e de sa stabilit�e. En e�et, (1.7)admet une �equation de bilan suppl�ementaire d"�energie-entropie" donn�ee par :12�t �A0';'�L2(Rd)d+2 + 12�i �Ai';'�L2(Rd)d+2 + 12 ���iAi�';'�L2(Rd)d+2 = (h; ')L2(Rd)d+2 : (1.8)C'est bien evidemment l'�etude du signe de 12�t �A0';'�L2(Rd)d+2 qui va nous renseigner sur lastabilit�e du syst�eme.



16 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropesOr elui-i est fontion du signe des deux autres termes quadratiques en la variable ' del'�equation (1.8), �a savoir 12�i �Ai';'�L2(Rd)d+2 et 12 ���iAi�';'�L2(Rd)d+2 . Mais, si les onditionsaux limites �eventuelles peuvent (et en un ertain sens doivent) garantir la positivit�e du premier dees deux termes, le signe du seond d�epend de l'�eoulement porteur. A titre d'exemple (qui serarepris et d�etaill�e dans la partie onernant les instabilit�es d'�eoulement de type Kelvin-Helmholtz),dans le as de l'�eoulement isotherme assoi�e �a un �eoulement porteur isaill�e 2D (�0 = te, U20 = 0,U10 = U10 (y)), on a : �iAi = �00� 0 0 00 0 �yU100 �yU10 0 1A:Cette matrie sym�etrique est �evidemment non positive dans le as d'un �eoulement porteur �aonvetion non uniforme (valeurs propres oppos�ees).Remarque 1.2.3 Le hoix des variables �, assoi�e �a la lin�earisation � = �0 + "', peut parâ�trearbitraire (même s'il onduit �a un syst�eme sym�etrique onservatif en '). Cependant, si l'�eoulementporteur est assez r�egulier, un autre \jeu" de variables (par exemple lipshitzien par rapport �a �)onduirait �a des syst�emes lin�earis�es �equivalents. La \positivit�e" du bilan d'�energie (1.8) peut quant�a elle d�ependre du syst�eme de variables hoisi (la positivit�e de la matrie �iAi n'est qu'une ondi-tion suÆsante et les m�etriques d�e�nies par A0 assoi�ees peuvent, si es matries ne sont pas uni-form�ement �equivalentes, d�e�nir des topologies di��erentes dans les espaes o�u vivent \naturellement"les inonnues ').A e sujet, il onvient de distinguer, l'�equation d'�energie du probl�eme porteur lin�earis�e (1.8) et lalin�earisation de l'�equation d'�energie (ou d'entropie) (1.4) qui est onservative (il n'y a pas de termesmultipliatifs). La premi�ere est utile, sinon n�eessaire �a la d�e�nition du probl�eme harmonique et �al'�etude de la onvergene du probl�eme disr�etis�e ; la seonde est physiquement plus pertinente, maisne onduit pas �a des estimations a priori utiles �a la r�esolution et �a l'approximation de (1.7).C'est en e sens que l'on peut parler d'�ehanges d'�energie entre (1.7) et l'�eoulement porteur.Conlusions :1. Sous des hypoth�eses onvenables sur les donn�ees du probl�eme, il est toujours possible, parlin�earisation �a l'ordre 1 des �equations d'Euler non lin�eaires, d'obtenir des syst�emes lin�eairessym�etriques (ou sym�etrisables si l'on a mal hoisi les \variables") bien pos�es en instationnaire,mais non n�eessairement stables.2. La forme de es syst�emes d�epend de l'�equation d'�etat de l'�eoulement porteur et le syst�emelin�eaire provient d'une lin�earisation d'un probl�eme mettant en jeu la même �equation d'�etat.1.2.2 Perturbations barotropesNous allons voir que si l'on hoisit de n�egliger les perturbations de l'entropie, on peut obtenirun syst�eme sym�etrique �egalement bien pos�e et d'une forme ne d�ependant pas de l'�equation d'�etatassoi�ee �a l'�eoulement porteur (e syst�eme sera sous forme non onservative, mais ei n'est pastr�es g�enant pour un �eoulement porteur r�egulier). En outre, ei permettra dans un ontexte assezg�en�eral, d'obtenir une lassi�ation d�e�nitive des onditions aux limites admissibles �a adjoindre �ae syst�eme, qui permettra de mettre en �evidene les diÆult�es du probl�eme harmonique �evoqu�ees�a la setion pr�e�edente et suÆra �a l'�etude heuristique num�erique des instabilit�es d'�eoulement detype Kelvin-Helmholtz.



1.2.2 Perturbations barotropes 17On onsid�ere don un �eoulement porteur v�eri�ant (1.2) de loi d'�etat en P0 quelonque. L'hy-poth�ese de barotropie de la perturbation onsiste �a supposer que l'inuene des variations entro-piques est n�egligeable devant elle des variations de la masse volumique, autrement dit que :� = �0 + "�0 + o(")) P = P0 + "20�0 + o("); (1.9)o�u 0 = 0 (x) d�esigne la vitesse du son dans le milieu.On pose les hangements de variables suivants :U i = U i0 + "ui; � = 0�0�0 ; ' = (u1; : : : ; ud; �)T :D�es lors, apr�es d�eveloppement en " �a l'ordre 1 des �equations g�en�erales d'Euler instationnaires(1.3), il vient que ' est solution du syst�eme suivant :�t'+Ai�i'+B' = f; (1.10)ave Ai�i = �U i0�i�Id+1+ 0� 0 rrT 0 �B = 0B� [�iU j0 ℄i;j 1�0 �r (0�0)� 10rP0�0�0rT�0 �10 �U i0�i0� 1CAet f = 1�0 �g1 � U10 g0; : : : ; gd � Ud0 gd; 0g0�T :Remarques 1.2.4 1. La partie diagonale de la partie prinipale de l'op�erateur est un op�erateurde onvetion tandis que la partie non diagonale est l'�eriture sous la forme d'un syst�emed'ordre 1 de l'�equation des ondes.2. On obtient es �equations en utilisant la formule de d�erivation d'un produit, don elles n'ontde sens distributionnel que si l'�eoulement porteur est r�egulier.3. la quatri�eme olonne de B s'annule pour un uide porteur isotherme.La onservation de l'�energie n'est toujours pas assur�ee (même si f est nulle). En e�et, l'�equationde bilan d'�energie globale s'�erit :12�t (';')L2(Rd)d+1 + 12�i �Ai';'�L2(Rd)d+1 + 12 ��B � 12�iAi�';'�L2(Rd)d+1 = (f; ')L2(Rd)d+1 :(1.11)Le terme 12 (';')L2(Rd)d+1 peut s'interpr�eter omme une �energie puisque :12 (';')L2(Rd)d+1 = 12 ZRd k u k22 +20�02�20 dx;somme de l'�energie in�etique massique et de l'�energie aoustique massique du probl�eme lin�earis�e.L'�equation (1.11) s'�erit de la fa�on suivante :12�t (';')L2(Rd)d+1 + 12�i �Ai';'�L2(Rd)d+1 + 12 (K';')L2(Rd)d+1 = (f; ')L2(Rd)d+1 ;



18 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropeso�u K = B +Bt � �iAi:Comme pr�eedemment, les onditions aux limites peuvent garantir la positivit�e du seond terme�i �Ai';'�L2(Rd)d+1 . En revanhe, le signe de la matrie sym�etrique K est non d�etermin�e et inter-vient de fa�on ruiale.Remarque 1.2.5 On a K � 0 pour un �eoulement porteur �a onvetion uniforme ou pour unuide en mouvement \solide" (P0 et �0 onstants, la vitesse orrespondant alors �a un mouvementompos�e de rotations et de translations). Les �equations (1.10) sont d'ailleurs invariantes par uneisom�etrie de Rd .La stabilit�e L2lo du probl�eme instationnaire n'est don pas garantie, et nous sommes dans l'impossi-bilit�e de d�e�nir le probl�eme harmonique assoi�e. En revanhe, nous allons montrer que le probl�emeinstationnaire en domaine espae-temps (born�e en temps) ave des onditions aux limites admis-sibles est quant �a lui bien pos�e. Un des arguments majeurs pour le d�emontrer est le suivant :I Si l'on pose ' = '0e�t, ave � > 0, l'�equation (1.11) devient :�t 12 �'0 ; '0�L2(Rd)d+1 + 12�i �Ai'0 ; '0�L2(Rd)d+1 + 12 �(K + 2�Id+1)'0 ; '0�L2(Rd)d+1= �e��tf; '0�L2(Rd)d+1 :Il s'agit d'une �equation similaire �a (1.11) mais ave une matrie K 0 = K + 2�Id+1, qui enhoisissant � de mani�ere onvenable sera toujours d�e�nie positive. Ainsi si les oeÆients des Ai etde B sont par exemple dans W 1;1, on pourra supposer que K > 0. Cei est �a la base du hoix desonditions aux limites rendant (1.10) bien pos�e en domaine temporel born�e (et uniquement danse as, ar le hangement d'inonnue ' = '0e�t est non hom�eomorphe sur R+t ).1.3 Existene et uniit�e du syst�eme instationnaire pos�e ave desonditions aux limites admissiblesLe but de ette setion est de lassi�er (de mani�ere exhaustive) les onditions aux limites onve-nables �a adjoindre au syst�eme sym�etrique (1.10) (�evidemment sous des onditions de r�egularit�essur les op�erateurs mis en jeu), a�n d'en assurer l'existene et l'uniit�e d'une solution sur un do-maine spatio-temporel 
� [0; T ℄. Le adre fontionnel des deux pr�e�edentes setions �etait formel,il suÆsait �a mettre en �evidene des diÆult�es inh�erentes au syst�eme instationnaire non \d�eelablesau premier abord" (omme l'impossibilit�e de d�e�nir le probl�eme harmonique assoi�e). Par exemple,nous avons �enon�e le th�eor�eme 1.2.2 en dissym�etrisant l'espae et le temps, e qui est rendu possiblepar le fait que les oeÆients de A0 et des Ai ne d�ependent pas du temps. Nous avons d�eid�e denous plaer dans un adre fontionnel plus g�en�eral en nous appuyant sur des r�esultats de ([59, 60℄),pour toute la suite du travail et ei pour plusieurs raisons :1. Le arat�ere stationnaire de l'�eoulement porteur est un adre d'appliation, mais il n'est pasune n�eessit�e pour l'�etude th�eorique. Dans un soui de g�en�eralit�e du travail, nous supposeronsdon que les oeÆients des matries sym�etriques Ai et de la matrie B intervenant dans (1.10)d�ependent du temps.2. Le but avou�e de ette th�ese est de mod�eliser, �a l'�ehelle des perturbations aoustiques, l'in-uene de l'obstale solide de fronti�ere � pla�e dans le domaine 
 sur les propri�et�es de



1.3.1 Conditions aux limites admissibles alg�ebriques 19l'�eoulement perturb�e par des onditions aux limites de type imp�edane loale �a adjoindreau syst�eme, ar elles arat�erisent les mod�eles de traitements aoustiques. Mais pour dessoures monohromatiques (sinuso��dales), on ne peut se ontenter de mod�eles d'imp�edanesr�eelles. Elles doivent être omplexes, a�n que leurs parties imaginaires (appel�ees r�eatanesaoustiques) soient optimis�ees pour obtenir l'aord en fr�equenes souhait�e.Les solutions du syst�eme hyperbolique seront par ons�equent �a valeurs omplexes.3. Quand les soures onsid�er�ees ne seront pas sinuso��dales, les param�etres r�egissant les ondi-tions aux limites (et don l'op�erateur spatial) devront d�ependre du temps.4. Pour l'�etude des perturbations aoustiques d'un �eoulement porteur stationnaire onvet�e(même uniform�ement) dans un domaine dont la g�eom�etrie est arat�eris�ee par la �gure 1, lerang de l'op�erateur Aini dans (1.10) n'est pas onstant sur haque omposante onnexe dubord �
 de 
 (~n est un veteur unitaire sortant �a �
). En e�et, la vitesse normale sortantede l'�eoulement porteur, U i0ni, hange de signe de part et d'autre de � (et par ons�equent lesvaleurs propres de Aini aussi). Pour pallier ette diÆult�e inh�erente �a l'a�eroaoustique, nousg�en�eraliserons, en vertu des hypoth�eses �etablies dans [60℄, les r�esultats obtenus dans [59℄ surle syst�eme sym�etrique espae-temps.1.3.1 Conditions aux limites admissibles alg�ebriquesPlus pr�eis�ement, nous avons tout d'abord besoin d'hypoth�eses de r�egularit�e sur le domainespatial 
 et sur les op�erateurs intervenant dans (1.10) :Hypoth�eses 1.3.1 1. 
 est un domaine born�e ou non de Rd , r�egulier, �a fronti�ere born�ee �
C1 et loalement d'un seul ôt�e de la fronti�ere. On notera Q = 
� [0; T ℄, le domaine spatio-temporel.2. T est un temps �ni assez grand quelonque.3. Les oeÆients des op�erateurs mis en jeu, �a savoir Ai (x; t) et B (x; t) sont respetivementdans W 1;1 �
� [0; T ℄� et dans L1 (
� [0; T ℄) �a valeurs dans C .Ensuite, on d�e�nit les op�erateurs suivants :{ N (x; t) ave (x; t) 2 �
�[0; T ℄ est une appliation dans l'ensemble des sous-espaes vetorielsde C d+1 d�e�nissant des onditions aux limites homog�enes, de r�egularit�e :1. Liphitzienne et ontenant le noyau de Aini, sur les omposantes onnexes de �
 o�uAini est de rang onstant,2. C1 sur la omposante onnexe o�u Aini saute de rang sur une vari�et�e immerg�ee di��erentiablede odimension d� 2 not�ee �
g, et C1 sur le ompl�ementaire de �
g dans �
.{ L = Id+1�t �+Ai�i +B, l'op�erateur spatio-temporel d�e�ni sur le domaine :D (L) = n' 2 �C1 �Q��d+1 ; 'j�
�[0;T ℄ 2 N (x; t) et ' (x; 0) = 0o :{ L# = �Id+1�t � ��i �Ai��+B�, l'adjoint formel de L, de domaine :D �L#� = n 2 �C1 �Q��d+1 ;  j�
�[0;T ℄ 2 N �(x; t) = �Aini (N (x; t))�? et  (x; T ) = 0o :Pour des �eoulements porteurs ave onvetion, l'hypoth�ese que l'op�erateur Aini est de rangonstant sur haque omposante onnexe de �
 � [0; T ℄ est trop restritive, en partiulier pourl'�eriture de onditions aux limites approh�ees sur une fronti�ere �tive. Nous supposerons don unehypoth�ese suppl�ementaire onernant le omportement de N au voisinage de �
g ([60℄, hypoth�eses2.2) :



20 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropesHypoth�eses 1.3.2 Pour tout (x; t) de �
g � ℄0; T [, il existe un ouvert O de �
 ave x 2 O telque :1. O est di��eomorphe �a une boule B de Rd et �
g �a un �equateur de ette boule.2. Il existe deux sous-espaes vetoriels N� et N+ de Cm tels que :{ ker �Aini (x; t)� � N+ (x; t) pour tout (x; t) 2 O � [0; T ℄.{ N� (x; t) � N+ (x; t) pour tout (x; t) 2 O � [0; T ℄.{ N = N+ d'un ôt�e de O=�
g et N = N� de l'autre (on \rajoute" d'autres onditions auxlimites homog�enes en franhissant le saut de rang Aini, N+ orrespondant au plus faiblerang de Aini).Remarque 1.3.1 Sur les omposantes onnexes de �
 o�u Aini est de rang onstant, ommeker �Aini� � N , on a dans Cm :rg �Aini� = dim (N )� dim �ker �Aini�� ;et don N � y est �egalement liphitzien. Les autres hypoth�eses sur N sont �egalement v�eri��ees pourN �.On a alors en mesure d'�etablir le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 1.3.1 Si les hypoth�eses (1.3.1) et (1.3.2) sont v�eri��ees, alors l'adjoint dans �L2 (Q)�d+1de la fermeture L de L est la fermeture L# dans �L2 (Q)�d+1 de L#.Preuve. La preuve n�eessite plusieurs �etapes interm�ediaires.Tout d'abord, omme �Q = (�
� [0; T ℄) [ (
� f0g) [ (
� fTg) poss�ede des oins, �Q estliphitzien et don Hs (�Q) est bien d�e�ni pour j s j� 1.On d�e�nit alors les espaes suivants :{ KL = �' 2 �L2 (Q)�d+1 ; L' 2 ��H1 (Q)�d+1�0� ; k ' k2KL=k ' k2(L2(Q))d+1 + k L' k2((H1(Q))d+1)0{ KL# est d�e�ni de mani�ere analogue.{ HL = n' 2 �L2 (Q)�d+1 ; L' 2 �L2 (Q)�d+1o ; k ' k2HL=k ' k2(L2(Q))d+1 + k L' k2(L2(Q))d+1{ HL# est d�e�ni de mani�ere analogue.Ces espaes v�eri�ent la proposition suivante ([59℄, proposition 1) :Th�eor�eme 1.3.2 KL, KL# , HL et HL# sont des espaes de Hilbert et �C1 �Q��d+1 est dense danshaun de es espaes.Cette propri�et�e de densit�e permet d'�etablir le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 1.3.3 L'appliation :g : �C1 �Q��d+1 �! (L1 (�Q))d+1' 7�! g (')d�e�nie par : g = 8<: ' sur 
� fTg�' sur 
� f0gAini' sur �
� [0; T ℄



1.3.1 Conditions aux limites admissibles alg�ebriques 21s'�etend de fa�on unique en une appliation ontinue de KL dans ��H 12 (�Q)�d+1�0 , et l'applia-tion : h : �C1 �Q��d+1 � �C1 �Q��d+1 �! (L1 (�Q))('; ) 7�! h ('; )d�e�nie par : h =8<: ('; )Cd+1 sur 
� fTg� ('; )Cd+1 sur 
� f0g�Aini'; �Cd+1 sur �
� [0; T ℄s'�etend de fa�on unique en une appliation ontinue de HL �HL# dans �W 1;1 (�Q)�0 .La formule de Green suivante :(L'; )(L2(Q))d+1 = Z�
�[0;T ℄ �Aini'; �Cd+1 + ZQ �';L# �Cd+1+ Z
 (' (�; T ) ;  (�; T ))Cd+1 � Z
 (' (�; 0) ;  (�; 0))Cd+1 ;est alors valable pour ('; ) 2 KL � �H1 (Q)�d+1, et pour ('; ) 2 HL �HL# :Th�eor�eme 1.3.4 Si les hypoth�eses (1.3.1) et (1.3.2) sont v�eri��ees, si ' 2 HL et ' 2 N (x; t) sur�
 � [0; T ℄, alors il existe une suite 'n 2 �C1 �Q��d+1 telle que 'n 2 N (x; t) sur �
 � [0; T ℄ et'n ! ' 2 HL. De plus, si ' = 0 sur 
�f0g, alors la suite 'n peut être hoisie ave 'n (t = 0) = 0sur 
.La preuve de es trois th�eor�emes se trouvent dans [59℄, dans le as o�u le rang de Aini est onstant surhaque omposante onnexe de �
. L'auteur pro�ede par r�egularisation et tronature, s�epar�ementen temps et en espae, puis �etablit un th�eor�eme de r�egularisation tangentielle en introduisant lesdistributions onormales sur 
 assoi�ees �a �
. Un travail similaire peut être e�etu�e sur N� etN+ dans le as o�u les hypoth�eses 1.3.2 sont v�eri��ees.Le th�eor�eme 1.3.1 est alors une interpr�etation en tant qu'op�erateur et op�erateur adjoint duth�eor�eme 1.3.4. Premi�erement, Les plus petites extensions ferm�ees L et L# existent, en vertu de ladensit�e des domaines D (L) et D �L#� respetifs dans �L2 (Q)�d+1. De plus, nous allons montrerque G �L� = G��L#��� ;o�u G (L) = n('; f) 2 �L2 (Q)�d+1 � �L2 (Q)�d+1 j' 2 D (L) ; L' = fo :{ Soit ('; f) 2 G �L�, alors 9' 2 D �L� tel que L' = f .Don 8 2 D �L#� ; �L'; �(L2(Q))d+1 = (f;  )(L2(Q))d+1 . D�es lors, le th�eor�eme 1.3.4 assurequ'il existe une suite 'n 2 D �L� et une suite fn v�eri�ant :'n �! ' dans �L2 (Q)�d+1fn �! f dans �L2 (Q)�d+1ave �L'n;  �(L2(Q))d+1 = (fn;  )(L2(Q))d+1 .



22 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropesUne telle solution ' de L' = f est appel�ee solution faible.Par ons�equent, �'n; L# �(L2(Q))d+1 = (fn;  )(L2(Q))d+1 .Mais la ontinuit�e du produit salaire assure que�';L# �(L2(Q))d+1 = (f;  )(L2(Q))d+1 ;e qui se traduit par ('; f) 2 G��L#���, et en onlusion on a montr�e que :G �L� � G��L#��� :{ D'autre part, soit ('; f) 2 G��L#���. Par d�e�nition, on a 8 2 D �L#� :��L#�� '; �(L2(Q))d+1 = (f;  )(L2(Q))d+1 ) �';L# �(L2(Q))d+1 = (f;  )(L2(Q))d+1 :Mais omme N � v�eri�e les hypoth�eses 1.3.2, il existe une suite  n 2 D �L#� et une suite fnv�eri�ant :  n �!  dans �L2 (Q)�d+1fn �! f dans �L2 (Q)�d+1ave �';L# n�(L2(Q))d+1 = (fn;  n)(L2(Q))d+1 . Don, omme pr�eedemment, la ontinuit�e duproduit salaire permet de onlure que :G��L#��� � G �L� :En onlusion, on a montr�e que L = �L#�� : Mais, omme pour tout op�erateur K ferm�e �a domainedense dans un espae de Banah r�eexif, K�� = K, on a :L� = ��L#���� = L#:Le th�eor�eme d'existene et d'uniit�e attendu n�eessite une derni�ere hypoth�ese :Hypoth�eses 1.3.3 On suppose de plus que les deux in�egalit�es suivantes sont v�eri��ees pour (x; t) 2�
� [0; T ℄(on dira que N (x; t) est maximal positif) :1. 8' 2 D (L) ; �Aini';'�Cd+1 � 0;2. 8 2 D �L#� ; �Aini ; �Cd+1 � 0:Th�eor�eme 1.3.5 Pour (f; g) 2 �L2 (Q)�d+1 � �L2 (Q)�d+1, et sous les hypoth�eses (1.3.1, 1.3.2,1.3.3), les deux syst�emes :8<: L' = f(x; t) dans 
� [0; T ℄'(x; t) 2 N (x; t) pour (x; t) 2 (�
� [0; T ℄)'(�; 0) = 0 dans 
 (1.12)



1.3.1 Conditions aux limites admissibles alg�ebriques 23et 8<: L# = g(x; t) dans 
� [0; T ℄ (x; t) 2 N �(x; t) pour (x; t) 2 (�
� [0; T ℄) (�; T ) = 0 dans 
 (1.13)admettent une solution unique dans (L2(Q))d+1, ave �equivalene entre solution faible et forte.De plus, L�1 et L#�1 appartiennent �a L��L2 (Q)�d+1� ; et les solutions ' et  appartiennent �aC �[0; T ℄; L2 (
)�.Preuve. On rappelle que l'on a pos�e :K = B � 12(�iAi):Si l'on pose ' = '0e�t ave � > 0 (isomorphisme biontinu de (L2(Q))d+1 sur lui même puisqueT est born�e), le probl�eme spatio-temporel L' = f devient un probl�eme en '0 assoi�e �a un K 0 =K + 2�Id+1. Don, sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que 9 > 0 tel que :K = B � 12 ��iAi� � Id+1:Rappelons deux th�eor�emes d'analyse fontionnelle :Th�eor�eme 1.3.6 (th�eor�eme de \surjetivit�e", forme primale) Soit H un Hilbert et A un op�erateurferm�e �a domaine dense dans H, alors on a �equivalene entre les trois propri�et�es suivantes :1. A est surjetif.2. 9 > 0 tel que 8v 2 D(A�); k v kH�  k A�(v) kH :3. ker(A�) = f0g et Im(A�) ferm�e.Th�eor�eme 1.3.7 (th�eor�eme de \surjetivit�e", forme duale) Soit H un Hilbert et A un op�erateurferm�e �a domaine dense dans H, alors on a �equivalene entre les trois propri�et�es suivantes :1. A� est surjetif.2. 9 > 0 tel que 8u 2 D(A); k u kH�  k A(u) kH :3. ker(A) = f0g et Im(A) ferm�e.Nous allons montrer dans un premier temps que L et L# sont des op�erateurs maximaux monotones.Pour ela, on �erit d'abord failement que, d'une part, 8w 2 �C1 �Q��d+1 :(Lw;w)Cd+1 + �L#w;w�Cd+1 = ((K +K�)w;w)Cd+1 :D'autre part, la formule de Green donne pour tout (w1; w2) dans �C1 �Q��d+1 � �C1 �Q��d+1 :(Lw1; w2)(L2(Q))d+1 = Z�
�[0;T ℄ �Ainiw1; w2�Cd+1 + ZQ �w1; L#w2�Cd+1+ Z
 (w1 (�; T ) ; w2 (�; T ))Cd+1 � Z
 (w1 (�; 0) ; w2 (�; 0))Cd+1 :



24 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropesComme la formule de Green est enore appliquable dans D(L) et D �L#� en vertu du th�eor�eme1.3.3, on en d�eduit que 8' 2 D(L) :2Re (L';')(L2(Q))d+1 = Z�
�[0;T ℄ �Aini';'�(L2(Q))d+1 +Re ((K +K�)';')(L2(Q))d+1+ Z
 j ' (�; T ) j2;et 8 2 D �L#� :2Re �L# ; �(L2(Q))d+1 = Z�
�[0;T ℄� �Aini ; �(L2(Q))d+1 +Re ((K +K�) ; )(L2(Q))d+1+ Z
 j  (�; 0) j2 :D�es lors, la maximalit�e de N (x; t) et l'hypoth�ese sur la matrie hermitienne K assurent que lesop�erateurs L et L# sont monotones et oerifs sur leurs domaines respetifs. Dans es onditions etpar d�e�nition de la plus petite extension ferm�ee d'un op�erateur, L et L# sont �egalement monotonessur leurs domaines respetifs. Don en appliquant Cauhy-Shwartz, 8' 2 D(L) et 8 2 D(L#),on a : k ' k(L2(Q))d+1�k (I + L)' k(L2(Q))d+1 ;et k  k(L2(Q))d+1�k (I + L#) k(L2(Q))d+1 :Ces deux oerivit�es et le th�eor�eme 1.3.1 nous garantissent par l'appliation des th�eor�emes 1.3.6et 1.3.7 que les op�erateurs L et L# sont maximaux monotones. De plus, ils sont oerifs (en vertude l'hypoth�ese sur K). On en d�eduit que L est injetif ar oerif et que L# est oerif. Donen appliquant de nouveau les th�eor�emes de surjetivit�e (forme primale et duale), es op�erateurssont bijetifs et inversibles sur (L2(Q))d+1. On a ainsi onstruit une suite 'n telle que, pour fnonvergeant vers f dans (L2(Q))d+1 et pour tout (t1; t2) 2 [0; T ℄2, on a :j k 'n(t2) kL2(
) � k 'n(t1) kL2(
) j � Z t2t1 k fn(�) kL2(
) d�:D�es lors, en vertu du fait que l'on peut hoisir 'n telle que 'n(t = 0) = 0 sur 
, on montre que' 2 C([0; T ℄; L2(
)) (la preuve est analogue pour  ).ConlusionDans un adre fontionnel spatio-temporel pr�eis, nous avons montr�e l'existene et l'uniit�ed'une solution au syst�eme instationnaire hyperbolique (1.10) en onsid�erant que les onditions auxlimites �a lui adjoindre sont d�e�nies par un espae th�eoriqueN (x; t). Dans le but de failiter l'�erituredes sh�emas d'approximations et �eventuellement l'�eriture de onditions aux limites non homog�enes,nous allons r�e�erire les onditions aux limites admissibles a�n de faire apparâ�tre expliitement, tantpour l'op�erateur L que pour son adjoint, les relations lin�eaires entre les inonnues. On pro�ede pourela �a un rel�evement des onditions aux limites admissibles.



1.3.2 Rel�evement des onditions aux limites admissibles 251.3.2 Rel�evement des onditions aux limites admissiblesOn repr�esente lassiquement N (x; t) par le noyau d'une matrie M 2 C d+1 � C d+1 . Don :N (x; t) = ker(M(x; t));et on pose M = �12 �Aini �N�: (1.14)La matrie N �a identi�er n'est pas n�eessairement sym�etrique. On rappelle que N (x; t) est ditmaximal positif (hypoth�ese 1.3.3 indispensable pour assurer l'existene et l'uniit�e du probl�emeinstationnaire pos�e ave des onditions aux limites) si :1. 8' 2 D (L) ; �Aini';'�Cd+1 � 0;2. 8 2 D �L#� ; �Aini ; �Cd+1 � 0:A�n de lassi�er de mani�ere exhaustive les onditions aux limites onvenables �a adjoindre auprobl�eme (1.10), on exprime les ux Aini d�erivant de (1.10) sous la forme :Aini = VnId+1+ 0� 0 nnT 0 � ; (1.15)o�u Vn = U i0ni d�esigne la vitesse normale sortante de l'�eoulement porteur. Il en d�eoule une disus-sion suivant le signe de es ux.L'�eoulement porteur glissantPour Vn = 0, l'�eoulement porteur est dit \glissant". Dans e as, les ux Aini orrespondentaux ux de l'�equation des ondes �erite �a l'ordre 1. Deux types de onditions d'obstales apparaissentalors naturellement :{ 8' 6= 0 2 ker(M); (Aini';')C d+1 = 0. C'est en partiulier le as pour es deux onditionslassiques 1 :{ Une ondition d'obstale \mou" ou enore un noeud de pression qui onsiste �a imposer� = 0.2{ Une ondition d'obstale \dur" ou enore de glissement parfait qui onsiste �a imposeruini = 0.3Comme les �ehelles de valeurs de pressions et de vitesses ne sont pas du tout du même ordrede grandeur pour l'�eoulement porteur et l'�eoulement perturb�e, on peut onsid�erer, mêmedans le as de l'�eoulement porteur \glissant", que les perturbations ob�eissent �a une relationd'imp�edane mod�elisant des ph�enom�enes physiques tels la rugosit�e ou les vibrations d'uneparoi.{ 8' 6= 0 2 ker(M); (Aini';')C d+1 > 0: On impose alors la ondition aux limites homog�enesuivante : 8(x; t) 2 �� [0; T ℄; � = � (x; t) ~u � ~n; (1.16)ave �!n normale sortante �a 
 sur �
, et la ondition suivante sur l'imp�edane :�(x; t) 2 C et Re(�) � 0:1Dans e as, le ux d'�energie dans (1.11) est nul.2C'est la ondition de Dirihlet pour l'�equation des ondes.3C'est la ondition de Neumann pour l'�equation des ondes.



26 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropesLa matrie M� naturellement assoi�ee �a ette ondition aux limites est :M� = 02 � �n
 n �n�nT 1� �:Cette ondition d'imp�edane est la plus ouramment usit�ee, mais pour ette matrie M�, laondition d'obstale \mou" (� = 0) ou la ondition de glissement parfait (� ! +1, pour �r�eel) est singuli�ere par rapport �a la ondition d'imp�edane g�en�erale.Pour pallier e handiap, on �erit la ondition d'imp�edane (1.16) en fontion de �, absorptionaoustique d�e�nie par : �(x; t) = �(x; t) � 1�(x; t) + 1 ;hangement de variable homographique et bijetif des omplexes �a partie r�eelle positive dansle disque unit�e (j � j� 1). D�es lors, (1.16) devient :(� � 1) �+ (� + 1) ~u � ~n = 0; (1.17)�a la ondition que j � j� 1:Une matrie M� andidate est :M� = 02 � (� + 1)n
 n (� � 1)n�(1 + �)nT (1� �) �; (1.18)mais il reste enore �a v�eri�er que e rel�evement de la ondition aux limites satisfait lesonditions de l'hypoth�ese 1.3.3, n�eessaire pour appliquer le th�eor�eme 1.3.5.1. Il est lair que :8' 2 ker(M�); (Aini';')C d+1 � 0, ((N� +N��)';')C d+1 � 0:Or, pour ette matrie M�, on a :N� = 2M� +Aini = 0� (� + 1)n
 n �n��nT (1� �) � ;don pour tout ' 2 C d+1 de la forme (ui; �)T , on a :(N�';')Cd+1 = 0� (� + 1)1
 1 �1��1T 1� � �� uini� � � � uini� � ;o�u 1 d�esigne le veteur de taille d ne omportant que des 1. On en d�eduit que pour �etudier lesigne de la forme quadratique assoi�ee �a N�, il suÆt d'�etudier elui de la forme quadratiqueassoi�ee �a la matrie suivante (que l'on notera aussi N� par abus de notation) :N� = 0� (� + 1) ��� (1� �) � :Le polynôme arat�eristique assoi�e �a la matrie sym�etrique :N� +N��2 = 0� Re (�) + 1 iIm (�)�iIm (�) 1�Re (�) �;vaut : P� (�) = �2 � 2�+ 1� j � j2 :Comme j � j� 1, les raines de P� sont positives et la premi�ere des hypoth�eses 1.3.3 estv�eri��ee.



1.3.2 Rel�evement des onditions aux limites admissibles 272. Il reste enore �a v�eri�er la validit�e de la seonde hypoth�ese, �a savoir :8! 2 �Aini (N (x; t))�? ; �Aini!; !�Cd+1 � 0:En premier lieu, on herhe don �a identi�er �Aini (N (x; t))�?.Soit : ' 2 N (x; t) et ! = (!i)Ti=1::d+1 2 �Aini (N (x; t))�? :! est arat�eris�e par la relation�Aini'; !�Cd+1 = 0, �!ini + !d+1uini = 0:Comme ' 2 N (x; t), pour � 6= 1 et � 6= �1, nous avons :�Aini'; !�Cd+1 = 0, (� � 1)!d+1 � (� + 1)!ini = 0:Par ons�equent, pour � 6= 1 et � 6= �1, �Aini (N (x; t))�? est arat�eris�e par :�Aini (N (x; t))�? = f! tel que (� � 1)!d+1 � (� + 1)!ini = 0g: (1.19)Mais : � = 1, uini = 0, !ini = 0;et � = �1, � = 0, !d+1 = 0:Par ons�equent, la arat�erisation (1.19) de �Aini (N (x; t))�? reste vraie pour � = 1 et� = �1. En onlusion, 8! 2 �Aini (N (x; t))�?, on a :�Aini!; !�Cd+1 = 0 �!d+1 �!ini�+ !d+1!ini� = 20Re�!ini!d+1� :Don, on peut onlure que :{ �Aini!; !�Cd+1 = 0 pour � = �1.{ �Aini!; !�Cd+1 = 20 j !d+1 j2 Re�� � 1� + 1�; pour � 6= �1.Mais : Re�� � 1� + 1� = j � j2 �1j � + 1 j2 ;don : 8! 2 �Aini (N )�? ; �Aini!; !�Cd+1 � 0,j � j� 1:La matrieM� satisfait bien la seonde des hypoth�eses 1.3.3, et par ons�equent les hypoth�eses1.3.3.Remarque 1.3.2 La matrie M� v�eri�e �egalement ette hypoth�ese de maximale positivit�e. Maispour saisir l'importane de e hangement de variables, il est n�eessaire de ne pas perdre de vuel'objetif de ette th�ese, �a savoir le ontrôle de perturbations a�eroaoustiques par des onditions auxlimites de type imp�edane. Sans e hangement de variable, les onditions d'obstale \mou" ou deglissement \parfait" ne seraient jamais atteintes dans la m�ethode de desente assoi�ee �a l'algorithmed'optimisation mis en oeuvre ult�erieurement. Or, es onditions sont des onditions de r�ef�erenephysique (notamment la ondition de glissement \parfait") auxquelles les r�esultats obtenus peuventêtre failement ompar�es. D'autres propri�et�es seront signal�ees ult�erieurement, et de nombreusesomparaisons seront e�etu�ees entre la prise en ompte de la ondition d'imp�edane par la variable� et la variable �.



28 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropesL'�eoulement porteur sortantPour Vn > 0, l'�eoulement porteur subsonique est dit \sortant". Dans e as, les onditions auxlimites int�eressantes orrespondent �a des onditions transparentes �a l'ordre 1 (ompl�etement nonr�eehissantes pour les ondes normales). Elles orrespondent �a des oeÆients \gel�es", suppos�esloalement onstants.La matrie des ux Aini assoi�ee �a la partie prinipale de l'op�erateur Ai�i mis en jeu dans(1.10) est sym�etrique r�eelle. En posant :Ain+i = sup(Aini; 0);et Ain�i = inf(Aini; 0);les matries assoi�ees respetivement aux valeurs propres positives et n�egatives de Aini, on obtientla d�eomposition : Aini = Ain+i +Ain�i :Dans e as, la matrie M = �(Ain�i );d�e�nie en (1.14) v�eri�e suessivement les onditions :1. N = (Aini)+ � (Aini)� =j Aini j� 0:2. �Aini �ker(Ain�i )��? = ker(Ain+i ), don8w 2 �Aini (N )�? ; �Ainiw;w�Cd+1 = �Ain�i w;w�Cd+1 � 0:Par ons�equent, ette matrie M v�eri�e les hypoth�eses 1.3.3. Dans [35℄, l'auteur montre que etteondition aux limites est la premi�ere approximation d'une ondition non r�e�ehissante.4 Pluspr�eis�ement, dans e as, l'expression de la matrie M est donn�ee par : 5M = �(Aini)� = �12 (Vn � 0)� n
 n �n�nT 1 �: (1.20)Mais, M' = 0, � = uini = ~u � ~n;don dans e as, il ne subsiste qu'une seule ondition aux limites (� = (1; 0) ou � = (0; 0)orrespond �a \l'imp�edane" du vide dans le syst�eme de variables hoisi).L'�eoulement porteur entrantPour Vn < 0, l'�eoulement porteur subsonique est dit \entrant". Les onditions aux limitesint�eressantes sont les mêmes que dans le as pr�e�edent, ave ette fois-i :(Aini)+ = 12 (Vn + 0)� n
 n nnT 1 �;4Les matries (Aini)+ et (Aini)� seront utilis�ees pour une semi-disr�etisation spatiale de (1.10) pos�e ave desonditions aux limites admissibles.5L'�eoulement porteur est subsonique, don Vn < 0.



1.3.2 Rel�evement des onditions aux limites admissibles 29et M = �(Aini)�= (Aini)+ � (Aini)= � �VnId+ 12 (Vn + 0)n
 n 12 (Vn � 0)n12 (Vn � 0)nT �12 (Vn � 0) �: (1.21)La ondition non r�e�ehissante se formule dans e as de la fa�on suivante :M' = 0, � � = ~u � ~nVnu� 12 (Vn + 0) (~u � ~n)n+ 12 (0 � Vn) �n = 0:Remarque 1.3.3 Ces relations ne sont pas ind�ependantes. La premi�ere relation se d�eduit des deuxou trois autres en multipliant salairement par le veteur ~n. Cette ondition non r�e�ehissanteapproh�ee ne omporte don que deux relations ind�ependantes. On remarque imm�ediatement quel'on impose bien une ondition homog�ene suppl�ementaire en franhissant le saut de rang Aini, equi traduit l'hypoth�ese 1.3.2.Th�eor�eme 1.3.8 Les matries (1.18, 1.20, 1.21) v�eri�ent la relation alg�ebrique :ker(M#) = �Aini (ker(M))�? ;o�u M# = Aini +M�:Preuve.{ Pour M = �(Aini)�, 'est lair ar :ker(M#) = ker(Ain+i ) = (Aini(ker(Ain�i )))? = (Aini(ker(M)))?:{ Pour M =M�, on a :M� = 02 � (� + 1)n
 n (� � 1)n�(1 + �)nT (1� �) �)M�� +Aini = 02 � (� + 1)n
 n (1� �)n(1 + �)nT (1� �) � :Par ons�equent, ave les notations pr�e�edentes, et en vertu de (1.19), on a :! 2 ker(M#� ), (� � 1)!d+1 � (� + 1)!ini = 0, ! 2 �Aini (ker(M�))�? :ConlusionDe ette taxinomie des onditions aux limites, on d�eduit un th�eor�eme d'existene et d'uniit�e :Th�eor�eme 1.3.9 Si l'on suppose que :1. Sur toutes les omposantes onnexes Oi de �
 o�u Vn = 0, N (x; t) = ker (M�) ave � 2C1 (Oi � [0; T ℄; C ).62. Sur toutes les autres omposantes onnexes de �
, N = ker ��Aini���.76Ces onditions sont des onditions d'obstale pour l'�eoulement porteur.7L'ensemble o�u Vn = 0 est suppos�e être onstitu�e de ourbes s�eparant loalement �
 en parties o�u Vn < 0 etVn > 0.



30 R�esolution des �equations d'Euler lin�earis�ees barotropes3. 8(x; t) 2 �� [0; T ℄; �(x; t) 2 C0 �� � [0; T ℄; C � \C1m (� � [0; T ℄; C ) ; j �(x; t) j� 1 (voir �gure1).4. On note M# = Aini +M�, don ker �M#� = �Aini (ker (M))�?.5. f 2 �L2 (Q)�d+1 ; g 2 �L2 (Q)�d+1 ;alors les deux syst�emes suivants (o�u l'on notera abusivement L = L et L# = L#) :8>>><>>>: L' = fM�' = 0 dans H� 12lo (�� [0; T ℄)Ain�i ' = 0 dans H� 12lo (�
 n �� [0; T ℄)' (x; 0) = 0 (1.22)et, 8>>>><>>>>: L# = gM#�  = 0 dans H� 12lo (�� [0; T ℄)Ain+i  = 0 dans H� 12lo (�
 n �� [0; T ℄) (x; T ) = 0 (1.23)ont une unique solution (faible et forte) dans (L2(Q))d+1 not�ees respetivement '� et  �.Preuve. On a ker(M#) = (Aini(ker(M)))? = N � et ker(Aini) � N .Les matries M�;M#� ; Ain�i ; Ain+i sont liphitziennes, don les valeurs des traesM�';M#�  ;Ain�i ';Ain+i  ;sont bien d�e�nies dans H� 12lo . Les valeurs '(x; 0) et  (x; T ) sont bien d�e�nies d'apr�es la derni�erepartie du th�eor�eme 1.3.5. Les hypoth�eses (1.3.2, 1.3.3) sont satisfaites. Par appliation du th�eor�eme1.3.5, les syst�emes (1.22) et (1.23) ont une unique solution dans �L2 (Q)�d+1.Remarque 1.3.4 Pour la motivation de ette th�ese, et en partiulier la r�esolution de probl�emede ontrôle optimal dont les �equations d'�etat sont r�egis par le probl�eme (1.22), e r�esultat n'est apriori pas suÆsant. En e�et, g 2 �L2 (Q)�d+1 ne orrespond pas �a une observabilit�e fronti�ere. Leseond membre g du probl�eme adjoint doit pouvoir être moins r�egulier que L2 dans le as d'uneobservalit�e de type fronti�ere (autrement dit pour une surfae de pr�el�evement Os), par exemple unseond membre de type Dira. Une th�eorie des syt�emes de Friedrihs bas�ee sur les r�esultats der�egularit�e obtenus dans [59℄, dont un th�eor�eme similaire au th�eor�eme 1.3.9 pourrait être la �nalit�e(mais pour un seond membre g 2 �C1;1 (Q)�d+1 et des oeÆients des �equations d'�etat de mêmer�egularit�e), n�eessiterait d'importantes am�eliorations tehniques quant au r�el�evement du probl�eme(1.23) �a des seonds membres �equivalents L2. N�eanmoins, pour les appliations num�eriques etla disr�etisation des probl�emes (1.22) et (1.23), une approximation onvenable d'un observatoiresurfaique par une surfae plus r�eguli�ere permettant de onsid�erer que le seond membre du probl�eme(1.23) est de r�egularit�e L2, nous semble tout �a fait valable. En e�et, même dans le as d'une surfaede pr�el�evement tr�es peu r�eguli�ere, la faisabilit�e des appliations num�eriques et de la disr�etisationimposera n�eessairement que le support de ette surfae ontienne l'�epaisseur des �el�ements hoisispour la disr�etisation.Les probl�emes (1.22) et (1.23) seront appel�es par la suite probl�eme diret et probl�eme adjoint.



Chapitre 2Approximation par une m�ethodeGalerkine disontinueEn mettant sous la forme Ai�i (ave � 2 Rd ) la partie prinipale spatiale Ai�i de l'op�erateurL = Id+1�t +A, ses valeurs propres sont :U i0�i + 0 k � k2; U i0�i � 0 k � k2; U i0�i;o�u la derni�ere est une valeur propre simple ou double suivant la valeur de d. Le d�eterminant de lapartie prinipale est don �egal �a :det(Ai�i) = ((U i0�i)2 � 20 k � k22)(U i0�i)d�1:En onlusion, la partie prinipale de l'op�erateur spatial n'est pas elliptique1, ar le d�eterminantde elui-i peut s'annuler pour � 6= 0. La forme sym�etrique du probl�eme mixte (1.22) permet demettre en oeuvre des tehniques d'approximation du type Galerkine disontinue, qui pallient, enapproximant de fa�on non onforme dans D(A), les inonv�enients issus de la non elliptiit�e del'op�erateur A. En introduisant une tehnique de ux-splitting, il n'est plus n�eessaire d'assurer laoerivit�e de l'op�erateur disr�etis�e Ah dans (ker(A))?.2.1 Formulation variationnelle du probl�eme diretPour d�e�nir la formulation variationnelle de (1.22), s'a�ranhir des probl�emes de traes etjusti�er les int�egrations par parties, on va se plaer dans l'espae eE d�e�ni par :' 2 eE , ' 2 �Hk+1m (Q)�d+1 ; k 2 N;e qui signi�e que les omposantes de ' sont Hk+1 par moreaux dans Q �a valeurs omplexes, ouplus pr�eis�ement qu'il existe une famille �nie d'ouverts not�ee (Ue) v�eri�ant les points suivants :{ Les Ue sont onnexes, deux �a deux disjoints, non d�eg�en�er�es et de mesure de Lebesgue uni-form�ement born�ees.{ [e Ue = Q.{ �Ue est de lasse Ck+1m , et Ue est loalement d'un seul ôt�e de la fronti�ere �Ue.{ Pour tout e, les restritions de ' �a Ue sont dans Hk+1(Ue).1le même r�esultat persiste pour l'op�erateur A = Ai�i +B, ar l'op�erateur B est born�e.31



32 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueEn pratique, nous onsid�erons une sous-partition (Ve) en ouverts de la partition (Ue), v�eri�antles mêmes propri�et�es. On adopte alors les notations suivantes :8><>: S' = [e �Ve n �QR' = [e VeS' repr�esente l'ensemble des disontinuit�es de la distribution ' et R' son ompl�ementaire dans
. On peut alors �etablir le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.1.1 '� est solution de (1.22) dans eE si et seulement si 8 2 eE, on a :ZR'�\R (L'� ;  )Cd+1 + Z ^S'�[S �Ain�i �'+� � '�� � ;  ��Cd+1+Z�Q (M�'�;  )Cd+1 = ZQ (f;  )Cd+1 ; (2.1)o�u les onventions suivantes ont �et�e adopt�ees :1. ~n = (ni) est un veteur unitaire normal, sortant �a �Ve.2. ^S'� [ S signi�e que l'int�egration orrespondante doit s'e�etuer suivant les deux orienta-tions de ~n (des deux ôt�es de la fronti�ere).3. Pour x 2 (S'� [ S ), on d�e�nit '+� (x) (respetivement '�� (x)) par :'+� (x) = lim"!0+'� (x+ "n) ( respetivement lim"!0+'� (x� "n));et ette limite est au moins d�e�nie dans H 12 (S'� [ S ) :Le seond terme de (2.1), en hoisissant une seule orientation de la normale, devient :ZS'�[S �Ain�i �'+� � '�� � ;  ��Cd+1 + �Ain+i �'+� � '�� � ;  +�Cd+1 :Preuve. L'�equation prinipale du syst�eme (1.22) s'�erit au sens des distributions :� �t'� +Ai�i'� +B'� = f presque partout surR'�Aini ['�℄ = 0 surS'� :En ons�equene, on a pour tout  2 eE :ZR'�\R ��t'� +Ai�i'� +B'� ;  �Cd+1 = ZR'�\R (f;  )Cd+1 :De plus, on a les relations suivantes :1. ker(Aini) � ker(Aini)+:2. ker(Aini) � ker(Aini)�:3. �Ai (�ni)�+ = � �Aini�� :



2.2 Disr�etisation du probl�eme diret 33Cela signi�e que les relations de Rankine-Hugoniot sont �equivalentes �a :Aini['� ℄ = 0 surS'�, Ain�i �'+� � '�� � = 0 enni et en � ni; (2.2)don, pour tout  2 eE, on a :Z ^S'�[S �Ain�i �'+� � '�� � ;  ��Cd+1 = 0:La ontribution de la ondition aux limites permet de onlure, �a savoir que '� solution de (1.22)implique que '� v�eri�e (2.1). Un hoix judiieux de fontions tests  qui permet d'annuler sues-sivement les int�egrales mises en jeu dans (2.1), ainsi que l'�equivalene (2.2) montrent trivialementla r�eiproque.Une disr�etisation naturelle sym�etrique espae/temps de ette formulation variationnelle avedes �el�ements produits art�esiens espae/temps aboutirait �a un sh�ema totalement impliite. Dans[23℄, l'auteur montre que l'on peut r�esoudre le syst�eme lin�eaire qui en d�eoule par une m�ethodede Jaobi par blo onvergente (ar le syst�eme disr�etis�e est loalement dissipatif). Cette m�ethodeest de plus tr�es robuste [53℄. Si haune des omposantes des fontions de base est un polynômede degr�e inf�erieur �a k, les auteurs pr�eit�es ainsi que ([39, 8℄) obtiennent l'estimation de l'erreur deonsistane en la norme jjj � jjj assoi�ee au produit salaire('; )(L2(Q))d+1 + Z ^S'�[S �jAinij ['℄ ; [ ℄�Cd+1 d�;o�u ['℄ repr�esente le saut des traes de ' sur S', suivante :jjj'� � 'hjjj � C(T;
)jj'� jj(Hkm(Q))d+1hk+ 12 ; (2.3)o�u 'h est la solution du probl�eme assoi�e au sh�ema totalement impliite et h la dimension a-rat�eristique du maillage du domaine spatio-temporel Q. De plus, e type de sh�ema est inondi-tionnellement stable. Dans [49℄, les auteurs montrent qu'un sh�ema semi-impliite en espae reste�egalement inonditionnellement stable, et obtiennent une estimation d'erreur similaire �a (2.3).Cependant, la n�eessit�e de r�esoudre e syst�eme lin�eaire induit un fort oût de alul et des dif-�ult�es num�eriques se pr�esentent pour �erire des disr�etisations plus pr�eises (ordre 2 ou plus). Cesdeux inonv�enients majeurs font que l'approximation totalement impliite, quoique plus naturelle,ne pr�esente en g�en�eral que peu d'int�erêt. On va don opter pour une disr�etisation temporelle expli-ite du syst�eme di��erentiel assoi�e �a (1.22). Bien entendu, ontrairement �a la r�esolution totalementimpliite, ette r�esolution temporelle expliite ne sera pas inonditionnellement stable.2.2 Disr�etisation du probl�eme diretOn onsid�ere une partition de 
 de la forme 
 = N[e=1!e. Plus pr�eis�ement, on suppose que :{ Les !e sont ouverts, disjoints 2 �a 2, non d�eg�en�er�es et de volumes uniform�ement born�es :9h > 0; supe diam(!e) � h:



34 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinue{ [e !e = 
:{ �!e est C1 par moreaux et !e est loalement d'un seul ôt�e de la fronti�ere �!e.{ Pour tout e, les restritions 'h de '� �a !e sont dans Hk+1(Ve) et !e � Ve.Soit Wh;e, l'espae des fontions vetorielles �a valeurs omplexes de dimension �nie k, engendr�epar une base de fontions ber(r = 1::k) de l'�el�ement !e (engendrant un espae d'interpolation dedimension �nie not�e �Wh;e sur �!e). On supposera de plus qu'il existe �e et �e r�eels positifs telsque les propri�et�es d'homog�en�eit�es suivantes soient v�eri��ees :8X 2Wh;e;8i; k �iX kL2(Wh;e)� �eaire(�!e)vol(!e) k X kL2(Wh;e) (2.4)8X 2Wh;e; k Xj�!e k2L2(�Wh;e)� �eaire(�!e)vol(!e) k X k2L2(Wh;e); (2.5)o�u vol(!e) d�esigne le volume d'un �el�ement du maillage spatial, et aire(�!e) l'aire de sa fronti�ere.Remarque 2.2.1 Ces hypoth�eses tehniques d'homog�en�eit�e (2.4, 2.5) sont �evidemment v�eri��eespour des fontions de base polynômiales.La disr�etisation du syst�eme di��erentiel assoi�e �a (1.22) onsiste �a r�esoudre la formulationvariationnelle suivante :Quelque soit l'�el�ement e, trouver 'h 2Wh;e telle que 8 h 2Wh;e, on ait :Z!e�[0;T ℄ ��t'h +Ai�i'h +B'h;  h�Cd+1 + Z�!en��[0;T ℄ �Ain�i �'+h � '�h � ;  �h �Cd+1+Z�!e\��[0;T ℄ (M�'h;  h)Cd+1 = Z!e�[0;T ℄ (f;  h)Cd+1 :Mais omme 8v 2Wh;e;9vr 2 C k tel que v = kXr=1 bervr;la d�eomposition dans ette base des fontions 'h et  h intervenant dans (2.1) am�ene en fait �ar�esoudre un syst�eme de (d+1)kN �equations aux d�eriv�ees ordinaires lin�eaires se pr�esentant sous laforme de (d+1)k �equations par �el�ement, le ouplage ave les �el�ements voisins ne s'op�erant que parle terme ontenant '+h . Loalement, le probl�eme peut s'�erire sous la forme d'un probl�eme d'alg�ebrelin�eaire : f'h 2Wh;e j 8 h 2Wh;e; L('h;  h) = 0g ;o�u L('h;  h) se d�eompose de la fa�on suivante :L('h;  h) =Mh +Kh + Ph +K�h + Bh + Sh; (2.6)ave les expliitations suivantes :1. Mh = Z!e (�t'h;  h)Cd+1 est la matrie loale de masse diagonale par blo.2. Kh = Z!e �Ai�i'h;  h�Cd+1 est la matrie loale de rigidit�e diagonale par blo.3. Ph = Z!e (B'h;  h)Cd+1 est une matrie produit diagonale par blo.



2.3 Sh�ema volumes �nis en espae et Euler expliite en temps ; stabilit�eonditionnelle en norme L2 354. K�h = Z�!en� �Ain�i �'+h � '�h � ;  h�Cd+1 est la matrie loale de rigidit�e qui onnete les�el�ements entre eux.5. Bh = Z�!e\� (M�'h;  h)Cd+1 est la matrie loale qui introduit les onditions aux limitesd'imp�edanes g�en�eralis�ees.6. Sh = Z!e (f;  h)Cd+1 est la matrie loale qui introduit les termes soures dans la formulation.La ontribution de haque �el�ement est ensuite assembl�ee dans une matrie de rigidit�e et demasse globale, e qui aboutit �a la r�esolution du syst�eme lin�eaire :M� �t'� + S � '� = f ) �t'� =M�1 � (f � S � '�) = F (t; '�) (2.7)Dans le as o�u les fontions de base sont des polynômes de degr�e k et si la solution '�a la r�egularit�e spatiale Hk+1m (Hk+1 par moreaux), on peut esp�erer l'estimation d'erreur dansL2([0; T ℄; L2(
)3) (en 3D, T arbitrairement long) suivante (partie spatiale de l'estimation (2.3)) :k '� � 'h kL2([0;T ℄;L2(
)3)� C(T;
)hk+ 12 ;o�u 'h d�esigne �evidemment la solution du probl�eme disr�etis�e sur le domaine maill�e en 
 =[e !e:Si le syst�eme n'est pas stable (en fontion de la nature de l'�eoulement porteur), la onstante C(qui d�epend �egalement de la solution '�) peut rô�tre exponentiellement ave T .Il est bien entendu n�eessaire d'approher onvenablement la d�eriv�ee temporelle intervenantdans (2.7) pour onserver l'ordre de ette erreur sur la disr�etisation ompl�ete spatio-temporelledu syst�eme. Dans le as des volumes �nis (k = 0) et pour des �eoulements porteurs �a onvetionuniforme (les oeÆients des Ai sont onstants), les auteurs montrent dans [22℄ que le sh�emad'Euler expliite onserve l'ordre h 12 et que la ondition de stabilit�e est en �t � Ch (o�u [0; T ℄ = n�t,n 2 N), C d�ependant de la forme des �el�ements et des valeurs propres de Aini. En revanhe, etteondition de stabilit�e est �etablie en introduisant un terme de p�enalisation dans les onditions auxlimites a�n de ontrôler suÆsamment la dissipation d'�energie au bord �
.Dans un premier temps, nous allons �etendre e r�esultat au as des oeÆients des Ai(x) nononstants et en ne traitant pas de fa�on partiuli�ere les onditions aux limites. Le r�esultat prinipalva onsister �a �etablir une ondition de stabilit�e uniforme par rapport au oeÆient de r�eexionaoustique loal � et �a montrer que le traitement de la ondition aux limites d'imp�edane loalepar la variable \lassique" � ne semble pas mener �a une ondition de stabilit�e uniforme (e qui a�et�e v�eri��e num�eriquement).2.3 Sh�ema volumes �nis en espae et Euler expliite en temps ;stabilit�e onditionnelle en norme L2On notera de mani�ere lassique :1. 
� [0; T ℄ =[e !e � [n�t; (n+ 1)�t℄:2. 'n = '� (n�t) :La r�esolution du sh�ema volumes �nis en espae et Euler expliite en temps onsiste en lar�esolution de l'�equation suivante sur haque �el�ement !e :vol (!e)�t �'�n+1 � '�n �+ Z�!en�Ain�i �'+n � '�n �+ Z�!e\�M�'�n + Z!e B'�n = vol (!e) f: (2.8)



36 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueOn est alors en mesure d'�etablir le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.3.1 Le sh�ema expliite, sur les �equations d'Euler lin�earis�ees barotropesvol (!e) �'�n+1 � '�n �+�tZ�!en�Ain�i �'+n � '�n �+�tZ�!e\�M�'�n +�tZ!e B'�n = 0;est stable uniform�ement en � sous la ondition CFL�t � infe;x2
� 1j Vn + 0 j vol (!e)aire (�!e)�: (2.9)Preuve. On r�e�erit le sh�ema expliite de la fa�on suivante :vol (!e) �'�n+1 � '�n �+�tZ�!e Fn �'�n � '+n �+�tZ!e B'�n = 0; (2.10)ave '+n = 0 sur �!e \ �
 et Fn d�e�ni par :Fn = ( �Ain�i sur �!e n ��12 �Aini �N�� = M� sur �!e \ � (2.11)Il vient alors :vol (!e)2 �j '�n+1 j2 � j '�n j2 � j '�n+1 � '�n j2�+�tRe�Z�!e\��N�2 '�n ; '�n�Cd+1�+�t2 Z!e ��iAi'�n ; '�n �Cd+1 +�tRe�Z!e ��B � �iAi2 �'�n ; '�n�Cd+1�+�t2 Re�Z�!e �Fn'�n ; '�n �Cd+1 � Z�!e �Fn'+n ; '+n �Cd+1�+�t2 Re�Z�!e �Fn �'�n � '+n � ; �'�n � '+n ��Cd+1� = 0:Mais omme �!e = (�!e n �) [ (�!e \ �), il d�eoule que :vol (!e)2 �j '�n+1 j2 � j '�n j2 � j '�n+1 � '�n j2�+�tRe�Z�!e\��N�2 '�n ; '�n�Cd+1�+�tRe�Z!e ��B � �iAi2 �'�n ; '�n�Cd+1�+ �t2 Z�!en� �Ain+i '�n ; '�n �Cd+1+�t2 Z�!en� �Ain�i '+n ; '+n �Cd+1 + �t2 Re Z�!en� �Fn �'�n � '+n � ; �'�n � '+n ��Cd+1! = 0:Comme on a suppos�e que : B � �iAi2 � 0;et queX!e Z�!en� �Ain+i '�n ; '�n �Cd+1 + Z�!en� �Ain�i '+n ; '+n �Cd+1 = Z�
n� �Ain+i '�n ; '�n �Cd+1 � 0;



2.3 Sh�ema volumes �nis en espae et Euler expliite en temps ; stabilit�eonditionnelle en norme L2 37on est alors apable, en sommant sur les �el�ements !e, d'�etablir une ondition qui, pour un maillagedonn�e, sera suÆsante pour un r�esultat de stabilit�e global :�vol (!e)2 �j '�n+1 j2 � j '�n j2 � j '�n+1 � '�n j2�+�tRe�Z�!e\��N�2 '�n ; '�n�Cd+1�+�t2 Z�!en� �Fn �'�n � '+n � ; �'�n � '+n ��Cd+1 � 0: (2.12)Sans auune hypoth�ese sur �t, si le maillage spatial est assez �n, on tire de (2.10) l'�equivalenesuivante :�vol (!e)2 j '�n+1 � '�n j2' ��t22vol (!e) �Z�!e Fn �'�n � '+n �;Z�!e Fn �'�n � '+n ��Cd+1 :On pose alors : Gn = � N� sur �!e \ �Fn sur �!e n �et z�n = � '�n � '+n sur �!e n �'�n sur �!e \ �
L'appliation de l'in�egalit�e de Jensen donne :j Z�!e Fn �'�n � '+n � j2� aire (�!e) Z�!e j Fn �'�n � '+n � j2:D�es lors, en injetant l'estimation pr�e�edente dans (2.12), une ondition suÆsante de stabilit�eglobale sera :8!e;��taire (�!e)vol (!e) Z�!e j Fnz�n j2 da+Re�Z�!e �Gnz�n ; z�n �Cd+1 da� � 0;o�u da d�esigne la mesure d'aire. Par ons�equent, il est suÆsant d'�etudier le signe de la formequadratique assoi�ee �a la matrie suivante (en respetant les notations pr�e�edentes) :Mstabilite = 8>>>><>>>>: N� +N��2 ��taire (�!e)vol (!e) M��M� sur �!e \ �ou��Aini�� ��taire (�!e)vol (!e) �Ain�i �2 sur �!e n �:Or, les valeurs propres deMstabilite sont positives pour tout �t tel que �t � vol (!e)(j Vn + 0 j) aire (�!e) :Par ons�equent, on en d�eduit que le sh�ema volumes �nis en espae et Euler expliite en temps estuniform�ement stable si la ondition CFL suivante est v�eri��ee :�t � infe;x2
� 1j Vn + 0 j vol (!e)aire (�!e)� :



38 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueRemarques 2.3.1 1. Remarquons que dans le as o�u M =M�, N = N� et � 2 R+ , les valeurspropres de la matrie Mstabilite orrespondante (dans le as o�u �!e \ � 6= ?) sont positivessi : �t � 40 � vol (!e)aire (�!e)� ��2 + 1 ;ave ��2 + 1 �! 0 pour � �! 0 ou � �! +1:Don une d�emarhe analogue �a la preuve de la stabilit�e onditionnelle uniforme en � abou-tirait �a une ondition de stabilit�e d�ependante de �, e qui est fortement r�edhibitoire pourdes m�ethodes d'optimisation faisant intervenir de multiples valeurs du param�etre �. De plus,omme les valeurs de �t r�esultant de e alul tendent vers 0 pour des � r�eels positifs ten-dant vers 0 ou vers +1, les aluls seraient beauoup trop oûteux en temps. Comme pourla plupart des r�esultats de stabilit�e num�erique, ils ne reposent que sur des onditions suÆ-santes bas�ees sur des estimations d'�energie. Il sera don n�eessaire de mettre en �evidenenum�eriquement e handiap �a traiter la ondition d'imp�edane par la variable �.2. Pour �etablir la ondition CFL, nous avons dû faire l'hypoth�ese que K = B � �iAi2 � 0: Sansette derni�ere, la onstante de stabilit�e d�ependrait de T .Cette ondition de stabilit�e est la plus �ne que l'on puisse obtenir en norme L2, pour un sh�emade r�esolution volumes �nis en espae et Euler expliite en temps, et ei uniform�ement par rapportaux maillages.A notre onnaissane, il n'existe pas de r�esultat dans la litt�erature qui d�emontrerait que l'erreurde onsistane (2.3) subsiste pour une r�esolution d'ordre plus �elev�e que les volumes �nis en espaeet Euler expliite en temps. En revanhe, apr�es un �etat de l'art non exhaustif, nous allons �etablirun r�esultat de stabilit�e pour tout ordre de r�esolution en espae et en temps du syst�eme (2.7).L'uniformit�e du CFL par rapport �a la variable � va subsister dans ette g�en�eralisation.2.4 Conditions de stabilit�e pour des approximations d'ordres plus�elev�esHormis les r�ef�erenes d�ej�a it�ees, une litt�erature assez fournie existe sur des onditions destabilit�e pour des approximations de type Galerkine disontinue en espae et expliite en temps desyst�emes hyperboliques, mais surtout pour la r�esolution de probl�emes non lin�eaires. Formellementet pour �xer les id�ees, onsid�erons un syst�eme hyperbolique standard :�t'+ �iF i (') = f: (2.13)Pour un espae de fontions de bases (polynômiales ou autres) et un domaine maill�e ave des�el�ements !e, la m�ethode de Galerkine disontinue onsiste en la r�esolution de la formulation varia-tionnelle suivante :Z!e �t'h �  h � Z!e F i ('h) � �i h + Z�!e A �'�h ; '+h ; n� �  hd� = Z!e f �  h; (2.14)o�u A (�; �; n) est uniform�ement Lipshitzien pour tout veteur n etA ('h; 'h; n) = F i ('h) � ni:



2.4 Conditions de stabilit�e pour des approximations d'ordres plus �elev�es 39Si le probl�eme est non lin�eaire et que le syst�eme est s�eparable, on sait qu'il existe une uniqued�eomposition en ux \onvexe-onave" pour A et que le syst�eme est loalement stable pour dessh�emas totalement impliites. Pour des probl�emes lin�eaires, une d�eomposition de ux \onvexe-onave" (omme elle en Ain�i et Ain+i ) rend les sh�emas totalement impliites inonditionnelle-ment stables et pour eux-i on peut obtenir, sous hypoth�eses de r�egularit�e, l'estimation (2.3) del'erreur de onsistane de es sh�emas. Pour des approximations temporelles expliites, on a parexemple les travaux de :1. [15℄, dans lequel les auteurs obtiennent pour un syst�eme hyperbolique non lin�eaire monodi-mensionnel, et pour une approximation Euler expliite en temps et P1 en espae assoi�ee �a uneapproximation Galerkine disontinue g�en�erale, une ondition de stabilit�e trop ontraignantepour des syst�emes hyperboliques du type�t�x � Cp�x:2. [18℄, o�u les auteurs �etudient la stabilit�e d'un probl�eme non lin�eaire monodimensionnel ap-proxim�e en Galerkine disontinue P 0 ou P 1 en espae et Euler expliite ou Runge-KuttaHeun en temps. Ave une tehnique de limiteurs de pentes, ils obtiennent une ondition destabilit�e en norme L1 du type �t�x < C:3. [34℄, dans lequel les auteurs g�en�eralisent des onditions de stabilit�e obtenues pour des sh�emas�a un ordre d'approximation quelonque en espae et Euler expliite en temps, �a des CFL obte-nus pour le même d'ordre d'approximation spatial mais pour des approximations temporellesd'ordre plus �elev�es (des sh�emas Runge-Kutta pr�eservant la propri�et�e de stabilit�e forte desapproximations Euler expliite du premier ordre, e qui �etait onnu pour des disr�etisationstemporelles de type TVD (variation totale d�eroissante)).Plus pr�eis�ement, on d�e�nit la propri�et�e de stabilit�e forte d'un sh�ema d'Euler expliite par :D�e�nition 1 Soit un syst�eme d'EDP de type :dudt = K(u): (2.15)On dit que le sh�ema d'Euler expliite est fortement stable, si pour une m�ethode d'approximationspatiale donn�ee (o�u l'on notera toujours par K l'approximation), il existe un �tE stritement positifet une ertaine norme kk tels que :8�t < �tE; k un +�tK(un) k� (1 +O (�t)) k un k :Le r�esultat prinipal de [34℄, que l'on va utiliser par la suite, est que si le sh�ema de r�esolutionest fortement stable pour Euler expliite, alors pour un r � 2 donn�e, il existe un sh�ema Runge-Kutta optimal d'ordre r qui pr�eserve ette propri�et�e de forte stabilit�e pour la même norme et pourle même ordre d'approximation spatial. Plus pr�eis�ement, on peut �erire un sh�ema de r�esolutiontemporelle de type Runge-Kutta �a l'ordre r du syst�eme (2.15) sous la forme :8>>><>>>: u(0) = un;u(i) = i�1Xk=0��i;ku(k) +�t�i;kK �u(k)��; �i;k � 0; i = 1::r;un+1 = u(r); (2.16)



40 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueave i�1Xk=0�i;k = 1:D�es lors, les m�ethodes de Runge-Kutta �a �i;k � 0 pr�eservent la forte stabilit�e et le nouveauCFL devient : �t � �tE ;  = mini;k �i;k�i;k :Les auteurs montrent �egalement, que si l'op�erateur K est lin�eaire, alors  = 1, e qui signi�e quedans e as et pour la même norme, on ne peut am�eliorer le CFL Euler expliite ave es m�ethodesRunge-Kutta. En partiulier, pour r = 2, si K est lin�eaire, le sh�ema Runge-Kutta optimal est leRunge-Kutta Heun, qui orrespond �a :un+1 = un +�tK �un + �t2 K (un)�, �1;0 = �1;0 = 1; �2;0 = �2;1 = �2;1 = 12 ; �2;0 = 0:On est alors en mesure d'�etablir un th�eor�eme onernant l'approximation de (2.7) :Th�eor�eme 2.4.1 Sous les hypoth�eses (2.4, 2.5) et 8r 2 N� , il existe une approximation expliiteRunge-Kutta d'ordre r de (2.7) stable sous la ondition�t � infe;x2
� 1�e 1j Vn + 0 j vol (!e)aire (�!e)� : (2.17)Preuve. On pose :(Ah';')Cd+1 =X!e  Z!e ��Ai�i +B�'�; '��Cd+1 + Z�!en� �Ain�i �'+ � '�� ; '��!+X!e �Z�!e\���12 �Aini �N�'�; '��Cd+1� :En partiulier, on a l'�egalit�e :Re (Ah';')Cd+1 =X!e  Re Z!e �K'�; '��Cd+1 + Z�!en� �Ain�i �'+ � '�� ; '��Cd+1!!+X!e �Re�12 Z�!e �Aini'�; '��Cd+1 + Z�!e\���12 �Aini �N�'�; '��Cd+1�� ; (2.18)o�u K = B +B� � �iAi:Sur les fronti�eres internes �!e n �, les ontributions sont :Re ��Ain�i �'+ � '�� ; '��Cd+1 + �Ain+i �'+ � '�� ; '+�Cd+1 �+Re�12 �Aini'�; '��Cd+1 � 12 �Aini'+; '+�Cd+1� ; (2.19)et par ons�equent, la ontribution sur les fronti�eres internes vaut :12Re Z�
n� �jAinij �'+ � '�� ; '+ � '��Cd+1! = 12 Z�
n� �jAinij �'+ � '�� ; '+ � '��Cd+1 :(2.20)



2.4 Conditions de stabilit�e pour des approximations d'ordres plus �elev�es 41Sur �, la ontribution vaut : Z��N +N�4 '�; '��Cd+1 : (2.21)On pose � = sup�� �jAinij� ; ��N +N�4 �� ;qui d�esigne le sup des rayons spetraux de es deux matries positives.Par un argument de hangement d'unit�e spatio-temporel et l'hypoth�ese 2.4, le terme positif�tRe�Z
 �K'�; '��Cd+1�devient n�egligeable par rapport aux deux autres termes dans la majoration de Re (Ah';'). Envertu de l'hypoth�ese 2.5, on a :0 � �tRe (Ah';')Cd+1 � infe;x2
��e�aire (�!e)vol (!e) �: (2.22)Un alul trivial de valeurs propres donne :� = jVn + 0j:Mais, pour l'approximation Galerkine disontinue (2.7) du probl�eme diret (1.22), et par rapport�a la matrie de masse globaleM, une ondition suÆsante de stabilit�e forte pour la r�esolution Eulerexpliite temporelle et pour une ertaine norme kk est donn�ee par l'existene d'un �tE tel que pourtout �t < �tE, on ait : k Id+1��tAh k� 1 +C�t; (2.23)o�u C est une onstante.L'in�egalit�e (2.23) sera v�eri��ee, si� (Id+1��tAh) � 1 + C�t;puisque dans e as, on pourra assurer l'existene d'une norme subordonn�ee telle que :k Id+1��tAh k� � (Id+1��tAh) :Mais, onsid�erons un veteur propre z de Ah assoi�e �a la valeur propre �. Il suÆt de trouver uneondition suÆsante sur �t pour qu'il existe une onstante C telle que :(1��t�) �1��t�� � (1 + C�t)2 :Mais : j1��t�j2 = 1� 2�tRe (�) + (�t)2 (Re (�))2 + (�t)2 (Im (�))2= (1��tRe (�))2 + (�t)2 (Im (�))2 :Or, la monotonie de la disr�etisation spatiale entrâ�ne que Re (Ahz; z)Cd+1 � 0; et par ons�equent,on peut aÆrmer que pour �tRe (�) < 1; (2.24)on aura : j1��t�j2 � (1 + �tjIm (�) j)2 :



42 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueMais, (2:24) , �t � infe;x2
� 1�e 1j Vn + 0 j vol (!e)aire (�!e)�;don ave �tE = infe;x2
� 1�e 1j Vn + 0 j vol (!e)aire (�!e)�; et C = jIm (�) j, la stabilit�e forte de l'approxi-mation Euler expliite est assur�ee pour l'approximation Galerkine disontinue �a tout ordre en espaede (1:22).Le r�esultat �enon�e pr�e�edemment dans [34℄ sur la pr�eservation de la stabilit�e forte pour uneapproximation Runge-Kutta Heun d'ordre 2 permet de terminer la d�emonstration.Remarque 2.4.1 La norme disr�ete utilis�ee n'est pas n�eessairement la même que elle interve-nant pour l'approximation volumes �nis, �a savoir la norme L2. Cependant, nous avons montr�equ'une estimation du rayon spetral de la r�esolvante de l'op�erateur spatial disr�etis�e Ah est pos-sible en vertu, d'une part de la monotonie de Ah et d'autre part des hypoth�eses tehniques (2.4,2.5) (�evidemment v�eri��ees pour des interpolations polynomiales). Il est important de noter quele r�esultat exprim�e onf�ere �a l'approximation Euler expliite e même CFL de type hyperbolique.Il est bien �evident qu'en augmentant l'ordre du Runge-Kutta, on peut am�eliorer e CFL (en mo-di�ant la norme). Il onvient �egalement de souligner le rôle essentiel que joue la monotonie del'op�erateur spatial disr�etis�e, et ette propri�et�e est essentiellement dûe �a un ux-splitting loali-sant la d�eroissane en entropie de Lax (e qui exlut les m�ethodes de Galerkine disontinue d̂�tes\entr�ees").A�n de pr�eiser es onditions, on peut obtenir une estimation du param�etre �e intervenantdans (2.5), par exemple :Th�eor�eme 2.4.2 Ave des !e triangulaires en 2D et t�etra�edriques en 3D et une interpolationpolynômiale P1 de Lagrange, on a :1. �e = 3 en 2D.2. �e = 12047 en 3D.Preuve. En 2D, on onsid�ere l'�el�ement de r�ef�erene suivant :
1-x-y 1 x

y

1

Fig. 2.1 { Element de r�ef�erene bidimensionnel (triangle retangle) et ses fontions de bases.A l'aide des matries de masse (dont le alul est �el�ementaire), on est en mesure de aluler �e.



2.4 Conditions de stabilit�e pour des approximations d'ordres plus �elev�es 43En e�et, trouver �e onsiste �a determiner un �e tel que :aire (�!e)0BBBBBBB� 13 16 016 13 00 0 0
1CCCCCCCA � �evol (!e)0BBBBBBBB�

16 112 112112 16 112112 112 16
1CCCCCCCCA :

En posant Ze = 1�e , il suÆt don de trouver une ondition pour que les valeurs propres de lamatrie M2D soit positives ou nulles, o�u
M2D =0BBBBBBBB�

16 � Ze3 112 � Ze6 112112 � Ze6 16 � Ze3 112112 112 16
1CCCCCCCCA :

Apr�es un alul �el�ementaire, les valeurs propres de M2D sont positives ou nulles si �e � 3, d'o�u ler�esultat en bidimensionnel.Pour une on�guration tridimensionnelle et ave un �el�ement t�etra�edrique de r�ef�erene, il suÆtd'�etudier les valeurs propres de la matrie M3D suivante :
M3D =

0BBBBBBBBBBBBBB�
110 � Ze6 120 � Ze12 120 � Ze12 120120 � Ze12 110 � Ze6 120 � Ze12 120120 � Ze12 120 � Ze12 110 � Ze6 120120 120 120 110

1CCCCCCCCCCCCCCA :
Les valeurs propres deM3D sont positives ou nulles si �e � 12047 , d'o�u le r�esultat en tridimensionnel.En monodimensionnel, �e n'est pas d�e�ni, mais il est faile de d�eterminer exatement les CFL.On a par exemple le th�eor�eme :Th�eor�eme 2.4.3 Une approximation expliite en temps et de type Galerkine disontinue en espaede l'�equation monodimensionnelle assoi�ee �a (2.7) admet, suivant les as, les onditions de stabilit�esuivantes :1. En volumes �nis, suivant l'ordre d'approximation du Runge-Kutta :(a) pour r = 1 (Euler expliite), �t � infe;x2
� �xj Vn + 0 j� :(b) pour r = 2 (Runge-Kutta Heun), �t � infe;x2
� 2�xj Vn + 0 j� :



44 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinue2. En P1 Lagrange,(a) pour r = 1 (Euler expliite), �t � infe;x2
�23 �xj Vn + 0 j� :(b) pour r = 2 (Runge-Kutta Heun), �t � infe;x2
� RK2�xj Vn + 0 j� ;o�u rk2 = �82 + 3p689� 13 et RK2 = 19rk2 � 89 � 1rk2�+ 49 ' 0:895:Preuve. En volumes �nis, le alul est trivial. On ne d�emontre le r�esultat que dans le as del'approximation P1 Lagrange en espae.Consid�erons l'�equation d'advetion monodimensionnelle en espae libre d'inonnue u(x; t) :�tu+ �xu = 0; (2.25)en P1 Lagrange, sur un segment de longueur �x de type repr�esent�e sur la �gure 2.2 :
uk vkFig. 2.2 { Element de r�ef�erene monodimensionnel.Les fontions de bases sont 1� x�x et x�x . On a :�x0BB� 13 1616 13 1CCA ddt � ukvk �+0BB� �12 12�12 12 1CCA� ukvk �+� uk � vk�10 � = 0:Pour un sh�ema temporel Euler expliite, en notant � = �t�x et unk la valeur de uk �a l'�etapet = n�t, on obtient que :� un+1kvn+1k � = � unkvnk �+ �� �3 �13 �1 �� unkvnk �+ �� 0 40 �2 �� unk�1vnk�1 � : (2.26)Comme on �etudie l'�equation d'advetion en espae libre, une ondition de stabilit�e est uneondition pour que la matrie suivante :0BBBBB� K 0 0 0 � � �B K 0 0 � � �0 B K 0 � � �0 0 . . . . . . 00 0 0 B K

1CCCCCA ; (2.27)o�u K = � 1� 3� ��3� 1� � � ;et B = � 0 4�0 �2� � ;



2.5 Validation num�erique de la m�ethode d'approximation 45poss�ede des valeurs propres major�ees en module par 1. En raison de la forme de la matrie (2.27),il suÆt d'�etudier elles de la matrie K. Mais, les valeurs propres de K sont donn�ees par :(1� 2�)� ip2�;d'o�u le r�esultat annon�e pour l'approximation P1 Lagrange et Euler expliite de l'�equation mono-dimensionnelle assoi�ee �a (2.7).Comme le syst�eme est lin�eaire, le même argument est valable pour une approximation temporelleRunge-Kutta Heun, �a savoir que la matrie B n'intervient pas dans la ondition de stabilit�e. Poure sh�ema, il suÆt d'�etudier les valeurs propres de la matrie :KRK2 = I2+ �K (�) + �22 K2 (�) : (2.28)Or, les valeurs propres de KRK2 sont :�1� 2�+ �2�+ i��p2�� 2p2�2� :Une ondition suÆsante de stabilit�e est par ons�equent :9�3 � 12�2 + 8�� 4 < 0;d'o�u le r�esultat annon�e (�a l'aide d'un logiiel de alul formel pour identi�er RK2) pour l'ap-proximation P1 Lagrange et Runge-Kutta Heun de l'�equation monodimensionnelle assoi�ee �a (2.7).Remarques 2.4.2 1. Les aluls peuvent se onduire �a des ordres quelonques �a l'aide de logi-iels de aluls formels.2. L'approximation Galerkine disontinue, ainsi que les r�esultats de stabilit�e ont �et�e pr�esent�es etd�emontr�es pour l'approximation du probl�eme diret (1.22). Pour l'approximation du probl�emeadjoint (1.23), les r�esultats sont bien �evidemment analogues.2.5 Validation num�erique de la m�ethode d'approximationDans un premier temps, nous avons montr�e dans la setion (1.3.2), que les onditions auxlimites permettant de simuler l'espae libre qui d�eoulent naturellement de la taxinomie des ondi-tions aux limites �a adjoindre au probl�eme (1.10) sont des onditions non r�e�ehissantes �a l'ordre 1,exates uniquement pour des ondes normales �a la fronti�ere du domaine de alul. Ainsi, pour vali-der num�eriquement la m�ethode d'approximation Galerkine disontinue pr�esent�ee pour la r�esolutiondes �equations d'Euler lin�earis�ees, nous allons d�eterminer, dans une on�guration g�eom�etrique par-tiuli�ere, une solution au probl�eme (1.22) v�eri�ant ette propri�et�e de normalit�e �a la fronti�ere dudomaine de alul.Pour ela, on alule analytiquement les modes des �equations d'Euler lin�earis�ees dans un onduitrigide bidimensionnel in�ni, et en pr�esene d'un �eoulement porteur �a onvetion uniforme.2.5.1 Modes guid�es bidimensionnels en pr�esene d'un �eoulement uniformeNous onsid�erons un onduit bidimensionnel in�ni de hauteur onstante l et dont les parois sontrigides. Celui-i est repr�esent�e sur la �gure 2.3. A l'int�erieur de e guide, un �eoulement porteursubsonique r�egulier et uniforme (de vitesse U0) de diretion l'axe du guide, est pr�esent.



46 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinue
l

x

yFig. 2.3 { Le guide plan.L'�etude des modes guid�es onsiste �a herher, pour une pulsation r�eelle stritement positivedonn�ee !, des solutions non nulles au syst�eme suivant :�t'+0� U0 0 00 U0 00 0 U0 1A �x'+0� 0 0 00 0 00 0 0 1A �y' = 0; (2.29)de la forme '(x; y; t) = 'm(y)ei(kx�!t); (x; y) 2 R � [0; l℄; t � 0; k 2 R;v�eri�ant les onditions aux limites de parois rigides, �a savoir :~'m � ~n = 0 en y = 0 et y = l; (2.30)o�u ~n d�esigne le veteur normal unitaire ext�erieur aux parois du onduit.Remarque 2.5.1 On pourrait herher les nombres d'ondes axiaux k dans C et ainsi obtenir desmodes �evanesents, mais ei n'est pas notre propos, ar on veut exlure les ondes exponentiellementamorties.En posant : 'm(y) = (um(y); vm(y); �m(y))T ;M = U00 ;(2.30) se traduit par : vm(l) = vm(0) = 0;et on obtient le syst�eme suivant :8<: �i(! � kM)um + ik�m = 0�i(! � kM)vm + �y�m = 0�i(! � kM)�m + ikum + �yvm = 0 (2.31)On pose alors : � = !k �M:(2.31) devient alors : 8>>><>>>: ��um + �m = 0��vm � ik�y�m = 0���m + um � ik �yvm = 0 (2.32)



2.5.1 Modes guid�es bidimensionnels en pr�esene d'un �eoulement uniforme 47De e syst�eme, on tire l'�equation v�eri��ee par �m :�2��y2 + (�2 � 1)k2�m = 0: (2.33)L'expliitation de la solution de (2.33) et la deuxi�eme �equation de (2.32) nous donne suessi-vement : �2 = 1 + (n�kl )2; n 2 N; (2.34)et l'�equation du seond degr�e en k qui en d�eoule :k2l2(M2 � 1)� 2!Ml2k + l2!2 � n2�2 = 0: (2.35)On trouve alors deux familles de nombres d'onde axiaux, respetivement not�ees k+n et k�nd�ependant haun de l'entier n qui sont solutions de (2.35) :k�n = �!M �q!2 � (1�M2)n2�2l21�M2 ; (2.36)la raine arr�ee ne posant pas de probl�eme de d�e�nition puisque l'on s'impose k 2 R.Finalement, �a la multipliation par une onstante pr�es (que l'on hoisit �egale �a 1 pour haunedes trois variables), une solution 'm(y) herh�ee est donn�ee par :um = k�n! � k�nM os(n�yl )vm = in�l �! � k�nM�sin(n�yl )�m = os(n�yl );et don une solution harmonique '(x; y; t) �a (2.29) v�eri�ant (2.30) est donn�ee par :
'(x; y; t) = 0BBBBBBBBB�

k�n! � k�nM os(n�yl )ei(k�n x�!t)in�l �! � k�nM�sin(n�yl )ei(k�n x�!t)os(n�yl )ei(k�n x�!t)
1CCCCCCCCCA : (2.37)

Remarques 2.5.2 1. Comme k est r�eel, on ne peut pas avoir de modes �evanesents. Les modessont propagatifs.2. Les modes k+n sont quali��es de modes aval (les plans de phase et l'�energie se propagent dansle sens de l'�eoulement).3. Les modes k�n sont quali��es de modes amont (les plans de phase et l'�energie se propagent �aontre-ourant).4. On pourrait �egalement hoisir de �xer k r�eel stritement positif et herher alors les famillesw�n . Cela revient �a r�esoudre alors l'�equation (2.35) en w. On trouve alors :!�n = k(M �r1 + (n�kl )2): (2.38)



48 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinue5. Il faut bien entendu s'assurer que la r�eiproque du alul est valable, 'est-�a-dire que (2.37)exprim�ee en fontion de k�n ou de !�n est bien une solution de (2.29) v�eri�ant (2.30) (alultrivial).6. Ces modes appel�es modes aoustiques ou modes de pression sont irrotationnels.Sur la �gure 2.4, on repr�esente un maillage triangulaire bidimensionnel d'un anal retangulairede 3 longueurs d'ondes en longueur et 1.5 longueurs d'ondes en largeur, maill�e en 10 �el�ements parlongueur d'ondes (soit 450 �el�ements). On impose des onditions de parois rigides (� (x) = (1; 0),voir setion (1.3.2)) sur les parois sup�erieures et inf�erieures du anal. A l'int�erieur du domaine dealul, l'�eoulement porteur est uniforme, de onvetion onstante mah 0.5, suivant la diretion desx positifs. Sur la paroi de droite, on impose une exitation modale de modes amont plan (n = 0).La paroi de gauhe est trait�ee ave des onditions aux limites absorbantes approh�ees (voir setion1.3.2).

Fig. 2.4 { Maillage bidimensionnel d'un anal rigide.On peut v�eri�er, par le alul, que ette ondition aux limites approh�ee pour simuler l'espaelibre est dans e as, et dans e as uniquement, une ondition exate. En e�et, les modes alul�essont irrotationnels, mais sur la paroi de gauhe en 2D, on a :Ain�i = 0BB� 12 (Vn � 0) 0 12 (Vn � 0)0 0 012 (Vn � 0) 0 12 (Vn � 0) 1CCA;et par ons�equent, pour les modes ' (x; y; t) alul�es, la ondition aux limites Ain�i ' = 0 est exatesi et seulement si, pour l �x�e et pour tout y 2 [0; l℄, on a :(Vn � 0) os�n�yl ��1 + k! � kM � = 0; (2.39)



2.5.1 Modes guid�es bidimensionnels en pr�esene d'un �eoulement uniforme 49o�u n est le mode, et o�u k et ! sont li�es par la relation de dispersion (modes amont) :k = �!M �q!2 � (1�M2)n2�2l21�M2 :Par ons�equent, (2.39) n'est v�eri��ee que pour n = 0. Ce mode plan n = 0 orrespond bien �a desondes normales �a la fronti�ere du domaine de alul, puisque vm = 0.On va don utiliser e as test pour valider num�eriquement la m�ethode d'approximation Galer-kine disontinue en espae et Runge-Kutta expliite en temps du probl�eme (1.22). Sur les �gures(2.5,2.6,2.7), on repr�esente les pro�ls des parties r�eelles et imaginaires des solutions num�eriquesobtenues en un point (x0; y0) prohe du bord gauhe du anal et situ�e en son axe m�edian, ave unem�ethode d'approximation P 1 Lagrange en espae et Runge-Kutta-Heun en temps. On les omparebien �evidemment �a la solution exate donn�ee expliitement par le alul de modes i-dessus. Letemps de alul est suÆsamment long pour avoir atteint le r�egime harmonique de la soure et pourque le apteur (x0; y0) ait pu observer de nombreuses p�eriodes temporelles.
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(b) Comparaison des parties imaginaires.Fig. 2.5 { Comparaison des parties r�eelles et imaginaires de la variable u entre la solution exateet la solution obtenue num�eriquement.
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(b) Comparaison des parties imaginaires.Fig. 2.6 { Comparaison des parties r�eelles et imaginaires de la variable v entre la solution exateet la solution obtenue num�eriquement.
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(b) Comparaison des parties imaginaires.Fig. 2.7 { Comparaison des parties r�eelles et imaginaires de la variable � entre la solution exateet la solution obtenue num�eriquement.Les r�esultats obtenus, ave une approximation P 1 Lagrange sont tr�es satisfaisants. L'erreurnum�erique, de l'ordre de 10�4 est quanti��ee sur la variable v, puisque elle est toujours nulle pourle mode plan amont. D'autres validations num�eriques, r�ealis�ees �a l'aide de l'impl�ementation d'unode de alul 3D adoptant ette m�ethode d'approximation Galerkine disontinue pour r�esoudreles �equations d'Euler lin�earis�ees, sont pr�esent�ees dans [25℄. Cet artile illustre le bon omportementdes solutions obtenues sur des g�eom�etries assez omplexes ave des approximations polynomialesjusqu'�a l'ordre P 6. Une �etude de l'erreur num�erique de dissipation sur un as bidimensionnel suivantla pr�eision du maillage et l'ordre d'approximation polynomiale y est �egalement pr�esent�ee. Uneparall�elisation du ode a �egalement �et�e e�etu�ee. A titre d'illustration num�erique sur une g�eom�etrietridimensionnelle omplexe, un alul 3D a �et�e e�etu�e sur 4 mahines en parall�ele, repr�esentant



2.6 Mise en �evidene d'instabilit�es d'�eoulement, en r�esolution volumes �nis enespae et Euler expliite en temps 51la propagation a�eroaoustique sans �eoulement de deux soures de bruit irrotationnelles en phaseloalis�ees dans les r�eateurs d'un maillage tridimensionnel de Falon, fournit par Dassault (�gure2.8).

Fig. 2.8 { Propagations a�eroaoustiques sans �eoulement sur une g�eom�etrie tridimensionnellerepr�esentative d'un Falon.Dans le ontexte de l'a�eroaoustique, un autre type de validation num�erique probant est la miseen �evidene des instabilit�es d'�eoulement de type Kelvin-Helmholtz. Nous allons montrer qu'uner�esolution volumes �nis en espae et Euler expliite en temps du probl�eme (1.22) suÆt pour mettreen lumi�ere ette propri�et�e bien onnue de ertains types d'�eoulement porteur.2.6 Mise en �evidene d'instabilit�es d'�eoulement, en r�esolutionvolumes �nis en espae et Euler expliite en tempsA�n de montrer l'existene et l'uniit�e du probl�eme (1.22) ou plus g�en�eralement pour montrerl'existene et l'uniit�e d'un probl�eme instationnaire type (1.10) pos�e ave des onditions aux limitesmaximales positives sur un domaine spatio-temporel 
 � [0; T ℄, l'hypoth�ese que K = B � 12�iAi(ou e qui est �equivalent K = B +B� � �iAi) soit positive est essentielle, et ette hypoth�ese n'estviable que sur un domaine temporel born�e [0; T ℄. Pour beauoup d'�eoulements, K est une matrienon sign�ee. Par exemple, dans le as d'un �eoulement isotherme assoi�e �a un �eoulement porteurisaill�e 2D pour lequel �0 = te; U20 = 0; U10 = U10 (y);on a : B +B� � �iAi = 0� 0 �yU10 0�yU10 0 00 0 0 1A;



52 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinuematrie �evidemment non positive. Nous avons d�ej�a montr�e que sans ette hypoth�ese, il est impos-sible de garantir la stabilit�e en L2lo du probl�eme instationnaire, e qui interdit la d�e�nition duprobl�eme harmonique assoi�e.22.6.1 D�e�nitions des probl�emes harmoniquesUn probl�eme harmonique est un probl�eme obtenu en r�egime p�eriodique �etabli, qui se d�e�nitomme la limite asymptotique en temps d'un probl�eme transitoire entretenu. A�n de souligner lesdiÆult�es propres �a l'a�eroaoustique, nous allons �etudier le probl�eme harmonique assoi�e au syst�emeinstationnaire (1.10) dans le as o�u les oeÆients des op�erateurs Ai et B ne d�ependent pas dutemps. La d�emonstration de l'existene et l'uniit�e d'une solution au probl�eme o�u l'on dissym�etrisel'espae et le temps dans (1.10) (ave des notations et des hypoth�eses identiques, en rempla�ant Qpar 
) d�eoule naturellement du th�eor�eme de Hille-Yosida (dans e as, �A est le g�en�erateur d'unsemi-groupe) :Th�eor�eme 2.6.1 Si h 2 C1(R+ ; (L2(
))d+1) et si B + B� � �iAi � 0, alors le syst�eme (o�u l'onnotera A = Ai�i +B, D (A) = n' 2 �C1 �
��d+1 ; 'j�
 2 N (x)o)8><>: ddt'+A' = h sur R+' 2 N (x) pour x 2 �
'(�; 0) = '0 dans D(A) (2.40)admet une solution unique dans C1(R+ ; (L2(
))d+1) \ C0(R+ ;D(A)) donn�ee par la formule deDuhamel : '(t) = e�At'0 + Z t0 e�A(t�s)h(s)ds; (2.41)o�u e�At; t � 0; est un semi-groupe sur l'espae de Hilbert H = (L2(
))d+1.Une mani�ere naturelle de d�e�nir un probl�eme harmonique assoi�e �a (2.40) est d'examiner sa\r�eponse for�ee" asymptotique en temps en rempla�ant h(t) par Y (t)g(x)ei!t, o�u Y (t) est la fon-tion de Heaviside de R+ et g 2 H. Un alul simple utilisant la formule de Duhamel et les propri�et�esdes semi-groupes montre que si iw est dans l'ensemble r�esolvant de �A (ouvert onnexe de C ),alors : '(�; t) = e�At('0 � (i!I +A)�1g) + ei!t(i!I +A)�1g: (2.42)Deux termes apparaissent dans ette formule :1. Le premier est appel�e terme transitoire. Il orrespond �a une solution de (2.40) homog�ene etave '0 � (i!I +A)�1g omme ondition initiale (qui est bien dans D(A)).2. Le seond ei!t(i!I +A)�1g est la solution for�ee p�eriodique en temps.Le as le plus simple (et le plus rare) o�u l'on peut d�e�nir la solution harmonique omme solutionfor�ee asymptotique en temps de la solution de (2.40) orrespond don au as o�u les deux hypoth�esessuivantes sont v�eri��ees :{ i! est dans le domaine r�esolvant de �A. Cei sera le as pour tout ! hormis un ensembledisret, par exemple pour 
 born�e et des onditions aux limites ad�equates (l'op�erateur A estalors �a r�esolvante ompate).{ Le terme transitoire tend vers 0, par exemple si l'op�erateur �A est stritement dissipatif aveB +B� � �iAi > 0 ou des onditions aux limites suÆsamment dissipatives.2Dans la d�emonstration du th�eor�eme 1.3.5, on perd la monotonie de l'op�erateur L.



2.6.1 D�e�nitions des probl�emes harmoniques 53Dans e as favorable, le premier terme tendra exponentiellement vers 0 dans H et on aura :'(�; t) ' ei!t(i!I +A)�1g;pour t assez grand. A l'inverse, plusieurs as de �gures sont possibles :{ A peut être maximal onservatif (même si �A est non stritement dissipatif), et alors iA estun op�erateur auto-adjoint (orollaire du th�eor�eme de Stone). Dans e as, le spetre de A esttout entier sur l'axe des imaginaires purs.{ Dans le as o�u 
 est non born�e, il peut même être onfondu ave l'axe des imaginaires purs,et alors il n'existe pas de ! tel que i! soit dans la r�esolvante de �A. Le terme de onvetionfor�ee n'est pas d�e�ni ar i! +A n'est pas inversible dans H.Toutefois, sous ertaines hypoth�eses, la th�eorie du sattering permet de d�e�nir des inversesappropri�es. Il s'agit de donner dans un espae onvenable, un sens �a la disparition de la solutiontransitoire, même quand la formule (2.42) ne peut être �erite, faute de possibilit�e de d�e�nition dansH de (i! +A)�1. On peut distinguer pour ela deux \lasses" de tehniques.Les �etudes en \amplitude limite"Le prinipe est la d�eomposition du spetre de iA, quand A est maximal onservatif [63℄, ouplus g�en�eralement quand A est maximal monotone (Re(A';')H et (I +A)�1 2 L(H)). On a alorsle th�eor�eme dit th�eor�eme Rage [55℄ :Th�eor�eme 2.6.2 Soit C 2 L(H) et H?b l'orthogonal dans H des sous-espaes propres assoi�es �aune valeur propre imaginaire pure. Si C(A+ I)�1 est ompat, alors :8f 2 H?b ; limT!+1 1T Z T0 k Ce�Atf k2H dt = 0:Ce th�eor�eme permet de \ontrôler", si C est l'op�erateur de restrition �a un ompat spatial dansH = (L2(
))d+1, l'�energie loale produite par la ondition initiale, et en ons�equene de d�e�nir unesolution du probl�eme harmonique dans (L2lo(
))d+1.Remarques 2.6.1 L'hypoth�ese de ompait�e de C(I + A)�1 sera v�eri��ee si les onditions auxlimites adjointes �a A permettent d'avoir une estimation de la solution dans (H1lo(
))d+1. On ditalors que les onditions aux limites sur 
 sont oerives et que 
 a la propri�et�e de ompait�e loale.Lorsque 
 est non born�e, des diÆult�es sp�ei�ques se gre�ent :1. La forme du bord �
 a une grande importane. 
 doit être non \trapping", 'est-�a-diresuÆsamment onvexe pour ne pas pi�eger l'�energie de la ondition initiale et ei peut être�eluid�e uniquement en fr�equene in�nie (non pi�egeage des rayons).2. Le rang de Ai�i doit être onstant en dehors d'un ompat de Rd , les oeÆients des Ai(x)doivent tendre vers des oeÆients onstants de matries A0i (ave A0i�i de rang onstant),et B(x) doit tendre vers 0.Outre l'hypoth�ese de monotonie sur A, �a savoir B+B���iAi � 0, une hypoth�ese de ompait�eest essentielle pour pouvoir appliquer le th�eor�eme Rage :8f 2 D(A) \ (ker(A))?;Xj j�xjf j � C(k f kH + k A(f) kH); (2.43)o�u C est une onstante ind�ependante de f . Sous es hypoth�eses, on ontrôle le terme transitoire de(2.42) et on peut montrer que :8f 2 H?b ; limt!+1 inf k e�Atf k(L2lo(
))d+1= 0:



54 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueLes �etudes en \absorption limite"On peut d�e�nir plus largement le probl�eme harmonique, 'est-�a-dire l'inversion de i! + A enlui onf�erant un sens \ausal". Plus pr�eis�ement, ela signi�e, qu'apr�es avoir d�e�ni arbitrairementun sens de propagation des ondes, on �eliminera dans la solution les ondes \provenant" de l'in�ni.Pour ela, on herhe �a donner un sens dans un espae onvenable au probl�eme 3 :((i! + ")I +A)' = h; quand "! 0+: (2.44)Si A est maximal monotone, (2.44) a toujours une solution unique dans H, maisk ((i! + ")I +A)�1 kL(H)� 1"explose quand "! 0. Il onvient alors pour plus de lart�e de distinguer deux as suivant la naturedu domaine 
.
 born�eSi la r�esolvante de �A est ompate (en pratique si l'on v�eri�e au moins l'hypoth�ese 2.43), lespetre de �A est pontuel disret et on est ramen�e �a une alternative de Fredholm. Autrement dit,9�p disret dans R tel que :{ ! =2 �p, don (i! +A)' = h a une solution unique dans H ontinue par rapport �a h.{ ! 2 �p et i!+A est non injetif. i! est alors valeur propre de �A et suivant h, (i!+A)' = hn'a pas de solution ou une in�nit�e.On dit que ! est une pulsation de r�esonane de 
 pour A.
 non born�eEn g�en�eral, le spetre de �A est ontinu. Cependant, si l'on suppose que (2.43) est v�eri��ee etque A est maximal monotone, on pourra montrer que la solution de (2.44) tend g�en�eralement versune limite dans (L2lo(
))d+1 si 
 a la propri�et�e de ompait�e loale d�erite i-dessus.Remarques 2.6.2 1. On peut aussi d�e�nir des espaes pond�er�es �a l'in�ni ou bien, lorsque Aest �a oeÆients onstants en dehors d'un ompat, on ajoute �a l'�equation(i! +A)' = hune ondition �a l'in�ni, dite ondition de radiation.2. Que 
 soit born�e ou non, il existe des solutions du probl�eme d'absorption limite qui ne sontpas solutions du probl�eme d'amplitude limite. Cela revient pour 
 born�e �a \oublier" le termetransitoire de (2.42) et, pour 
 non born�e, �a oublier l'�energie pi�eg�ee dans un obstale trapping.3. Dans tous les as, l'hypoth�ese 2.43 est essentielle aux d�emonstrations, et elle-i n'est g�en�eralementpas v�eri��ee en a�eroaoustique.3On aurait pu hoisir " ! 0� en d�e�nissant autrement le sens de propagation, autrement dit le sens diret durep�ere dans Rt � Rx .



2.6.2 DiÆult�es inh�erentes aux probl�emes d'a�eroaoustique 552.6.2 DiÆult�es inh�erentes aux probl�emes d'a�eroaoustiqueLa prinipale diÆult�e provient de la perte de monotonie de l'op�erateurA pour divers �eoulementsporteurs, omme des �eoulements isaill�es. La matrie sym�etrique K = B + B� � �iAi poss�edeg�en�eralement des valeurs propres de signes oppos�es pour e type d'�eoulement. Il y a ependantdeux as failes a priori o�u la matrie K est identiquement nulle, le as des �eoulements porteursuniforme et elui des �eoulements \solides" entre deux ylindres onentriques (�0 et 0 onstants,glissement sur les ylindres). On peut, pour es deux on�gurations se ramener aux solutions�evoqu�ees pr�e�edemment. Pour d�emontrer la ompait�e de la r�esolvante et se ramener �a une alter-native de Fredholm dans le as d'un domaine born�e ou obtenir l'estimation (2.43) en domaine nonborn�e, on pro�ede �a un hangement de variables se ramenant �a l'�equation des ondes �a l'ordre 1(on rappelle que (2.40) est invariant par translation-rotation). On retrouve alors des tehniques ded�eomposition de (L2(
))d+1 duales de elles expos�ees dans [48℄ pour �erire que :(L2(
))d+1 = H(rot~0;
)� rot~!;o�u ! 2 (H1(
))d; ~!^~n = 0 sur �
. On peut �egalement songer �a �etendre les tehniques de [48℄ dansle as o�u l'�eoulement porteur admettrait un prolongement analytique tel que, dans un voisinagede iR, on obtienne une famille d'op�erateurs analytiques �a r�esolvante ompate.Cependant, même dans des as tr�es simples omme la perturbation barotrope d'un �eoulementisaill�e isotherme entre deux ylindres en 2D, nous n'avons pas pu (ou su) mettre en oeuvre estehniques. Cei ne signi�e pas n�eessairement que l'�etat harmonique ne puisse être d�e�ni. On peutdistinguer en fait trois as :1. L'�eoulement est stable, mais on ne sait pas enore le montrer. Il est possible que la om-pensation entre le transport d'�energie par les fronts d'onde et la prodution d'�energie par leterme (K';')(L2(
))d+1 puisse entrâ�ner une d�eroissane loale partout sur 
.2. L'�eoulement pr�esente des instabilit�es dites onvetives qui n'interdisent pas, �a partir d'unertain temps, la d�eroissane en (L2lo)d+1 de la solution transitoire. Il y a roissane expo-nentielle de l'�energie mais loalis�ee dans un ône espae-temps (�gure 2.9 gauhe).3. L'�eoulement pr�esente des instabilit�es dites absolues qui interdisent la d�eroissane en (L2lo)d+1de la solution transitoire. Le probl�eme harmonique n'a alors pas grand sens. La ondition ini-tiale produit une instabilit�e dont la propagation ontient l'axe des temps (�gure 2.9 droite).Des �etudes ont �et�e faites sur la stabilit�e d'�eoulements isaill�es 2D dans un guide d'ondes enespae libre ([10, 37℄), e qui nous am�ene �a onsid�erer un �eoulement porteur 2D isaill�e donn�epar : U10 (y) = U0(y); U20 = V0 = 0; �0 = 0 = 1:Le syst�eme instationnaire �a r�esoudre s'�erit don de la mani�ere suivante :�t0� uv� 1A+ U0�x0� uv� 1A+0� 0 0 �x0 0 �y�x �y 0 1A0� uv� 1A+0� 0 �yU0(y) 00 0 00 0 0 1A0� uv� 1A = F; (2.45)de sorte que B +B� � �iAi = 0� 0 �yU0(y) 0�yU0(y) 0 00 0 0 1A: Dans ([10, 37℄), les auteurs montrent quepour un tel �eoulement, la r�eponse lin�earis�ee �a une perturbation en ondition initiale orrespondante�a une perturbation du rotationnel de vitesses spatialement loalis�ee est, suivant les as :1. Stable pour des pro�ls onvexes, par exemple parabolique.
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l’instabilité
exponentielle de
Cône de croissance

Temps

EspaceSource (a) Instabilit�e onvetive
l’instabilité
exponentielle de 
Cône de croissance

Temps

EspaceSource(b) Instabilit�e absolueFig. 2.9 { Instabilit�es de type Kelvin-Helmholtz.2. Convetivement instable pour des pro�ls sans retour (U0(y) � 0) pr�esentant un point d'in-exion.3. Absolument instable pour des pro�ls d'�eoulement pr�esentant des points d'inexion averetour assez importants (U0(y) hangeant de signe).Nous proposons don en ad�equation ave es r�esultats, une simulation num�erique de es trois asa�n de v�eri�er, en instationnaire, en mode transitoire et en mode for�e, le passage des instabilit�esonvetives et l'obtention dans les deux premiers as d'un �etat harmonique4, et la apture del'instabilit�e dans le troisi�eme as (la dissipation num�erique aurait pu masquer le ph�enom�ene).Remarque 2.6.3 Dans e dernier as, l'inversion de (iw + Ah) aurait donn�e un r�esultat sansgrande signi�ation physique, et probablement sans onvergene quand h! 0.2.6.3 Mise en �evidene num�erique d'instabilit�es d'�eoulementsLes r�esultats pr�esent�es le sont dans la plus \simple" de nos on�gurations, �a savoir :{ Le anal 2D est retangulaire et le maillage art�esien (�x = �y, si l'on note �x et �y leslongueurs arat�eristiques d'une maille).{ Le probl�eme instationnaire est r�esolu ave une m�ethode d'approximation type volumes �nisen espae et expliite en temps par un sh�ema d'Euler.{ On impose une ondition d'obstale dur en haut et en bas du anal (ondition de glissement),en �xant � = 1 sur es parois (voir setion 1.3.2). On herhera par ons�equent la solution 'dans R3 .{ Des onditions aux limites non r�e�ehissantes �a l'ordre 1 sur le syst�eme \gel�e" sont impos�eesaux extr�emit�es du anal ((Aini)� = 0, voir setion 1.3.2).4Cet �etat harmonique aurait pu être obtenu diretement par r�esolution non lin�eaire, les \pas" instationnairespouvant être onsid�er�es omme une relaxation pour r�esoudre le probl�eme (iw +Ah)�1.



2.6.3 Mise en �evidene num�erique d'instabilit�es d'�eoulements 57La ondition CFL de stabilit�e du sh�ema est dans e as (voir setion 2.3)�t � 12(maxy (jU0(y) + 1j)) :Les �etudes d'instabilit�es sont e�etu�ees en espae libre, don pour pallier le arat�ere inexat desonditions aux limites non r�e�ehissante approh�ees, il sera n�eessaire de mettre en �evidene esinstabilit�es avant d'atteindre les bords gauhe et droite du maillage sur lesquelles on impose laondition non r�e�ehissante approh�ee. Les perturbations a�eroaoustiques seront engendr�ees pardeux types d'exitation :1. Soit une perturbation par un Dira de rotationnel de vitesses en ondition initiale, u(0) =Y (y� y0)
 Æ(x� x0); v(0) = 0; �(0) = 0, o�u Y d�esigne la fontion de Heaviside et (x0; y0) unpoint de l'axe longitudinal du anal.2. Soit une perturbation par un seond membre sinuso��dal, F = Y (y� y0)
 Æ(x�x0)
 sin(!t),o�u ! = 1:295.Mise en �evidene d'une instabilit�e onvetivePour ela, on hoisit omme domaine un anal bidimensionnel signi�ativement plus long quelarge, �a savoir un anal retangulaire onstitu�e de 1018 �el�ements en longueur et 19 �el�ements enlargeur, ave �x = �y = 119 . Plusieurs points d'observations (voir �gure 2.10) sont d�esign�esa�n de failiter la mise en �evidene num�erique de l'instabilit�e tout au long du parours de l'ondeaoustique dans le anal.
SourceAvant Après1 Après2 Après3

Position des points d’observation de l’évolution temporelle de la solution 

19 elements

1018 elements

371186 556 741 926 x

y

Fig. 2.10 { Maillage retangulaire du anal bidimensionnel.

5Cette valeur de ! en adimensionn�e, qui orrespond �a une fr�equene de 70 Hz, est prohe de elle obtenue paranalyse spetrale par l'auteur dans [10℄, pour mettre en �evidene une instabilit�e onvetive signi�ative.



58 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueLe pro�l de vitesse hoisi pour l'�eoulement porteur sans retour est :U0(y) = 0:5(1 + 0:3 tanh(5(y � 0:5)));dont le graphe est repr�esent�e sur la �gure 2.11. Il pr�esente un point d'inexion en y = 0:5, onditionn�eessaire �a l'�existene d'une instabilit�e d'�eoulement.
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Fig. 2.11 { Repr�esentation du pro�l de vitesse hoisi pour un �eoulement onvetivement instable.Pour et �eoulement isaill�e sans retour, les r�esultats obtenus pour la perturbation par uneondition initiale sont pr�esent�es sur la �gure 2.12. On observe que :1. Sur haune des ourbes repr�esent�ees sur es trois �gures, le premier pi orrespond �a l'arriv�eeau point d'observation de l'onde aoustique, dont l'amplitude d�erô�t lorsqu'on s'�eloigne dela soure.2. Le seond pi traduit l'arriv�ee d'une instabilit�e que nous pouvons interpr�eter omme uneinstabilit�e de onvetion, �etant donn�e que l'amplitude et la dur�ee de elle-i augmentent aufur et �a mesure que l'on s'�eloigne de la soure.Pour savoir si ette instabilit�e de onvetion n'interdit pas l'�etablissement d'un r�egime harmonique,il faut interpr�eter les �gures (2.13) obtenues pour la perturbation par un seond membre sinuso��dalen temps. Par soui de lart�e des �gures, nous n'avons pas tra�e la ourbe l�egend�ee \apr�es 1" surles graphes pr�e�edents. Nous avons en revanhe onserv�e les mêmes ouleurs. On observe :1. L'obtention d'un r�egime sinuso��dal, de même p�eriode que la soure (�a savoir T = 4:87) etdont l'amplitude d�erô�t en s'�eloignant de la soure, avant l'arriv�ee d'une instabilit�e. Cetteinstabilit�e est plus longue et visible si l'on s'�eloigne de la soure.2. Le r�egime redevient sinuso��dal apr�es le passage de l'instabilit�e.
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() Pro�l de �Fig. 2.12 { Pro�ls de la solution pour une ouhe de m�elanges sans retour, ave exitation par uneondition initiale.
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2.6.3 Mise en �evidene num�erique d'instabilit�es d'�eoulements 61Nous perturbons ensuite de fa�on similaire un �eoulement porteur dont le pro�l de vitessesne omporte pas de point d'inexion, a�n de voir si e que nous avons pr�e�edemment interpr�et�eomme �etant une instabilit�e onvetive persiste.Stabilit�e du pro�l paraboliqueOn onsid�ere alors omme exemple, elui d'un �eoulement porteur �a pro�l de vitesse parabolique,d'�equation U0(y) = �1:6y2 + 1:6y + 0:1;dont le graphe est repr�esent�e sur la �gure 2.14.
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Fig. 2.14 { Repr�esentation du pro�l de vitesse hoisi pour un �eoulement stable.Pour et �eoulement sans point d'inexion, les r�esultats obtenus pour la perturbation par uneondition initiale sont pr�esent�es sur la �gure 2.15. On observe :1. L'arriv�ee de l'onde aoustique sans autre ph�enom�ene arat�eristique sur les graphes repr�esentantles di��erentes omposantes de la solution '.2. Les variations de la seonde omposante v, de nature totalement di��erente de elles des deuxautres omposantes, sont trop faibles pour être interpr�et�ees de fa�on pertinente.Les �gures 2.16 obtenues pour la perturbation par un seond membre sinuso��dal en temps montrentpour e pro�l d'�eoulement que :1. Les variations de u et � deviennent rapidement sinuso��dales (installation rapide du r�egimeharmonique).2. Les variations de la omposante v en aval de la soure peinent �a devenir sinuso��dales, maisleurs amplitudes sur l'axe sont si faibles que e r�esultat est diÆile �a interpr�eter.Mise en �evidene d'une instabilit�e absolueLe maillage onsid�er�e est un peu plus �n que elui utilis�e pour la mise en �evidene d'uneinstabilit�e onvetive. La �gure 2.17 le repr�esente, ainsi que la position des points d'observation
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() Pro�l de �Fig. 2.15 { Pro�ls de la solution pour un �eoulement parabolique, ave exitation par une onditioninitiale.
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64 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueet de la soure onsid�er�es. Le pro�l de l'�eoulement porteur est elui d'une ouhe de m�elangesave retour. C'est-�a-dire qu'il pr�esente un point d'inexion omme pour l'instabilit�e onvetive eny = 0:5, mais que U0 hange de signe de part et d'autre de y = 0:5 (voir �gure 2.18).
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Fig. 2.17 { Maillage onsid�er�e pour la mise en �evidene d'une instabilit�e absolue.
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Fig. 2.18 { Pro�l de vitesses pour un �eoulement absolument instable.Sur la �gure 2.19 sont repr�esent�ees les allures des trois omposantes de la solution ' au-dessus eten-dessous de la soure, en des points d'observation situ�es tr�es prohes de la soure (voir (2.17)). Laroissane tr�es rapide laisse supposer qu'il n'existe pas de stabilisation possible, e qui s'interpr�eteomme une instabilit�e absolue.
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66 Approximation par une m�ethode Galerkine disontinueConlusionPour des �eoulements porteurs non uniformes, nous avons mis en �evidene num�eriquement dansun anal bidimensionnel �a l'aide d'une m�ethode volumes �nis en espae et Euler expliite en tempsles ph�enom�enes suivants :1. La stabilit�e (autrement dit la d�eroissane en �energie en temps) pour des pro�ls de vitesseonvexes (dans notre as, paraboliques).2. L'instabilit�e onvetive pour des pro�ls sans retour pr�esentant un point d'inexion, maisn'interdisant pas l'installation d'un r�egime harmonique.3. L'instabilit�e absolue pour des pro�ls de vitesse ave retour pr�esentant un point d'inexion etinterdisant l'installation d'un r�egime harmonique.Remarques 2.6.4 D'autres exemples d'�eoulements sont pr�esent�es dans [11℄. Dans [25℄, nousavons mis en �evidene ave les auteurs une instabilit�e onvetive �a l'aide d'une simulation Galer-kine disontinue P1 en espae et Runge-Kutta d'ordre deux en temps. Ave un pro�l de vitesse entangente hyperbolique similaire �a elui utilis�e pr�e�edemment, on obtient la repr�esentation de la pres-sion aoustique en variables non adimensionn�ees (0 = 340m=s; �0 = 1:23kg=m3; P0 = 101325Pa)de la �gure 2.20. Des onditions aux limites absorbantes approh�ees sont impl�ement�ees sur tous lesbords du anal, et la simulation est don stopp�ee avant d'atteindre es parois.

Fig. 2.20 { Mise en �evidene d'une instabilit�e onvetive.



Chapitre 3CPML pour l'a�eroaoustiqueMême si dans un premier temps, les onditions aux limites permettant de simuler l'espae librequi d�eoulent naturellement de la taxinomie des onditions aux limites �a adjoindre au probl�eme(1.10) sont des onditions non r�e�ehissantes �a l'ordre 1 (don exates pour des ondes normales), une�etude plus approfondie d'autres m�ethodes de onstrution de e type de onditions est souhaitable,a�n que les appliations num�eriques ne soient pas ontraintes par la nature de l'�eoulement.En e�et, on peut failement montrer que es onditions sont insuÆsantes, en partiulier pour desguides d'ondes en pr�esene de soures r�ealistes : des soures modales d'ordre non nul. Ces soures(voir setion 2.5) sont d�etermin�ees de mani�ere �a être des solutions exates des �equations d'Eulerlin�earis�ees en espae libre, dans la on�guration repr�esent�ee sur la �gure 2.4. On utilise de nouveaule as test num�erique pr�esent�e en la setion 2.5 pour arat�eriser num�eriquement l'insuÆsane desonditions aux limites non r�e�ehissantes approh�ees. On rappelle que l'�eoulement porteur estuniforme, et que l'exitation est ette fois-i une exitation par des modes amont d'ordre n = 2. La�gure 3.1 repr�esente les pro�ls de la partie r�eelle et imaginaire de la omposante v de la solutionexate et de la solution num�erique obtenue ave des onditions aux limites approh�ees, en un point(x0; y0) prohe de la soure, et au ours du temps.
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68 CPML pour l'a�eroaoustiqueApr�es l'installation du r�egime p�eriodique, on voit tr�es nettement la ourbe rouge s'�earter dela ourbe bleue repr�esentant le pro�l de la solution exate. Ces ourbes illustrent parfaitement lesr�eexions parasites aus�ees par l'inexatitude des onditions aux limites approh�ees pour e typede soures r�ealistes : le temps �a partir duquel la solution approh�ee s'�earte de la solution exateorrespond totalement au temps mis par les ondes non absorb�ees pour atteindre le apteur loalis�een (x0; y0) prohe de l'entr�ee du anal (bord de droite).Comme les r�esultats sont qualitativement similaires sur les variables u et �, nous n'avons pasrepr�esent�e les �gures omparatives orrespondantes pour es variables.Dans l'introdution g�en�erale, on a rappel�e les trois m�ethodes prinipales d�evelopp�ees depuisplusieurs ann�ees pour ramener un probl�eme de propagation en milieu non born�e �a un probl�emepos�e en milieu born�e : Les m�ethodes int�egrales, les m�ethodes de onditions aux limites absorbanteset les m�ethodes de milieux �tifs absorbants. Les m�ethodes de milieux �tifs absorbants onsistent�a entourer le domaine d'�etude par une ouhe de faible �epaisseur dont les arat�eristiques assurentla propagation de l'onde sans r�eexions et une absorption suÆsante de l'onde dans la ouhe a�nd'imposer des onditions homog�enes sur le bord de la ouhe. Ces m�ethodes ont onnu dans unpremier temps peu de su�es en raison de leurs d�ependanes aux fr�equenes des signaux inidents etde r�e�exions parasites. Les travaux de B�erenger ont relan�e l'utilisation de es m�ethodes. Dans [5℄, ilintroduit des ouhes absorbantes parfaitement adapt�ees (appel�ees PML) en traitant la di�rationdes ondes �el�etromagn�etiques par un obstale parfaitement onduteur. Ces PML poss�edent denombreux atouts :{ La transmission d'une onde �a travers l'interfae entre deux milieux PML se fait sans r�eexionsparasites pour tout angle d'inidene et �a toute fr�equene.{ Le nouveau probl�eme a une solution qui ô�nide ave la solution dans le domaine born�e etune solution qui d�eroit exponentiellement �a l'ext�erieur du domaine.{ L'impl�ementation num�erique est tr�es ais�ee dans un ode de alul d�ej�a existant.En revanhe, de telles �equations aboutissent �a un syst�eme mal pos�e en instationnaire et il est donn�eessaire de r�einterpr�eter le milieu PML de B�erenger. Un des pro�ed�es le plus usit�e est de modi�erl'op�erateur spatial du probl�eme initial (qui se traduit par un hangement de oordonn�ees om-plexes), mais même dans e as des diÆult�es th�eoriques persistent (voir [24, 9, 54, 1℄). On veutg�en�eraliser e type de m�ethodes aux �equations d'Euler lin�earis�ees, �a l'instar des travaux e�etu�esdans [58℄. Dans le as de la propagation dans un onduit en r�egime instationnaire, et en pr�esened'un �eoulement porteur uniforme, plusieurs �etudes ont montr�e que les PML pouvaient se r�ev�elerinstables, notamment en pr�esene de modes amonts inverses [62, 42℄. On pr�esentera dans un premiertemps les prinipaux arguments permettant d'�etablir le probl�eme sur tout l'espae et notammentla d�eroissane exponentielle du noyau de Green assoi�e. Dans un seond temps, on omparera lemod�ele d�eriv�e du syst�eme dispersif assoi�e au probl�eme sans onvetion ([58℄) ave un autre mod�elede PML appel�e CPML (CPML pour PML onvolutive) a priori plus adapt�e aux �eoulements por-teurs ave onvetion. Ce mod�ele onduit �a la r�esolution d'un syst�eme hyperbolique non sym�etriquedont la partie prinipale est diagonalisable (don non faiblement hyperbolique). L'�etude th�eoriquede e mod�ele (uniit�e, onvergene d'une approximation) n'est pas ompl�etement termin�ee (seulel'uniit�e du probl�eme de Cauhy �a oeÆients gel�es est d�emontr�ee). Cependant, une approxima-tion num�erique stable, des onditions aux limites onvenables ont �et�e impl�ement�ees, dans le aso�u le domaine �tif est limit�e par un parall�el�epip�ede ave un �eoulement porteur invariant partranslation normale aux fronti�eres de elui-i. L'�etude th�eorique �etant enore inahev�ee, nous nousattaherons �a mettre en �evidene la pr�eision num�erique de la solution obtenue ave des onditionsaux limites de type PML en omparaison ave le probl�eme analogue pos�e ave des onditions auxlimites transparentes approh�ees. Pour ela, la solution expliite aux �equations d'Euler lin�earis�eesdans un onduit 2D de longueur in�nie, d'�epaisseur onstante, v�eri�ant la ondition de glissement



3.1 Etude d'une formulation "PML" des �equations tridimensionnelles �a oeÆientsonstants 69parfait sur les bords, pr�e�edemment alul�ee en la setion 2.5 et d�ej�a utilis�ee pour arat�erisernum�eriquement l'erreur ommise par des onditions aux limites absorbantes approh�ees pour si-muler l'espae libre, permettra de omparer la solution obtenue ave ou sans PML ave la solutionexate.L'id�ee des PML est d'obtenir, apr�es hangement de variables omplexe (rendu possible parprolongement analytique autour d'une vari�et�e de C 3 du noyau de Green de p2 � �), un syst�emed'�equations d�e�ni sur tout l'espae, et tel que :{ La solution v�eri�e les �equations d'Euler "en espae libre" dans 
 ('est-�a-dire o��nide avela solution ' qui nous int�eresse dans 
).{ La solution d�eroisse exponentiellement sur R3 n
, et e ind�ependamment de la fr�equene etde la diretion de propagation des ondes.On pr�esentera dans un premier temps les prinipaux arguments permettant d'�etablir le probl�emesur tout l'espae, et e suessivement pour deux mod�eles PML di��erents, pour ensuite mettre enoeuvre num�eriquement es mod�eles et les omparer.3.1 Etude d'une formulation "PML" des �equations tridimension-nelles �a oeÆients onstantsConsid�erons le syst�eme suivant (o�u le hoix de l'axe de diretion de la onvetion a pour butde simpli�er les aluls) : �t'�A' = f; (3.1)o�u �A = 0BB� M�x 0 0 �x0 M�x 0 �y0 0 M�x �z�x �y �z M�x 1CCA :Le seond membre f a son support spatial ontenu dans un parall�el�epip�ede � =℄ � x0; x0[�℄ �y0; y0[�℄� z0; z0[, et f 2 L2 (R+ ;�). On rappelle que 0 �M < 1. Nous allons �etudier le probl�emeharmonique assoi�e en absorption limite, 'est-�a-dire la solution du syst�eme :p�+A� = F (p) ; (3.2)pour p 2 C ave Re (p) > 0: F d�esigne la transform�ee de Laplae en temps de f , et la limite de �pour p = i!+0 (autrement dit pour p = i!+" ave "! 0) sera la solution harmonique reherh�ee.Le syst�eme (3.2) s'inverse formellement en :� = �C2 ����1C�1 [Cof ℄F; (3.3)o�u C = p+M�x; et[Cof ℄ = 0BB� C2 � �2y � �2z �x�y �x�z �C�x�x�y C2 � �2x � �2z �y�z �C�y�x�z �y�z C2 � �2x � �2y �C�z�C�x �C�y �C�z C2 1CCA :Ce alul n'est bien entendu pas uniquement formel, et on a par exemple :



70 CPML pour l'a�eroaoustiqueProposition 3.1.1 Si F 2 S 0 �R3�4 et Re (p) > 0, alors 1 :C�1 = G � (�) = Y (x)M e�p xM 
 Æ(y) 
 Æ(z) � (�)et�C2 ����1 = Go � (�) = 14�p1�M2 1q x21�M2 + y2 + z2 e� pp1�M2� �Mxp1�M2+r x21�M2+y2+z2� � (�)G et Go sont des distributions de O0, et (3.2) a une solution unique dans S 0 �R3�4 donn�ee par :� = G �Go � [Cof ℄ � F;o�u [Cof ℄ d�esigne d�esormais la matrie de d�erivation de Dira assoi�ee �a la matrie [Cof ℄ de (3.3).Preuve. En e�et, C�1 s'obtient de fa�on �evidente, et le r�esultat est le produit tensoriel d'unefontion �a d�eroissane rapide par une distribution �a support pontuel. Pour obtenir �C2 ����1,on remarque que : F �C2 ��� = (p+ iM�)2 + �2 + �2 + �2= p21�M2 +��0 + ip Mp1�M2�2 + �2 + �2;ave �0 = �p1�M2, et on applique la formule de l'isomorphie :F (S Æ J) = 1jdetJ jF (S) Æ (J�)�1 ;puis la formule du retard pour se ramener �a la solution deK2 �� = Æ;ave K = pp1�M2 : De plus, Go 2 L1lo et est �a d�eroissane rapide, ar pour Re (p) > 0 et pourM < 1; on a : �Mxp1�M2 +r x21�M2 + y2 + z2 ! +1omme j (x; y; z) j quand j (x; y; z) j ! +1: Pour onlure, il suÆt de remarquer que S 0 �R3�4 estun module sur l'alg�ebre unif�ere O0.Remarques 3.1.1 Cette proposition est �etablie pour Re (p) > 0, et le passage �a la limite quandRe (p)! 0 exige plus quand au omportement de F �a l'in�ni.Si F 2 L2 �R3�4 \ E 0 �R3�4 ;�i!+" est L2 et poss�ede une limite dans L2lo quand " ! 0. Enfait, quand l'�eoulement porteur est �a oeÆients onstants uniquement �a l'ext�erieur d'un ompat,et/ou lorsque (3.1) est aompagn�e de onditions aux limites, on ne sait en g�en�eral pas si ettelimite existe (voir le sous-hapitre 2.6.1). Toutefois, si l'on d�esigne par A+ B une perturbation deA (des oeÆients variables sur une omposante par exemple), on est onduit �a supposer quep�+ (A+ B)� = F1S 0 d�esigne l'espae des distributions temp�er�ees, et O0 l'espae des distributions �a d�eroissane rapide.



3.1 Etude d'une formulation "PML" des �equations tridimensionnelles �a oeÆientsonstants 71a une solution unique L2 admettant une limite �0 quand "! 0 telle que B�0 soit dans L2 �R3�4 \E 0 �R3�4, et alors �0 sera aussi solution de(i! + ") � +A� = F �B�0:Bien entendu, dans tous les as, �i!+0 n'est pas �a d�eroissane rapide (elle v�eri�e tout au plus desonditions de radiations �a l'in�ni arat�eris�ees par une d�eroissane lente).Le "programme PML" le moins ambitieux peut alors se d�e�nir omme suit :Modi�er l'�equation (3.2) en l'�equation (3.4) suivante :pe�+ eAe� = eF ; (3.4)ave les hypoth�eses suivantes :1. Une solution e� est �a d�eroissane rapide pour tout eF �a support ompat, même pour p =i! + 0:2. Si supp eF � �, ave eF = F , alors e�j� = �j�. Cette hypoth�ese permettra par la suite deperturber les "PML" par l'�eriture de onditions aux limites.3. Le omportement asymptotique (quand j (x; y; z) j ! +1) de e� est "ind�ependant" de p.Autrement dit, e� est major�ee par une fontion �a d�eroissane rapide �a l'in�ni ind�ependantede p.Depuis ([16℄, [20℄, [24℄, [48℄, [54℄), la tradution des id�ees de B�erenger onsiste �a obtenir (3.4) enomplexi�ant R3 en dehors de � et obtenir une solution fondamentale de (3.4) en utilisant le faitque la solution fondamentale du syst�eme de d�epart admet un prolongement analytique sur C 3=f0g(e qui provient de l'elliptiit�e du d�eterminant du symbole). Dans notre as, si OC = �C2 ���est elliptique (ave M < 1), e n'est pas le as de l'op�erateur de onvetion C qui n'est quepartiellement elliptique en x ([36℄, hapitre 4, paragraphe 1). Cei n'est pas un obstale s�erieux,ar on peut interpr�eter (3.4) en munissant R3 d'une struture de vari�et�e r�eelle pseudo-riemanienne�a �br�e tangent et otangent omplexe. Dans le as de PML art�esiennes (� est un pav�e), ei peutêtre r�ealis�e tr�es failement en se donnant a priori une immersion de ette vari�et�e dans C 3 , parexemple de la fa�on suivante :8<: eu = eu (u) = u+ 1p Z u0 �u (�) d�; u = (x; y; z)�u 2 C1 (R) ;ave �u (�) � 0, roissante sur R+ , d�eroissante sur R� et nulle sur ℄�u0; u0[. Pour d�emontrerl'hypoth�ese 3 i-dessus, nous ferons en outre l'hypoth�ese (et ei pour failiter ertaines majora-tions) que �u (�) tend lentement vers l'in�ni quand j�j ! +1 (au plus omme j�j�; � > 1). Alors(ex (x) ; ey (y) ; ez (z)) sont les points ourants d'une vari�et�e M , loalement onfondue ave � (muniede la struture de sous-vari�et�e induite par R3 Eulidien), de �br�e tangent engendr�e par les �eu etotangent engendr�e par les deu.Sur M , il existe une pseudo-m�etrique (isomorphisme entre le �br�e tangent et otangent) donn�eepar : guv =X! �e!�u �e!�v = ÆuvS�1u S�1v ;ave Su = �1 + � (u)p �. guv est diagonale don sym�etrique inversible, et son d�eterminant g a uneraine globalement d�e�nie pg = (SxSySz)�1 :



72 CPML pour l'a�eroaoustiqueCela suÆt pour d�e�nir sur M un alul di��erentiel et tensoriel tr�es analogue �a elui d�e�ni sur lesvari�et�es Riemaniennes [51℄ : produits ext�erieurs et int�erieurs de tenseurs ou de formes, transform�eede Hodge, expression o et ontra variantes, : : :On est amen�e �a d�e�nir (3.4) de la fa�on suivante :D�e�nition 2 On appelle syst�eme PML art�esien assoi�e �a (3.2), le syst�eme d�e�ni sur M par :pe�+ eAe� = eF ; (3.5)o�u eA est obtenu en rempla�ant �u par �eu dans A, et eF est �a support ompat (de formeF (ex (x) ; ey (y) ; ez (z)) o�u l'appliation (x; y; z)! eF est L2 et �a support ompat dans R3).A�n de remplir les onditions 1,2,3 du "programme PML" d�e�ni i-dessus, nous allons exhiberune solution fondamentale �a droite r�eguli�ere de e syst�eme. Pour e faire, int�eressons nous toutd'abord aux noyaux des op�erateurs eC et gOC obtenus �a partir de C et OC en rempla�ant �u par �euo�u u = (x; y; z).Proposition 3.1.2 Les op�erateurs eC et gOC admettent des noyaux fondamentaux sym�etriques �adroite r�eguliers, ave respetivement :G eCe�e' = 1M Z Y �x� x0� e� pM �ex� ex0�dex0'�ex0 ; ey; ez� :
GgOCe�e' = 14�p1�M2 Z e� pp1�M20��M�ex�fx0�p1�M2 +er1Aer e'dex ^ dey ^ dez;o�u er =vuut�ex� ex0�21�M2 + �ey � ey0�2 + �ez � ez0�2 (la raine �etant d�e�nie par sa d�etermination en partier�eelle positive).Preuve.{ GgOC est obtenu par prolongement analytique �a C 3=f0g (OC est elliptique pour M < 1). Onmontre que GgOCe� est un noyau fondamental r�egulier (et même tr�es r�egulier puisque C1 saufsur la diagonale X 0 = X) de gOC de fa�on tout �a fait analogue �a e qui est fait pour p2 ��dans ([24℄, [20℄). gOC est au moins hypoelliptique ...{ Soit � = G eCe�e' = 1M e� pM ex Z x�1 e pM ex0Sx �x0�'�ex0 ; ey; ez� dex0 :On a M�ex� = �p�+ ' don eC ÆG eCe�e' = e' et � est �evidemment C1.A e stade, on peut prolonger G eCe� et GgOCe� sur E 0 , mais ave des valeurs dans D0 , e qui nepermet pas de les omposer, ni de d�eterminer le omportement �a l'in�ni. Il faut pour ela examinerplus en d�etail le omportement des solutions obtenues par G eCe� et GgOCe� pour lesquels on a en faitle r�esultat suivant :Proposition 3.1.3 8p ave Re (p) � 0, si f 2 L2lo (�) et est �a support ompat, alors G eCe� �GgOCe�f�est la somme d'une fontion L2 �a support ompat et d'une fontion C1 �a d�eroissane rapideind�ependante de p (major�e �a l'in�ni par une fontion �a d�eroissane rapide ind�ependante de p).



3.1 Etude d'une formulation "PML" des �equations tridimensionnelles �a oeÆientsonstants 73Preuve. Le noyau de Shwartz GgOC � eX � fX 0�Sx �x0�Sy �y0�Sz �z0� dans D0 �R3��D0 �R3�est C1 sauf sur la diagonale, et par ons�equent �� eX� = GgOCe�f est C1 sauf sur le support def . Comme GgOC �eU� est L2lo en U , �� eX� est la somme d'une fontion �s L2 dans un ouvertquelonque autour du support de f et d'une fontion �r C1 (ave supp�r \ suppf = ;).De plus, omme pour juj ! +1, l'hypoth�ese de roissane lente de � (�) aÆrme que1u Z u0 � (�) d� !1;per se omporte omme :vuut�R xx0 �x (�) d��21�M2 +�Z yy0 �y (�) d��2 +�Z zz0 �z (�) d��2;ave Re�1p� � 0:Comme M < 1 et que �x0 ; y0 ; z0� reste dans le support born�e de R3 , il vient que dansGgOC �X �X 0�, le omportement �a l'in�ni dek � eX� = � pp1�M2 0��M �ex� ex0�p1�M2 + er1Aest �equivalent �a elui de � supu2fx;y;zg�jZ u0 � (�) d�j� ;et don que �� eX� est �a d�eroissane rapide (et e même si Re (p) = 0).Remarque 3.1.2 Pour (y; z) �x�es, k � eX� est �equivalent �a � 11�M jZ xx0 � (�) d�j pour x ! �1.On aura don int�erêt �a prendre �x (�) et �x (��) di��erents, et de fait en rapport 1 +M1�M pour"sym�etriser" la d�eroissane en x > 0 et x < 0. En fait, puisque e qui nous importe est le "retour"dû �a la restrition du probl�eme �a un born�e, on hoisira �x("amont")= 1 +M1�M�x("aval") pour Massez prohe de 1. Cei am�eliore sensiblement les r�esultats num�eriques.On a don �� eX� = �s � eX� +�r � eX� �a d�eroissane rapide et C1 en dehors d'un ompatet : G eCe��� eX� = 1M Zx>x0 e� pM �ex� ex0�Sx �x0���ex0 ; ey; ez� dx0 : (3.6)En fait, (3.6) est major�ee par :1M Z Y �x� x0� e�Re(p)M �x�x0�� 1M R xx0 �(�)d�jSx �x0� jj��ex0 ; ey; ez� jdx0 :



74 CPML pour l'a�eroaoustiqueComme � (�) est roissante et stritement positive, on a Z xx0 � (�) d� > Z x�x00 � (�) d�; et ommeseul le as x > x0 est �a prendre en ompte dans l'int�egrande de (3.6), on a enore :G eCe��(ex) < K (x) � Sx (x) � (x; ey; ez) ;ave K (x) = Y (x) e�Re(p)M x� 1M R x0 �(�)d�;o�u Y (x) e� 1M R x0 �(�)d� est �a d�eroissane rapide en x. La stabilit�e des distributions �a d�eroissanerapide par onvolution implique la d�eroissane rapide (ind�ependante de p) de G eCe��� eX� qui estde plus C1 �a l'ext�erieur d'un ouvert quelonque autour du support de f .On est alors en mesure d'�enoner le r�esultat suivant :Th�eor�eme 3.1.1 Pour Re (p) � 0, le syst�eme (3.5) admet une solution e�, C1 en dehors d'unompat de R3 , et �a d�eroissane rapide.Si le seond membre de (3.5) est �a support dans �, on a :e�j� = �j�;o�u � est la solution de (3.2) (obtenue par absorption limite quand Re (p) = 0).On a : e� = hgCofi �I4G eCe�GgOCe�F � ; (3.7)o�u hgCofi est obtenu en rempla�ant �u par �eu dans [Cof ℄.Preuve. En e�et, �pI4+ eA� hgCofi = I4gOC Æ eC;et il suÆt d'appliquer ligne �a ligne les propositions pr�e�edentes, et on a par onstrution e�j� = �j�:Remarques 3.1.3 1. Nous n'avons pas prouv�e l'uniit�e de la solution de (3.5), ni que eprobl�eme est bien pos�e au sens de la ontinuit�e par rapport aux donn�ees.2. De plus, (3.5) doit être pratiquement pos�e sur un born�e (ave des onditions aux limitesad�equates : : :) et son "rel�evement" en temps doit être e�etu�e.3. Si M = 0, les questions soulev�ees par les deux pr�e�edentes remarques re�oivent une r�eponse �atravers un hangement d'inonnues onduisant �a une formulation dispersive ([24℄, [48℄, [58℄).On peut se ramener au as M = 0 en e�etuant sur (3.1) le hangement de variable espae-temps x0 = x+Mt, mais les probl�emes "harmoniques" assoi�es n'ont pas une relation laireave (3.2). Cette tehnique a �et�e utilis�ee par [58℄, et nous omparerons plus loin les solutionsobtenues ave elles obtenues par un rel�evement diret de (3.5).4. L'"op�eration" e� peut être interpr�et�ee omme une onvolution de ourants sur M , et on pourraitesp�erer obtenir l'uniit�e en �etendant la struture alg�ebrique de la proposition 3.1.1 �a esonvolutions pour d�eduire l'uniit�e de l'existene.3.2 Etude du arat�ere bien pos�e du probl�eme temporel3.2.1 Un premier mod�ele PMLNous pr�esentons dans e paragraphe la formulation "PML" dispersive d�evelopp�ee notammentdans les travaux de ([24℄, [58℄).



3.2.1 Un premier mod�ele PML 75I Cas sans onvetion L'�etude men�ee dans le paragraphe pr�e�edent (as sans onvetion)onduit �a un nouveau probl�eme harmonique dont la restrition de la solution �a 
 est �egalementsolution du probl�eme harmonique initial. Ce nouveau probl�eme, que nous onsid�ererons maintenantdans le as d'un domaine spatial �a 2 dimensions :i! e'+0BBBBB� 0 0 �xSx0 0 �ySy�xSx �ySy 0
1CCCCCA e' = f ; (3.8)n�eessite d'être formul�e di��eremment a�n d'�etablir le arat�ere bien pos�e du probl�eme temporelqui lui est assoi�e.On note tout d'abord que (3.8) se met sous la forme :(i!I3 + 1SxA1�x + 1SyA2�y)e' = f ; (3.9)ave A1 = 0� 0 0 10 0 01 0 0 1A et A2 = 0� 0 0 00 0 10 1 0 1A :On peut alors se ramener �a l'op�erateur spatial initial d�e�ni par A1�x+A2�y par le th�eor�eme suivant([58℄) :Th�eor�eme 3.2.1 Il existe deux op�erateurs inversibles M et N , tels que :1SxA1�x + 1SyA2�y =M(A1�x +A2�y)N;et qui de plus v�eri�ent : A1�xM +A2�yN = 0et lim�x;�y!0N = I3:Le ouple d'op�erateurs (M;N) n'�etant pas unique, on hoisit M et N diagonaux :M = 0� Sx 0 00 Sy 00 0 1 1A et N = 0BBBBB� 1Sx 0 00 1Sy 00 0 1SySx

1CCCCCA :D'apr�es le th�eor�eme pr�e�edent, l'�equation (3.9) s'�erit don :i!e'+M(A1�x +A2�y)N e' = f ;qui, en posant ee' = N e', et en multipliant l'�egalit�e par M�1; devient :i!M�1N�1ee'+ (A1�x +A2�y)ee' =M�1f : (3.10)



76 CPML pour l'a�eroaoustiqueRemarques 3.2.1 Sur 
, on a Sx = Sy = 1 et don M�1 = I3. De plus, f est �a support ompatdans 
: Par ons�equent, on pourra mettre indi��eremment f ou M�1f omme seond membre del'�equation.On d�eompose alors i!M�1N�1 de la mani�ere suivante :i!M�1N�1 = i!I3 + C +RU!;ave C = 0� �x � �y 0 00 �y � �x 00 0 �x + �y 1A ; R = 0� �y(�y � �x) 0 00 �x(�x � �y) 00 0 �x�y 1Aet U! = 0BBBBB� 1i! + �y 0 00 1i! + �x 00 0 1i!
1CCCCCA :Le syst�eme (3.10) s'�erit alors :i!ee'+ Cee'+RU!ee'+ (A1�x +A2�y)ee' = f ;e qui, apr�es transformation de Fourier inverse (en temps), donne :�tee'+ Cee'+RK �t ee'+ (A1�x +A2�y)ee' = f;ave K = F�1t (U!) = 0� e��yt 0 00 e��xt 00 0 1 1A :En posant T = K �t ee'; on obtient alors :�tee'+ Cee'+RT + (A1�x +A2�y)ee' = f:De plus, apr�es transformation de Fourier (en temps) de l'�egalit�e T = K �t ee', on a :T = U!ee', 0� i! + �y 0 00 i! + �x 00 0 i! 1AT = ee', i!T+0� �y 0 00 �x 00 0 1 1AT = ee';e qui, en revenant au domaine temporel, am�ene �a l'�equation en T :�tT +0� �y 0 00 �x 00 0 0 1AT = ee':



3.2.1 Un premier mod�ele PML 77On aboutit �nalement au syst�eme oupl�e suivant :( �tee'+Ai�iee'+ Cee'+RT = f�tT +DT = ee'; (3.11)o�u D = 0� �y 0 00 �x 00 0 0 1A ; qui peut �egalement se mettre sous la forme d'un syst�eme de Friedrihs :�t�+� C R�I3 D ��+� A1�x +A2�y 00 0 �� = � f0 � ;ave � = � ee'T � :Le probl�eme temporel �etant mis sous ette forme, on a alors le th�eor�eme d'existene suivant ([58℄) :Th�eor�eme 3.2.2 Le mod�ele (3.11) est un mod�ele PML pour les �equations d'Euler lin�earis�ees. Deplus, le probl�eme de Cauhy assoi�e �a e mod�ele est fortement bien pos�e, la solution �etant de mêmer�egularit�e que les donn�ees.I Cas ave onvetion On s'int�eresse d�esormais au as o�u U0 6= 0, as dans lequel le probl�emetemporel que l'on onsid�ere est le suivant :�t e'+A1�x e'+A2�y e' = f; (3.12)ave A1 = U10 I3 +0� 0 0 10 0 01 0 0 1A et A2 = U20 I3 +0� 0 0 00 0 10 1 0 1A :Le th�eor�eme 3.2.1 n'�etant alors plus valable, on ne peut pas appliquer ii la même d�emarhe quepr�e�edemment. Cependant, en e�etuant le hangement de variables :� �(t) = x+ U10 t�(t) = y + U20 t;et en posant f'� = e'(�!� ; t); ave �!� = (�; �) et e' solution de (3.12), on montre que f'� v�eri�el'�equation : �tf'� +A1�xf'� +A2�yf'� = f:Ce probl�eme ressemble de par sa struture aux �equations onsid�er�ees pr�e�edemment. Cependant,elui-i fait intervenir des d�eriv�ees en �x et �y alors que les fontions sont en (�; �): Il n'y adon a priori auune raison pour que le mod�ele PML pr�e�edent puisse s'appliquer ii. De plus,les trois variables de '� d�ependent du temps, et une transformation de Laplae en temps d'unetelle fontion, point de d�epart de la d�emarhe utilis�ee pour �etablir la d�eroissane du noyau deGreen, ne permet pas d'utiliser les r�esultas obtenus pr�e�edemment. Dans la th�ese [58℄, le syst�eme(3.11) a tout de même �et�e utilis�e tel quel sur '� ; ei suppose qu'une transformation de Laplae"partielle en temps" (par rapport �a la troisi�eme variable en fait) et non une transformation deLaplae totale en temps a �et�e faite. On ne peut don onlure quant �a la d�eroissane exponentielleque par rapport aux variables � et � (sur '�) qui d�ependent du temps, et l'on n'a pas de moyend'�etablir un lien entre la solution reherh�ee ' et '�, 'est-�a-dire entre faire une transformationde Laplae en temps ou partielle en temps. On ne peut don pas, pour le moment du moins,justi�er l'utilisation de e mod�ele PML pour un �eoulement porteur onvet�e et, bien que ertainessimulations semblent onluantes, on verra lors des r�esultats num�eriques que d'autres mettent en�evidene ertains probl�emes.



78 CPML pour l'a�eroaoustique3.2.2 Un seond mod�ele PML : les CPMLAve le mod�ele PML pr�e�edent, on a vu que le as d'un �eoulement porteur ave onvetionposait probl�eme autant du point de vue th�eorique que num�erique. On se propose don maintenantd'utiliser un autre mod�ele PML : les CPML, dont la pertinene quant au as ave onvetion estparfaitement justi��ee ontrairement au premier mod�ele, sous hypoth�ese toutefois du arat�ere bienpos�e du probl�eme CPML au sens de la ontinuit�e par rapport aux donn�ees, r�esultat qui n'a toujourspas �et�e d�emontr�e.L'�etude men�ee pr�e�edemment nous am�ene �a onsid�erer l'�equation :�t e'+A1�ex e'+A2�ey e'+B e' = f; (3.13)ave �ex = ( �t�t + �x ) �x et �ey = ( �t�t + �y ) �y : Or, on montre que :�t�t + � = (Æ � � e��t) �t :Par ons�equent, (3.13) s'�erit �egalement :�t e'+A1�x e'+A2�y e'+B e'� �xA1 e��xt �t �x e'� �y A2 e��yt �t �y e' = f:En posant � S = A1 e��xt �t �x e'T = A2 e��yt �t �y e';et en pro�edant de la même mani�ere que pour le mod�ele pr�e�edent, on aboutit au syst�eme oupl�esuivant : 8<: �t e'+A1�x e'+A2�y e'+B e'� �x S � �y T = f�tS + �x S = A1�x e'�tT + �y T = A2�y e';qui peut �egalement s'�erire :�t	+0� A1�x +A2�y +B ��x ��y�A1�x �x 0�A2�y 0 �y 1A	 = 0� f00 1A ; (3.14)ave 	 = � e'; S; T �T :On a don un syst�eme permettant une d�eroissane exponentielle de la solution valable autant pourle as sans onvetion qu'ave onvetion, ontrairement au premier mod�ele qui ne se justi�ait quepour des probl�emes d'aoustique pure.Conernant l'�etude du arat�ere bien pos�e de e syst�eme, on distingue deux as :I Cas sans onvetion U0 = 0 : (3.14) est un syst�eme de Friedrihs et l'on peut montrer qu'il estpar ons�equent bien pos�e.I Cas ave onvetion U0 6= 0 : (3.14) n'est pas un syst�eme de Friedrihs puisque les matries nesont pas sym�etriques. Il est don plus diÆile de savoir si le probl�eme est bien pos�e.On sait qu'une ondition n�eessaire et suÆsante pour qu'un syst�eme de la forme :� �tu+ Cj�ju+Du = gu(0; x) = u0(x)



3.3 Approximation des mod�eles PML 79soit bien pos�e est donn�ee par le rit�ere de Hadamard-Petrowsky suivant :jRe(�(�))j major�ee 8�;o�u �(�) valeur propre de l'op�erateur i Cj�j +D et �j variables duales des xj :Cette ondition n'a, dans le adre des CPML ave onvetion, toujours pas �et�e v�eri��ee. Cepen-dant, une ondition n�eessaire �a la forte hyperboliit�e du probl�eme (don �a son arat�ere bien pos�e8D) est que Cj�j soit diagonalisable et �a valeurs propres r�eelles. Cette ondition a quant �a elle �et�ev�eri��ee ; il n'est don pas possible pour le moment de onlure quant au arat�ere bien pos�e duprobl�eme au sens de la ontinuit�e par rapport aux donn�ees, mais non plus quant �a son arat�eremal pos�e. Les simulations sont quant �a elles tr�es bonnes et n'ont pour le moment pas �et�e mises end�efaut.3.3 Approximation des mod�eles PML3.3.1 Sh�ema d'approximation pour le premier mod�ele PMLLe syst�eme (3.11) �etant bien pos�e, on en herhe maintenant une approximation. Contrairementau as de onditions aux limites absorbantes, il nous faut ii onsid�erer un ouple d'�equations,haune �etant approh�ees par un sh�ema num�erique onvergent et stable. Cependant, la stabilit�ede haun des deux sh�emas ne permet pas de onlure quant �a elle de leur ouplage. C'est pourquoion pr�ef�erera utiliser, lorsque ela n'est pas trop ontraignant, la formulation impliite des sh�emas,beauoup plus stable que l'expliite.La premi�ere �equation de (3.11) �etant, de par sa struture, similaire �a l'�equation prinipale dusyst�eme (1.22) dont on a approh�e la solution pr�e�edemment, elle sera disr�etis�ee de la mêmemani�ere par une m�ethode aux volumes �nis. On aura �nalement dans le as sans onvetion, lesh�ema suivant :8e = 1::N , 8k,'ke = 'k�1e ��t(Ce'k�1e � fk�1e +ReT ke )� �t�y [(�A2b)�('k�1b;e � 'k�1e ) + (A2h)�('k�1h;e � 'k�1e )℄� �t�x h(A1d)�('k�1d;e � 'k�1e ) + (�A1g)�('k�1g;e � 'k�1e )i� �t�x�ymes(�
 \ �!e)�Me'k�1e � fk�1e �Remarques 3.3.1 Par soui de lisibilit�e, on note 'ke , au lieu de ee'ke ; la valeur de ee' sur qke :Remarques 3.3.2 Le sh�ema donn�e ii est ompl�etement expliite. Cependant, on peut passer leterme Ce'k�1e en impliite, le sh�ema d'approximation �etant alors de la forme :8e = 1::N , 8k,'ke = (I3 +�tCe)�1('k�1e ��t(ReT ke � fk�1e )� �t�y [::℄� �t�x [::℄ � �t�x�y (::)):



80 CPML pour l'a�eroaoustiquePour approher la seonde �equation, qui est une �equation di��erentielle temporelle en T , onutilisera une m�ethode d'Euler impliite. A haque pas de temps, on alulera ainsi T ke grâe aush�ema suivant : 8e = 1::N , 8k,T ke = (I3 +�tDe)�1(T k�1e +�t'k�1e ):On obtient don le sh�ema num�erique oupl�e suivant :8e = 1::N , 8k,I T ke = (I3 +�tDe)�1(T k�1e +�t'k�1e )I 'ke = 'k�1e ��t(Ce'k�1e � fk�1e +ReT ke )� �t�y h(�A2b)�('k�1b;e � 'k�1e ) + (A2h)�('k�1h;e � 'k�1e )i� �t�x h(A1d)�('k�1d;e � 'k�1e ) + (�A1g)�('k�1g;e � 'k�1e )i� �t�x�ymes(�
 \ �!e)�Me'k�1e � fk�1e � :Remarques 3.3.3 Dans le as d'une simulation de propagation de perturbations a�eroaoustiquesdans un ylindre in�ni, il faut se ramener au as 1D. Dans e as l�a, on a �y = 0; et donR = 0� 0 0 00 �2x 00 0 0 1A : Seule la seonde omposante T2 de T nous int�eresse alors ; D �etant diagonale,il suÆt de onsid�erer l'�equation salaire en T2:3.3.2 Sh�ema d'approximation pour les CPMLOn pro�ede de la même mani�ere pour disr�etiser le syst�eme (3.14). On aboutit alors au sh�emad'approximation :8e = 1::N , 8k,I Ske = ��t �x;e Sk�1e + �t�x h(A1d)�('k�1d;e � 'k�1e ) + (�A1g)�('k�1g;e � 'k�1e )i+ Sk�1eI T ke = ��t �y;e T k�1e + �t�y h(�A2b)�('k�1b;e � 'k�1e ) + (A2h)�('k�1h;e � 'k�1e )i+ T k�1eI 'ke = 'k�1e ��t(Be'k�1e � fk�1e � �x;eSke � �y;eT ke )� �t�y h(�A2b)�('k�1b;e � 'k�1e ) + (A2h)�('k�1h;e � 'k�1e )i� �t�x h(A1d)�('k�1d;e � 'k�1e ) + (�A1g)�('k�1g;e � 'k�1e )i� �t�x�ymes(�
 \ �!e)�Me'k�1e � fk�1e � :Ii enore, le as du guide d'ondes se traite en onsid�erant �y = 0, la variable T n'intervenant alorsplus dans les aluls.



3.4 Validation num�erique du mod�ele CPML pour l'a�eroaoustique 813.4 Validation num�erique du mod�ele CPML pour l'a�eroaoustiqueOn donne dans e paragraphe un ensemble de r�esultats num�eriques obtenus ave les di��erentstypes de PML, le premier mod�ele PML ompar�e ave le mod�ele CPML.3.4.1 Couhes PML suivant la diretion x, r�esolution volumes �nis dans le do-maineLe domaine est retangulaire, de dimension 3 longueurs d'ondes en longueur et 1 longueurd'onde en largeur. La �el�erit�e du milieu 0 est adimensionn�ee �a 1. Pour toutes les simulations, ona pris 15 ouhes de PML ('est-�a-dire l'�equivalent de 15 �el�ements de maillage). Les pro�ls de lavariable u ne seront pas repr�esent�es, ar ils sont de même nature que eux de la variable �.Dans un premier temps, le domaine 
 est maill�e ave un maillage art�esien, et la m�ethoded'approximation de r�esolution du probl�eme (1.22) est une m�ethode volumes �nis en espae et Eulerexpliite en temps. La soure de perturbation est une pyramide en espae, tensoriel un sinus defr�equene 1 Hz en temps. La r�esolution des variables est dans un premier temps �a valeurs r�eelles.La �gure 3.2 montre le r�esultat de la simulation ave le premier mod�ele PML, dans le asd'un �eoulement porteur sans onvetion (aoustique pure), et les parois vertiales gauhe-droitesont trait�ees par une ondition de glissement (� = 1). Lorsque des ondes sortantes atteignent undes bords horizontaux (en x), la ouhe PML est visible sous forme d'une �etroite bande danslaquelle \l'extintion" exponentielle est mat�erialis�ee par une ouleur uniforme, orrespondant �a desvaleurs prohes de 0. Dans tous les as, l'absene de r�eexion on�rme num�eriquement la validit�ede l'approhe. Les pro�ls de u et v sont eux aussi orrets et ne pr�esentent pas d'anomalies. Lesr�esultats ave CPML ne sont pas repr�esent�es ar similaires.La �gure 3.3 repr�esente un tra�e de � sur l'axe du guide d'ondes dans la ouhe PML �a 6 tempsprohes su�edant l'arriv�ee du front d'onde. La d�eroissane exponentielle y est lairement visible.Les �gures (3.4, 3.5) repr�esentent l'�evolution de � et v dans le as d'une onvetion onstanteave le premier mod�ele PML. On onstate que même si le pro�l de � semble orret, le pro�l dev est quant �a lui plus \douteux" : la d�eroissane exponentielle dans la ouhe PML est beauoupmoins laire et l'on onstate même dans la ouhe l'apparition de perturbations. Nos m�e�anes �al'�egard de la validit�e du premier mod�ele PML s'illustrent sur es r�esultats num�eriques (�a savoir quele premier mod�ele PML n'a auune justi�ation th�eorique dans le adre d'un �eoulement porteurave onvetion). Les onlusions sont analogues pour un �eoulement isaill�e.Ces mêmes simulations e�etu�ees ave l'impl�ementation du mod�ele CPML (�gures 3.6 et 3.7)sont en revanhe tr�es satisfaisantes et ne pr�esentent pas les probl�emes d�eel�es ave le premier mod�elede PML : la ouhe PML y est nettement visible et les perturbations sont rapidement att�enu�eesomme le n�eessite la th�eorie (les r�esultats sont �egalement satisfaisants pour un �eoulement porteurisaill�e).3.4.2 Couhes PML suivant les diretions x; y, r�esolution volumes �nis dans ledomaineCes remarques restent valables lorsque l'on onsid�ere des PML bidimensionnelles. Toutes lessimulations 2D sont faites sur un arr�e de ot�e 1 longueur d'ondes entour�e d'une ouhe de PMLde 15 �el�ements, la soure �etant de fr�equene 2 Hz. On peut voir sur les �gures (3.8, 3.9), les pro�lsde � et v pour un �eoulement porteur sans onvetion ave le premier mod�ele de PML. Ii enore,



82 CPML pour l'a�eroaoustiqueles simulations sont bonnes et ne pr�esentent pas d'anomalies. Remarquons que l'on peut voir surle pro�l de v de petites illuminations dans la ouhe PML : 'est un ph�enom�ene d'instabilit�es bienonnu qui n'a auune inuene sur la solution dans le domaine, puisque les instabilit�es sont de typeroissane polynômiale alors que la d�eroissane de la solution est exponentielle dans la ouhe PML.Ce ph�enom�ene �etait d�ej�a visible sur le pro�l de v en on�guration PML monodimensionnelle. Lesmêmes simulations ave le mod�ele CPML, �gures (3.10, 3.11) donnent des r�esultats sensiblementplus satisfaisants : le ph�enom�ene d'illumination sur v n'est pas visible (il en est de même en PMLmonodimensionnelle).Les �gures (3.12, 3.13) repr�esentent les r�esultats obtenus d'une simulation pour un �eoulementporteur �a onvetion onstante, ave le premier mod�ele PML. On onstate, omme pour les si-mulations PML monodimensionnelles, d'importants \d�efauts" en v dans la ouhe PML de droite(dans le sens de la onvetion en fait), orrig�es sur les �gures (3.14, 3.15), qui repr�esentent la mêmesimulation ave le mod�ele CPML.Les �gures (3.16, 3.17, 3.18, 3.19) illustrent respetivement, pour une soure g�en�erant du ro-tationnel (une soure pyramidale en u ette fois), l'�evolution de u et v ave le premier mod�elePML et ave le mod�ele CPML. On voit enore que les simulations ave CPML sont nettement plussatisfaisantes que elles obtenues ave le premier mod�ele PML.Remarque 3.4.1 Aussi bien pour les tests num�eriques monodimensionnels que bidimensionnels,La solution dans le domaine ne semble pas trop inuen�ee par les probl�emes renontr�es dans leszones PML impl�ement�ees ave le premier mod�ele. Cei est ertainement dû au fait que, �a l'int�erieurdes zones PML, les onditions aux limites non r�e�ehissantes d'ordre 1 sont impl�ement�ees sur lesfronti�eres. Par ons�equent, la majorit�e des perturbations num�eriques aus�ees par e mod�ele estabsorb�ee par e type de onditions aux limites. Pour quanti�er une inuene de es d�efauts sur lasolution dans le domaine, il faudrait que la ondition aux limites soit moins tol�erante a�n que l'eÆait�e des PML soit plus d�eterminante.3.4.3 Couhes PML bidimensionnelles, r�esolution Galerkine disontinue P1 dansle domaineOutre la omparaison entre les deux mod�eles de PML, il est n�eessaire de montrer que lesouhes PML sont plus pr�eises que les onditions aux limites non r�e�ehissantes �erites �a l'ordre 1pour simuler les propagations a�eroaoustiques en espae libre. On hoisit pour ela d'impl�ementerune interfae de r�esolution entre une m�ethode d'approximation type Galerkine disontinue P1 enespae et Runge-Kutta en temps dans le domaine 
 et une m�ethode d'approximation type volumes�nis en espae et Euler en temps dans les zones PML. Cette approhe peut sembler ontraignante,ar elle n�eessite de mailler s�epar�ement le domaine 
 en triangles destrutur�es et les zones PML enmaillages art�esiens. Cependant, en maillant les fronti�eres sortantes ave deux fois plus d'�el�ementsart�esiens pour les zones PML que pour le domaine 
 et en moyennant les \renontres" en tempstous les deux pas de temps pour ompenser les di��erenes de sh�emas temporels (Runge-Kuttad'ordre 2 pour du sh�ema Euler expliite), on assure la stabilit�e de la solution dans la zone PML.Par rapport �a l'avan�ee de notre �etude, 'est d'ailleurs la seule on�guration th�eorique qui nousl'assure. Une impl�ementation globale des ouhes PML dans le ode au travers d'approximationsidentiques entre les zones PML et le domaine de r�esolution 
 nous ferait perdre, pour le moment,ette propri�et�e.On utilise don une nouvelle fois la on�guration de anal bidimensionnel (2.4) trait�e ave desparois sup�erieures rigides, des soures modales amont (irrotationnelles) en exitation sur la paroi de



3.4.3 Couhes PML bidimensionnelles, r�esolution Galerkine disontinue P1 dans ledomaine 83droite et l'interation domaine/PML �evoqu�ee sur la paroi de gauhe (pour simuler l'espae libre),a�n de omparer la solution exate en espae libre ave d'une part, les r�esultats de ette simulation,et d'autre part les r�esultats obtenus en trâ�tant la paroi de gauhe par une ondition aux limitesnon r�e�ehissantes approh�ees. La �gure 3.20 repr�esente les pro�ls obtenus (en parties r�eelle etimaginaire) �etablis en un point (x0; y0) prohe de la soure, au ours d'un temps assez long pouravoir atteint le r�egime p�eriodique depuis plusieurs p�eriodes, pour une onvetion uniforme de Mah0.5 et pour des modes de seond ordre. D'une part, les limites de la validit�e des onditions nonr�e�ehissantes approh�ees sont nettement visibles (d�eja vus), et d'autre part les CPML sont valid�eesde part l'ad�equation onstante au ours du temps entre les ourbes bleues et vertes (obtenues aveles ouhes PML). Bien entendu, toutes les ourbes sont en phases ave la solution exate pour lemode transverse onstant (�gure 3.21).En�n, sur les �gures (3.22, 3.23), on trâ�te un domaine de alul plus r�ealiste pour une prised'air (ou une tuy�ere). Dans la prise d'air, les parois seront suppos�ees d'�epaisseur nulle a�n d'avoirun �eoulement porteur trivialement alulable. Le domaine de alul CPML est bien art�esien, lefait que l'on voit un maillage triangulaire est uniquement dû �a des exigenes de la repr�esentationde la solution dans e domaine). Le domaine 
 est de longueur 4 longueurs d'ondes et 2 longueursd'onde en largeur. Sur les �gures 3.24 est repr�esent�ee l'�evolution de la solution dans le domainede alul et dans les zones pml, pour une soure de bruit modale onstante (mode nul), et pourun �eoulement porteur nul. Toutes les propri�et�es attendues des ouhes PML (ii 10 ouhes sontimpl�ement�ees) sont lairement visibles, et ei est �egalement le as pour des �eoulements porteursave onvetion, uniforme ou non.



84 CPML pour l'a�eroaoustique

Fig. 3.2 { Pro�ls de � pour un �eoulement porteur sans onvetion ave onditions de glissementsur les bords vertiaux et ouhes PML sur les bords horizontaux.
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Fig. 3.3 { D�eroissane exponentielle de � dans la zone PML.
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Fig. 3.4 { Pro�ls de � pour un �eoulement porteur ave onvetion onstante, onditions de glis-sement sur les bords vertiaux et ouhes PML sur les bords horizontaux, obtenus ave le premiermod�ele PML.

Fig. 3.5 { Pro�ls de v pour un �eoulement porteur ave onvetion onstante, onditions de glis-sement sur les bords vertiaux et ouhes PML sur les bords horizontaux, obtenus ave le premiermod�ele PML.
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Fig. 3.6 { Pro�ls de � pour un �eoulement porteur ave onvetion onstante, onditions de glis-sement sur les bords vertiaux et ouhes PML sur les bords horizontaux, obtenus ave le mod�eleCPML.

Fig. 3.7 { Pro�ls de v pour un �eoulement porteur ave onvetion onstante, onditions de glis-sement sur les bords vertiaux et ouhes PML sur les bords horizontaux, obtenus ave le mod�eleCPML.
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Fig. 3.8 { Pro�ls de � pour un �eoulement porteur nul, et ouhes PML 2D, obtenus ave le premiermod�ele PML.

Fig. 3.9 { Pro�ls de v pour un �eoulement porteur nul, et ouhes PML 2D, obtenus ave le premiermod�ele PML.
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Fig. 3.10 { Pro�ls de � pour un �eoulement porteur nul, et ouhes PML 2D, obtenus ave lemod�ele CPML.

Fig. 3.11 { Pro�ls de v pour un �eoulement porteur nul, et ouhes PML 2D, obtenus ave lemod�ele CPML.
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Fig. 3.12 { Pro�ls de � pour un �eoulement �a onvetion onstante, et ouhes PML 2D, obtenusave le premier mod�ele PML.

Fig. 3.13 { Pro�ls de v pour un �eoulement �a onvetion onstante, et ouhes PML 2D, obtenusave le premier mod�ele PML.
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Fig. 3.14 { Pro�ls de � pour un �eoulement �a onvetion onstante, et ouhes PML 2D, obtenusave le mod�ele CPML.

Fig. 3.15 { Pro�ls de v pour un �eoulement �a onvetion onstante, et ouhes PML 2D, obtenusave le mod�ele CPML.
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Fig. 3.16 { Pro�ls de u pour un �eoulement �a onvetion onstante perturb�e par une soure rota-tionnelle, pour des ouhes PML 2D.

Fig. 3.17 { Pro�ls de v pour un �eoulement �a onvetion onstante perturb�e par une soure rota-tionnelle, pour des ouhes PML 2D.
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Fig. 3.18 { Pro�ls de u pour un �eoulement �a onvetion onstante perturb�e par une soure rota-tionnelle, pour des ouhes CPML 2D.

Fig. 3.19 { Pro�ls de v pour un �eoulement �a onvetion onstante perturb�e par une soure rota-tionnelle, pour des ouhes CPML 2D.
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Fig. 3.22 { Maillage de la zone PML bidimensionnelle pour une prise d'air r�ealiste.

Fig. 3.23 { Maillage du domaine de alul d'une prise d'air r�ealiste.
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Fig. 3.24 { Evolution de la partie r�eelle de � au ours du temps assez long pour obtenir le r�egimep�eriodique, dans une prise d'air r�ealiste.



96 CPML pour l'a�eroaoustique3.5 ConlusionDu point de vue des onditions �tives bornant le domaine de l'op�erateur spatial, les avantagesdes PML sur d'autres m�ethodes de onstrution de fronti�eres non r�e�ehissantes sont de plusieurstypes. D'une part, la nature intrins�equement exate des �equations obtenues garantit une parfaiteabsorption (aux erreurs de disr�etisation et de tronature du domaine pr�es) ind�ependamment dela fr�equene et de l'inidene de l'onde sortante. D'autre part, la formulation �etant du même typeque l'�equation dans le domaine prinipal, la mise en �uvre est simple et ompatible ave le sh�emade r�esolution retenu pour l'�equation onsid�er�ee. En�n, la d�eroissane exponentielle de la solutiondans le domaine PML autorise des approximations �eonomiques.Les simulations on�rment le fait que les CPML, qui sous hypoth�ese d'aboutir �a un probl�emebien pos�e ont une justi�ation math�ematique r�eelle, sont un mod�ele PML de hoix dans le adre desimulations ave ou sans onvetion. On a en e�et montr�e qu'elles �etaient bien plus pr�eises que desonditions aux limites non r�e�ehissantes approh�ees �a l'ordre 1, �a travers des omparaisons ave unesolution exate, et que les r�esultats num�eriques sur plusieurs as tests �etaient nettement en faveurdes CPML par rapport au premier mod�ele de PML, g�en�eralement utilis�e pour l'a�eroaoustique.Elles n'ont d'ailleurs pour le moment jamais �et�e mises en d�efaut num�eriquement.Il onviendrait toutefois, d'une part d'approfondir l'�etude math�ematique (uniit�e, ...) de fa�on�a pouvoir �etendre l'approximation Galerkine disontinue au domaine �tif ave le minimum de"risques", et d'autre part omme dans [24℄, d'�etendre la formulation CPML �a d'autres formes defronti�eres �tives.



Chapitre 4M�ethodologie de r�esolution desprobl�emes inverses ; Mod�ele demat�eriau poreuxRappelons le ontexte physique du probl�eme illustr�e sur la �gure 4.1 :
cΓ

Ω

Γ       sur la frontière 
Condition d’impédance

δΩ / Γnon réfléchissante sur
Condition de bord 

DOMAINE   

Γ

Observatoire
Obstacle

Frontière 

Os

Fig. 4.1 { Le domaine d'�etude.Soit 
 un domaine r�egulier de Rd entourant un obstale solide de fronti�ere �. On supposeque � est r�egulier par rapport �a l'�eoulement porteur, autrement dit (en reprenant les notationspr�e�edentes) : U i0ni = 0 sur�;o�u ~n d�esigne la normale unitaire sortante �a 
 sur �.On suppose de plus que �
 n � est C1, onnexe, s�epar�ee de � et r�egulier par rapport �al'�eoulement porteur. C'est-�a-dire que �
 n � est loalement s�epar�ee par une ourbe de r�egularit�e97



98 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxC1 (�
 n �)� = fx 2 �
 n � j U i0ni < 0g:Notre but est d'�etudier, dans e domaine arti�iellement born�e par des onditions aux limitesabsorbantes approh�ees �a l'ordre 1 ou par des ouhes PML, les propagations d'un �eoulementporteur subsonique r�egulier perturb�e �a un temps initial, a�n de pouvoir simuler en premi�ere ap-proximation et �a l'�ehelle des petites perturbations, l'inuene de la fronti�ere de l'obstale solidepar le onept d'imp�edane loale omplexe. Le premier hapitre a montr�e que dans la on�gurationde la �gure 4.1, ette mod�elisation aboutissait �a la r�esolution du probl�eme bien pos�e (1.22).Pour arat�eriser l'inuene de la fronti�ere de l'obstale solide, on se propose de r�esoudre deuxprobl�emes, l'un de ontrôle optimal et l'autre d'identi�ation :1. Contrôler les ph�enom�enes de propagation par les onditions aux limites de type imp�edaneloale omplexe, d�erites dans la setion (1.3.2) (plus pr�eis�ement de type r�eexion aoustiqueloale omplexe). Pour ela, on mod�elise a priori la fronti�ere de l'obstale et on hoisit unefontion oût d�ependant de es param�etres loaux qui d�e�nissent des onditions aux limitessur �. On �evalue alors ette fontion oût en fontion de es param�etres �a travers un algorithmed'optimisation ad�equat, � �etant alors un ouvert mesurable de � de mesure non nulle, o�ul'imp�edane omplexe sera variable.2. Identi�er les imp�edanes loales qui mod�elisent au mieux le omportement aoustique loalen fontion de donn�ees mesur�ees sur un observatoire, la fontion oût �etant alors d�e�nie parun �eart (en �energie) sur et observatoire entre les donn�ees mesur�ees et elles fournies par lemod�ele.Ces probl�emes sont des probl�emes inverses pour lesquels l'�equation d'�etat est une �equation auxd�eriv�ees partielles lin�eaire (l'�equation d'Euler lin�earis�ee barotrope) et o�u les variables de ontrôlede dimension in�nie (distribution loalis�ee spatialement sur �) jouent un rôle dans les onditionsaux limites �a adjoindre �a ette �equation d'�etat pour que le syst�eme omplet, le probl�eme diret(1.22), soit bien pos�e. Les probl�emes inverses sont don non lin�eaires. Ces probl�emes inverses sontg�en�eralement mal pos�es math�ematiquement (probl�eme d'existene et d'uniit�e d'une solution), etd�ependent fortement, en domaine born�e, de la g�eom�etrie du domaine dans lequel on souhaite lesr�esoudre. Dans un premier temps, nous allons bri�evement rappeler les diÆult�es inh�erentes �a lar�esolution de tels probl�emes inverses.Probl�ematique r�eurrente aux probl�emes inversesSoit L un op�erateur aux d�eriv�ees partielles (inluant les onditions aux limites) tel queL('; �) = 0; (4.1)o�u ' est l'inonnue du probl�eme, appel�e probl�eme diret, �a herher dans un espae V de dimensionin�nie. La variable � repr�esente soit la variable de ontrôle, soit les param�etres �a identi�er, ommedes onditions aux limites, des seonds membres ou plus g�en�eralement des param�etres fontionnelsdes �equations dans une vari�et�e de dimension in�nie.On suppose dans e ontexte qu'il existe un unique '(�) v�eri�ant (4.1) tel que :J(�) = ZOs f('(�));soit bien d�e�nie pour une fontion f donn�ee et un observatoire spatial Os.Les probl�emes de ontrôle optimal et d'identi�ation se posent alors toujours en es termes :



99{ Trouver un � tel que la valeur de J(�) soit la plus petite possible, pour une fontion fsigni�ative.{ Reherher le minimum de la fontionnelleJ(�) = ZOs j ' jOs (�)� 'd j2;o�u 'd repr�esente des mesures. Ce probl�eme est un probl�eme d'uniit�e.Dans es deux d�emarhes, le probl�eme math�ematique est �equivalent. Cependant, les diÆult�esmath�ematiques et struturelles que nous allons �enoner n'ont pas les mêmes ons�equenes sur lar�esolution de es deux probl�emes. En e�et, il est fr�equent dans e genre de probl�ematique quel'appliation � 7�! ' jOs (�)soit non lin�eaire, non surjetive, non injetive, et non biontinue. Pour les deux probl�emes nonlin�eaires �evoqu�es, l'uniit�e de la solution n'est don pas assur�ee. Si, pour le ontrôle passif, l'uni-it�e nous importe peu, ar seule la diminution de la fontionnelle objetif justi�e la r�esolution duprobl�eme, pour le probl�eme d'identi�ation, l'uniit�e de la solution est une n�eessit�e pour donnerun sens �a sa r�esolution. Or e probl�eme d'uniit�e est diÆile. Dans le ontexte appliatif qui motivee travail, même dans le as o�u le param�etre �a identi�er ne serait pas l'imp�edane (ou plus exa-tement la r�eexion aoustique loale �), mais le seond membre de la ondition d'imp�edane 1, iln�eessiterait des in�egalit�es d'observabilit�e pour �etablir la oerivit�e de la fontionnelle. Il faudraitg�en�eraliser les �etudes habituelles [46℄ aux onditions d'imp�edanes d'une part, et �a la g�eom�etriedu support des soures, de � et de l'observatoire d'autre part. De toute fa�on, notre probl�emed'identi�ation ou de ontrôle est non lin�eaire ...Admettons tout de même que le probl�eme d'identi�ation soit bien pos�e en uniit�e. L'appliation� 7�! ' jOs (�);n'est probablement pas biontinue, ar tr�es vraisemblablement ompl�etement ontinue par rapport�a �. Le probl�eme est alors quali��e de s�ev�erement mal pos�e et laisse pr�esager d'un mauvais ondition-nement roissant du probl�eme d'identi�ation �a mesure que l'on augmente le nombre de param�etres�a identi�er. Comme les deux probl�emes d'optimisation et d'identi�ation sont �equivalents, ette dif-�ult�e se retrouve dans le probl�eme de ontrôle optimal, g�en�eralement sous la forme de minimaextrêmement plats (valeurs du gradient faibles autour du mininum de la fontionnelle objetif).De plus, il n'est pas exlu que le probl�eme d'optimisation soit fortement non lin�eaire (au sens de[14℄), et ainsi qu'il existe des minima loaux d�e�ant un hoix d'algorithme d'optimisation a priorijudiieux.Ces diÆult�es, dont l'�enum�eration n'est pas exhaustive montrent que :1. Les probl�emes d'identi�ation et de ontrôle optimal sont struturellement et tehniquementli�es.2. Outre une justi�ation a posteriori en liaison ave les r�esultats obtenus, une justi�ation apriori (même qualitative) de la r�esolution du probl�eme de ontrôle optimal est souhaitableavant la mise en plae d'une m�ethodologie sueptible de r�esoudre es probl�emes.C'est e que l'on se propose de faire �a travers une �etude d'un as monodimensionnel en aoustiquepure. Nous allons montrer, que pour une soure pontuelle pla�ee �a une ertaine distane d'unobstale, la ondition d'imp�edane parfaitement transparente pour les ondes normales n'est pasoptimale si l'on souhaite minimiser l'�energie eÆae �evalu�ee sur un observatoire spatial situ�e en1Le probl�eme d'identi�ation est dans e as lin�eaire.



100 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxaval de la soure. Ce r�esultat peu intuitif est fortement li�e au arat�ere monodimensionnel, maison peut l�egitimement se demander si e n'est pas le as en bidimensionnel puisque le traitementabsorbant loalis�e d'un mat�eriau se arat�erise par des onditions d'imp�edanes normales �a lafronti�ere de e mat�eriau.4.1 Etude d'un as monodimensionnelSur la �gure 4.2, la variable de ontrôle est le omplexe � (ave Re(�) � 0) port�e sur la limitespatiale x = 0. Une soure pontuelle est pla�ee en x = a (f = AÆa
ei!t) et la ondition initiale estnulle. La solution instationnaire est observ�ee sur le domaine spatial v�eri�ant x = a+ aobs; aobs > 0.
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aFig. 4.2 { Exemple monodimensionnelComme le sugg�ere les arat�eristiques �+u et ��u, le temps d'observation tobs doit être sup�erieur�a 2a+aobs a�n de remplir les onditions d'observabilit�e g�eom�etrique. De plus, nous supposerons quel'on observe sur une p�eriode [t1; t2℄ au del�a de e temps d'observation , ar le r�egime harmoniqueest �etabli en x = a+ aobs. On veut r�esoudre alors le probl�eme suivant, �equivalent �a l'�equation desondes : � �t�� �xu = AÆa 
 ei!t�tu� �x� = 0 (4.2)Solution du probl�emeOn r�esoud e probl�eme par la m�ethode des arat�eristiques. Autrement dit, il est �equivalent der�esoudre : � �t (�+ u)� �x (�+ u) = AÆa 
 ei!t�t (�� u) + �x (�� u) = AÆa 
 ei!tD'apr�es la �gure 4.2, on a pour t � a :(�+ u) (0; t) = (�+ u) (a; t� a) = Aei!te�ai!;



4.1 Etude d'un as monodimensionnel 101et omme (�� �u) (0; t) = 0;on en d�eduit que : 8<: � (0; t) = �1 + �Aei!te�ai!u (0; t) = 11 + �Aei!te�ai!Par ons�equent, (�� u) (0; t) = �� 1�+ 1Aei!te�ai!:D�es lors, il en d�eoule que pour t � 2a+ aobs :(�� u) (a+ aobs; t) = (�� u) (0; t� aobs � 2a) + [�� u℄ (a+; t� aobs � a)= �� 11 + �Aei!te�i(aobs+3a)! +Aei!te�i!(aobs+a):Mais omme (�+ u) (aobs + a; t) = 0, on en d�eduit que8>><>>: � (aobs + a; t) = 12Aei!t��� 1�+ 1e�i(aobs+3a)! + e�i!(aobs+a)�u (aobs + a; t) = �12Aei!t ��� 1�+ 1e�i(aobs+3a)! + e�i!(aobs+a)� : (4.3)On a ainsi d�etermin�e expliitement la solution du probl�eme (1.22) dans ette on�gurationmonodimensionnelle. On va alors d�emontrer que dans e as, l'existene et l'uniit�e d'une solutionau probl�eme de ontrôle optimal et au probl�eme d'identi�ation est assur�ee.R�esolution du probl�eme d'optimisationOn hoisit omme fontionnelle oût l'�energie totale eÆae sur l'observatoire spatio-temporel,pla�ee en sortie a + aobs, a�n de traduire par sa minimisation, la r�edution du bruit aoustique.Soit la fontionnelle objetif J (�; u) = Zx=a+aobs�[t1;t2℄ j � j2 + j u j2 :En posant � = �� 1�+ 1 ; (4.4)appliation monotone et bijetive de l'ensemble des nombres omplexes �a partie r�eelle positive dansl'ensemble des nombres omplexes de module inf�erieur ou �egal �a 1, il vient :J (��; u�) = 12 Z[t1;t2℄ j A j2j �e�2ai! + 1 j2= 12 Z[t1;t2℄ j A j2 �j � j2 +2Re (�) os 2a! + 2Im (�) sin 2a! + 1�:Par ons�equent, les probl�emes de ontrôle optimal et d'identi�ation (puisque �equivalents) ad-mettent une solution unique en � = �opt = �e2ai!. Cette propri�et�e est �egalement v�eri��ee si l'onsouhaite r�esoudre les probl�emes en la variable naturelle �. En revanhe, le hangement de variablehomographique (4.4) onduit �a la onvexi�ation de la fontionnelle objetif : elle est onvexe en� et non onvexe en �.



102 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxRemarque 4.1.1 La onlusion est don, que pour une soure pontuelle loalis�ee en x = a, ilexiste une unique r�eexion aoustique optimale qui ontrôle exatement l'�energie eÆae pour x >a. Un r�esultat similaire peut être �etabli pour plusieurs soures pontuelles loalis�ees en x = fakg,ave ak > 0.En e�et, en notant les di��erentes soures par fk = AkÆak 
 ei!t, ave Ak 2 R+ , on obtientfailement qu'il existe un unique �opt2 �opt = Xk �Akeiak!Xk Ake�iak! ;qui ontrôle exatement l'�energie eÆae pour x > ak. Ainsi, omme toute distribution est ombi-naison lin�eaire de Dira, on peut aÆrmer que l'on ontrôle exatement l'�energie eÆae si le termesoure est une distribution spatiale.Interpr�etation physique dans le as d'une imp�edane r�eelleLa r�eexion aoustique optimale, omme il �etait pr�evisible est ind�ependante de aobs et de A.Mais pour a �x�e (par exemple a = 1) et dans le as o�u l'imp�edane est r�eelle, nous allons montrerque la ondition parfaitement transparente pour les ondes normales en x = 0 (� = 1 , � = 03)n'est pas la ondition d'absorption aoustique maximale pour l'�energie observ�ee en 1+aobs; aobs > 0,e qui onstitue un r�esultat un peu moins intuitif.Pour ela, on �evalue dans un premier temps le gain par rapport �a la ondition parfaitementtransparente par : 1Gain = J�=�optJ�=0 = 1� os2 2!: (4.5)Dans tous les as, on a Gain � 1;don le ontrôle passif optimal est toujours meilleur que la ondition parfaitement transparente. Ceph�enom�ene monodimensionnel peut probablement s'expliquer par des interf�erenes destrutriesr�ees par la position de la soure par rapport �a la ondition aux limites (que l'on va exprimer ennombre d'ondes par rapport au signal exitateur). On rappelle que si l'on note � la p�eriode ou lalongueur d'onde et n = 1� le nombre d'ondes entre l'obstale et la soure, alors ! = 2�� :D'apr�es (4.5), trois as se distinguent :1. os 2! = 0) os�4�� � = 0, 4�� = �2 + k�; k 2 N , 1� = n = 18 + k4 :Dans e as, on ne peut rien am�eliorer, Gain = 1 et l'imp�edane optimale est elle du vide.2. os 2! = 1, os�4�� � = 1, � = �1, � = 0, 4�n = 2k�; k 2 N� , n = k2 ; k 2 N� :Dans e as, l'imp�edane optimale orrespond �a des onditions d'obstale mou, n = 12 ; 1; 32 ; : : :;et il y a une orrespondane noeud �a noeud entre la paroi et la position de la soure.2j �opt(x) j= 1; ar Ak 2 R+.3Elle est parfaitement transparente pour les ondes normales en aoustique pure sans onvetion.



4.2 M�ethodologie de r�esolution du probl�eme d'optimisation 1033. os 2! = �1, os�4�� � = �1, � = 1, � = +1, n = k2 + 14 ; k 2 N:Dans e as, l'imp�edane optimale orrespond �a des onditions d'obstale dur, n = 14 ; 34 ; : : :;et il y a une orrespondane noeud �a ventre entre la paroi et la position de la soure.Remarque 4.1.2 Dans les deux derniers as, l'�energie eÆae est nulle sur l'observatoire et legain est in�ni. On peut �egalement remarquer que les ensembles o�u Gain = 1 ou Gain = +1 sontdisrets sur [0; 1℄ et que leurs ardinaux augmentent ave la valeur de n. L'eÆait�e du ontrôleoptimal est par ons�equent tr�es sensible �a la position de la soure par rapport �a l'observatoire.ConlusionCette on�guration monodimensionnelle fournit deux onlusions fondamentales pour la suitede notre travail :1. Le ontrôle optimal passif est toujours meilleur que la ondition parfaitement transparente,ave une variation tr�es rapide de la valeur de la r�eexion aoustique optimale induisant uneforte variation du gain. Ce r�esultat, bien que grandement li�e au arat�ere monodimensionnel,peut justi�er �a lui seul, l'int�erêt de la mise en plae d'une m�ethodologie de ontrôle optimalpour des perturbations a�eroaoustiques en pr�esene d'un obstale.2. Le hangement naturel de variable (4.4) intervenant dans l'�evaluation de la fontion oût etqui la onvexi�e, est �a la base de l'id�ee de e hangement de variable propos�e dans la setion(1.3.2) pour une on�guration g�eom�etrique polydimensionnelle.4.2 M�ethodologie de r�esolution du probl�eme d'optimisationDans le premier hapitre, nous avons �etabli dans le th�eor�eme 1.3.9, que sous ertaines hy-poth�eses, les probl�emes (1.22) et (1.23) ont haun une solution unique dans (L2(Q))d+1, not�eesrespetivement '� et  �.Pour la on�guration g�eom�etrique rappel�ee au d�ebut de e hapitre, on suppose don que leshypoth�eses (1.3.1, 1.3.2) sont v�eri��ees. En partiulier, on suppose que pour un T donn�e assez grand,on a : 8(x; t) 2 �� [0; T ℄; �(x; t) 2 C0(� � [0; T ℄; C ) \ C1m(� � [0; T ℄; C );et j �(x; t) j� 1:Sans expliiter pr�eis�ement la fontionnelle objetif (des exemples seront fournis �a la setionsuivante), on suppose que elle-i est de la forme :J(�) = ZOs�[0;T ℄(C�C'�; '�)Cd+1 ; (4.6)o�u C 2Md+1 �W 1;1 �
� [0; T ℄� ; C �. L'observatoire Os peut aussi bien être un observatoire volu-mique que surfaique, autrement dit un domaine born�e de dimension d ou d� 1.A�n de minimiser ette fontionnelle, nous allons �etablir, �a l'aide du probl�eme adjoint (1.23),l'existene et l'expliitation de la d�eriv�ee de ette fontionnelle dans toutes les diretions �.



104 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreux4.2.1 Calul de la d�eriv�ee de la fontionnelle �a l'aide du probl�eme adjointDans ette partie, nous herhons �a �evaluerlim"!0 1" (J (� + "�)� J (�));ave � 2 C0 �� � [0; T ℄; I� \C1m (� � [0; T ℄; I) et I �� fj z j< 1; z 2 C g.Certaines traes des solutions des probl�emes (1.22) et (1.23) vivent naturellement dans lesespaes H� 12lo (�� [0; T ℄) et H� 12lo (�
 n �� [0; T ℄). C'est insuÆsant pour esp�erer �etablir la ontinuit�eet la d�erivabilit�e de la fontionnelle J(�), et il faut pour ela parvenir �a d�e�nir es traes dansdes espaes plus r�eguliers. Avant d'�etablir un r�esultat de r�egularit�e suppl�ementaire, on introduitquelques notations :{ '� = ('i�)Ti=1;::d+1 et  � = ( i�)Ti=1;::d+1 sont les solutions fortes des probl�emes respetifs(1.22) et (1.23).{ 'N� = dXi=1 'i�ni;  N� = dXi=1  i�ni; o�u fnig est la normale unitaire sortante �a �
.{ Les projetions orthogonales de '� et  � sur �ker �j Aini j��? seront not�ees respetivementP'� et P � .Le th�eor�eme de r�egularit�e suppl�ementaire est le suivant :Proposition 4.2.1 Si '� (respetivement  �) est solution du probl�eme diret (1.22) (respetive-ment du probl�eme adjoint (1.23)), alors 'd+1� ; 'N� (respetivement  d+1� ;  N� ) sont dans L2([0; T ℄��)et P'� (respetivement P �) appartient �a L2([0; T ℄; �
n�). On a de plus les estimations suivantes :(i) j '� jL2(Q) + j '0� jL2([0;T ℄��) + j 'N� jL2([0;T ℄��) + j P'� jL2([0;T ℄;�
=�)� C j f jL2(Q)(ii) j  � jL2(Q) + j  0� jL2([0;T ℄��) + j  N� jL2([0;T ℄��) + j P � jL2([0;T ℄;�
=�)� C j g jL2(Q);o�u C est une onstante positive ne d�ependant que de T , 
 et I.Preuve. Soit une suite n'n�o onvergeant vers la solution forte '� de (1.22). Alors, en posant! = 'n� � 'p�, il vient l'�egalit�e (d�ej�a d�emontr�ee dans la setion 2, �egalit�e 2.18) :Re2 �ZQ (K!;!)Cd+1�+ Re2  Z��℄0;T [ (N�!; !)Cd+1!+ 12 Z�
n��℄0;T [ �j Aini j !; !�Cd+1= Re�ZQ((fn � fp); !)C d+1� : (4.7)D�es lors, trois arguments suÆsent pour d�emontrer la premi�ere partie de la proposition 4.2.1 :1. On rappelle que l'on peut, sans pertes de g�en�eralit�es, supposer que :9 > 0 tel queK = B � 12 ��iAi� � Id+1:2. Les valeurs propres deAini sont �0+ j �!U0 � �!n j; 0� j �!U0 � �!n j; j �!U0 � �!n j� ; et omme l'�eoulementporteur est stritement subsonique, il en d�eoule que�j Aini j !; !�Cd+1 =j P! j2 :



4.2.1 Calul de la d�eriv�ee de la fontionnelle �a l'aide du probl�eme adjoint 1053. Re (N�!; !)Cd+1 = �N� +N��2 !; !�Cd+1 � infk2f0;1g (�k) j ! j2; o�u �k est une valeur proprer�eelle stritement positive, ar j � j< 1 (voir setion 1.3.2).D�es lors, en faisant tendre n et p vers +1, les termesRe2 �ZQ (K!;!)Cd+1�; Re2  Z��℄0;T [ (N�!; !)Cd+1!; 12 Z�
n��℄0;T [ �j Aini j !; !�Cd+1intervenant dans l'�egalit�e (4.7) sont positifs et onvergent vers 0, ar j fn � fp jL2(Q)! 0:Les suites 'n� ; 'd+1;n� j�; 'N;n� j�; P'n� j�
n� sont don des suites de Cauhy respetivement dansL2 (Q) ; L2 ([0; T ℄ � �) ; L2 ([0; T ℄� �) et L2 ([0; T ℄; �
 n �) : La premi�ere partie de la proposition4.2.1 est alors d�emontr�ee.Mais '� est solution de (1.22), don en passant �a la limite sur 'n� , '� v�eri�e l'�egalit�eRe2 �ZQ (K'�; '�)Cd+1�+ Re2  Z��℄0;T [ (N�'� ; '�)Cd+1!+ 12 Z�
n��℄0;T [ �j Aini j '� ; '��Cd+1= Re�ZQ (f; '�)Cd+1�; (4.8)o�u toutes les int�egrales sont lairement d�e�nies.De plus, les trois arguments pr�e�edents permettent enore de minorer les termes positifs dupremier membre de l'�egalit�e (4.8) et ainsi obtenir l'estimation (i) de la proposition 4.2.1. Pour lad�emonstration de l'in�egalit�e (ii), on pro�ede de mani�ere analogue en rempla�ant N� par N�� .Remarque 4.2.1 On en d�eduit que pour tout � 2 C0 �� � [0; T ℄; I� \ C1m (� � [0; T ℄; I), toutesles formes quadratiques en 'd+1� ; 'N� ;  d+1� ;  N� ; �a oeÆients de r�egularit�es L1 sont int�egrables sur�� [0; T ℄.L'hypoth�ese I �� fj z j< 1; z 2 C g est ii essentielle : on est dans l'inapait�e de ontrôler'd+1� ;  d+1� ; 'N� ;  N� dans L2 (�) pour j � j= 1 (en partiulier, pour � = 1, et � = �1). Dans e asl�a, la suite doit être �erite �a un sens plus faible.Il reste que les probl�emes (1.22) et (1.23) ont des solutions fortes vers lesquelles onvergentles disr�etis�es de es probl�emes et, bien entendu, ette diÆult�e uniquement th�eorique n'intervientpas dans l'�eriture de la d�eriv�ee de la fontionnelle disr�etis�ee, qui omme nous le justi�eronsult�erieurement est la disr�etis�ee de la d�eriv�ee de la fontionnelle.Avant d'exprimer la d�eriv�ee de J (�), examinons la ontinuit�e des solutions de (1.22) et (1.23)et de ertaines traes �a travers la proposition suivante :Proposition 4.2.2 Soient � et �0 dans C0 �� � [0; T ℄; I� \ C1m (� � [0; T ℄; I), ave �0 ! � dansL1 (�)� [0; T ℄, alors : '�0 ! '� et  �0 !  � dans L2 (Q) ;'d+1�0 j�; 'N�0 j�;  d+1�0 j�;  N�0 j� tendent vers 'd+1� j�; 'N� j�;  d+1� j�;  N� j� dans L2(�� [0; T ℄);et P'�0 ; P �0 onvergent respetivement vers P'� ; P � dans L2 ([0; T ℄; �
 n �) :



106 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxPreuve. On pose ! = '� � '�0 . On montre que, 8 2 C1 �Q�, ! est solution deRe ZQ ��Ai�i! +B!� ;  �Cd+1 + Z��℄0;T [ ��M�'� �M�0'�0� ;  �Cd+1!+Re Z�
n��℄0;T [ ���Ain�i �!; �Cd+1! = 0:D�es lors, en posant la matrie N 0 = 0� n
 n n�nT �1 � ;il en d�eoule que 8 2 C1 �Q� ;Re ZQ ��Ai�i! +B!� ;  �Cd+1 + Z��℄0;T [ �M�0!; �Cd+1 + 12 �� � �0� �N 0'�;  �Cd+1!+Re Z�
n��℄0;T [ ���Ain�i �!; �Cd+1! = 0:On utilise alors la proposition 4.2.1 pour passer �a la limite sur !n = 'n� � 'n�0 et obtenir que :Re2 �ZQ (K!;!)Cd+1�+ Re2  Z��℄0;T [ �N�0!; !�Cd+1!+ 12 Z�
n��℄0;T [ �j Aini j w;w�Cd+1= Re2  Z��℄0;T [ ��0 � �� �N 0'� ; !�Cd+1!:La preuve est alors ompl�ete en appliquant de nouveau la proposition 4.2.1. Une d�emonstrationtout �a fait analogue peut être �etablie pour les quantit�es assoi�ees au probl�eme (1.23).Finalement, on est en mesure d'�etablir un th�eor�eme d'existene et d'expliitation de la d�eriv�eede la fontionnelle objetif :Proposition 4.2.3 La fontionnelle (4.6) d�e�nie de C0 �� � [0; T ℄; I� [ C1m (� � [0; T ℄; I) dansR est Gâteaux d�erivable (et même Fr�ehet di��erentiable), et de plus on a l'expression :J 0 (�; �) = Re �12 Z��[0;T ℄ �N 0'� ;  ��Cd+1 �!; (4.9)o�u  � est la solution du probl�eme adjoint (1.23) ave pour seond membre g = �Os�[0;T ℄C�C'� et� 2 C0 �� � [0; T ℄; I� \ C1m (� � [0; T ℄; I) :Preuve. Soit " > 0 �x�e quelonque. Comme(C�C'�+"�; '�+"�)Cd+1 � (C�C'� ; '�)Cd+1 = (C�C ('� + '�+"�) ; '�+"� � '�)Cd+1 ;on a l'expression du taux d'aroissement suivante :1" [J (� + "�)� J (�)℄ = 12"Re ZOs�[0;T ℄ (C�C ('� + '�+"�) ; '�+"� � '�)Cd+1! :



4.2.1 Calul de la d�eriv�ee de la fontionnelle �a l'aide du probl�eme adjoint 107On pose alors : 8<: g"� = �Os�[0;T ℄'� + '�+"�2D"� = 1" ('�+"� � '�);et  " la solution de (1.23) pour e seond membre g"� et pour M�+"� " = 0 sur �� [0; T ℄. D�es lors,on obtient :1" [J (� + "�)� J (�)℄ = Re�ZQ �g"� ;D"��Cd+1� = Re�ZQ ���t " � �i �Ai "�+B� ";D"��Cd+1� :Mais omme D"� v�eri�e �tD"� +Ai�iD"� +BD"� = 0;et que les matries Ai sont sym�etriques r�eelles, on obtient que1" [J (� + "�)� J (�)℄ = Re Z
  " (�; 0)D"� (�; 0) �  " (�; T )D"� (�; T )� Z�
�[0;T ℄ �Aini ";D"��Cd+1!:On en d�eduit que1" [J (� + "�)� J (�)℄ = �Re Z�
�[0;T ℄ �Aini ";D"��Cd+1!= �Re Z�
n��[0;T ℄ �Aini ";D"��Cd+1!�Re Z��[0;T ℄ �Aini ";D"��Cd+1! : (4.10)Mais, sur �
� [0; T ℄, on a : Ain�i D"� = 0;et Ain+i  " = 0;et omme les matries Ain�i et Ain+i sont r�eelles sym�etriques, (4.10) devient :1" [J (� + "�)� J (�)℄ = �Re Z��[0;T ℄ �Aini ";D"��Cd+1! :De plus, 8�;Aini =M#� �M�� , don1" [J (� + "�)� J (�)℄ = Re Z��[0;T ℄ � ";M�+"�D"��Cd+1! : (4.11)Toutes les int�egrations par parties sont justi��ees par les propositions 4.2.1 et 4.2.2 et par la priseen ompte d'une suite  n" !  " d�erivant une solution forte de (1.23).Mais, omme 1" (M�+"�'�+"� �M�'�)= �12AiniD"� + 12" (N�+"� ('�+"� � '�) + (N�+"� �N�)'�) ;



108 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxon obtient par passage �a la limite quand "! 0 que :lim"!0M�+"�D"� = �12N 0'��:En r�einjetant e r�esultat dans (4.11), et en passant �a la limite quand " ! 0 (justi��e par lespropositions 4.2.1 et 4.2.2), on obtient le r�esultat esompt�e, �a savoir que :J 0 (�; �) = Re �12 Z��[0;T ℄ �N 0'� ;  ��Cd+1 �!:La di��erentiabilit�e d�eoule de la ontinuit�e de l'appliation� 7�! �N 0'� ;  �� 2 L1 (�� [0; T ℄) :On est don en mesure d'�evaluer la d�eriv�ee de la fontionnelle objetif J(�) dans toutes lesdiretions �. Pour ela, il est n�eessaire de r�esoudre un probl�eme diret puis un probl�eme adjoint(r�etrograde par rapport au probl�eme diret). Cette expliitation est une expliitation de la d�eriv�eede la fontionnelle \ontinue", dans le sens o�u elle met en jeu les solutions fortes des probl�emesontinus (1.22) et (1.23). Or, la plupart des probl�emes inverses sont s�ev�erement mal pos�es, e quia g�en�eralement pour ons�equene d'avoir �a estimer des gradients de fontionnelle tr�es \faibles"autour de la zone du minimum (ou des minima loaux). Dans es onditions, a�n de ne pas perdreen pr�eision, il est ruial apr�es approximation des solutions des probl�emes direts et adjoints,de minimiser (voire annuler) l'erreur th�eorique et num�erique entre la d�eriv�ee de la fontionnelleobjetif disr�etis�ee et la disr�etisation de la d�eriv�ee de la fontionnelle ontinue. Or, nous allonsd�emontrer que le ux-splitting intervenant dans la m�ethode d'approximation Galerkine disontinued�eentr�ee pr�esent�ee dans la setion 2 onduit �a e r�esultat, e qui onstitue l'argument prinipalpour aÆrmer que ette m�ethode se pr�edispose �a la r�esolution num�erique de probl�emes inverses ena�eroaoustique.4.2.2 L'adjoint du probl�eme disr�etis�eNous allons montrer que pour ette disr�etisation, l'adjoint du probl�eme diret disr�etis�e or-respond au disr�etis�e du probl�eme adjoint (bien �evidemment, le même sh�ema d�eentr�e que eluipr�esent�e dans le hapitre 2 est appliqu�e au probl�eme adjoint).En reprenant les notations de la setion 2, pour une fontion test  h 2 Hh telle que  h (T ) = 0,on a :Xe Re"Z!e�[0;T ℄ ��t'�h +Ai�i'�h +B'�h ;  �h �Cd+1 + Z�!en��[0;T ℄ �Ain�i �'+h � '�h � ;  �h �Cd+1#+Xe Re Z�!e\��[0;T ℄ �M�'�h ;  �h �Cd+1!=Xe Re"Z!e�[0;T ℄� �'�h ; �t h�Cd+1 + ���i �Ai �h �+B� �h ; '�h �Cd+1 + �i �Ai �h ; '�h �Cd+1#+Xe Re"Z�!en��[0;T ℄ �Ain�i �'+h � '�h � ;  �h �Cd+1 + Z�!e\��[0;T ℄ �M�'�h ;  �h �Cd+1#



4.2.2 L'adjoint du probl�eme disr�etis�e 109Mais omme : Z!e�[0;T ℄ �i �Ai �h ; '�h �Cd+1 = Z�!e�[0;T ℄ �Aini �h ; '�h �Cd+1= Z�!en��[0;T ℄ �Aini �h ; '�h �Cd+1 + Z�!e\��[0;T ℄ �Aini �h ; '�h �Cd+1 ;on en d�eduit que sur la fronti�ere de l'obstale, il ne subsiste que le termeXe Re Z�!e\��[0;T ℄ ��M�� +Aini� �h ; '�h �!Cd+1 =Xe Re Z�!e\��[0;T ℄ �M#�  �h ; '�h �!Cd+1 :(4.12)Or, le but est d'obtenir une expression de l'adjoint du probl�eme disr�etis�e, don pour ela, il suÆtd'�evaluer les termes en fateur de '�h . D�es lors, sur �!e n �� [0; T ℄, les termes ontributifs sont :1. d'une part,Xe "Z�!en��[0;T ℄ ��Ain�i '�h ;  �h �Cd+1 + Z�!en��[0;T ℄ �Aini'�h ;  �h �Cd+1#=Xe Z�!en��[0;T ℄ �Ain+i '�h ;  �h �Cd+1 ; (4.13)2. et d'autre part, en vertu de la double orientation de la normale unitaire sortante (ni), laontribution des �el�ements voisins s'exprime de la mani�ere suivante :Xe Z�!en��[0;T ℄ ��Ai(�ni)�� �'�h � '+h � ;  +h �Cd+1 ;o�u le seul terme en fateur de '�h a pour expressionXe Z�!en��[0;T ℄ ��Ain+i '�h ;  +h �Cd+1 : (4.14)Finalement, ave (4.12), (4.13), (4.14), on est en mesure d'�etablir l'expression suivante de lapartie r�eelle de l'adjoint du disr�etis�e :Xe Re"Z!e�[0;T ℄� ���t h � �i �Ai �h �+B�� �h ; '�h �Cd+1#+Xe Re"Z�!en��[0;T ℄ �Ain+i � �h �  +h � ; '�h �Cd+1 + Z�!e\��[0;T ℄ �M#�  �h ; '�h �Cd+1# : (4.15)Mais, on a �egalement l'�egalit�e suivante :�Ain+i � �h �  +h � ; '�h �Cd+1 = ���Aini�� � +h �  �h � ; '�h �Cd+1 :En r�einjetant ette �egalit�e dans (4.15), on obtient l'expression de la partie r�eelle de l'adjoint dudisr�etis�e :Xe Re"Z!e�[0;T ℄� ���t h � �i �Ai �h �+B�� �h ; '�h �Cd+1#+Xe Re"Z�!en��[0;T ℄ ���Aini�� � +h �  �h � ; '�h �Cd+1 + Z�!e\��[0;T ℄ �M#�  �h ; '�h �Cd+1# :(4.16)



110 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxL'expression (4.16), ave la m�ethode d'approximation pr�esent�ee dans le hapitre 2, orrespondexatement �a l'expression de la partie r�eelle du disr�etis�e du syst�eme di��erentiel assoi�e au probl�emeadjoint (1.23). Or, pour obtenir une expression de la d�eriv�ee de la fontionnelle Jh (�), disr�etis�eede la fontionnelle J (�), on pro�ede de mani�ere analogue �a la m�ethode d�evelopp�ee dans 4.2.1. Ilest alors n�eessaire de faire intervenir l'adjoint du probl�eme disr�etis�e, et omme la fontionnelleoût et sa d�eriv�ee sont r�eelles, le r�esultat obtenu i-dessus nous assure que la d�eriv�ee de lafontionnelle oût disr�etis�ee orrespond �a la disr�etisation de la d�eriv�ee de la fontionnelle oûtontinue, e qui justi�e la remarque 4.2.1. Autrement dit, l'expliitation (4.9) est enore valable surl'approximation des probl�emes direts et adjoints par la m�ethode Galerkine disontinue d�eentr�eepropos�ee dans le hapitre 2 (on rappelle que le probl�eme adjoint (1.23) est d�eentr�e �a l'identique).4.3 Carat�erisation physique de la fontionnelle objetif et de lar�eexion aoustiqueLa fontionnelle objetif a �et�e dans un premier temps d�e�nie �a travers la solution du probl�eme(1.22), une matrie abstraite C 2Md+1 �W 1;1 �
� [0; T ℄� ; C �, et un observatoire Os qui peutaussi bien être volumique que surfaique.En tout �etat de ause, une fontionnelle objetif signi�ative devrait être d�etermin�ee par unontexte exp�erimental. A d�efaut de telles donn�ees, il s'agit d'expliiter des matries C donnantun \sens" physique le plus pertinent possible �a la fontionnelle objetif en ad�equation ave laprobl�ematique pos�ee dans ette th�ese, �a savoir la \r�edution" du bruit aoustique dans une prised'air. Ces matries C d�eterminent bien entendu la nature de l'observatoire, surfaique ou volumique.De même, la seule ontrainte sur le oeÆient de r�eexion aoustique loale est que :j � (x; t) j� 1:Cette ontrainte est th�eoriquement n�eessaire et suÆsante pour que les probl�emes (1.22, 1.23) avela prise en ompte des onditions aux limites sur la fronti�ere de l'obstale solide � soient bien pos�es.En revanhe, �a e stade, rien n'aÆrme ou in�rme que l'ensemble des omplexes de e disque unit�esoit physiquement r�ealisable dans le sens o�u l'on n'est pas assur�e de la faisabilit�e exp�erimentale d'unmat�eriau �equivalent dont la r�eexion aoustique est un omplexe donn�e de e disque unit�e. C'estpourquoi, il nous semble \physiquement" pertinent d'utiliser un mod�ele de r�eexion aoustique pourun type de mat�eriau dont les r�esultats exp�erimentaux sont en bonne ad�equation ave le mod�eleth�eorique, d�evelopp�e dans [29℄.4.3.1 Fontionnelles objetifNous nous limiterons dans le adre de ette th�ese, �a une fontionnelle objetif �evalu�ee dire-tement dans le domaine de alul, autrement dit l'observatoire spatial sera onstitu�e d'�el�ementsou de fronti�eres d'�el�ements du maillage du domaine 
. Par ons�equent, l'observatoire spatial nepourra être que \raisonnablement" prohe de la soure de bruit, a�n d'avoir des temps de simu-lation num�erique r�ealisables. Nous n'aborderons pas la probl�ematique \hamp lointain" \hampprohe", qui pourraient permettre d'�evaluer la fontionnelle objetif dans le domaine de alul, �apartir de son �evaluation en hamp \lointain".D�es lors, la fontionnelle objetif la plus \naturelle" orrespond �a l'�energie totale aumul�ee auours d'un intervalle de temps donn�e, et loalis�ee sur un �el�ement ou un ensemble d'�el�ements (uneaire en 2D ou un volume en 3D), d�e�nie par :J(�) = ZOs�[0;T ℄ j'� j2; (4.17)



4.3.2 Mod�ele de r�eexion aoustique pour mat�eriaux poreux 111o�u '� est la solution de (1.22). Cette fontionnelle, que l'on appelera par la suite fontionnelle\�energie distribu�ee" orrespond �a la matrie C = Id+1 dans (4.6).N�eanmoins, il peut sembler plus judiieux d'�evaluer d'autres types d'�energie, omme par exemplel'�energie des ux aoustiques entrants et sortants au travers de fronti�eres d'�el�ements, que l'on note�egalement Os, d�e�nie par : J(�) = ZOs�[0;T ℄ �Aini'� ; Aini'��Cd+1 ; (4.18)o�u la matrie C orrespondante est la matrie sym�etrique Aini. Dans la suite, on appelera ettefontionnelle \�energie surfaique". A titre d'exemple, pour d = 2 et ave les notations pr�eedemmentadopt�ees, on a :�Aini'� ; Aini'��Cd+1 = �20 + V 2n � j'� j2 + 20n1n2Re (uv) + 2Vn0 [n1Re (u�) + n2Re (v�)℄ :Remarque 4.3.1 La d�e�nition d'un pro�ed�e exp�erimental d'obtention de mesures pour en d�eduire,en fontion de es quali�ations, une fontionnelle oût d'identi�ation ad�equate, est indispensablepour quali�er de mani�ere pertinente la r�esolution du probl�eme d'identi�ation. A d�efaut de tellesmesures, on se ontentera dans les premiers tests num�eriques d'une minimisation, pour un 'ddonn�e sur un observatoire spatio-temporel Os � [0; T ℄, de la fontionnelle :Jid = ZOs�[0;T ℄ j'� � 'dj2: (4.19)4.3.2 Mod�ele de r�eexion aoustique pour mat�eriaux poreuxLes soures de bruit d'un a�eronef sont d'une part, le bruit a�eronautique aus�e par l'�eoulementd'air autour de la ellule, et d'autre part le bruit des moteurs. La seonde soure de bruit, traitablepar des mat�eriaux absorbants, produit �a la fois des bruits externes et internes, et si il existe d�ej�ades traitements absorbants dans les zones froides des moteurs, les zones haudes omme les tuy�eres(soumises �a l'�eoulement de gaz d'�ehappement) ne font pas l'objet de e type de traitement. Dans[29℄, l'auteur �etudie des empilements de billes reuses de nikel soud�ees entre elles, e qui onsti-tue un mat�eriau ellulaire de porosit�e semi-ouverte multifontionnel (bonne adaptation aux hautestemp�eratures, aux hos thermiques, faible poids, bonne tenue m�eanique et bonne dissipationde l'�energie aoustique de l'onde). Les propri�et�es aoustiques du mat�eriau ainsi que l'inuene dela g�eom�etrie sur l'absorption aoustique y sont �etudi�ees, en faisant intervenir des mod�eles aous-tiques desriptifs et des tehniques pr�editives que l'auteur ompare aux mesures exp�erimentales(ave de tr�es bons r�esultats). C'est e mod�ele obtenu par homog�en�eisation que l'on se proposede pr�esenter, a�n de l'utiliser pour obtenir un mod�ele de r�eexion aoustique pour des mat�eriauxporeux �equivalents et exp�erimentalement r�ealisables. Le mod�ele des tubes est un mod�ele simplede milieu poreux pour lequel les �equations de la propagation du son sont ompl�etement r�esolublesanalytiquement et de plus e mod�ele est �a la base de la plupart des mod�eles de la litt�erature, quien sont une g�en�eralisation �a des mat�eriaux poreux de topologie di��erente. Les �equations de basesont elles de Navier-Stokes ompl�etes. L'onde aoustique qui se propage est suppos�ee de faibleamplitude dans un milieu homog�ene, e qui permet de lin�eariser es �equations autour du repos�U i0 = 0; � = �0; T = T0� :En notant �u0 ; �0 ; P 0 ; T 0�, les utuations au premier ordre (vitesse aoustique, densit�e aous-tique, pression aoustique, temp�erature aoustique), on obtient le syst�eme :8<: �0�tu0i + �iP 0 + ��u0i = 0�t�0 + �0�iu0i = 0�0Cp�tT 0 �K�T 0 � �tP 0 = 0; (4.20)



112 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxo�u Cp et K d�esignent la haleur sp�ei�que �a pression onstante et la ondutibilit�e thermique dugaz. Les utuations P 0 ; �0 ; T 0 sont reli�ees par l'�equation des gaz parfaits lin�earis�ee :P 0P0 = T 0T0 + �0�0 (4.21)A la fronti�ere du milieu uide et du squelette solide, un uide visqueux v�eri�e une onditiond'arohage, e qui revient �a dire que le hamp de vitesses perturb�ees est ontinu entre le uide etle solide. Or le squelette est rigide en premi�ere approximation, et la ondition d'arohage devientune ondition d'annulation de la vitesse �a la fronti�ere du solide �u0ij� = 0� : De même, T 0j� = 0 (lesparois sont suppos�ees isothermes).L'�eoulement aoustique s'e�etue dans un ylindre irulaire de rayon R, essentiellement sui-vant l'axe du ylindre, don : u0x = u0y = 0) �xP 0 = �yP 0 = 0: D'o�u l'�equation :� �0�tu0z + �zP 0 + ��u0z = 0u0z (r = R) = 0; (4.22)qui est la même que pour l'�eoulement inompressible, mais la ompressibilit�e est essentielle pourla suite. En r�esolvant l'�equation (4.22) et en passant en variables de Laplae, on �etablit une relationentre u0z et �zP 0 , puis en d�esignant < u0z >, la vitesse moyenne sur une setion, on aboutit �a lapremi�ere �equation homog�en�eis�ee : i�eff (!)! < u0z > +�zP 0 = 0; (4.23)o�u �eff est la densit�e e�etive. Un travail analogue sur l'�equation de la thermique dans (4.20), enutilisant la loi des gaz parfaits lin�earis�ee (4.21) et la onservation de la masse lin�earis�ee dans (4.20),permet d'aboutir �a la seonde �equation homog�en�eis�ee :i�eff (!)!P 0 + �z < u0z >= 0; (4.24)o�u �eff d�esigne la ompressibilit�e e�etive. Le syst�eme onstitu�e des deux �equations (4.23) et(4.24) est un syst�eme pseudo-di��erentiel en temps et di��erentiel en la variable z. Une v�eri�ationa posteriori des hypoth�eses e�etu�ees pour aboutir �a es �equations est d�erite dans ([29℄, p.185).Pour une fr�equene donn�ee, le mod�ele de densit�e e�etive le plus g�en�eral est elui d�evelopp�epar les auteurs dans [57℄, et elui pour la ompressibilit�e e�etive est dû �a Lafarge [41℄ �a partir detravaux et de g�en�eralisations e�etu�es dans [39, 13℄.La densit�e e�etive est donn�ee par :�eff = �0�10BBBBB�1� i8� 1� p+ p�1 + C2�0�22p28� i!� 12!�0�2C! 1CCCCCA ; (4.25)o�u la raine arr�ee doit être prise dans le demi-plan omplexe sup�erieur. On a �0 = 1:2 et� = 1:8:10�5. La tortuosit�e �1 est un param�etre (salaire pour des mat�eriaux poreux isotropes)permettant de prendre en ompte en partie l'�eart de la g�eom�etrie �a une g�eom�etrie invariante partranslation, 'est-�a-dire dont les pores sont des ylindres droits de setion quelonque. Le param�etre� d�esigne une longueur arat�eristique li�ee �a la forme du tube.



4.3.2 Mod�ele de r�eexion aoustique pour mat�eriaux poreux 113La ompressibilit�e e�etive de Lafarge est donn�ee par :
�eff = 1P0

0BBBBBBBBBBB� �  � 11� i8�0�1� p0 + p0  1 + C 02�0�02Pri!2p028� ! 121A�0Pr�02C 0!
1CCCCCCCCCCCA ; (4.26)

o�u Pr d�esigne le nombre de Prandtl (que l'on prendra �egal �a 1 pour simpli�er) et  le rapportdes haleurs sp�ei�ques (�egal �a 1,4). La d�etermination de la raine arr�ee est enore le demi-planomplexe sup�erieur. En posant : re = �0�2!8� ;et re0 la même expression pour �0 , on a que :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
�eff = �0�1 1� ire �1 + ire2 � 12!
�eff = 120�0 0BBBBB� �  � 11� ire0  1 + re02 i! 12 1CCCCCA : (4.27)

Appliation des mod�eles desriptifs au mat�eriau �etudi�e ; mod�ele de r�eexion aoustiqueOn herhe �a arat�eriser la apait�e du mat�eriau �a dissiper l'�energie aoustique, don il fautrelier les grandeurs introduites par le mod�ele g�en�eral, �a savoir la densit�e et la ompressibilit�ee�etive, ave la r�eexion aoustique du mat�eriau. On reprend la situation lassique d�erite dans([29℄, p.53), repr�esent�ee sur la �gure 4.3.
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Fig. 4.3 { Mat�eriau poreux absorbant revêtant une paroi rigide.



114 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxUne onde aoustique inidente sinuso��dale arrive par le milieu gazeux (1). Le probl�eme est iisuppos�e unidimensionnel, 'est-�a-dire que l'on onsid�ere que des ondes inidentes planes perpen-diulaires aux interfaes entre les di��erents milieux. Elle va être partiellement r�e�ehie dans lemilieu poreux rigide (2) et partiellement transmise dans e même milieu. Arriv�ee �a l'interfae dumilieu solide et rigide (3), elle va être ompl�etement r�e�ehie, puis partiellement r�e�ehie par lemilieu (1) et ainsi de suite. Les e�ets de surfae sont suppos�es n�egligeables, e qui permet d'�eriredes onditions aux limites par ontinuit�e. En �erivant les �equations de ompatibilit�e, on obtient lemod�ele de r�eexion aoustique reherh�e pour ette situation, donn�e par :� = �eff� i'�00 tan�k0 l��eff + i'�00 tan (k0 l) ; (4.28)o�u l est l'�epaisseur du mat�eriau (voir �gure 4.3), 0 la �el�erit�e du son,  = 1(�eff�eff ) 12 la �el�erit�eomplexe dans le milieu poreux, k0 = w le nombre d'ondes omplexe du milieu poreux et en�n' la porosit�e du mat�eriau, param�etre exprim�e en pourentage d�esignant le volume du mat�eriauaessible au uide.En adimensionnant la densit�e et la ompressibilit�e e�etive par :8>>>>>>><>>>>>>>: �eff = �1 1� ire �1 + ire2 � 12!�eff = 1�  � 10�1� ire0  1 + ire02 ! 121A ; (4.29)
on obtient l'expression du oeÆient de r�eexion aoustique suivante :� = �eff 0�1 + e�2il !0p�eff�eff1A� 'p�eff�eff 0�1� e�2il !0p�eff�eff1A�eff 0�1 + e�2il !0p�eff�eff1A+ 'p�eff�eff 0�1� e�2il !0p�eff�eff1A : (4.30)Cette approhe desriptive des mat�eriaux est valid�ee dans les travaux de [29℄, �a travers plusieursomparaisons e�etu�ees entre des r�esultats th�eoriques issus du mod�ele d'absorption aoustique�1� j�j2� et des mesures exp�erimentales, et e sur des �ehantillons vari�es au niveau de la nature etde la taille des billes onstituant le ylindre, ainsi que le mode d'empilement de elles-i (empilementCFC, al�eatoire). Ces r�esultats satisfaisants sont obtenus ave le mod�ele �el�ementaire C = C 0 = p =p0 = 1, mod�ele que nous utiliserons don pour notre �etude.L'expression de la r�eexion aoustique (4.30), valable uniquement pour une fr�equene donn�ee,est fontion de 5 param�etres : �1; re (�) ; re0 ��0� ; '; l:Pour la tortuosit�e salaire, on hoisit la valeur moyenne �1 = 1:5 �etablie �a partir de la synth�esedes mesures de la litt�erature pr�esent�ee dans ([29℄, tableau p.60). Les ontraintes pour les autresparam�etres sont �egalement �etablies �a partir de e même tableau, et orrespondent �a des intervalles



4.3.2 Mod�ele de r�eexion aoustique pour mat�eriaux poreux 115de valeurs qui nous permettent d'�etudier (en fontion de la valeur de la fr�equene) la sensibilit�e dela r�eexion aoustique �a es param�etres au travers des �gures (4.4, 4.5).Sur haune de es �gures, on repr�esente le pro�l du module de la r�eexion aoustique j�j enfontion de l'�epaisseur l du mat�eriau pour trois di��erentes porosit�es. Sur la �gure 4.4, les valeursdes longueurs arat�eristiques � et �0 sont �x�ees �a 0:1 mm et la fr�equene est de 1000 Hz sur la�gure de gauhe ontre 3000 Hz sur la �gure de droite.Sur haune des �gures, les allures des pro�ls sont similaires en fontion de la porosit�e, avetoutefois une forte sensibilit�e des extrema du module de la r�eexion aoustique en fontion dela porosit�e (les minima d�eroissent �a mesure que la porosit�e rô�t). Les allures des pro�ls sont�egalement tr�es di��erentes suivant la valeur de la fr�equene. En onlusion, la �gure 4.4 montre laforte sensibilit�e de la r�eexion aoustique �a la porosit�e et �a la longueur du mat�eriau, ainsi qu'�a lafr�equene (pour des valeurs des longueurs arat�eristiques �x�ees).La �gure 4.5 met en lumi�ere, la sensibilit�e de la r�eexion aoustique aux longueurs arat�eristiques�0 et �. Dans le ontexte appliatif de ette th�ese, nous voulons mod�eliser l'obstale solide defronti�ere � par un mat�eriau poreux �equivalent au sens du mod�ele d�evelopp�e dans [29℄. Cette sensi-bilit�e du oeÆient de r�eexion aoustique loal � = � (x) donn�e par (4.30) aux param�etresre; re0 ; '; l;justi�e ompl�etement de onsid�erer es 4 param�etres omme les nouvelles variables de ontrôle pourla r�esolution des probl�emes d'optimisation qui nous int�eressent.
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(b) Pro�l de j�j; f = 3000HzFig. 4.4 { Module de la r�eexion aoustique en fontion de l'�epaisseur et de la porosit�e du mat�eriau,pour � = �0 = 0:1mm et 2 fr�equenes di��erentes.
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(b) Pro�l de j�j; f = 3000HzFig. 4.5 { Module de la r�eexion aoustique pour une fr�equene donn�ee pour � = 0:2mm;�0 =0:1mm �a gauhe, et pour � = 0:2mm;�0 = 0:3mm �a droite.



4.3.2 Mod�ele de r�eexion aoustique pour mat�eriaux poreux 117On rappelle qu'en l'absene de ontraintes physiques impos�ees par un mod�ele desriptif, il fautet il suÆt que la r�eexion aoustique appartienne au disque unit�e pour que les probl�emes direts(1.22) et adjoints (1.23) soient bien pos�es en existene et uniit�e dans �L2 (Q)�d+1.Pour le mod�ele desriptif (4.30), on repr�esente sur les �gures (4.6, 4.7, 4.8) la r�eexion aous-tique obtenue en fontion de la fr�equene et d'un nombre tr�es important de valeurs des quatresvariables de ontrôle (repr�esentatives des di��erents mod�eles de la litt�erature repertori�es page 60de [29℄). Elles illustrent, suivant la fr�equene, les domaines de r�eexions aoustiques \admissibles"ou \physiquement r�ealisables", au sens o�u l'on est en mesure de r�ealiser exp�erimentalement desmat�eriaux �equivalents orrespondants aux param�etres l; re; re0 ; et ' dont r�esultent es r�eexionsaoustiques. Pour 1000 Hz, sur la �gure 4.6, le disque unit�e se restreint �a un domaine admissibleo�u peu de valeurs imaginaires positives et de parties r�eelles n�egatives sont aessibles. Au del�a de2000 Hz, les domaines admissibles deviennent relativement semblables �a eux repr�esent�es en �gures(4.7, 4.8), o�u les restritions sur les valeurs omplexes des r�eexions aoustiques sont de moindreimportane que pour la fr�equene 1000 Hz, mais il apparâ�t n�eanmoins que tout le disque unit�eomplexe n'est pas physiquement admissible pour le mod�ele de r�eexion aoustique (4.30).Remarque 4.3.2 Les r�esultats num�eriques pr�esent�es exhibent une forte d�ependane de la sensi-bilit�e des param�etres mis en jeu dans le mod�ele desriptif de [29℄ �a la fr�equene. Les �equationshomog�en�eis�ees (4.23) et (4.24) sont valables �a fr�equene �xe, et ont n�eessit�e quelques simpli�a-tions des ph�enom�enes physiques r�eellement mis en jeu. Il s'agit d'une premi�ere mod�elisation quisera utilis�ee dans la suite de ette th�ese pour les appliations num�eriques. Toutefois, dans un adred'appliation moins restritif, ette d�ependane �a la fr�equene n�eessiterait de relever en temps es�equations. En e�et, le probl�eme inverse qui nous int�eresse est non lin�eaire, don il ne peut suÆre desuperposer des soures �a di��erentes fr�equenes �x�ees pour simuler une soure �a fr�equene variabled�ependante du temps. Cette perspetive d'�etude n�eessiterait l'utilisation d'un d�eveloppement (parexemple de type Pad�e), puis l'�etude du arat�ere bien pos�e de es nouvelles �equations instation-naires oupl�ees ave le probl�eme d'a�eroaoustique. De plus, même dans e as, l'�etude th�eorique etnum�erique du nouveau probl�eme inverse assoi�e doit être men�ee.Quoiqu'il en soit, les param�etres du milieu poreux homog�en�eis�e ', l, re, re0 deviennent les fon-tions de ontrôle pour le probl�eme d'optimisation, et elui-i, �erit en fontion de la variable � (x)originelle, doit don être reformul�e �a l'aide de es nouveaux param�etres physiquement signi�atifs.En partiulier, l'expression des gradients de la fontionnelle oût en fontion de �, de la solutiondu probl�eme diret et du probl�eme adjoint, est modi��ee par e hangement de variable. D'apr�es(4.30), les d�eriv�ees partielles �'� et �l� ne posent auune diÆult�e, ar elles ne font pas intervenird'autres d�eterminations de raines omplexes que elles d�eja mises en jeu dans (4.30).De même, le prinipe de ausalit�e d�erit dans ([29℄, p. 49) qui permet de justi�er dans uneertaine mesure les mod�eles de �eff et �eff , l�eve les d�eterminations des raines arr�ees omplexes(la d�etermination des raines arr�ees mises en jeu est toujours le demi-plan omplexe sup�erieur),et permet de d�e�nir par les r�egles de alul di��erentiel �el�ementaires les expressions de �re�eff ,�re0�eff , et par suite, les expressions de �re� et �re0�: Par ons�equent, on expliite les d�eriv�eespartielles de la fontionnelle oût J (�),�'J; �lJ; �reJ; �re0J;�a l'aide du alul di��erentiel et des r�egles sur la omposition.
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Fig. 4.6 { Domaine des � admissibles pour f = 1000 Hz.

Fig. 4.7 { Domaine des � admissibles pour f = 3000 Hz.
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Fig. 4.8 { Domaine des � admissibles pour f = 5000 Hz.Dans le as de l'�etude monodimensionnelle des probl�emes inverses en aoustique pure, l'exis-tene et l'uniit�e d'un oeÆient de r�eexion aoustique optimal a �et�e d�emontr�ee (setion 4.1).Pour les fontions objetifs qui nous int�eressent, nous n'avons pas pu (ou su) d�emontrer un r�esultatanalogue pour une on�guration bidimensionnelle quelonque, même dans le as de l'aoustiquepure. En partiulier, nous n'avons pas r�eussi �a d�emontrer la quasi-onvexit�e de la fontionnelleobjetif (assur�ee en 1D), 'est-�a-dire �a montrer que le probl�eme inverse est faiblement non lin�eaire[14℄. Comme il a �et�e rappel�e dans l'introdution de e hapitre, le probl�eme inverse est s�ev�erementmal pos�e. Des ons�equenes, dont une liste non exhaustive a �et�e pr�esent�ee, rendent primordiale une�etude pr�ealable de sensibilit�e du probl�eme diret disr�etis�e par rapport aux param�etres mis en jeu(oeÆients de r�eexion aoustique, nature des soures, forme et loalisation de l'observatoire, ...).Cette �etude doit notamment permettre d'orienter le hoix de l'algorithme d'optimisation en fontiondes propri�et�es g�eom�etriques apparentes de la fontion objetif �evalu�ee pour ertaines on�gurationsg�eom�etriques, �a la fois plus simple et suÆsamment \prohe" des on�gurations g�eom�etriques �nalesvis�ees. Il s'agit par exemple, dans un premier temps, de v�eri�er num�eriquement si la propri�et�e deonvexit�e de la fontionnelle objetif semble persister pour des as tests bidimensionnels, \similai-res" aux as tests num�eriques que l'on d�esire exploiter.



120 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreux4.4 Etude de sensibilit�e et hoix de l'algorithme d'optimisationOn utilise de nouveau la on�guration g�eom�etrique bidimensionnelle trait�ee dans le hapitre 3,et illustr�ee par la �gure 4.9. Les deux types de soures de bruit envisag�ees (pontuelles ou modales)sont indiqu�ees en bleu sur la �gure et l'observatoire spatial surfaique qui sera onsid�er�e en rouge(en fait onstitu�e des fronti�eres internes ommunes aux �el�ements voisins).

Fig. 4.9 { Maillage bidimensionnel repr�esentatif d'une prise d'air.L'obstale solide est un anal, de longueur 1m par 50m, onstitu�e de deux parois d'�epaisseursn�egligeables par rapport �a leurs longueurs (les parois sont volontairement �epaissies pour faili-ter la visualisation). Une �epaisseur de parois non n�egligeable n�eessiterait un alul pr�ealabled'�eoulement porteur satisfaisant aux �equations d'Euler pour e type de g�eom�etrie, mais l'�epaisseurpeut être onsid�er�ee suÆsamment r�eguli�ere a�n d'assurer les hypoth�eses tehniques n�eessaires �ala d�emonstration du th�eor�eme 1.3.9.Les soures de bruit suÆsamment pertinentes sont soit de type Dira en espae et sinuso��dale entemps, soit de type soure modale distribu�ee sur la fronti�ere d'entr�ee du anal. Dans un premiertemps, on onsid�erera une soure de typeDira en espae et sinuso��dale en temps, uniquementen la variable �, don irrotationnelle. Des ouhes PML art�esiennes non repr�esent�ees sur la �guresont impl�ement�ees autour du domaine de alul �a l'instar de elles utilis�ees dans le hapitre 3.Sur e type de on�guration g�eom�etrique de domaine, l'�eoulement porteur sera n�eessairement �aonvetion nulle ou �a onvetion uniforme, ar nous ne disposons pas d'autres �eoulements porteursexpliites qui soient solution des �equations d'Euler instationnaires pour e type de g�eom�etrie. Paronvention, l'�eoulement porteur U0 = te est propag�e dans la diretion des x positifs.Les loalisations spatialement oppos�ees de la soure de bruit et de l'observatoire spatial parrapport au sens de propagation de l'�eoulement porteur de la soure de bruit de l'�eoulementporteur n'est pas anodine. En e�et, l'�energie aoustique augmente en \remontant" l'�eoulement.Une d�emonstration pour une on�guration monodimensionnelle de e r�esultat est �equivalente �aune d�emonstration dans une on�guration g�eom�etrique bidimensionnelle o�u la soure de bruit estinvariante par translation (e qui est notre as). Or, dans le as monodimensionnel, notre syst�eme



4.4 Etude de sensibilit�e et hoix de l'algorithme d'optimisation 121s'�erit (0 = 1, U0 =M) : � �t�+M�x�+ �xu = Æ 
 ei!t�tu+M�xu+ �x� = 0; (4.31)et en posant S = �+ u et m = �� u, on obtient :� �tS + (M + 1) �xS = Æ 
 ei!t�tm+ (M � 1) �xm = Æ 
 ei!t:
M-1
1

M+1
1

u=
cs

te
ρ−

m
=

+u=cs
te

ρ
S=

t

x Fig. 4.10 { Analogie monodimensionnelle pour une soure invariante par tanslation.Une r�esolution par la m�ethode des arat�eristiques donne, en (0+; t),8>><>>: �+ + u+ = ei!tM + 1�+ � u+ = 0;et en (0�; t), 8>><>>: �� + u� = 0�� � u� = ei!t1�M :Les solutions sont don donn�ees expliitement par :8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�+ = ei!t2 (M + 1)�� = ei!t2 (1�M)u+ = ei!t2 (M + 1)u� = � ei!t2 (1�M) :

(4.32)



122 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxPar ons�equent, l'augmentation des amplitudes en remontant l'�eoulement est �egale au rapport1 +M1�M ;tandis que la diminution de la vitesse de remont�ee est dans le rapport inverse.Dans le adre de ette �etude de sensibilit�e, l'�eoulement porteur onsid�er�e sera �a onvetionnulle (Vn = 0, aoustique pure). Les onditions g�eom�etriques d'observabilit�e sont don analogues �aelles �etudi�ees pour l'�equation des ondes dans [46℄.Les param�etres loaux de r�eexion aoustique ou d'imp�edanes ne d�ependent pas du temps,mais uniquement de la loalisation spatiale sur les parois, � = � (x) ou � = � (x). Ces param�etresloaux seront onsid�er�es �a valeurs r�eelles pour ette �etude de sensibilit�e. La partie de la fronti�ere del'obstale solide o�u les param�etres seront variables, �, est onstitu�ee des parois internes du anal.Sur les parois externes du anal, soit �, une ondition d'obstale dur est impos�ee. Les hypoth�esesdu th�eor�eme 1.3.9 8x 2 �; �(x) 2 C0 ��;R� \C1m (�;R) ;sont par ons�equent v�eri��ees.Le temps d'observabilit�e T sera suÆsamment grand pour avoir atteint le r�egime p�eriodiquede la solution. L'approximation du probl�eme diret (1.22) est du type P 1 Lagrange en espae etRunge-Kutta d'ordre 2 en temps. Dans un premier temps, on �etudie la sensibilit�e de la fontionnelleobjetif �a la loalisation spatiale de la soure, pour une g�eom�etrie de anal donn�ee et un observatoiresurfaique donn�e en sortie de anal (voir �gure 4.9). Sur la �gure 4.11, on repr�esente les pro�lsdes fontionnelles oût J (�) et J (�) obtenus pour une on�guration de anal de 4 longueursd'ondes par 2 longueurs d'ondes, o�u la variable de ontrôle, indi��eremment la r�eexion aoustiqueou l'imp�edane, est salaire et identique sur haune des parois internes. Le maillage est r�egulierave 10 �el�ements par longueurs d'ondes. La soure pontuelle est en pression, sinuso��dale et defr�equene 1360 Hz.
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(b) Fontionnelle J (�)Fig. 4.11 { Fontionnelles objetif.A l'instar de l'�etude monodimensionnelle, deux onlusions essentielles d�eoulent de es premiersr�esultats num�eriques :



4.4 Etude de sensibilit�e et hoix de l'algorithme d'optimisation 1231. La fontionnelle J (�) est stritement onvexe, tandis que la fontionnelle J (�) orrespon-dante ne l'est pas. La r�e�eriture de la ondition d'imp�edane loale en la ondition de r�eexionaoustique loale semble onvexi�er la fontionnelle objetif. Un algorithme d'optimisationad�equat pour la r�esolution des probl�emes inverses qui nous int�eressent semble don être unalgorithme de type quasi-Newton ave ontraintes.2. La r�eexion aoustique optimale r�eelle n'est pas elle du vide pour ette on�guration de anal(� = 0), ni même une autre valeur remarquable arat�erisant une ondition d'obstale durou mou. La r�esolution du probl�eme de ontrôle optimal dans sa globalit�e, sans raisonnementsloaux, même pour des valeurs de param�etres de r�eexions aoustiques r�eels, semble donpertinente.La sensibilit�e du probl�eme �a la loalisation de la soure peut être illustr�ee par la �gure 4.12, o�u lasoure pontuelle est d�epla�ee vers l'amont, au milieu du anal. La non onvexit�e de la fontionnelleJ(�) est dans e as enore plus pronon�ee que pour la on�guration o�u la soure pontuelle estplus prohe de l'entr�ee du anal. La onvexi�ation par la r�e�eriture de la ondition d'imp�edaneen la ondition de r�eexion aoustique est enore v�eri��ee pour ette loalisation de soure.
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(b) Fontionnelle J (�)Fig. 4.12 { Fontionnelles objetif.ConlusionCes �gures illustrent une importante propri�et�e num�eriquement apparente de la formulation dela ondition d'imp�edane loale en la ondition de r�eexion aoustique loale, autre que elles d�ej�ad�emontr�ees (onditions aux limites uni��ees, uniformit�e du CFL) : la onvexi�ation de la fontion-nelle objetif. Nous n'avons pas pu (ou su) d�emontrer e r�esultat th�eorique, les diÆult�es �etantessentiellement dûes au arat�ere non lin�eaire du param�etre � intervenant dans l'expliitation desgradients (4.9). Cei laisse toutefois augurer d'une bonne eÆait�e num�erique quant �a sa reherhede minima. Les diÆult�es inh�erentes �a la r�esolution de probl�emes inverses ne sont pas �evit�ees,puisque les minima semblent se situer dans des zones de faibles variations de la fontionnelle ob-jetif. De plus, toutes nos tentatives de d�emonstration de l'existene �eventuelle d'une solution auprobl�eme de ontrôle optimal pour e type de fontionnelle objetif n'ont pas abouti (onvexit�e,faible non-lin�earit�e, ...).



124 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxA travers une �etude de sensibilit�e �a 2 param�etres de r�eexion aoustique r�eels, soit deux param�etressalaires sur haune des parois internes, nous allons voir que, pour des soures de bruit loalis�ees�a l'entr�ee du anal, d'une part la onvexit�e de la fontionnelle persiste et, d'autre part la sensibilit�e�a la g�eom�etrie du anal (longueurs arat�eristiques) est tr�es importante.La on�guration g�eom�etrique utilis�ee reste elle de la �gure 4.9, mais on modi�e les longueursarat�eristiques (en longueurs d'ondes) du anal. Sur la �gure 4.13, la valeur de la fontionnelle ob-jetif est repr�esent�ee en fontion des deux valeurs salaires r�eelles des oeÆients de r�eexion aous-tique sur les deux parois internes du anal, et e pour di��erentes longueurs d'ondes arat�eristiques(indiqu�ees sous les �gures orrespondantes, longueur � largeur).ConlusionEn onlusion de ette �etude de sensibilit�e, le probl�eme semble extrêmement mal onditionn�e,même �a 2 param�etres, pour les on�gurations g�eom�etriques de anal hoisies. La fontion objetifsemble bien être onvexe (e qui n'a d'ailleurs jamais �et�e mis en d�efaut dans d'autres as testsnum�eriques non illustr�es), mais les zones o�u se trouvent le minimum sont extrêmement plates.D'autre part, en exitant le anal uniquement �a l'entr�ee, pour un anal assez �etroit en longueurd'ondes, la ondition d'obstale mou semble privil�egi�ee. Cei n'est pas tr�es �etonnant a priori :la ondition de glissement parfait privil�egie le transport d'�energie par modes longitudinaux et laondition d'obstale mou a tendane �a la \pi�eger" par modes transversaux (par exemple, dans unanal in�ni, en e�etuant une d�eomposition en s�erie de Fourier dans le sens longitudinal, le modeonstant est annul�e par la ondition d'obstale mou, alors qu'il subsiste dans le as de la onditionde glissement parfait).Ces quelques tests num�eriques pourraient laisser pr�esager d'un mauvais onditionnement pourle probl�eme d'identi�ation et d'une ertaine indi��erene au nombre de param�etres pris pour in-onnues dans le probl�eme de ontrôle. Il est �evident que pour d'autres types de soures (lin�eiques,distribu�ees en modes sur la fronti�ere, rotationnelles, ...), ou en pr�esene d'�eoulement privil�egiantune diretion, e onditionnement pourrait être meilleur.Dans le adre de notre �etude, les as pathologiques pour l'int�erêt de la r�esolution du probl�emede ontrôle ne sont pas pertinents. En e�et, les longueurs d'ondes arat�eristiques ne sont passigni�atives d'une prise d'air r�ealiste, approximativement d'un m�etre de longueur et de 50 m delargeur. Ces rapports de longueurs arat�eristiques orrespondent don beauoup plus aux as teststrait�es o�u les oeÆients de r�eexion aoustique optimaux sont non intuitifs. De plus, un type desoure bruit monohromatique (seul as o�u l'on peut relier la r�eexion aoustique �a un mat�eriauporeux au sens du mod�ele de [29℄) plus prohe de la r�ealit�e (e point l�e �etant le plus d�eliat de lamod�elisation) nous semble être une distribution modale �a la fronti�ere de l'entr�ee du anal.
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(f) 2�1/4Fig. 4.13 { Fontionnelle J (�) pour di��erentes longueurs arat�eristiques.



126 M�ethodologie de r�esolution des probl�emes inverses ; Mod�ele de mat�eriau poreuxDeux r�esultats importants peuvent guider notre hoix d'algorithme d'optimisation :1. Nous disposons d'une expliitation des gradients dans toutes les diretions de la fontionobjetif (ette expliitation restant valable lors de la disr�etisation des probl�emes (1.22) et(1.23) par la m�ethode de Galerkine disontinue d�eentr�ee).2. La fontion objetif semble onvexe.Par ons�equent, un algorithme BFSG-B (de type quasi-Newton ave ontraintes) nous sembleappropri�e.L'algorithme BFGSDans le adre de l'optimisation sans ontraintes, pour r�esoudre la ondition d'optimalit�e :g (x�) = rf (x�) = 0;en partant de xk, la m�ethode de Newton remplae g par son approximation lin�eaire et revient �ar�esoudre l'�equation r2f �xk� = �rf �xk� :La diretion de d�eplaement dk est une diretion de desente uniquement si la matrie hessienne(dont l'�evaluation est n�eessaire pour appliquer la m�ethode de Newton) est d�e�nie positive.Le prinipe des m�ethodes de quasi-Newton est de remplaer l'inverse de la matrie hessiennepar une matrie W k beauoup plus simple telle que :dk = �W krf �xk� ;ave les W k qui onstituent une s�equene de matries sym�etriques d�e�nies positives qui soient desapproximations toujours am�elior�ees de l'inverse de la matrie hessienne. On note Mk, l'approh�eede r2f �xk� orrespondante. Au point ourant xk, si gk = rf �xk� d�esigne le gradient au pointourant �a l'it�eration k, l'algorithme g�en�ere une diretion de desente dk en r�esolvant le syst�emelin�eaire : Mkdk = �gk:Une fois la diretion de desente dk obtenue, le nouveau point d'it�eration k + 1 est trouv�e enpratiquant une reherhe lin�eaire le long de ette diretion (par exemple de type reherhe de Wolfe).Si le nouveau point xk+1 ne satisfait pas au rit�ere de onvergene, une nouvelle approximationMkest d�e�nie par une formule de remise �a jour du type :Mk+1 = �kMk + Uk;o�u �k est un r�eel et Uk une matrie hoisie de telle sorte queMk+1 soit sym�etrique d�e�nie positive.Ces mises �a jour satisfont toutes �a l'�equation de quasi-Newtonrf �xk��rf �xk+1� =Mk+1 �xk � xk+1� :Atuellement, l'unanimit�e est faite autour de la mise en jour formul�ee par Broyden, Flether, Gold-farb, Shanno (1970, BFGS), et �eventuellement sa modi�ation par Powell. En e�et, de nombreuxtravaux ont depuis valid�e ette approhe, �a la fois pour des probl�emes de grandes tailles, et pour desprobl�emes de minimisations non lin�eaires ave ontraintes de bornes sur les variables. Ces reherhes



4.4 Etude de sensibilit�e et hoix de l'algorithme d'optimisation 127ont abouti �a des algorithmes L-BFGS-B, algorithmes BFGS-B �a m�emoire limit�ee ([52℄), pour les-quels l'eÆait�e a �et�e prouv�ee dans le as sans ontraintes [47, 30℄, et dans le as de ontraintesave bornes [12℄.Dans le adre de la mod�elisation des mat�eriaux poreux par le mod�ele de [29℄, les ontraintessont des bornes sur les quatres variables physiques l; '; re; re0 . Dans le adre de l'optimisation aveontraintes math�ematiques (j�j � 1), on peut dans un premier temps borner les parties r�eelles etles parties imaginaires, et modi�er �eventuellement dans un seond temps es bornes si les premi�eresontraintes sont satur�ees au ours du alul. On adoptera don, pour nos r�esolutions num�eriquesde probl�emes inverses, un algorithme L-BFGS-B ave ontraintes de bornes de e type (d�evelopp�epar une �equipe universitaire danoise, et �a libre disposition sur internet �a des �ns de reherhe).





Chapitre 5R�esultats num�eriques : Gains etidenti�ationsL'�etude monodimensionnelle du probl�eme de ontrôle optimal a d�ej�a mis en lumi�ere que, d'unepart l'intuition \physique" qui onsiste �a laisser \sortir" les ondes normales n'est pas une onditionoptimale pour la r�edution de bruit �evalu�ee sur un observatoire spatio-temporel, et que d'autre partla r�esolution expliite du probl�eme de ontrôle �etait tr�es d�ependante de la g�eom�etrie (position dela soure par rapport �a elle de l'observatoire). L'�etude de sensibilit�e e�etu�ee sur un as test bidi-mensionnel prohe de elui que l'on d�esire exploiter, tend �a on�rmer la pertinene de la r�esolutiondu probl�eme de ontrôle dans sa globalit�e, même en onsid�erant les variables de ontrôle �a valeursr�eelles. Nous allons dans e hapitre, expliiter et interpr�eter les r�esultats de ontrôle optimal etd'identi�ation obtenus pour une prise d'air suÆsamment r�ealiste illustr�ee par la �gure 4.9, pourlequel le anal sera de dimension arat�eristique d'un m�etre en longueur et de 50 m en largeur.1Pour pouvoir onsid�erer des soures de bruit exit�ees dans une plage de fr�equene [1000 � 3000℄Hz tout en onservant le même maillage du domaine, on utilise les r�esultats de l'�etude de l'erreurde dissipation num�erique e�etu�ee dans [25℄, suivant l'ordre d'approximation spatial de la m�ethodeGalerkine disontinue et la pr�eision du maillage. Elle nous assure, que pour une approximation P 1Lagrange, un maillage en 5 �el�ements par longueur d'onde est suÆsamment pr�eis. Le maillage duanal onsid�er�e sera par ons�equent de 40 par 20 �el�ements triangulaires r�eguliers (�gure 5.1).Dans le ontexte de l'a�eroaoustique, l'inexatitude des onditions aux limites non r�e�ehissantessur les bords du domaine 
 a �et�e illustr�ee au hapitre 3. Les r�eexions aus�ees par e type de ondi-tions ont une r�eperussion notable en termes d'erreurs entre la solution num�erique et la solutionexate, et e dans tout le domaine 
, don en partiulier pour la solution loalis�ee sur l'observatoire.Il est par ons�equent n�eessaire de r�esoudre la formulation syst�eme augment�e CPML du probl�emediret (1.22) et du probl�eme adjoint (1.23). Les ouhes PML art�esiennes, illustr�ees sur la �gure5.1, sont au nombre de 10 dans haque diretion spatiale (les valeurs des int�egrales de �(x) et �(y)sont onstantes dans haune de es ouhes PML).La r�esolution des probl�emes inverses onsiste en l'optimisation ou l'identi�ation des param�etresde r�eexion aoustique loaux loalis�es sur les parois internes au anal, de sorte �a minimiser lesfontionnelles objetif J(�) ou Jid(�).Les r�esultats th�eoriques de ette th�ese ne pr�esupposent pas d'invariane des oeÆients der�eexion aoustique par rapport au temps. Toutefois, on rappelle que le mod�ele d�evelopp�e dans[29℄ ou tout autre mod�ele de la litt�erature, permettant de relier es oeÆients omplexes �a des1L'�etude de sensibilit�e a montr�e que ette on�guration ne semble pas faire partie des as pathologiques pourl'int�erêt de la r�esolution du probl�eme de ontrôle optimal.129



130 R�esultats num�eriques : Gains et identi�ations

(a) Pr�eision du maillage (b) Couhes PML art�esiennesFig. 5.1 { Pr�eision du maillage repr�esentatif d'une prise d'air bidimensionnelle.mat�eriaux poreux �equivalents, ne sont valables que pour des soures de bruit monohromatiques.Pour pouvoir appliquer de tels mod�eles, nous herherons don des distributions de param�etressur les parois internes onstants au ours du temps. Les probl�emes de ontrôle optimaux que l'onva num�eriquement r�esoudre seront par ons�equent des probl�emes de ontrôle passif. Sur les paroisexternes du anal, soit � pour reprendre nos notations, une ondition d'obstale dur est impos�ee :8x 2 �; �(x) = (1; 0) (l'ext�erieur de la prise d'air est bien entendu suppos�ee être une surfaerigide).On rappelle que l'algorithme d'optimisation mis en oeuvre est un algorithme de type quasi-Newton, l'algorithme L-BFGS-B. Pour obtenir les valeurs des gradients dans une diretion donn�ee,�etape n�eessaire pour e type d'algorithme (mais qui ne n�eessite pas la onnaissane des Hessiens),il nous faut r�esoudre un probl�eme adjoint (1.23) dont le seond membre d�epend de la solution duprobl�eme diret (1.22). Par ons�equent, haque �etape de l'algorithme d'optimisation L-BFGS-Bn�eessite la r�esolution d'un probl�eme diret et d'un probl�eme adjoint.5.1 Contrôle optimal : r�edution du bruitDans un premier temps, notre but est de montrer l'apport de la prise en ompte dans toute saomplexit�e de la r�esolution du probl�eme de ontrôle optimal par rapport �a un raisonnement loalqui onsisterait en l'appliation d'un milieu (les parois du anal) d'absorption aoustique maximalepour les ondes normales, don en l'appliation de la ondition aux limites salaire � (x) = (0; 0) surl'ensemble des deux parois internes. On herhe don, suivant la nature de l'�eoulement porteur,une distribution de param�etres omplexes loalis�es sur les parois internes du anal, qui mette end�efaut e raisonnement loal.Pour ela, les ontraintes sur es oeÆients de r�eexion aoustique, seront soit du type j�(x)j �1 (appel�ees ontraintes math�ematiques), soit en relation ave les ontraintes appel�ees ontraintesphysiques (ontraintes sur les porosit�es, sur les deux longueurs arat�eristiques, et sur l'�epaisseurdu mat�eriau homog�en�eis�e) li�ees au mod�ele physiquement r�ealisable de mat�eriau poreux d�evelopp�e



5.1.1 Soure pontuelle et param�etres r�eels 131dans [29℄. On rappelle que toutes les r�eexions aoustiques du disque unit�e omplexe ne sont pas�equivalentes �a un milieu poreux : la d�ependane �a la fr�equene de la soure est illustr�ee sur les �gures(4.6, 4.7, 4.8). N�eanmoins, on peut toujours r�ealiser l'absorption aoustique maximale pour les ondesnormales (�(x) = (0; 0)) : On pourra don, pour les deux types de probl�emes d'optimisation aveontraintes math�ematiques ou physiques, omparer les r�esultats obtenus ave un raisonnement loalonsistant �a appliquer ette absorption parfaite des ondes normales omme rit�ere d'optimalit�e pourla r�edution de bruit en sortie de anal.Dans le but de valider notre travail, nous e�etuerons don syst�ematiquement une omparaisonentre la valeur de la fontion objetif arat�erisant le ux aoustique sortant du anal obtenue pourla r�eexion aoustique salaire �x�ee �a �(x) = (0; 0) sur haune des deux parois internes du analet la valeur obtenue pour une ertaine r�epartition de r�eexions aoustiques loales sur es parois,et e par la r�esolution de la m�ethode d'optimisation. La fontion Gain (en dB) d�e�nie par :G = 20 log� J�=(0;0)Joptimale� ; (5.1)permettra alors de quanti�er la r�edution de bruit suppl�ementaire obtenue �a l'aide de ette r�eparitionde param�etres par rapport �a elle que l'on obtiendrait par la seule appliation d'un raisonnementloal a priori intuitif. Cette distribution des param�etres de r�eexion n�eessite que l'on puisse aug-menter le nombre de variables de ontrôle inonnues dans la r�esolution du probl�eme de ontrôleoptimal passif. A ette �n, on adopte une m�ethode multigrille. Elle onsiste en la r�esolution des�etapes suivantes :1. Une r�esolution salaire du probl�eme de ontrôle. On herhe un oeÆient de r�eexion aous-tique optimal omplexe onstant sur haune des deux parois internes du anal (pour ela,l'intialisation de l'algorithme est �x�ee �a �(x) = (0; 0)).2. Le param�etre optimal omplexe ainsi obtenu est ensuite pris omme initialisation pour lar�esolution du probl�eme de ontrôle �a deux param�etres.3. On pro�ede ainsi de suite en utilisant �a haque nouvelle �etape les valeurs obtenues �a l'�etapepr�e�edente omme nouvelle initialisation pour l'algorithme L-BFGS-B, la r�epartition des pa-ram�etres inonnus se faisant alors de mani�ere projetive (de type baryentrique, moindresarr�es, ...).5.1.1 Soure pontuelle et param�etres r�eelsTout d'abord, on se propose de r�esoudre le probl�eme de ontrôle optimal assoi�e au as testnum�erique de l'�etude de sensibilit�e. On rappelle que pour ette on�guration g�eom�etrique de analet pour une soure pontuelle de type Dira en espae et sinuso��dale en temps (de type sin (!t)),le oeÆient de r�eexion aoustique salaire r�eel optimal obtenu n'est pas un oeÆient signi�a-tif (ne orrespondant �a auune ondition d'obstale signi�ative). Toutefois, les tests e�etu�es �al'aide de 2 param�etres salaires laissent pr�esager d'un mauvais onditionnement pour le probl�emed'identi�ation et d'une ertaine indi��erene au nombre de param�etres pris pour inonnus dans lar�esolution du probl�eme de ontrôle. On rappelle que l'on trâ�te dans e as un �eoulement porteur�a onvetion nulle, soit l'aoustique pure.Dans le tableau 5.1 sont regroup�ees les valeurs des gains obtenues par l'appliation de la m�ethodemultigrille d'optimisation ave des ontraintes math�ematiques r�eelles, pour une soure pontuelleloalis�ee �a l'entr�ee du anal, exitant uniquement la pression �a la fr�equene de 1360 Hz. On imposeune distribution sym�etrique des param�etres sur haune des parois internes du anal, d'une part arune dimension de 80 param�etres serait trop importante pour la r�esolution du probl�eme de ontrôle



132 R�esultats num�eriques : Gains et identi�ationsnum�erique, et d'autre part les valeurs des param�etres inonnus obtenus dans les premi�eres �etapesde la m�ethode multigrille sont sym�etriques (la soure pontuelle est loalis�ee dans l'axe m�edian duanal, et l'�eoulement sans onvetion ne favorise auune diretion de propagation).dimension de � (x) �opt J (�opt) J (�) pour � = 0 Gain en dB1 -0,40 3,64.10�4 1,02.10�3 8,944 3,59.10�4 1,02.10�3 9,0720 3,56.10�4 1,02.10�3 9,1440 �g 5.2 3,55.10�4 1,02.10�3 9,16Tab. 5.1 { Tableau des gains obtenus pour une soure pontuelle, �a Mah nul, pour des param�etresloaux r�eels.La �gure 5.2 invoqu�ee dans le tableau 5.1 repr�esente la distribution des valeurs des oeÆientsde r�eexion aoustique obtenue sur haune des parois internes, apr�es appliation de la m�ethodemultigrille it�erative jusqu'�a la dimension n = 40 du probl�eme de ontrôle. La loalisation spatialesur haune des parois internes des oeÆients est une loalisation suivant les x positifs, soit uneloalisation dirig�ee de l'observatoire spatial Os vers la soure de bruit.
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Fig. 5.2 { Distribution des param�etres de oeÆients de r�eexion aoustique �a valeurs r�eelles surles parois internes du anal pour n = 40.Interpr�etation des premiers r�esultatsLa r�edution du \bruit" aoustique de l'ordre d'une dizaine de d�eibels est enourageante,d'autant plus que la variable de ontrôle utilis�ee pour l'obtenir est uniquement salaire et �a valeursr�eelles. En revanhe, pour ette on�guration de soure et de loalisation de l'observatoire, leprobl�eme de ontrôle est indi��erent au nombre de param�etres loaux pris pour inonnus. En fait,plusieurs tests num�eriques montrent, que pour e type de soure pontuelle, sa loalisation spatialejoue un rôle primordial. Plus la soure pontuelle est d�epla�ee vers l'aval du anal (dans le sensdes x n�egatifs), et plus l'indi��erene �a l'augmentation du nombre de param�etres est marqu�ee. En



5.1.2 Soures modales et �eoulement porteur uniforme 133fait, il apparâ�t que la soure ne \voit" pas les param�etres inonnus situ�es en son amont, et d�eslors toutes es fontions inonnues orrespondantes ne partiipent pas �a la r�edution de bruit demani�ere sensible.Il est �egalement tr�es important de souligner que les valeurs des param�etres ne sont pas desvaleurs omplexes, or la prise en ompte du rôle jou�e par les parties imaginaires des oeÆients der�eexion aoustique permettra la r�eation de ph�enom�enes d'ondes destruties dans le anal. Onpeut dans e as s'attendre �a des gains plus signi�atifs. De plus, le mod�ele de r�eexion aoustiquepr�esent�e dans [29℄ n'est dans e as plus pertinent.En ontrepartie, la �gure 5.2 illustre une bonne onvergene de la solution du probl�eme deontrôle vers un � optimal distribu�e, et e manque de sensibilit�e de la fontion oût �a la distributiondes param�etres laisse augurer d'une bonne performane de la m�ethode d'optimisationmath�ematiquemultigrille �a oeÆients r�eels pour le probl�eme d'identi�ation.Quoiqu'il en soit, dans le adre appliatif de ette th�ese, une mod�elisation de soure de bruitphysiquement plus pertinente est un type de soure distribu�e sur la fronti�ere d'entr�ee droite duanal, plus r�ealiste pour une entr�ee de prise d'air. On a don hoisi la mod�elisation de souresde bruit modales, �a l'aide des modes alul�es dans la setion 2.5, et d�ej�a utilis�es a�n de mettreen �evidene le arat�ere inexat des onditions aux limites non r�e�ehissantes approh�ees dans lehapitre 3, ainsi que pour la validation num�erique de l'approximation Galerkine disontinue dansla setion 2. Contrairement �a une soure de bruit pontuelle situ�ee au milieu du anal, e type desoure de bruit distribu�ee ne devrait pas laisser la r�esolution du probl�eme de ontrôle indi��erente�a l'augmentation du nombre de param�etres pris omme variable inonnues.De plus, �a fr�equene �xe, on d�esire optimiser ave des ontraintes physiques. Il va don s'agirde r�esoudre le probl�eme de ontrôle optimal passif (et les probl�emes diret et adjoint) en variablesomplexes. Nous allons �egalement e�etuer es tests num�eriques en pr�esene d'�eoulement porteurave onvetion non nulle, a�n de tester l'inuene de la onvetion et des parties imaginaires desoeÆients de r�eexion aoustique sur les r�esultats en terme de gain.5.1.2 Soures modales et �eoulement porteur uniformeOn se propose d'appliquer la m�ethode d'optimisation ave ontraintes math�ematiques et phy-siques dans le as d'un �eoulement porteur �a onvetion nulle (aoustique pure) ou dans le as d'un�eoulement porteur admettant une onvetion uniforme de Mah 0.3. La diretion de propagationde l'�eoulement est dans le sens des x positifs, et la soure de bruit est de type modes amonts(modes 0,1,2), distribu�ee sur la fronti�ere d'entr�ee du anal. Dans un premier temps, les modesseront exit�es �a la fr�equene monohromatique de 1000 Hz. En e�et, ette limite inf�erieure de vali-dit�e du mod�ele de [29℄ repr�esente, d'apr�es la �gure 4.6, la valeur de la fr�equene monohromatiquepour laquelle les ontraintes sur les param�etres de r�eexion aoustique �equivalents �a des mat�eriauxporeux r�ealisables sont les plus importantes (en partiulier, peu de valeurs des parties imaginairesde es oeÆients omplexes sont admissibles pour ette fr�equene). On illustre tout d'abord surles �gures (5.4,5.5), l'�evolution de la partie r�eelle de la variable � de la solution '� du probl�emediret (1.22) pour la on�guration dans laquelle les soures de bruit modales sont bien les modesguid�es d�etermin�es �a la setion 2.5. Autrement dit, pour es �gures, on a :8x 2 �; � (x) = (1; 0);et les parois internes du anal sont rigides.Sur la �gure 5.4, on repr�esente la partie r�eelle de � pour trois temps di��erents, obtenue pour un�eoulement porteur �a onvetion uniforme nulle, et des modes amonts d'indie n = 2. Sur la �gure5.5, on repr�esente la partie r�eelle de � pour trois temps di��erents, obtenue pour un �eoulement



134 R�esultats num�eriques : Gains et identi�ationsporteur �a onvetion uniforme Mah 0.3, et des modes amonts d'indie n = 0. Les temps indiqu�essont les temps adimensionn�es (0 = 1). On onstate bien num�eriquement que les ondes \remontent"le anal en pr�esene d'un �eoulement uniforme �a Mah 0.3 ave une vitesse moindre et une amplitudeplus forte que sans �eoulement.De plus, la �gure 5.4 r�ev�ele la sensibilit�e du probl�eme de ontrôle �a la g�eom�etrie de l'observatoire(loalisation et forme). En e�et, on voit bien que pour e type de soures modales (indie n = 2),une importante quantit�e d'�energie se d�eplae le long des parois internes du anal lorsque elles-isont rigides, 'est-�a-dire lorsque la ondition de r�e�exion aoustique salaire �equivalente est elle dela ondition d'obstale \dur" (� (x) = (1; 0)). Une ons�equene imm�ediate est que, si l'observatoireen sortie de anal est tronqu�e omme sur la �gure 5.3, la ondition d'optimalit�e pour la r�edutionde bruit sur e type d'observatoire en pr�esene de telles soures modales est la ondition de r�e�exionaoustique salaire omplexe 8x 2 �; � (x) = (1; 0):

Fig. 5.3 { L'observatoire tronqu�e est en sortie de anal en rouge.Ce n'est �evidemment plus le as pour un observatoire du type de elui illustr�e par la �gure4.9. Dans les tableaux (5.2, 5.3, 5.4, 5.5), on pr�esente les r�esultats obtenus pour l'optimisation aveontraintes math�ematiques ou physiques, pour les di��erents indies de mode amont (modes 0,1,2)exit�es �a la fr�equene monohromatique de 1000 Hz, et pour une onvetion nulle ou uniforme deMah 0.3. La dimension orrespond �a la dimension intervenant dans l'algorithme d'optimisationL-BFGS-B, �a savoir le nombre de oeÆients de r�eexion aoustique loaux �a r�epartir sur les paroisinternes de fa�on sym�etrique, multipli�es par 2 pour l'optimisation ave ontraintes math�ematiquesar es oeÆients sont omplexes et que l'algorithme d'optimisation pro�ede sur les parties r�eelleset les parties imaginaires, et multipli�es par 4 pour l'optimisation ave ontraintes physiques arun oeÆient de r�eexion orrespond �a 4 valeurs de param�etres physiques (�epaisseur, porosit�e,longueurs arat�eristiques*2). Le temps d'observation pour es r�esultats est T = 7:4s.
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(a) t=1.5s, f=1000Hz

(b) t=1.9s, f=1000Hz

() t=2.3s, f=1000HzFig. 5.4 { Re (�) ; n = 2;M = 0, parois rigides.
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(a) t=2.4s, f=1000Hz

(b) t=3s, f=1000Hz

() t=3.2s, f=1000HzFig. 5.5 { Re (�) ; n = 0;M = 0:3, parois rigides.



5.1.2 Soures modales et �eoulement porteur uniforme 137modedimension 0 1 22 10.8 7.85 4.84 10.9 7.9 4.98 24.9 15.85 22.716 29.12 25.45 27.4520 31.1 29.35 30.2Tab. 5.2 { Gains en dB , M = 0, ontraintes math�ematiques, f=1000 Hz.
modedimension 0 1 24 10.8 7.85 4.88 10.9 7.9 4.916 17.65 13.5 7.632 24.6 21.1 1540 27.8 25.15 20.3Tab. 5.3 { Gains en dB, M = 0, ontraintes physiques, f=1000 Hz.
modedimension 0 1 22 20.8 18.9 10.24 20.85 19 10.48 24.3 23.7 27.516 26.2 25.6 30.220 27.1 26.8 31.8Tab. 5.4 { Gains en dB, M = 0:3, ontraintes math�ematiques, f=1000 Hz.modedimension 0 1 24 20.8 18.9 10.28 20.85 19 10.416 22.5 22.2 18.832 24.35 24.3 25.640 25.2 25.1 28.2Tab. 5.5 { Gains en dB, M = 0:3, ontraintes physiques, f=1000 Hz.



138 R�esultats num�eriques : Gains et identi�ationsConlusionCes tableaux de gains obtenus par rapport �a un raisonnement loal onsistant �a appliquerl'absorption aoustique maximale pour les ondes normales sur les parois internes du anal met enlumi�ere les points suivants :1. Pour es on�gurations g�eom�etriques, e raisonnement est tr�es loin du arat�ere d'optimalit�epour la r�edution de \bruit" loalis�e sur l'observatoire en sortie de anal. En augmentantsuessivement la dimension de r�esolution du probl�eme de ontrôle optimal, on peut r�ealiserun gain de l'ordre de 20�30 dB (suivant que le mat�eriau poreux �equivalent au sens du mod�elede [29℄ est r�ealisable ou non) par rapport �a e raisonnement. Il est important de noter quele gain est d'autant plus roissant en augmentant la dimension du probl�eme de ontrôle quel'�eoulement perturb�e est omplexe. En e�et, plus la soure est omplexe (mode d'indie 1ou 2), don plus l'�eoulement perturb�e orrespondant �a la perturbation de l'�eoulement por-teur par e type de soures est omplexe, plus la m�ethode multigrille onsistant �a augmenterle nombre de param�etres pris en ompte dans la r�esolution du probl�eme de ontrôle opti-mal est performante. La onvetion de l'�eoulement porteur, qui privil�egie une diretion depropagation, augmente �egalement tr�es sensiblement la performane de la m�ethode multigrille.2. Le rôle jou�e par la r�epartition des parties imaginaires des oeÆients de r�eexion aoustiqueloaux omplexes est primordial. Sans la prise en ompte des parties imaginaires dans lar�esolution du probl�eme de ontrôle optimal (don ave des oeÆients de r�eexion aoustiquepurement r�eels), on a montr�e que les gains n'�etait que de l'ordre de la dizaine de d�eibelspour l'optimisation ave ontraintes math�ematiques, soit beauoup moins qu'en r�esolvant leprobl�eme de ontrôle optimal en variables omplexes. Les parties imaginaires permettentde r�eer des d�ephasages entrâ�nant des ph�enom�enes destrutifs sur les allers et retours despropagations d'ondes entre les parois internes du anal, qui sont �a l'origine du gain obtenupar rapport au raisonnement qui onsiste �a laisser \sortir" toutes les ondes normales auxplans d�erits par es parois internes. Cei explique les di��erenes de gains obtenus selon quel'optimisation est �a param�etres math�ematiques ou �a param�etres physiques, puisque pour unefr�equene monohromatique de 1000 Hz, la �gure 4.6 montre bien que beauoup de valeurs departies imaginaires des oeÆient de r�eexion aoustique sont interdites par les ontraintesphysiquement r�ealisables.3. Les �gures (4.6, 4.7, 4.8) laissent pr�esager que la di��erene de gain obtenu entre l'optimisationave ontraintes math�ematiques et l'optimisation ave ontraintes physiques va s'amenuiseren augmentant la fr�equene de la soure. En e�et, La plupart des valeurs omplexes dudisque unit�e deviennent de plus en plus physiquement r�ealisables par des mat�eriaux poreux�equivalents au sens du mod�ele de [29℄ (et partiuli�erement les valeurs des parties imaginaires).A et e�et, on pr�esente dans les tableaux (5.6, 5.7, 5.8, 5.9), les r�esultats obtenus pour unefr�equene monohromatique de 3000 Hz pour les mêmes on�gurations que la fr�equene 1000Hz.



5.1.2 Soures modales et �eoulement porteur uniforme 139modedimension 0 1 22 4.3 3.1 2.14 4.35 3.2 2.38 7.5 7.3 716 10.1 10.2 10.520 11 11.6 12.2Tab. 5.6 { Gains en dB, M = 0, ontraintes math�ematiques, f=3000 Hz.
modedimension 0 1 24 4.3 3.1 2.18 4.35 3.2 2.316 7.5 7.3 732 10.1 10.1 10.540 10.9 11.4 12Tab. 5.7 { Gains en dB, M = 0, ontraintes physiques, f=3000 Hz.
modedimension 0 1 22 8.3 7.6 5.84 8.4 7.65 5.98 12.6 13.7 15.116 14.3 16 18.320 15.1 18.2 21.1Tab. 5.8 { Gains en dB, M = 0:3, ontraintes math�ematiques, f=3000 Hz.modedimension 0 1 24 8.3 7.6 5.88 8.4 7.65 5.916 12.5 13.7 14.232 14 15.8 17.640 15 18 19.8Tab. 5.9 { Gains en dB, M = 0:3, ontraintes physiques, f=3000 Hz.



140 R�esultats num�eriques : Gains et identi�ationsDeux onlusions importantes sont �a souligner :1. Les gains sont moindres que pour l'exitation monohromatique de 1000 Hz. Les parois in-ternes sont beauoup plus solliit�ees par les r�eexions d'ondes propag�ees. L'augmentationdu nombre de param�etres pris pour inonnus est absolument n�eessaire pour r�eer le pluspossible de ph�enom�enes destrutifs.2. Les gains obtenus par l'optimisation sous ontraintes math�ematiques ou physiques sont qua-siment similaires. En e�et, pour la fr�equene 3000 Hz, les mat�eriaux poreux �equivalents auxr�eexions aoustiques obtenues par la m�ethode d'optimisation ave ontraintes math�ematiquessont presque tous exp�erimentalement r�ealisables.On repr�esente sur les �gures (5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13), la r�epartition des valeurs desparties r�eelles et des parties imaginaires sur les parois internes du anal, �a mesure de l'augmentationde la dimension d'optimisation sous ontraintes math�ematiques par la m�ethode multigrille, obtenuepour un �eoulement porteur �a onvetion nulle ou �a Mah 0.3, et pour une soure de bruit modaled'indie n = 0 ou n = 2. On rappelle que haque paroi interne est ompos�ee de 40 �el�ementsfronti�eres. En absisse de haune de es �gures, on repr�esente la loalisation spatiale des oeÆientsde r�eexion aoustique sur la fronti�ere du mat�eriau dans le sens des x positifs, don de l'observatoireOs vers la soure modale �a l'entr�ee du anal.ConlusionLa variabilit�e des pro�ls de la r�epartition des param�etres sur haque paroi interne suivant lafr�equene, la onvetion, et le type de soure est assez importante. Elle met en lumi�ere l'int�erêt de lar�esolution du probl�eme de ontrôle optimal dans sa globalit�e et sa omplexit�e : les distributions deoeÆients de r�eexion aoustique ne sont pas intuitives. Il ne semble pas se d�egager de es r�esultatsdes pro�ls de distribution type : seule la onvetion semble, pour une fr�equene et un indie de mode�x�es, \d�eplaer" les pro�ls dans le sens inverse de la propagation et \ampli�er" les disontinuit�esde valeurs des parties r�eelles et imaginaires des oeÆients. La dimension 20 d'optimisation sousontraintes math�ematiques orrespond �a une dimension d'optimisation sous ontraintes physiquesde 40 param�etres, pour lequel les aluls r�ealis�es sur un SUN blade 1500 (1 Giga de m�emoire vive)approximent les 6 heures de temps CPU.
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(b) Im (�)Fig. 5.6 { Dimension=20, n = 0;M = 0, f=1000Hz.
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(b) Im (�)Fig. 5.7 { Dimension=20, n = 2;M = 0, f=1000Hz.
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(b) Im (�)Fig. 5.8 { Dimension=20, n = 0;M = 0:3, f=1000Hz.
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(b) Im (�)Fig. 5.9 { Dimension=20, n = 2;M = 0:3, f=1000Hz.
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(b) Im (�)Fig. 5.10 { Dimension=20, n = 0;M = 0, f=3000Hz.
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(b) Im (�)Fig. 5.11 { Dimension=20, n = 2;M = 0, f=3000Hz.
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(b) Im (�)Fig. 5.12 { Dimension=20, n = 0;M = 0:3, f=3000Hz.
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(b) Im (�)Fig. 5.13 { Dimension=20, n = 2;M = 0:3, f=3000Hz.



5.2 R�esultats d'identi�ations 1455.2 R�esultats d'identi�ationsOn rappelle dans un premier temps le ontexte du probl�eme d'identi�ation. On dispose dedonn�ees 'd, pr�elev�ees sur l'observatoire pendant un temps [0; T ℄ (id�ealement des mesures ex-p�erimentales), et le but est de trouver les oeÆients de r�eexion aoustique loaux qui mod�elisentau mieux le omportement aoustique de l'obstale (plus exatement de sa fronti�ere) pour lequelon a obtenu es donn�ees. Pour ela, on herhe �a minimiser la fontionnelle Jid (�). Le probl�ememath�ematique est don �equivalent �a elui du probl�eme de ontrôle optimal o�u l'on herhe �a mi-nimiser la fontionnelle oût J (�). Cependant, si pour le probl�eme de ontrôle optimal, l'absenede d�emonstration d'existene et/ou d'uniit�e d'une solution au probl�eme de minimisation n'est pasessentielle (il suÆt de diminuer la fontion objetif), il en est tout autrement pour le probl�emed'identi�ation. Le arat�ere bien pos�e du probl�eme d'identi�ation en existene et uniit�e est ru-ial pour la seule justi�ation de sa r�esolution th�eorique. Les zones extrêmement plates autour desminima d�evoil�ees dans les as tests num�eriques de r�esolution du probl�eme de ontrôle optimal, setraduisent pour le probl�eme d'identi�ation (vraisemblablement mal pos�e en ontinuit�e, et peutêtre pas en uniit�e), en un mauvais onditionnement roissant du probl�eme d'identi�ation �a me-sure que l'on augmente le nombre de param�etres �a identi�er. Pour le moment, on ne dispose pasde mesures exp�erimentales pertinentes, et on se propose alors de r�esoudre deux types de probl�emed'identi�ation \physiquement" pertinent.5.2.1 Identi�ation de \trous" dans les parois internesDans un premier temps, on se propose d'identi�er la loalisation et la taille de "`trous" al�ea-toirement dispos�es sur les parois internes du anal. Le probl�eme d'identi�ation est extrêmementmal onditionn�e, don une premi�ere �etape heuristique onsiste �a tester les limites num�eriques d'ap-pliations de l'algorithme pour la r�esolution de e probl�eme. Pour ela, on suppose que les donn�eessont non bruit�ees, 'est-�a-dire que l'emplaement des \trous" et leurs tailles sont onnus par avane,et on se propose alors de retrouver es donn�ees. On se plae dans le as a priori favorable, pourlequel la �gure 5.2 a r�ev�el�e une \bonne" distribution des oeÆients r�eels :1. la soure pontuelle est un Dira en espae et sinuso��dale en temps loalis�ee �a l'entr�ee duanal et dans son axe m�edian,2. les oeÆients de r�eexion aoustique �a identi�er sont �a valeurs r�eelles.Ces \trous" seront arat�eris�es par des valeurs loales de oeÆients de r�eexion aoustique� (x) = 0, 'est-�a-dire par des onditions loales parfaitement transparentes pour les ondes normales.Sur les �gures (5.14, 5.15, 5.16), on repr�esente les r�esultats obtenus, suivant la dimension duprobl�eme inverse et la taille des \trous" (exprim�ee en longueurs d'ondes). Pour haque test, tousles autres oeÆients de r�eexion aoustique orrespondent �a une ondition d'obstale dur, soit desoeÆients de valeur �x�ees �a � (x) = 1. L'initialisation de l'algorithme d'optimisation est �x�e �a lavaleur salaire � (x) = 0:5, e qui orrespond �a l'�eart moyen entre les deux valeurs de � que l'onsouhaite identi�er. On ne failite don a priori, ni la restitution des \trous", ni la restitution de laondition d'obstale dur.Sur la �gure 5.14, on identi�e ave pr�eision :1. Un \trou" de 1=3 de longueur d'ondes loalis�e sur une des deux parois internes. Les deuxautres oeÆients de r�eexion aoustique de ette paroi sont �egalement orretement iden-ti��es, puisque le faible �eart de valeur entre les valeurs exates et les valeurs identi��ees n'estpas signi�atif : on a bien identi��e une ondition d'obstale dur. Il est �a noter que la seondeparoi interne est par avane soumis �a la ondition d'obstale dur. L'identi�ation de ette



146 R�esultats num�eriques : Gains et identi�ationsondition, non illustr�ee ii, est �egalement bonne �a l'instar de l'identi�ation de la onditiond'obstale dur sur l'autre paroi interne.2. Un \trou" de 1=13 de longueur d'ondes et les 12 autres param�etres soumis �a la onditiond'obstale dur.
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(b) 1=13 de longueur d'ondesFig. 5.14 { Identi�ation d'un \trou".Sur la �gure 5.15, le r�esultat est orret quant �a l'identi�ation de 2 trous de 1=13 de longueursd'ondes. La loalisation sur la paroi interne est exatement identi��ee, seul un �eart pereptible de6% entre la valeur exate et la valeur identi��ee temp�ere la qualit�e du r�esultat num�erique.
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Fig. 5.15 { Identi�ation de 2 \trous" du treizi�eme de longueur d'ondes.



5.2.2 Identi�ation d'un mat�eriau poreux 147Les r�esultats num�eriques restent satisfaisants pour 3 ou 4 \trous" du treizi�eme de longueurd'ondes loalis�es sur une paroi interne, et pour 8 \trous" loalis�es de mani�ere sym�etrique surhaune des deux parois internes (4 \trous" sur haque paroi interne). En revanhe, les limites dela m�ethode de r�esolution du probl�eme d'identi�ation semblent atteintes pour la restitution de 4trous (2 et 2) r�epartis non sym�etriquement sur haune des deux parois internes (�gure 5.16).
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Fig. 5.16 { Identi�ation de 4 \trous" du treizi�eme de longueur d'ondes non sym�etriquementloalis�es sur haune des deux parois internes.Les �earts de valeurs restent de l'ordre de 6% , mais des d�ealages apparaissent lors de l'iden-ti�ation des loalisations spatiales des \trous". En fait, le nombre et la taille des \trous" inuent�evidemment sur le nombre de param�etres r�eels �a identi�er, et au del�a d'une limite de 40 param�etres,les r�esultats se d�egradent qualitativement : dans e as, l'�evolution relative de la fontionnelle au-tour de la solution trouv�ee et de es gradients sont �a la limite de la pr�eision mahine. Une �etudemath�ematique et num�erique sp�ei�que au probl�eme d'identi�ation est n�eessaire (p�enalisationde la fontionnelle oût, : : :), d'autant plus que l'�etape suivante, beauoup plus pertinente, seraitd'identi�er des donn�ees bruit�ees, 'est-�a-dire identi�er des \trous" pour lesquels les tailles et lesloalisations ont �et�e pr�ealablement perturb�ees de mani�ere al�eatoire.5.2.2 Identi�ation d'un mat�eriau poreuxPour le as le plus g�en�eral que nous avons trait�e, autrement dit ave des oeÆients de r�eexionaoustique omplexes et des soures modales d'indie n, on se propose d'identi�er un mat�eriauporeux au sens du mod�ele de [29℄. Les donn�ees seront enore non bruit�ees, 'est-�a-dire que l'empla-ement du mat�eriau poreux �a identi�er est onnu par avane. On rappelle, que pour une fr�equenedonn�ee, plusieurs valeurs de param�etres physiques �'; l; re; re0� peuvent orrespondre �a un mêmeoeÆient de r�eexion aoustique, et dans e as, on dit que les mat�eriaux poreux homog�en�eis�es or-respondant �a es param�etres physiques sont �equivalents. La sensibilit�e aux 4 param�etres physiquesdu probl�eme inverse donn�e par la minimisation de la fontionnelle Jid est don tr�es importante.Par ons�equent, une �etude heuristique physiquement pertinente nous semble être, pour une souremodale d'indie et de fr�equene �x�es, l'identi�ation d'un mat�eriau poreux onnu par avane (au-trement dit arat�eris�e par 4 param�etres physiques) par un mat�eriau poreux au moins �equivalent.On se propose, dans la on�guration de domaine repr�esent�ee sur la �gure 4.9, et en pr�esene d'un



148 R�esultats num�eriques : Gains et identi�ations�eoulement porteur �a onvetion onstanteM = 0:3 et d'une soure de bruit modale amont d'indien = 0 de fr�equene 2000 Hz, d'identi�er un seul mat�eriau poreux onstituant haune des deuxparois du anal. On repr�esente, sur la �gure 5.17, les r�esultats obtenus pour l'identi�ation d'unmat�eriau poreux arat�eris�e par les param�etres physiques suivant :mat = �'; l; re; re0� = (0:467; 0:056; 2:41; 0:53) ;de oeÆient de r�eexion aoustique � = �10�10; 10�10�. L'initialisation de la m�ethode de r�esolutiondu probl�eme inverse orrespond �a un mat�eriau initial donn�e par :matinit = �'; l; re; re0� = (0:3; 0:05; 2:385; 0:567) ;de oeÆient de r�eexion aoustique �init = (0:2;�0:2).
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Fig. 5.17 { Identi�ation d'un mat�eriau poreux.Le mat�eriau identi��e sur la �gure 5.17 est arat�eris�e par les param�etres physiquesmatident = �'; l; re; re0� = (0:471; 0:056; 2:40; 0:55) ;de oeÆient de r�eexion aoustique �ident = �10�5; 10�5�. Le r�esultat est don satisfaisant, puisqueon a identi��e un mat�eriau d'imp�edane omplexe �equivalente �a elui reherh�e, et de plus arat�eris�epar des param�etres physiques tr�es similaires. Ce r�esultat est d'autant plus enourageant que l'iden-ti�ation peut �eventuellement être envisag�ee omme une �etape pr�eliminaire au ontrôle optimal.En e�et, �a partir d'une soure de bruit mesur�ee exp�erimentalement par avane �a l'aide de apteurs(loalis�ee en espae et pendant une p�eriode de temps donn�ee), on pourra utiliser la m�ethode d'iden-ti�ation (a priori sans p�enalisation) a�n d'identi�er le mat�eriau poreux pour lequel es mesuresont �et�e e�etu�ees. Par la suite, il suÆt d'utiliser les param�etres physiques de e mat�eriau identi��eomme param�etres initiaux de la m�ethode d'optimisation. On obtiendra ainsi un gain en d�eibelsr�ealisable par une distribution de mat�eriaux poreux d�etermin�ee par la m�ethodologie mise en plaedans ette th�ese.



Conlusion et perspetivesNous nous sommes int�eress�es dans ette th�ese �a la propagation lin�eaire des perturbationsa�eroaoustiques d'un �eoulement porteur quelonque, subsonique et r�egulier. Notre approhe duprobl�eme a onsist�e en la r�esolution math�ematique et num�erique du syst�eme hyperbolique lin�eairedes �equations d'Euler lin�earis�ees, pos�e en domaine born�e ave des onditions aux limites admis-sibles. Ces onditions aux limites inluent en partiulier omme onditions d'obstales, les onditionsd'imp�edanes g�en�eralis�ees qui ont �et�e reformul�ees en onditions de r�eexions aoustiques. L'approxi-mation num�erique de e syst�eme a �et�e r�ealis�ee �a l'aide d'une formulation Galerkine disontinue,pour laquelle nous avons �etabli des onditions de stabilit�e uniformes en la variable arat�erisant lesonditions aux limites admissibles, et e pour une approximation temporelle de type Runge-Kutta.A�n de simuler l'espae libre, �etape n�eessaire pour l'�etude de ph�enom�enes de propagations d'ondes,on a �etabli un mod�ele de ouhes absorbantes original pour l'a�eroaoustique du type ouhes PMLde B�erenger, les CPML. Une validation num�erique de e mod�ele a �et�e r�ealis�ee �a travers de multiplesas tests num�eriques bidimensionnels. Cette premi�ere partie de notre travail aurait pu être men�eedi��eremment (notamment un autre hoix de m�ethode d'approximation), mais nous avons justi��eette approhe tout au long de ette th�ese par son ad�equation �a la r�esolution d'un probl�eme deontrôle optimal, v�eritable motivation de e travail : le ontrôle dans un domaine 
 entourant unobstale solide de fronti�ere �, des perturbations loalis�ees sur un observatoire spatial au ours d'untemps suÆsamment long, par des variables de ontrôle qui sont des param�etres loaux investisdans les onditions aux limites de r�eexion aoustique, appel�es oeÆients de r�eexion aoustique.Plus pr�eis�ement, si l'on onsid�ere omme fontion objetif l'�energie aoustique des perturbationsloalis�ees sur un observatoire spatio-temporel, et si l'on est en mesure de relier les oeÆients der�eexion aoustique loaux par des param�etres arat�eristiques de mat�eriaux exp�erimentalementr�ealisables, on peut esp�erer trouver un mat�eriau r�ealisable qui minimise e bruit aoustique. Dansune optique d'appliation similaire, si l'on dispose de donn�ees mesur�ees exp�erimentalement sur unobservatoire pendant un temps donn�e, on peut esp�erer arat�eriser le omportement aoustique del'obstale orrespondant �a es mesures.La seonde partie du doument, en se basant sur l'�etude approfondie des ph�enom�enes propaga-tifs de l'a�eroaoustique de la premi�ere partie, a don �et�e onsar�ee �a la r�esolution de es probl�emesinverses. Les diÆult�es struturelles inh�erentes aux probl�emes inverses n�eessitent dans la pratiqueune justi�ation pr�ealable au moins qualitative (par exemple dans des as tr�es partiuliers), quant�a la pertinene de leurs r�esolutions. Dans le adre de l'a�eroaoustique, la r�esolution expliite d'une�etude monodimensionnelle des probl�emes inverses a suÆ �a justi�er la validit�e de ette d�emarhe.D�es lors, nous avons expliit�e les gradients des fontionnelles mises en jeu �a l'aide de la solutiondu probl�eme diret et d'un probl�eme adjoint dont le arat�ere bien pos�e est assur�e par la th�eoried�ej�a invoqu�ee pour l'existene et l'uniit�e d'une solution au probl�eme diret. Nous avons ensuited�emontr�e que notre m�ethode d'approximation Galerkine disontinue pr�esentait un avantage fonda-mental pour la r�esolution num�erique de tels probl�emes inverses : elle assure la ommutation entre lad�eriv�ee de la fontionnelle disr�etis�ee et la disr�etisation de la fontionnelle ontinue. Pour donner149



150 Conlusion et perspetivesun sens physiquement signi�atif �a notre travail, nous avons utilis�e un mod�ele d'homog�en�eisationde mat�eriau poreux d�evelopp�e dans [29℄. Il permet de relier nos variables de ontrôles �a des pa-ram�etres physiques arat�erisant la faisabilit�e exp�erimentale de mat�eriaux absorbants, poss�edantles propri�et�es n�eessaires pour être adapt�es aux ontraintes de l'industrie a�eronautique.La derni�ere partie de e travail a eu pour but d'illustrer, �a travers des as tests bidimensionnelsnum�eriques, la n�eessit�e de onsid�erer le probl�eme de ontrôle optimal dans toute sa omplexit�e.En e�et, nous avons montr�e, que même pour des on�gurations relativement aad�emiques, unraisonnement loal qui onsisterait �a penser que l'absorption parfaite des ondes normales �a lafronti�ere d'un mat�eriau absorbant pr�esente un arat�ere d'optimalit�e du ontrôle de bruit sortantd'une tuy�ere mat�erialis�ee par de tels mat�eriaux, est totalement erron�e.PerspetivesN�eanmoins e r�esultat prinipal de la th�ese est essentiellement qualitatif, li�e �a la mod�elisationphysique utilis�ee, et doit être temp�er�e par le arat�ere aad�emique des tests num�eriques pr�esent�es.En e�et, les gains annon�es ne peuvent sûrement pas être r�ealistes du fait de la mod�elisationadopt�ee.D'une part, le mod�ele de mat�eriaux absorbants n'est �etabli que pour des soures monohroma-tiques, peu repr�esentatives de la r�ealit�e omplexe des soures de bruit mises en jeu dans de tellessituations. Une perspetive de e travail serait bien entendu d'�etudier le probl�eme de ontrôle nonlin�eaire pour des soures de bruit non simples en fr�equene, e qui n'est pas r�ealisable par unesimple superposition de plusieurs soures monohromatiques. Si l'�etude du rel�evement en temps dumod�ele harmonique des milieux poreux (ou d'un autre propos�e dans la litt�erature, ar ils sont �anotre onnaissane tous harmoniques) semble r�ealisable ompte tenu de la forme des �equations, ilreste enore dans e as �a �etudier d'une part le ouplage du syt�eme instationnaire qui en d�eouleraitave les �equations d'Euler lin�earis�ees, et d'autre part le nouveau probl�eme de ontrôle assoi�e.D'autre part, la fontion objetif hoisie pour e travail est le ux aoustique sortant, e quionduit �a onsid�erer la tuy�ere omme une soure aoustique dont on veut minimiser le rayonne-ment dans toutes les diretions. Qu'en est-il si l'on herhe �a privil�egier ertaines diretions o�u lesnuisanes sonores seraient e�etives ? Math�ematiquement, ei revient �a assoier au probl�eme deontrôle un probl�eme de restitution hamp lointain hamp prohe dont on sait qu'il onstitue unprobl�eme math�ematique mal pos�e. Il onvient par ons�equent de sp�ei�er les fontions objetifs demani�ere plus pertinente.De plus, nous avons montr�e que le ontrôle optimal d�epend en amplitude et en phase du typede la soure. Pour que elle-i soit la plus r�ealiste possible, il faudrait �etudier le ouplage du vraiprobl�eme d'a�eroaoustique non lin�eaire ave le probl�eme de propagation qui doit être lin�earis�e a�nde tenir ompte de fa�on assez pr�eise des ordres de grandeurs.Quant au probl�eme d'identi�ation, alors que l'�etude de sensibilit�e peut suÆre �a la mise en plaed'une m�ethodologie de r�esolution du probl�eme de ontrôle, nous avons onstat�e ses limites pour sar�esolution. Une �etude math�ematique typique de e genre de probl�emes (prinipe de Morosov, ...)est n�eessaire. En�n, la m�ethodologie de r�esolution de es probl�emes inverses doit être impl�ement�eesur des g�eom�etries tridimensionnelles plus omplexes (par exemple, voir �gure 2.8), �a l'aide desapproximations polynomiales d'ordres �elev�es d�ej�a utilis�ees pour r�esoudre le probl�eme diret sur eson�gurations.
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