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Résumé

Cette thèse traite de l’optimisation sous incertitude de fonctions coûteuses
dans le cadre de la conception de systèmes aéronautiques.

Nous développons dans un premier temps une stratégie d’optimisation ro-
buste multiobjectifs par modèles de substitution. Au delà de fournir une repré-
sentation plus rapide des fonctions initiales, ces modèles facilitent le calcul de
la robustesse des solutions par rapport aux incertitudes du problème. L’erreur
de modélisation est maîtrisée grâce à une approche originale d’enrichissement
de plan d’expériences qui permet d’améliorer conjointement plusieurs modèles
au niveau des régions de l’espace possiblement optimales. Elle est appliquée
à la minimisation des émissions polluantes d’une chambre de combustion de
turbomachine dont les injecteurs peuvent s’obstruer de façon imprévisible.

Nous présentons ensuite une méthode heuristique dédiée à l’optimisation
robuste multidisciplinaire. Elle repose sur une gestion locale de la robustesse
au sein des disciplines exposées à des paramètres incertains, afin d’éviter la
mise en place d’une propagation d’incertitudes complète à travers le système.
Un critère d’applicabilité est proposé pour vérifier a posteriori le bien-fondé de
cette approche à partir de données récoltées lors de l’optimisation. La méthode
est mise en œuvre sur un cas de conception avion où la surface de l’empennage
vertical n’est pas connue avec précision.

Mots clés : optimisation robuste, incertitudes, modèles de substitution, op-
timisation multiobjectifs, optimisation multidisciplinaire, plan d’expériences,
combustion, conception avion
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Abstract

Multiobjective robust optimization via surrogate models

This PhD thesis deals with the optimization under uncertainty of expensive
functions in the context of aeronautical systems design.

First, we develop a multiobjective robust optimization strategy based on
surrogate models. Beyond providing a faster representation of the initial func-
tions, these models facilitate the computation of the solutions’ robustness with
respect to the problem uncertainties. The modeling error is controlled through
a new design of experiments enrichment approach that allows improving several
models concurrently in the possibly optimal regions of the search space. This
strategy is applied to the pollutant emission minimization of a turbomachine
combustion chamber whose injectors can clog unpredictably.

We subsequently present a heuristic method dedicated to multidisciplinary
robust optimization. It relies on local robustness management within disciplines
exposed to uncertain parameters, in order to avoid the implementation of a
full uncertainty propagation through the system. An applicability criterion is
proposed to check the validity of this approach a posteriori using data collected
during the optimization. This methodology is applied to an aircraft design case
where the surface of the vertical tail is not known accurately.

Keywords: robust optimization, uncertainty, surrogate models, multiobjective
optimization, multidisciplinary optimization, design of experiments, combus-
tion, aircraft design
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La seule certitude, c’est que rien n’est certain.
– Pline l’Ancien
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Introduction

Cette étude s’intéresse au domaine de l’optimisation multiobjectifs pour la concep-
tion de systèmes dont l’évaluation est coûteuse. Il s’agit donc de minimiser simultanément
plusieurs fonctions objectifs qui présentent des temps de réponse importants. De tels pro-
blèmes peuvent être rencontrés dans les différents secteurs de l’industrie où l’optimisation
est utilisée pour aider au développement de systèmes plus performants, comme par exemple
l’automobile, l’électronique ou encore la chimie. Les applications que nous allons traiter
ici sont quant à elles issues du contexte aéronautique.

La conception de nouveaux produits s’appuie aujourd’hui sur des simulations numé-
riques évoluées décrivant de plus en plus fidèlement les phénomènes physiques qui régissent
le fonctionnement des systèmes. La place occupée par ces simulations dans les processus
de développement ne cesse de croître, car elles permettent d’analyser et de comparer à
moindre coût différentes configurations envisagées avant de mettre en œuvre des expéri-
mentations plus onéreuses sur des prototypes réels. Elles peuvent de plus être automatisées
et intégrées au sein de boucles d’optimisation en vue de déterminer la configuration du
système la plus performante. Le nombre de simulations numériques qu’il est envisageable
de réaliser en un temps d’étude raisonnable reste tout de même limité, car elles s’appuient
sur des codes de calcul généralement complexes dont l’exécution est assez lourde.

Le problème rencontré lors de la conception d’un système optimal est que les confi-
gurations trouvées peuvent être relativement sensibles aux incertitudes. L’optimisation
déterministe a en effet tendance à produire des solutions dépourvues de toute redondance
superflue afin d’atteindre les meilleures performances possibles. Les systèmes ainsi conçus
sont donc vulnérables aux fluctuations qui peuvent apparaître lors de leur réalisation ou
de leur fonctionnement. Ces fluctuations proviennent par exemple des tolérances de fabri-
cation qui font que le système réel ne correspond pas avec exactitude à la configuration
idéale souhaitée, ou bien de l’environnement qui peut être soumis à des variations intrin-
sèques comme celles de la température de l’air ambiant. Si ces incertitudes ne sont pas
considérées lors de l’optimisation, la solution obtenue pourra se révéler en pratique bien
moins performante que prévue. À l’heure actuelle, les incertitudes qui affectent le système
sont le plus souvent négligées, ou bien grossièrement prises en compte grâce à des marges
de sécurité afin de ne pas complexifier les problèmes de conception.

Les recherches présentées dans ce mémoire ont pour point de départ deux applica-
tions qui évoluent dans ce contexte. La première concerne la conception d’un système
d’injection pour une chambre de combustion de turbomachine aéronautique. L’objectif est
de réduire les émissions polluantes de la chambre, sachant que sa simulation numérique
nécessite deux jours de calcul. Les performances de ce système peuvent être altérées par
l’obstruction aléatoire de certains points d’injection au cours de son fonctionnement. La
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INTRODUCTION

seconde application vise quant à elle à optimiser les performances d’un avion lors de son
étude conceptuelle, en déterminant les principales caractéristiques de son design. La simu-
lation du comportement de l’appareil fait intervenir différentes disciplines en interaction.
La surface de l’empennage vertical de cet avion est dimensionnée de manière simplifiée,
et elle peut donc ne pas correspondre exactement à celle qui sera définie dans les phases
futures de sa conception. Ces deux cas d’application sont décrits en préambule dans les
chapitres 1 et 2.

Pour résoudre ces deux problèmes, nous nous sommes appuyés sur les avancées réa-
lisées dans les différents domaines impliqués, à savoir la gestion de fonctions coûteuses,
l’optimisation multiobjectifs, la prise en compte d’incertitudes et le cadre plus général de
l’optimisation multidisciplinaire.

Le temps de calcul conséquent nécessaire aux simulations numériques oblige à les uti-
liser avec parcimonie. Pour des études qui requièrent d’analyser un nombre important de
configurations différentes (comme l’optimisation par exemple), il n’est donc pas envisa-
geable de travailler directement avec ces simulations. Une solution est de les remplacer
temporairement par des modèles approchés plus rapides, appelés modèles de substitution.
Ces modèles sont construits à partir d’observations évaluées avec les simulations (et qui
forment ce qu’on appelle un plan d’expériences), et permettent ensuite de prédire les per-
formances de n’importe quelle configuration du système. Parmi les principaux types de
modèles de substitution qui ont été développés, on peut citer les approximations polyno-
miales, les réseaux de neurones ou encore le krigeage (tous trois présentés dans [SPKA01]).
Ces modèles sont assez génériques car ils sont établis indépendamment de la physique du
système étudié, ce qui permet de les employer dans des domaines très variés. Ils sont ainsi
relativement répandus aujourd’hui. Il ne faut par contre pas oublier qu’il ne s’agit que
de modèles approchés, et la maîtrise de leur erreur est donc primordiale. Pour cela, on
peut se baser sur approches statistiques de rééchantillonnage (voir [KS00]). Les modèles
de substitution sont présentés dans le chapitre 3.

Les problèmes d’optimisation auxquels nous sommes confrontés font intervenir plu-
sieurs objectifs à minimiser simultanément. De nombreux algorithmes ont été propo-
sés pour résoudre ces problèmes multiobjectifs. Nous nous sommes particulièrement in-
téressés aux méthodes évolutionnaires, avec notamment l’algorithme génétique NSGA-
II [DPAM02]. Ces méthodes sont des heuristiques qui s’adaptent relativement bien à une
large palette de problèmes différents, quelles que soient les caractéristiques de leurs fonc-
tions objectifs (en termes de convexité, de continuité, de dérivée, etc.). Les objectifs que
nous considérons ici sont en effet définis à partir de simulations numériques complexes
dont les propriétés sont le plus souvent inconnues. Les algorithmes évolutionnaires néces-
sitent par contre de réaliser un nombre important d’évaluations de ces objectifs, mais cela
est moins problématique lorsqu’on se base sur des modèles de substitution très réactifs.
L’erreur de ces modèles peut néanmoins venir biaiser les résultats de l’optimisation. Des
stratégies de construction de plans d’expériences adaptatifs dédiés à l’optimisation ont
ainsi été développées afin de limiter les évaluations des simulations aux zones supposées
optimales, permettant ainsi de préciser les modèles aux endroits stratégiques. La méthode
adaptative la plus répandue est l’algorithme EGO [JSW98], mais elle ne concerne que
les problèmes mono-objectifs. Les approches adaptatives proposées dans le cadre de l’op-
timisation multiobjectifs sont plus récentes et donc moins éprouvées (voir [EGN06] par
exemple). L’optimisation multiobjectifs est présentée dans le chapitre 4.

2



Les problèmes à résoudre présentent aussi des incertitudes dont il faut tenir compte. On
souhaite ainsi concevoir des systèmes dont les performances ne seront pas trop sensibles aux
fluctuations induites par les paramètres incertains. On parle d’optimisation robuste (voir
[BS07]). La recherche de solutions robustes s’appuie sur des mesures de robustesse pour
quantifier les variations des objectifs dues aux incertitudes. On peut par exemple mesurer
la valeur moyenne de la performance d’une solution lorsque les paramètres incertains
varient, ou bien encore sa variance. On recherchera ainsi le système qui possède la meilleure
performance moyenne, ou bien celui dont la performance varie le moins, ou encore les
deux à la fois. Différentes mesures de robustesse ont été exprimées, ainsi que différentes
formulations de problèmes d’optimisation robuste associés. Il en résulte que les études
sur le sujet paraissent relativement dispersées. Le calcul de ces mesures de robustesse
nécessite par ailleurs de multiplier le nombre d’évaluations des objectifs afin d’observer
l’effet des variations des paramètres incertains autour de chaque solution considérée. Cela
justifie l’emploi de modèles de substitution. Nous nous sommes notamment intéressés
aux possibilités de calcul analytique de mesures de robustesse sur certains modèles (voir
[Jin04]). L’utilisation de modèles de substitution pose ici aussi la question de la gestion
de leur erreur. Les quelques méthodes d’optimisation robuste adaptative proposées sont
relativement récentes (voir [Jur07, JLR12]), et bien plus rares dans le cadre multiobjectifs.
L’optimisation sous incertitude est présentée dans le chapitre 5.

Le second cas d’application à traiter est un problème d’optimisation multidisciplinaire,
c’est-à-dire un problème dans lequel interviennent plusieurs disciplines interdépendantes.
Différentes méthodes de résolution spécifiques à ce type de problèmes ont été dévelop-
pées. Il s’agit de stratégies mono-niveau où le système est considéré dans sa globalité,
ou bien d’approches multiniveaux dans lesquelles plusieurs boucles d’optimisation inter-
viennent à différents niveaux hiérarchiques (voir [TM06]). La résolution d’un problème
d’optimisation multidisciplinaire peut se baser sur des modèles de substitution pour rem-
placer complètement des disciplines trop coûteuses, ou pour approcher les objectifs d’une
boucle d’optimisation (voir [STBV08]). La prise en compte d’incertitudes dans le pro-
blème passe généralement par la mise en place d’une propagation d’incertitudes intrusive
(toute approche globale étant bien souvent impossible du fait du coût de l’évaluation du
système complet). Cette propagation consiste, comme son nom l’indique, à propager les
incertitudes au sein du système afin de suivre leur évolution au travers des différentes
disciplines et connaître leur effet final sur les objectifs du problème (voir [DWC00]). Son
inconvénient est qu’elle est relativement coûteuse et complexe à mettre en œuvre sur un
système multidisciplinaire existant. On retrouve ainsi les mêmes problématiques qu’en op-
timisation monodisciplinaire, mais les méthodes utilisées pour y répondre sont différentes.
L’optimisation multidisciplinaire est présentée dans le chapitre 6.

Finalement, si la construction de modèles de substitution et l’optimisation multiob-
jectifs sont des domaines relativement bien maîtrisés, l’optimisation robuste est quant à
elle plus récente. Différentes approches existent pour intégrer les incertitudes à un pro-
blème d’optimisation ainsi que pour calculer les mesures de robustesse. Par ailleurs, les
stratégies d’enrichissement des modèles de substitution dans le cadre de l’optimisation
multiobjectifs sont relativement peu éprouvées, surtout en optimisation robuste. Du côté
de l’optimisation multidisciplinaire, la prise en compte des incertitudes par propagation
n’est applicable qu’à un prix élevé dans les systèmes existants. Nous allons donc tenter de
répondre à ces limitations.
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INTRODUCTION

La motivation de cette thèse est de définir des approches d’optimisation robuste mul-
tiobjectifs et multidisciplinaire afin de traiter les deux applications présentées plus haut.
Ces approches seront basées sur des modèles de substitution permettant de représenter les
fonctions coûteuses qui entrent en jeu.

Notre démarche a consisté dans un premier temps à synthétiser les différents travaux
de l’état de l’art en optimisation robuste, dans le but de définir une méthodologie pratique
pour poser puis résoudre des problèmes d’optimisation sous incertitude. Le chapitre 7 dé-
crit ainsi les différentes étapes de cette méthodologie en l’illustrant sur plusieurs exemples
simples.

Le calcul des mesures de robustesse utilisées dans un problème d’optimisation robuste
est facilité par l’utilisation de modèles de substitution. Nous avons ainsi développé par la
suite une approche d’enrichissement adaptatif de plan d’expériences pour l’optimisation
robuste multiobjectifs. La définition de cette approche s’est faite par étapes en s’appuyant
sur des exemples analytiques. Nous avons ainsi considéré dans un premier temps l’amé-
lioration de modèles dans leur ensemble, avant de passer au cas de l’optimisation déter-
ministe puis enfin robuste. Ce déroulement est présenté dans le chapitre 8. La méthode
d’optimisation robuste adaptative ainsi définie a ensuite été appliquée au problème d’op-
timisation d’un système d’injection, dont la résolution est présentée dans le chapitre 9. Un
article [BKHU+12a] présentant ces travaux est en cours de soumission.

Nous nous sommes finalement intéressés au cas plus général de la gestion des incerti-
tudes en optimisation multidisciplinaire, en relation avec le problème de conception avion.
Nous avons ainsi mis au point une méthode approchée de prise en compte des incertitudes
afin d’éviter d’avoir à réaliser une propagation d’incertitudes coûteuse au sein du système.
Le développement de cette méthode ainsi que la résolution de l’application concernée sont
présentés dans le chapitre 10. Ces résultats ont fait l’objet d’un article [BKHU+12b] publié
dans la revue « Structural and Multidisciplinary Optimization ».

Les différents chapitres de ce mémoire ont été construits de manière à pouvoir être lus
plus ou moins indépendamment. Des rappels de notions déjà abordées auparavant sont
donc placés aux endroits stratégiques. Nous faisons aussi des références régulières vers
l’état de l’art afin de permettre au lecteur d’obtenir plus d’explications sur les notions qui
ne lui sont pas familières.
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Chapitre 1

Conception d’une chambre de
combustion moins polluante
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1.4.3 Déroulement d’une simulation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.5 Conception d’un système d’injection optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.6 Incertitude sur la répartition du carburant . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Les préoccupations environnementales représentent un enjeu capital pour demain. La
législation limite de plus en plus les émissions polluantes des avions et autres engins aé-
ronautiques, ce qui encourage la conception de moteurs mettant en œuvre des techniques
toujours plus sophistiquées. Les nouvelles générations de turbomachines doivent ainsi être
à même de fournir la puissance nécessaire à la propulsion d’un appareil tout en rejetant
le moins de polluants possible et en garantissant un bon fonctionnement du moteur.

Les travaux que nous présentons font suite à différents projets de recherche visant à
l’amélioration des chambres de combustion des turbomachines afin de réduire leurs émis-
sions polluantes. On peut notamment citer le projet européen TLC 1 (« Towards Lean
Combustion ») et le projet interne Onera HEPHAISTOS qui se sont penchés sur le même
procédé d’injection que celui que nous allons étudier. Les projets européens LOCOPO-
TEP et INTELLECT D.M. 2 ont aussi effectué des recherches avec le même objectif, tout
comme le consortium INCA 3 qui continue encore aujourd’hui.

1. http://ec.europa.eu/research/transport/projects/items/tlc_en.htm
2. www.intellect-dm.org
3. www.inca-combustion.fr
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CHAPITRE 1. CONCEPTION D’UNE CHAMBRE DE COMBUSTION

Figure 1.1 – Dispositif expérimental d’étude du système d’injection au banc LACOM.

Nous nous intéressons dans le cadre de cette étude à l’optimisation d’un système d’in-
jection pour une chambre de combustion de turbomachine aéronautique. Le but de cette
optimisation est de trouver la configuration optimale du système d’injection afin de ré-
duire les émissions polluantes du moteur. Sa particularité est d’être doté d’un injecteur
multipoints, c’est-à-dire d’un injecteur comportant plusieurs points d’injection répartis sur
une couronne et dont nous présentons le principe dans ce chapitre. Nous détaillons aussi
les simulations numériques utilisées pour modéliser le système en vue de son optimisation.

Durant le fonctionnement de la chambre de combustion, certains injecteurs peuvent
se boucher de façon imprévisible, modifiant alors la qualité de la combustion à l’intérieur
de la chambre de combustion. Il est souhaitable de prendre en compte cette incertitude
durant l’optimisation afin de garantir de bonnes performances pour le moteur malgré cet
aléa. Nous détaillons ainsi en fin de chapitre le problème d’optimisation sous incertitude
de ce système d’injection, qui sera le sujet de la première partie de notre étude.

1.1 Turbomachines

Le système d’injection que nous allons étudier fait partie d’une turbomachine destinée à
la propulsion d’engins aéronautiques dont le but est de transformer l’énergie du carburant
en poussée.

Une turbomachine est composée tout d’abord d’un compresseur permettant d’augmen-
ter la pression et de réchauffer l’air qui va entrer dans la chambre de combustion, puis d’un
système d’injection permettant de vaporiser le carburant dans la chambre. Vient ensuite
le foyer où se déroule la combustion et enfin un conduit d’échappement dans lequel une
partie de l’énergie produite durant la combustion est récupérée grâce à une turbine pour
entraîner le compresseur, l’énergie restante fournissant la poussée.

Le dispositif expérimental qui a servi à étudier le système d’injection que nous al-
lons optimiser est présenté sur la photo de la figure 1.1. Il est implanté au banc LACOM
(« LAboratoire de COmbustion Multiphasique ») de l’Onera. Ce banc permet de réaliser
des expérimentations sur les dispositifs d’injection afin de mieux comprendre leur com-
portement et de mesurer leur efficacité dans les conditions réelles de fonctionnement des
turboréacteurs. On y retrouve à gauche une arrivée d’air comprimé ainsi que de kéro-
sène. Celui-ci est envoyé au système d’injection qu’on peut apercevoir au travers de la
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1.2. Réduction des émissions de polluants

vitre rectangulaire au centre. À droite se trouve la chambre de combustion dans laquelle
est injecté le carburant. Ce dispositif expérimental permet de faire varier différents para-
mètres d’injection : on peut par exemple modifier le débit d’air ou de carburant entrant
dans la chambre et visualiser leur effet sur la dispersion du carburant par le biais de di-
verses mesures optiques. On peut aussi modifier d’autres paramètres comme la position
des injecteurs, mais cela nécessite l’usinage de nouvelles pièces avec un coût et des délais
conséquents. La géométrie générale de la chambre de combustion est quant à elle fixée. La
chambre que nous étudions fait 18 cm de long, ce qui correspond à un temps de traversée
de 1.2 ms pour une vitesse axiale de l’écoulement de l’ordre de 150 m.s−1. Des mesures
expérimentales réalisées sur cette chambre sont présentées dans [OGJ+09].

Les turbomachines aéronautiques utilisent un carburant liquide pour des raisons de sé-
curité et de faible encombrement. Ce carburant doit cependant retrouver sa forme gazeuse
pour pouvoir être brûlé. Il est injecté sous forme de brouillard liquide dans la chambre
de combustion et se disperse dans l’air chaud brassé par les entrées d’air. A la sortie de
chaque point d’injection, le carburant liquide est donc pulvérisé en gouttelettes avant de
s’évaporer dans le flux d’air qui l’enveloppe. Le gaz ainsi formé est ensuite brûlé dans le
foyer.

1.2 Réduction des émissions de polluants

La réduction des émissions de polluants est l’un des enjeux majeurs de la conception
de nouvelles turbomachines pour l’aéronautique. Dans ce but, l’amélioration des systèmes
d’injection permet de concevoir des systèmes plus performants et moins polluants.

D’importantes recherches sont effectuées sur les systèmes d’injection pour obtenir une
répartition optimale du carburant liquide dans la chambre, garante d’une bonne combus-
tion. Le contrôle de l’injection permet en effet de gérer la richesse du mélange air-carburant.
Une richesse trop faible empêche la combustion de démarrer par manque de combustible :
il est donc nécessaire d’avoir au moins une poche de gaz dotée d’une richesse suffisante
pour l’allumage. Néanmoins, il ne faut pas non plus que le mélange soit trop riche car on
risque alors d’avoir des imbrûlés en sortie par manque de comburant. Les études en cours
cherchent ainsi à développer un système d’injection qui procure une combustion de qualité
tout au long du cycle de fonctionnement de la turbomachine et qui permette de réduire la
quantité de polluants produits.

Deux des principales espèces polluantes qui se forment lors de la combustion sont le
monoxyde de carbone CO et les oxydes d’azote NOx. Le monoxyde de carbone apparaît
lorsque la combustion n’est pas complète du fait d’un manque d’oxygène ou lorsque la
température de combustion est trop basse. Les oxydes d’azote se forment quant à eux
lorsque les températures de combustion sont trop élevées. On voit donc que la réduction
des émissions de polluants n’est pas un problème facile car elle nécessite de conserver
une bonne répartition du combustible et du comburant dans la chambre afin d’éviter les
combustions incomplètes, et de garantir aussi une température de combustion qui ne soit
ni trop basse ni trop élevée.
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CHAPITRE 1. CONCEPTION D’UNE CHAMBRE DE COMBUSTION

Figure 1.2 – Le système d’injection multipoints du dispositif expérimental à gauche, et
une vue en coupe à droite. L’injecteur pilote est situé au centre (en bleu sur la vue en
coupe), et l’injecteur principal est composé des différents points d’injection répartis sur la
couronne (en rouge).

1.3 Injection multipoints
Auparavant, l’injection de carburant dans la chambre de combustion se faisait par le

biais d’un seul injecteur central. On développe maintenant des systèmes d’injection multi-
points dotés de plusieurs points d’injection différents. La multiplication des points d’injec-
tion permet de mieux répartir la dispersion du carburant dans la chambre et d’améliorer
ainsi la qualité de la combustion, notamment pour les forts régimes moteur (décollage,
montée, croisière) lorsqu’il est nécessaire d’avoir des débits de carburant élevés afin d’ob-
tenir la poussée nécessaire. À ces régimes, la grande quantité de carburant supplémentaire
est injectée de façon répartie dans l’écoulement d’air, ce qui permet de réduire les imbrû-
lés et autres polluants. Les régimes qui ne nécessitent pas toute la puissance du moteur
(comme le ralenti par exemple) n’utilisent quant à eux que l’injecteur central classique.

Le système d’injection multipoints utilisé dans cette étude apparaît en détail sur la
figure 1.2. Il est constitué d’un injecteur pilote situé sur l’axe de la turbomachine et d’un
injecteur principal multipoints doté de 24 points d’injection répartis en cercle autour de
l’axe. Ces points d’injection peuvent être aperçus sous la forme de petits points localisés sur
la couronne sur la photographie du système d’injection. Les aubages situés entre l’injecteur
pilote et les points d’injection principaux sont des entrées d’air. Une présentation plus
détaillée du fonctionnement des injecteurs multipoints est donnée dans [Bar08].

La figure 1.3 présente une vue transversale du système d’injection où on retrouve en
vert la pièce de la figure 1.2 fixée à l’entrée de la chambre de combustion (qui se situe à
droite de la figure). On y retrouve les injecteurs pilote et principal. Le débit de carburant
est réparti entre les différents points d’injection au travers des conduits qu’on voit sur la
gauche de la figure.

Trois entrées d’air sont aussi indiquées sur la figure 1.3. L’air injecté dans la chambre
de combustion passe dans une vrille qui l’anime d’un mouvement giratoire appelé « swirl ».
Cet air chaud en rotation permet de focaliser et de stabiliser la zone de combustion au
centre de la chambre dans une zone riche en carburant et bien alimentée en oxygène. La
chambre possède donc trois entrées d’air swirlées. Deux autres entrées d’air non swirlées
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Figure 1.3 – Section du système d’injection avec visualisation des entrées d’air swirlées.

sont aussi présentes près de la paroi extérieure de la chambre (ces entrées supplémentaires
ne sont pas visibles sur la figure 1.3). Tout comme le carburant, l’air pénètre dans la
chambre avec un débit unique qui se répartit entre les différentes entrées.

1.4 Simulation numérique de la chambre de combustion
L’optimisation du système d’injection ne peut pas être réalisée directement sur le banc

de test présenté ci-dessus, du fait du coût et des délais requis par les expérimentations. Le
système est donc modélisé numériquement avec le code CEDRE (Onera) afin d’obtenir une
simulation de son comportement qui permette de tester un plus grand nombre de confi-
gurations. De plus, la simulation numérique permet de mieux comprendre les phénomènes
physiques qui se déroulent dans la chambre lors de son fonctionnement.

1.4.1 Simulation de la phase gazeuse

Simulation tridimensionnelle

Une première modélisation en trois dimensions de la chambre de combustion a été
réalisée. Elle représente un canal de tranquillisation de l’air avec des vrilles en amont de
la chambre, puis la chambre de combustion elle-même avec son système d’injection multi-
points, et enfin un espace de dégagement en sortie (voir la figure 1.4). Cette représentation
assez complète du système permet de simuler l’écoulement en amont et en aval sans avoir
à spécifier les conditions aux limites de la chambre elle-même. L’air entrant se répartit
de façon naturelle entre les différentes entrées avant de pénétrer dans la chambre par des
vrilles qui lui donnent son mouvement giratoire. Les gaz d’échappement sont ensuite éva-
cués dans l’espace de dégagement sans avoir à spécifier de pression en sortie. On a ainsi
une représentation fidèle de la physique des écoulements dans le système. L’ensemble est
maillé avec un maillage non structuré plus ou moins fin selon les régions modélisées. La
zone centrale de la chambre de combustion se prête quant à elle à l’utilisation d’un maillage
structuré. Plusieurs vues de ce maillage 3D sont représentées sur la figure 1.4.
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Figure 1.4 – Modélisation et maillage en trois dimensions de la chambre de combustion
(source [BDMG08]).

Une simulation numérique LES (« Large Eddy Simulation ») en trois dimensions de la
chambre à l’aide de ce maillage a été validée grâce à des points de mesure expérimentaux
issus du banc d’essai. Ces mesures ont permis de vérifier le bon comportement de la
simulation par rapport au système réel. Des résultats de simulations 3D LES sont présentés
dans [Lav08] et [Jae09].

Le déroulement d’une simulation 3D LES est long (de l’ordre d’un mois de calcul).
Des simulations 3D RANS (« Reynolds-averaged Navier-Stokes ») avec une modélisation
KL de la turbulence ont donc aussi été mises en place et validées. Il s’agit de formulations
sur les équations moyennées. Les simulations RANS sont donc moins précises que les
calculs LES, mais elles permettent de réduire la durée d’un calcul à moins d’une semaine.
Malgré cela, les modélisations en trois dimensions restent assez onéreuses en général. Si
elles sont bien représentatives des phénomènes qui se déroulent à l’intérieur de la chambre
de combustion et permettent une étude précise des spécificités d’une configuration donnée
du système d’injection, leur utilisation dans le cadre d’une boucle d’optimisation semble
difficile. C’est pourquoi nous nous sommes orientés vers des simulations de la chambre en
deux dimensions, en faisant une hypothèse d’axisymétrie.

Simulation bidimensionnelle axisymétrique

L’optimisation d’un système oblige à tester plusieurs configurations différentes, et donc
à lancer de nombreuses simulations avec des paramètres distincts. Afin de réduire le coût
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1.4. Simulation numérique de la chambre de combustion

Figure 1.5 – Le maillage en deux dimensions de la chambre de combustion utilisé pour
cette étude.

des simulations pour que l’optimisation puisse être réalisée dans un délai raisonnable, le
système a été modélisé en deux dimensions en supposant une symétrie axiale de révolution.
La chambre a en réalité une forme hexaédrique, mais le comportement axisymétrique de
l’écoulement a été vérifié expérimentalement. On ne va donc simuler qu’une moitié de
section plane de la chambre, la chambre complète pouvant être obtenue par révolution
autour de l’axe central. Une étude comparative des méthodes de simulation 2D et 3D de
la chambre est présentée dans [BDMG08].

Une simulation en deux dimensions est bien sûr moins précise qu’une simulation com-
plète en trois dimensions, mais elle permet néanmoins d’avoir une bonne description du
comportement du système et ce en un temps moindre (une simulation 2D RANS prend
environ deux jours de calcul sur une machine standard). Cette simulation fidèle au com-
portement général de la chambre de combustion peut donc être utilisée pour réaliser l’op-
timisation qui nous intéresse. Une fois la configuration optimale trouvée, elle pourra si
nécessaire être simulée en trois dimensions afin de vérifier la validité de sa simulation en
2D (la simulation 3D pouvant ensuite être validée à son tour par une expérimentation
réelle sur le banc d’essai).

La modélisation 2D représente la chambre de combustion et le système d’injection uni-
quement. On n’a plus ici les modules situés en amont et en aval qui simulaient l’écoulement
hors de la chambre au sein de la modélisation 3D. Au lieu de cela, des conditions d’entrée
et de sortie d’écoulement subsonique ont été fixées : on impose ainsi la température et
le débit en entrée de la chambre, et la pression à sa sortie. Le maillage non structuré
utilisé est représenté sur la figure 1.5. On y retrouve notamment en bas à gauche les trois
entrées d’air décrites sur la figure 1.3. Cette modélisation 2D axisymétrique a été calibrée
et validée à partir de résultats des simulations 3D RANS.

On obtient donc une simulation simplifiée de la chambre de combustion qui rend pos-
sible l’optimisation du système d’injection. Cette modélisation en deux dimensions reste
en effet assez fidèle au système réel, avec un temps de calcul raisonnable.

1.4.2 Simulation de la phase liquide

La simulation de l’injection du carburant dans une chambre de combustion requiert
des techniques avancées. Elle est de plus critique pour notre application car nous allons
rechercher la meilleure configuration d’injection possible pour la chambre étudiée. Il est
donc primordial de représenter correctement le processus de dispersion du carburant dans
l’air par les différents injecteurs.
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Figure 1.6 – Répartition du débit en fonction de la taille des gouttes selon une loi de
Rosin-Rammler discrétisée en dix classes de gouttes.

Bénéficiant de la symétrie de révolution, la modélisation 2D de la chambre ne possède
qu’un seul point d’injection principal pour représenter les 24 points d’injection répartis sur
la couronne. Si on reconstitue la chambre en 3D par révolution de ce maillage, l’injecteur
multipoints devient en fait une couronne d’injection continue le long d’un cercle faisant le
tour de l’axe, au lieu d’être discrétisé en 24 points d’injection différents. Le comportement
de cette couronne d’injection continue a été comparé et vérifié par rapport à celui de
l’injecteur multipoints initial.

Dans les injecteurs réels, le carburant arrive en flux continu puis est pulvérisé dans l’air
une fois dans la chambre. On se retrouve donc avec un brouillard de carburant à la sortie
de chaque injecteur. Les injecteurs numériques modélisent les différentes gouttelettes de
carburant qui constituent ce brouillard. Les gouttes sont en fait représentées par groupes :
une goutte numérique correspond à un certain nombre de gouttes réelles. Le nombre de
gouttes réelles représentées par une goutte numérique est fixé au départ de la simulation.
On souhaite simuler un nombre de gouttes numériques assez important afin d’être le plus
représentatif possible de la réalité, mais sans toutefois trop augmenter le coût du calcul
(car celui-ci augmente avec le nombre de gouttes simulées). Chaque goutte numérique
possède un diamètre, une température et une vitesse propres. Au cours d’une simulation,
le diamètre d’une goutte peut évoluer par évaporation dans l’air. Les gouttes peuvent aussi
se scinder en plusieurs gouttelettes (phénomène de fragmentation) ou bien se rassembler
suite à des collisions (coalescence).

La distribution du diamètre des gouttes qui composent le spray de carburant est mo-
délisée grâce à une loi de Rosin-Rammler. Elle définit le débit des gouttes envoyées en
fonction de leur rayon (voir la figure 1.6). Ce rayon est de l’ordre de 10 µm. Les particules
injectées sont discrétisées en dix classes de taille de goutte. Les coefficients de la loi de
Rosin-Rammler ont été déterminés à partir de mesures expérimentales du DMS (diamètre
moyen de Sauter) des gouttes effectuées sur la chambre (le banc LACOM permet en effet
de réaliser des mesures de taille de gouttes par diffusion de la lumière d’un faisceau laser).

L’injecteur pilote sur l’axe de la chambre produit un brouillard conique de carburant. Il
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1.4. Simulation numérique de la chambre de combustion

s’agit d’un cône plein, qui est discrétisé en dix angles d’injection différents pour la simula-
tion. Chaque angle possède un débit identique, leur somme étant égale au débit total fourni
à l’injecteur. L’émission de gouttelettes selon ces dix angles reconstitue artificiellement une
injection en cône plein.

Dans la simulation 2D de la chambre de combustion, l’injecteur principal est ainsi
modélisé par dix entités numériques, chacune injectant une taille de gouttes prédéfinie
avec un débit fonction de la répartition choisie sur les tailles de gouttes. L’injecteur pilote
est quant à lui représenté par cent modules numériques, soit dix entités injectant une taille
de goutte différente pour chacune des dix valeurs d’angle d’injection.

Nous avons vu comment simuler numériquement la chambre de combustion. Nous
allons maintenant nous intéresser à son optimisation afin de trouver la meilleure configu-
ration possible pour le système d’injection.

1.4.3 Déroulement d’une simulation numérique

Même en deux dimensions, la simulation numérique d’une chambre de combustion est
complexe car elle met en jeu différentes phases (gazeuse pour l’air, liquide pour le carburant
injecté) ainsi que des phénomènes chimiques réactifs (la combustion). La combustion se
déroule de plus dans un environnement confiné, et les parois de la chambre de combustion
viennent modifier le comportement des fluides présents en son sein. Le déroulement d’une
simulation 2D RANS de la chambre de combustion que nous détaillons ici est présentée
dans [MDGG08].

Une simulation complète diphasique réactive de l’ensemble de la chambre serait bien
trop longue à converger. Afin de réduire son temps de calcul, cette simulation est réalisée
en plusieurs étapes dont le but est de fournir un état initial plus avancé à la simulation
complète pour la voir converger plus rapidement. On commence ainsi par simuler d’abord
l’écoulement d’air à l’intérieur de la chambre de manière monophasique. Le carburant est
ensuite injecté et on passe donc à une simulation diphasique avec interaction entre l’air
et le carburant. Le combustible s’évapore dans le flux d’air chaud, puis vient enfin la
simulation réactive complète de la combustion lorsqu’on allume le mélange de gaz formé
précédemment. On simule alors les réactions chimiques qui entrent en jeu. La réaction de
combustion est ici simulée par le modèle d’Eddy Break Up. Il s’agit d’un modèle simple
de réaction qui ne permet pas le calcul de toutes les espèces chimiques créées lors d’une
combustion réelle, mais qui modélise les réactions principales qui s’y déroulent.

Cette succession de simulations de plus en plus complexes permet de réduire le temps
de simulation comparativement au lancement d’une simulation complète avec la physique
la plus complexe dès l’état initial du système. En effet, il n’est pas utile de prendre en
compte la chimie des éléments tant que la combustion n’a pas démarré par exemple. Trois
simulations différentes se succèdent donc avant d’arriver à la description du comportement
final de la chambre de combustion pour une configuration donnée du système d’injection :
simulation d’écoulement monophasique, simulation d’écoulement diphasique, et enfin si-
mulation d’écoulement diphasique réactif.

Ces simulations sont effectuées à l’aide du code CEDRE [CCD+05] de l’Onera, en
utilisant le solveur RANS Charme pour la phase gazeuse et le solveur lagrangien Sparte
pour la phase liquide avec couplage « two-way coupling » qui prend en compte la dispersion
des gouttes par le gaz et l’effet rétroactif des gouttes sur le gaz, par évaporation et traînée.
Le calcul d’une configuration donnée du système d’injection prend environ deux jours sur
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CHAPITRE 1. CONCEPTION D’UNE CHAMBRE DE COMBUSTION

0.00341 0.0101

0.0018 0.0249

Figure 1.7 – Positions possibles des injecteurs pilote (en vert) et principal (en bleu).

une machine personnelle standard. La durée d’un calcul peut différer légèrement d’une
simulation à l’autre en fonction de la convergence de la configuration testée, mais nous
considèrerons ici que tous les calculs sont de même durée. Dans le cadre de cette étude,
nous avons de plus la possibilité de lancer une dizaine de calculs en parallèle, ce qui permet
de réduire encore le coût direct de ces simulations.

Le code de calcul qui permet de faire ces simulations n’est pas totalement déterministe.
Le modèle intègre en effet des variables aléatoires nécessaires à la modélisation de la
physique du système. Pour un même jeu de paramètres en entrée, les résultats peuvent
donc différer d’une exécution à l’autre (tout en restant relativement proches). Ceci peut
créer un léger « bruit » sur les données obtenues.

1.5 Conception d’un système d’injection optimal

Le but de cette étude est d’optimiser un système d’injection multipoints afin de mi-
nimiser les émissions polluantes en sortie de la chambre de combustion. Pour cela, nous
allons pouvoir jouer sur trois paramètres influents du système d’injection. Ces paramètres
sont d’une part le positionnement des injecteurs pilote et principal, et d’autre part l’angle
de la vrille de l’une des entrées d’air. Tous trois sont des paramètres continus. Il ne s’agit
pas de faire une optimisation de forme : la géométrie de la chambre de combustion restera
quant à elle fixée.

Le cycle LTO (« landing – take-off ») d’un avion à proximité des aéroports se décompose
en quatre phases : décollage, montée, approche et roulage au sol. C’est durant ce cycle
que sont émis les polluants locaux à basse altitude qui nous intéressent. L’optimisation
de l’injection doit normalement se faire sur l’ensemble de ces quatre phases. Néanmoins,
les émissions de CO ont principalement lieu pendant le roulage, et les NOx sont produits
aux trois quarts durant la phase de montée. Nous nous placerons ici dans le cas d’un
fonctionnement de la turbomachine en montée uniquement, car l’injecteur multipoints
principal n’est pas utilisé lors du roulage. En phase de montée, l’air entre dans la chambre
à une température de 728 K et avec un débit de 1.295 kg.s−1. Le kérosène est injecté à
température ambiante avec un débit de 38.1 g.s−1. La pression en sortie est fixée à 19 bar.

L’injecteur pilote peut être déplacé le long de l’axe de la chambre de combustion. Il
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1.5. Conception d’un système d’injection optimal

CEDRE
ONERA

injecteur pilote d2
injecteur principal d3

angle de la vrille d1

Tmax
Tstdev

Figure 1.8 – Paramètres et objectifs du système d’injection à optimiser.

viendra ainsi projeter du carburant plus ou moins proche de l’entrée d’air qui l’entoure.
Selon la position de cet injecteur, le carburant est emporté différemment dans le flux d’air
entrant et donc dispersé autrement au sein de la chambre de combustion. La position de
l’injecteur pilote est représentée par un réel correspondant à sa coordonnée sur l’axe de
révolution de la chambre.

L’injecteur principal est quant à lui situé sur la paroi d’une veine d’air. Il peut être
déplacé le long de cette paroi, ce qui provoquera là aussi un entraînement différent des
gouttelettes de carburant dans l’air du conduit. Pour représenter la position de ce point
d’injection, on utilise un réel qui indique sa coordonnée sur l’axe de la chambre. Son
ordonnée est calculée en fonction du profil de la veine. La figure 1.7 présente la plage de
variation de la position des deux injecteurs sur la modélisation 2D de la chambre.

Le troisième paramètre à optimiser est l’angle de la vrille qui donne le mouvement
de swirl à l’air entrant dans la veine où est situé l’injecteur principal. Selon la valeur de
cet angle, la vitesse tangentielle de l’air sera différente et le mélange de cet air avec le
carburant en sera modifié. Plus l’angle de la vrille augmente, et plus le tourbillon créé par
l’air sera puissant et confinera la zone de combustion vers le milieu de la chambre. Si l’angle
est trop faible, le mélange entre l’air et le carburant ne pourra pas se faire correctement
et la combustion ne sera pas bonne. Si l’angle de swirl est au contraire trop élevé, la zone
de combustion sera plus réduite et la température des gaz en sortie sera plus élevée.

Les trois paramètres du système d’injection sont donc des réels pouvant varier dans
un intervalle borné. La figure 1.8 présente la localisation de ces différents paramètres
d’optimisation sur la modélisation 2D de la chambre, ainsi que les objectifs du problème
que nous allons aborder maintenant.

L’objectif de cette optimisation est de réduire les émissions de polluants (CO et NOx)
en sortie de la chambre de combustion. Mais toutes les réactions chimiques ne sont pas
simulées par le modèle 2D, et les quantités de monoxyde de carbone et d’oxydes d’azote
produites ne sont donc pas directement accessibles 4. Nous sommes alors obligés de passer
par des mesures intermédiaires pour lesquelles des données sont fournies par les simula-
tions.

Nous avons choisi de minimiser la température maximale Tmax à l’intérieur de la
chambre afin de réduire les émissions de NOx, et de minimiser l’écart-type de la tem-

4. Un nouveau modèle permettant de simuler en 2D les émissions d’oxydes d’azote a depuis été dé-
veloppé au sein de la plateforme CEDRE. La quantité de NOx peut ainsi être minimisée directement
désormais.
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CHAPITRE 1. CONCEPTION D’UNE CHAMBRE DE COMBUSTION

Variables de décision
d1 Angle de la vrille [30,60] ˚
d2 Position de l’injecteur pilote [0.00341,0.0101] m
d3 Position de l’injecteur principal [0.0018,0.0249] m

Paramètre environnemental
e1 Répartition du carburant entre les deux injecteurs 0

Incertitude
χe1 Répartition du carburant entre les deux injecteurs N (0, 0.000576)

Objectifs
f1 Température maximale à l’intérieur de la chambre Tmax minimiser K
f2 Écart-type de la température en sortie Tstdev minimiser K

Table 1.1 – Variables et objectifs du problème d’optimisation d’un système d’injection.

pérature Tstdev en sortie de la chambre pour minimiser les émissions de CO. On sait en
effet que les NOx se forment au cours de combustions à température élevée : en réduisant
la température maximale dans la chambre on diminuera aussi la création de ces oxydes
d’azote. Concernant le second objectif, le fait de chercher à obtenir une température de
sortie la plus homogène possible permet de s’assurer que le combustible était bien réparti
à l’intérieur de la chambre. Une répartition non homogène du carburant entraîne des zones
de forte température et des zones de température plus faible (selon qu’il y a beaucoup de
carburant à brûler ou pas). Avec une variance réduite de la température en sortie de la
chambre, on aura ainsi une combustion performante et complète qui réduira la production
de CO.

Les deux objectifs doivent être minimisés simultanément, donnant un problème d’op-
timisation multiobjectifs. Le problème est sans contrainte, mis à part les contraintes de
borne définies pour les paramètres d’optimisation. En effet, il a été vérifié auparavant que
les configurations étudiées ont une richesse suffisante pour l’allumage du mélange et ne
présentent pas de problème de retour de flamme ni de présence d’imbrûlés. Dans le cas
contraire, il aurait fallu intégrer ces contraintes au problème.

Tous les paramètres et objectifs du problème sont récapitulés dans le tableau 1.1. Si
on note d le vecteur des trois paramètres d’optimisation, le problème à résoudre est le
suivant :

minimiser
d

{f1(d), f2(d)},

s.c. dINF ≤ d ≤ dSUP ,
(1.1)

avec dINF ,dSUP ∈ R3 les bornes inférieures et supérieures des paramètres de design.
Les deux objectifs sont calculés simultanément par le code de calcul qui réalise la

simulation numérique de la chambre de combustion. Cette simulation sera vue comme une
« boîte noire », c’est-à-dire une fonction inconnue dont on ne possède pas d’expression
analytique et dont on ne connaît pas les propriétés. L’évaluation de cette fonction étant
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1.6. Incertitude sur la répartition du carburant

χe1
-0.05 0 0.05

pχe1

ṁpilot = 4.09575
ṁprinc = 34.00425

ṁpilot = 5.715
ṁprinc = 32.385

ṁpilot = 7.33425
ṁprinc = 30.76575

Figure 1.9 – Incertitude sur la répartition du carburant entre les injecteurs.

assez longue (deux jours environ), on souhaitera y faire appel le moins possible afin de
réduire la durée du processus d’optimisation.

Pour déterminer le système d’injection optimal, le concepteur souhaite avoir accès à
différentes solutions optimales possibles parmi lesquelles il fera son choix a posteriori.

1.6 Incertitude sur la répartition du carburant

Lorsque l’appareil est en phase de montée, 15% du débit total de kérosène injecté dans
la chambre de combustion est affecté à l’injecteur pilote (ce qui représente un débit ṁpilot
de 5.715 g.s−1), et le reste rejoint l’injecteur multipoints principal (soit un débit ṁprinc
de 32.385 g.s−1). L’injecteur principal bénéficie d’un débit de carburant plus important.
Mais il peut arriver que certains des injecteurs se bouchent complètement ou partiellement
durant le fonctionnement de la turbomachine, et ce de manière aléatoire. La répartition du
carburant entre les injecteurs s’en trouve alors modifiée (le débit total de kérosène restant
quand à lui constant), ce qui va affecter la dispersion du carburant dans la chambre et
donc les performances du moteur.

Il est souhaitable de prendre en compte cette incertitude dans le problème d’optimi-
sation du système d’injection. Nous l’avons modélisée en introduisant une variable e1 qui
vient modifier la répartition du carburant entre l’injecteur pilote et l’injecteur principal.
La variation de débit sur un injecteur est définie comme un pourcentage de la valeur no-
minale du débit de l’injecteur principal. Le débit de chaque injecteur est donc exprimé
comme suit :

ṁpilot = 5.715 + 32.385e1,

ṁprinc = 32.385− 32.385e1.
(1.2)

Lorsque e1 est nul, cela signifie que le carburant est normalement réparti entre les deux
injecteurs pilote et principal. Lorsqu’il s’éloigne de cette valeur, la répartition est modifiée
et l’un des injecteurs reçoit plus de carburant que prévu, l’autre étant considéré comme
partiellement bouché. Une valeur positive de e1 représente le fait que l’injecteur principal
est bouché (et donc que le débit de l’injecteur pilote est augmenté), et à l’inverse e1 devient
négatif lorsque c’est l’injecteur pilote qui se bouche.
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CHAPITRE 1. CONCEPTION D’UNE CHAMBRE DE COMBUSTION

On considère que les injecteurs ne sont pas bouchés dans le cas général, et qu’il est
plus probable qu’ils ne se bouchent que partiellement lorsque cela arrive. Nous avons donc
remplacé le paramètre e1 par une variable aléatoire χe1 doté d’une loi de probabilité hχe1
gaussienne centrée pour représenter cette incertitude (voir la figure 1.9). Malgré le support
infini de cette distribution, nous nous limiterons dans cette étude aux simulations avec
χe1 ∈ [−0.05, 0.05] (ce qui correspond donc à une variation de débit de ±5% de la valeur
nominale de ṁprinc).

Le problème d’optimisation classique présenté plus haut doit maintenant intégrer cette
donnée sur l’incertitude de la répartition du carburant entre les deux injecteurs. Il devient
ainsi le problème stochastique suivant :

minimiser
d

{f1(d, χe1), f2(d, χe1)},

s.c. dINF ≤ d ≤ dSUP .
(1.3)

L’objectif est de trouver des solutions qui réduisent les émissions polluantes de la
chambre tout en garantissant une certaine robustesse vis-à-vis de cette incertitude. On
pourra par exemple souhaiter que les émissions de polluants ne dépassent pas un certain
seuil quel que soit l’injecteur qui se bouche, ou bien que les émissions restent faibles en
moyenne lors du fonctionnement du moteur.
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Étude conceptuelle d’un design
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La seconde application à laquelle nous allons nous intéresser au cours de cette étude
concerne l’optimisation multidisciplinaire d’un design d’avion. Il s’agit de définir les dimen-
sions générales d’un avion dans les premiers stades de sa conception. Le comportement de
l’appareil est simulé grâce à un système multidisciplinaire faisant intervenir différents do-
maines d’expertise comme la mécanique des structures ou encore l’aérodynamique. Cette
modélisation est décrite dans la première partie de ce chapitre.

La forme globale de l’avion doit être optimisée en vue de minimiser sa masse à vide ainsi
que sa consommation sur une mission donnée. Dans la représentation utilisée, la surface de
l’empennage vertical n’est pas connue avec précision. Cette donnée incertaine devra être
prise en compte durant l’optimisation du design de l’appareil pour que ses performances
ne soient pas dégradées lorsque la surface sera calculée avec plus de précision lors des
étapes suivantes de la conception. Nous explicitons donc en fin de chapitre le problème
d’optimisation multidisciplinaire sous incertitude posé par cette application.
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CHAPITRE 2. ÉTUDE CONCEPTUELLE D’UN DESIGN D’AVION

2.1 La conception avion
La conception de nouveaux modèles d’avion est l’activité phare des constructeurs aéro-

nautiques. Il leur faut en effet proposer en permanence des appareils toujours plus perfor-
mants et qui restent en phase avec les demandes de leurs clients. Une présentation détaillée
du processus général de conception d’un avion est donnée dans [Ray06].

La conception d’un nouvel avion est un processus complexe qui vise à définir des solu-
tions de compromis entre les demandes des compagnies aériennes, les coûts de fabrication
des appareils et les contraintes physiques imposées par les technologies qu’on maîtrise ac-
tuellement. Tout débute par la spécification d’un cahier des charges indiquant les objectifs
du nouveau design : on souhaite par exemple pouvoir transporter un certain nombre de
passagers sur une distance donnée tout en consommant le moins de carburant possible. A
partir de ce cahier des charges, on peut ensuite commencer à dessiner les grandes lignes
de l’avion.

Le choix du design d’un avion se déroule généralement en trois grandes phases, en
commençant par une étude conceptuelle suivie d’une conception préliminaire de l’appareil
puis de sa conception détaillée. Ces trois étapes sont décrites ci-dessous. Elles permettent
de fixer progressivement la géométrie de l’appareil considéré en utilisant des descriptions
de plus en plus détaillées.
Étude conceptuelle Cette première étape dans la définition d’un nouvel appareil vise

à vérifier la viabilité du projet de conception pour voir si on peut construire à un
prix abordable un avion qui réponde au cahier des charges. De nouvelles idées et de
nouveaux concepts sont alors étudiés pour y parvenir. Le cahier des charges peut
aussi être adapté en conséquence si nécessaire. Durant la phase d’étude conceptuelle,
on détermine les grands choix de conception pour avoir une première idée des carac-
téristiques principales de l’appareil : le type d’avion, sa géométrie, ses dimensions
globales, son nombre de moteurs, etc. On définit ce à quoi va ressembler l’appareil,
quel sera son poids, son coût et ses performances générales. Si cela est possible, on
se base sur des avions déjà existants pour avoir une base de données conséquente
des performances offertes par ces appareils. On fait aussi appel à des codes de calcul
simples pour vérifier la satisfaction des spécifications requises. Différents concepts
peuvent être évalués et comparés afin de déterminer le design le plus prometteur en
termes de performances et de coûts.

Conception préliminaire Dans cette phase, on précise le design choisi précédemment
en affinant la définition des caractéristiques de l’avion. Différents spécialistes des
domaines mis en jeu analysent la portion de l’avion qui les concerne. On calcule
les charges appliquées à l’appareil pour déterminer sa structure et sa masse, on
étudie plus précisément son aérodynamique pour identifier les zones qui nécessitent
des raffinements, etc. Cela permet de mieux estimer les performances de l’avion et
de pouvoir les améliorer en optimisant les différents paramètres du design. Cette
étape peut faire appel à des codes de calculs plus complexes ainsi qu’à des essais en
soufflerie. La configuration de l’appareil et le design de ses éléments principaux est
alors fixée définitivement.

Conception détaillée Il s’agit de l’étape finale de la conception, au cours de laquelle
chacune des parties de l’avion est décrite en détail dans le but de préparer sa fa-
brication. On réalise une conception détaillée de tous les mécanismes de l’avion et
l’emplacement définitif des différents équipements et systèmes est fixé. Il faut donc
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2.2. Simulation multidisciplinaire de l’avion

préciser les multiples paramètres de l’appareil, qui peuvent maintenant être optimi-
sés finement afin d’aboutir à un design aux performances optimales. Si les grands
éléments de l’avion étaient considérés comme un tout lors de l’étape précédente, on
doit maintenant étudier et dessiner chacune des pièces qui les composent. Le pro-
cessus de fabrication de ces pièces ainsi que leur assemblage sont aussi définis. Le
développement des différentes parties est confié à des équipes spécialisées. Lors de
la conception détaillée, il n’est plus possible de réaliser d’optimisation globale de
l’appareil, sa modélisation dans son ensemble étant trop coûteuse. L’optimisation
se fait uniquement à un niveau local à partir des résultats de la phase précédente.
On finalise aussi l’évaluation précise des performances et des coûts du nouvel avion.
Cette phase se termine avec la mise en production de l’appareil.

Le nombre de paramètres pris en compte augmente à chaque étape de la conception, et
les modélisations de l’appareil deviennent aussi de plus en plus proches de la réalité. Cela
permet d’affiner petit à petit la définition de l’avion. Si au cours des deux premières phases
une optimisation multidisciplinaire de l’avion tout entier est possible, la complexité des
simulations rend toute considération générale impossible lors de la conception détaillée.

Chacun des étages de la conception est en fait un processus itératif au cours duquel le
design est amélioré dans le cadre défini lors des étapes antérieures. La remise en cause des
choix réalisés auparavant est très coûteuse car elle nécessite de revenir à l’étape précédente
et de recommencer tout son processus en quelque sorte. Il est donc primordial de faire
les bons choix du premier coup, en s’aidant de techniques d’optimisation avancées et de
modèles permettant de prédire le comportement de l’avion avec suffisamment de précision.

Dans le cadre de cette étude, nous nous situons dans la phase d’étude conceptuelle de
l’avion, bien que le calcul des structures mis en œuvre soit un peu plus évolué qu’habi-
tuellement et se rapproche de celui utilisé en conception préliminaire. Le but sera donc
de définir les caractéristiques principales d’un appareil répondant au cahier des charges à
l’aide d’une simulation numérique simplifiée du système.

Les concepts standards d’avions arrivent aujourd’hui dans les limites de leurs possibili-
tés en termes de performances, et c’est pourquoi l’étude conceptuelle de nouveaux aéronefs
fait l’objet de nombreuses recherches. Lorsqu’il s’agit de développer un appareil de design
plus classique, l’optimisation poussée de ses paramètres est ainsi essentielle si on souhaite
avoir un engin compétitif.

2.2 Simulation multidisciplinaire de l’avion

L’optimisation du design d’un nouvel avion lors de la phase d’étude conceptuelle se base
sur des simulations numériques qui permettent d’estimer les performances de l’appareil. La
modélisation d’un avion fait intervenir plusieurs domaines différents tels que la mécanique
des structures, l’aérodynamique, l’énergétique ou encore l’acoustique. Ces domaines d’ex-
pertise sont appelés des « disciplines ». Un avion est donc un système multidisciplinaire
dans lequel différents domaines entrent en interaction.

La modélisation utilisée pour cette étude est une représentation simplifiée d’un avion
complet qui met en jeu quatre disciplines distinctes : la structure, l’aérodynamique, la
propulsion et les performances, comme présenté sur la figure 2.1. Ces différentes disciplines
sont détaillées ci-après. Elles sont implémentées au sein d’un code interne Onera nommé
ACODE (pour « Airline COnceptual DEsign »).
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Figure 2.1 – Composition du système multidisciplinaire permettant de simuler un avion
complet.

2.2.1 Structure

La première discipline modélisée concerne la structure de l’appareil. Les matériaux
utilisés ainsi que leur assemblage doivent pouvoir résister à la pression de l’air et aux
déformations produites par les différentes charges auxquelles l’avion sera soumis durant
ses manœuvres en vol, quelles que soient les conditions atmosphériques rencontrées. Cette
discipline permet de définir la structure de l’avion de manière à lui garantir une solidité
suffisante. Son intérêt principal est de déterminer la masse de l’appareil.

La masse totale est égale à la somme de la masse des différents constituants élémentaires
de l’avion. Elle est décomposée en 15 postes élémentaires suivant la norme 2001D. Les deux
éléments principaux permettant d’évaluer la masse structurale sont la voilure et le fuselage.
Ils bénéficient d’un calcul de masse avancé. La masse des autres éléments (moteurs, trains
d’atterrissage, charge marchande, équipage, etc.) est estimée de manière statistique à partir
de bases de données de devis de masse d’appareils existants.

La masse de la voilure est calculée grâce aux formulations de la mécanique des struc-
tures. Cette masse se décompose en deux parties. On a d’un côté la masse « travaillante »,
qui est dimensionnée pour faire face aux principales charges auxquelles l’avion sera sou-
mis et qui doit respecter les normes de dimensionnement de la réglementation (cas de
charges limites, résistance aux rafales verticales, etc.). Elle est déterminée par un calcul
d’éléments finis permettant de fixer les épaisseurs des éléments de la structure. On calcule
aussi d’autre part une masse « non travaillante ». Il s’agit de la masse d’éléments tels que
les réservoirs, les becs, les volets, etc. Elle est déterminée en fonction de la topologie de
l’aile à partir de lois statistiques issues d’une base de données de voilures.

La masse du fuselage est obtenue à l’aide d’une méthode mixte qui allie dimensionne-
ments en pression et en flexion avec une méthodologie statistique pour ses autres compo-
santes (aménagements intérieurs). Les masses de pression et de flexion dépendent notam-
ment de la dimension du fuselage, de la masse du chargement et de l’altitude de croisière
de l’avion.

Les différents modèles de calcul de masse utilisés font intervenir 53 paramètres, parmi
lesquels 17 sont indépendants des variables de design. Ils ont été validés sur une base de
données de devis de masse d’avions de transport civil.
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La discipline structure permet aussi de déterminer la position du centre de gravité de
l’avion pour réaliser son équilibrage. Le centre de gravité est défini à partir des positions
des centres de gravité des différents éléments de l’appareil : fuselage, voilure, empennages,
ensemble propulsif, carburant, passagers, équipage, systèmes, trains d’atterrissage, etc.

2.2.2 Aérodynamique
A partir de la géométrie de la voilure de l’appareil et des conditions de vol définies

(altitude, nombre de Mach, etc.), cette discipline permet de déterminer les principales
caractéristiques aérodynamiques de l’avion comme sa traînée ou portance maximale. Le
comportement aérodynamique de l’appareil est simulé durant toutes les phases de vol,
avec notamment les phases à basse vitesse hypersustentées (décollage et atterrissage) et
la phase de croisière. Ces phases sont primordiales pour le dimensionnement de l’avion.

Les différents éléments de l’avion sont modélisés de façon simple afin de limiter le
nombre de données nécessaires et de faciliter la mise en œuvre des calculs. Le modèle utilisé
est basé sur un calcul 2D des performances aérodynamiques des profils de la voilure, avec
une extension en trois dimensions pour prendre en compte la géométrie plane de l’aile.

Le calcul de la traînée totale de l’avion est décomposé en quatre contributions diffé-
rentes qui ont chacune une signification physique propre : la traînée de frottement liée aux
forces tangentielles entre l’air et la surface de l’avion, la traînée induite propre aux surfaces
portantes, la traînée de pression visqueuse produite par l’accumulation et le décollement
de la couche limite, et la traînée d’onde relative à l’existence de zones supersoniques à la
surface de l’avion.

Le modèle aérodynamique fait appel à 52 paramètres parmi lesquels on retrouve toutes
les variables de design. Il a été validé grâce à des données expérimentales issues d’essais
en soufflerie sur des configurations lisses ou hypersustentées d’avions conventionnels.

2.2.3 Propulsion
La discipline propulsion permet de modéliser la puissance fournie par les moteurs de

l’appareil ainsi que leur consommation dans des conditions de vol données. Les moteurs
sont modélisés avec un point de vue macroscopique, car la simulation détaillée d’une turbo-
machine complète serait bien trop complexe. Les performances des moteurs sont estimées
à partir de tables numériques qui indiquent la poussée et la consommation spécifique en
fonction des différentes phases de vol (nombre de Mach, altitude, etc.).

2.2.4 Performances
Cette discipline permet de connaître les performances de l’avion au cours d’une mission

donnée. Ces performances peuvent être par exemple le rayon d’action de l’appareil, sa
longueur de décollage, sa vitesse d’approche avant l’atterrissage, sa consommation, etc.
Les performances peuvent aussi être calculées pour différentes conditions atmosphériques
et différentes conditions d’utilisation de l’appareil (cas de moteur en panne par exemple).
Tous les calculs sont basés sur l’intégration des équations de la mécanique du vol, l’avion
étant considéré comme un simple point matériel.

Le modèle permet de simuler le comportement de l’avion sur une mission complète. Il
fait appel à 39 paramètres. Un exemple de mission est décrit sur la figure 2.2. Une mission
comprend tout d’abord une phase de décollage puis une montée à vitesse conventionnelle
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Figure 2.2 – Profil de mission de l’avion.

constante jusqu’à une altitude de croisière définie. Une fois cette altitude atteinte, on
passe en phase de croisière où l’altitude de l’avion évolue à finesse constante (la croisière
peut aussi être décomposée en plusieurs paliers successifs). On redescend ensuite à vitesse
conventionnelle constante vers l’altitude d’approche, et vient enfin la phase d’approche
puis l’atterrissage proprement dit.

Pour le calcul des performances au décollage, on simule tout d’abord un décollage
classique dont les résultats sont utilisés pour la poursuite de la mission. La consommation,
la durée et la vitesse de décollage sont déterminées. On simule ensuite un décollage avec
une panne moteur au cours duquel sont calculées les distances de décollage poursuivi et
d’accélération-arrêt qui permettent de déterminer la vitesse de décision et la longueur
maximale de décollage de l’avion.

La consommation de l’appareil est déterminée à partir de la masse de carburant néces-
saire à l’accomplissement de la mission, à laquelle il faut ajouter les réserves réglementaires
obligatoires. La quantité de carburant de réserve à emporter est calculée en simulant suc-
cessivement un déroutement de l’avion de 200 miles nautiques (NM), un prolongement
de 10% de la phase de croisière ainsi qu’un « overshoot » (remise des gaz lors d’un atter-
rissage interrompu). Les phases de roulage, d’attente et d’atterrissage sont quant à elles
forfaitaires en termes de durée et donc de consommation.

2.2.5 Un système multidisciplinaire

La conjonction des quatre disciplines présentées ci-dessus définit un système multidis-
ciplinaire au sein duquel les disciplines sont en interaction permanente. Chaque discipline
partage des variables avec les autres disciplines et dépend donc en partie de leurs résultats.

Pour donner un exemple, lorsque la masse de la structure de l’avion augmente, sa
consommation augmente aussi et il faut emporter plus de carburant pour effectuer une
mission donnée. Ce carburant supplémentaire vient se rajouter au poids de l’avion, ce qui
nécessite de renforcer sa structure. La masse de la structure est alors augmentée, et la
consommation de l’appareil à nouveau accrue. Les interactions entre disciplines font ainsi
apparaître des « bouclages » qui rendent la simulation du système complexe. Le but final
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Figure 2.3 – Un Airbus A320.

est de parvenir à stabiliser ces bouclages pour arriver à un équilibre entre les disciplines.
Une discipline peut en fait être elle-même un modèle plus ou moins pluridisciplinaire.

La simulation du groupe propulsif de l’appareil fait par exemple intervenir les différents
domaines liés aux turbomachines (de l’aérodynamique, de l’énergétique, de la thermodyna-
mique, des matériaux, etc.). La notion de discipline est donc liée à une description donnée
du système qu’on considère. Les modèles utilisés par chacune des disciplines peuvent aussi
être de fidélités diverses. Comme nous l’avons remarqué auparavant, la simulation du
groupe propulsif de l’appareil peut se faire d’un point de vue macroscopique ou bien avec
des modèles plus détaillés. Dans le cadre d’une optimisation en phase d’étude conceptuelle,
on utilise généralement des modélisations simplifiées afin de pouvoir effectuer un grand
nombre de simulations en un temps raisonnable.

2.3 Définition du problème d’optimisation du design d’avion
L’avion étant modélisé par un système multidisciplinaire adapté pour une étude concep-

tuelle, nous pouvons maintenant envisager son optimisation. Les spécifications de l’avion
que nous allons étudier sont proches de celles d’un A320 (voir la figure 2.3). Il s’agit d’un
avion de design standard et de taille moyenne, pourvu de deux moteurs et prévu pour
embarquer entre 150 et 180 passagers. L’avion va être optimisé pour effectuer une mission
moyen-courrier de 3500 NM (soit 6482 km), qu’on appellera la « mission optimale ». Une
seconde mission de référence de 500 NM (soit 926 km) sera aussi simulée afin de pouvoir
comparer les performances du nouvel avion par rapport aux avions existants.

Dans ce problème, le design de l’avion est gouverné par 10 paramètres. Les huit pre-
miers définissent la géométrie générale de la voilure (qui est représentée sur la figure 2.4),
et les deux derniers sont des paramètres opérationnels (les altitudes de croisière durant les
missions optimale et de référence).

L’objectif de cette étude est de minimiser la masse à vide équipée f1 de l’avion ainsi que
la masse de fuel f2 nécessaire à la réalisation de la mission optimale (qui correspond à la
masse de carburant brûlé au cours de la mission et à la réserve de carburant supplémentaire
emporté).

Les solutions de ce problème d’optimisation sont limitées par six contraintes (en plus
des contraintes de borne des différents paramètres de design). La moitié d’entre elles sont
des contraintes opérationnelles qui proviennent de la règlementation aéronautique, et les
autres des contraintes géométriques qui assurent la cohérence physique de la forme des
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Figure 2.4 – Paramètres de la voilure de l’avion.

ailes de l’avion.
Un résumé de l’ensemble des paramètres, des objectifs et des contraintes du problème

est donné dans le tableau 2.1. Si on note d le vecteur des 10 variables de design de l’avion
et g le vecteur des 6 contraintes, le problème d’optimisation multiobjectifs et multidisci-
plinaire qu’on souhaite résoudre est donc le suivant :

minimiser
d

{f1(d), f2(d)},

s.c.
{
g(d) ≤ 0,
dINF ≤ d ≤ dSUP ,

(2.1)

avec dINF ,dSUP ∈ R10 les bornes inférieures et supérieures des paramètres de design
indiquées dans le tableau 2.1.

2.4 Implémentation de la méthodologie d’optimisation mul-
tidisciplinaire

Afin de pouvoir résoudre le problème présenté ci-dessus, les modèles des différentes
disciplines ont été importés dans Model Center, un logiciel d’optimisation multidiscipli-
naire. Ce logiciel permet de gérer automatiquement les communications entre les codes
des disciplines à partir des liens entre variables partagées qui lui ont été indiqués. Il offre
aussi la possibilité de définir des boucles de convergence et d’optimisation.

Les liens à mettre en œuvre entre les disciplines dépendent de l’approche d’optimisation
multidisciplinaire choisie. On peut en effet résoudre le problème par une formulation glo-
bale (c’est-à-dire en considérant le système multidisciplinaire comme une seule et même
entité), ou bien par des approches multi-niveaux dans lesquelles on trouve des boucles
d’optimisation locales aux disciplines et d’autres qui gèrent l’optimisation de manière plus
globale.

La méthodologie qui a été employée ici est une approche globale MDF (pour « Multi
Discipline Feasible », aussi appelée approche « all-in-one »). La simplicité et la rapidité des
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2.4. Implémentation de la méthodologie d’optimisation multidisciplinaire

Variables de décision
d1 Allongement λ [5,15]
d2 Effilement ε [0.1,0.5]
d3 Flèche ϕ [0,30] m
d4 Surface de la voilure S [90,200] m2

d5 Position de la cassure Yk [5,10] m
d6 Épaisseur relative de la voilure à l’emplanture Ee [0.12,0.16]
d7 Épaisseur relative de la voilure au niveau [0.1,0.14]

de la cassure Ek
d8 Épaisseur relative de la voilure à 70% de l’envergure Er [0.09,0.12]
d9 Altitude de croisière de la mission de référence Hréf [9448,12450] m
d10 Altitude de croisière de la mission optimale Hopt [9448,12450] m

Paramètre environnemental
e1 Erreur sur la surface de l’empennage vertical 0 m2

Sortie disciplinaire affectée par e1

D1,1 Masse de l’empennage vertical WempV kg

Incertitude
χe1 Erreur sur la surface de l’empennage vertical U(−5, 5) m2

Objectifs
f1 Masse à vide équipée MTOW minimiser kg
f2 Masse de fuel pour la mission optimale Wfuel minimiser kg

Contraintes
g1 Vitesse d’approche Vapp < 72 m.s−1

g2 Longueur de décollage Ldéco < 2200 m
g3 Envergure B < 35.95 m
g4 Différence entre les cordes à la cassure > 0 m

et à l’extrémité (Ck − Ct)
g5 Différence entre les épaisseurs relatives à l’emplanture > 0

et à la cassure (d6 − d7)
g6 Différence entre les épaisseurs relatives à la cassure > 0

et à 70% de l’envergure (d7 − d8)

Table 2.1 – Variables, objectifs et contraintes du problème d’optimisation multidiscipli-
naire du design d’un avion.
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Figure 2.5 – Déroulement d’une simulation de l’avion.

modèles disciplinaires choisis dans le cadre d’une étude conceptuelle permettent en effet de
considérer le système comme un tout et de l’évaluer dans son ensemble pour réaliser une
optimisation globale. Le système n’en reste pas moins multidisciplinaire pour autant, et la
recherche d’un équilibre entre toutes ses disciplines à chaque évaluation de configuration
reste nécessaire.

Le déroulement général du calcul d’une configuration donnée est présenté sur la fi-
gure 2.5. A partir des paramètres de design d, la géométrie de l’avion est tout d’abord
déterminée. Le bouclage principal se déroule par la suite sur le calcul de la masse au dé-
collage de l’avion. On affecte à cette masse une valeur initiale estimée quelconque, ce qui
permet de définir la structure de l’appareil et de calculer sa masse à vide. Les performances
de l’avion sont ensuite simulées au cours d’une mission pour obtenir la quantité de carbu-
rant qu’il est nécessaire d’emporter. Ajoutée à la masse à vide, la masse de carburant ainsi
obtenue permet de déterminer la masse au décollage « calculée » de l’appareil. Tant que
cette masse ne correspond pas à celle qui avait été estimée initialement, on recommence
une itération en prenant comme initialisation la nouvelle valeur de la masse au décollage.
Lorsque la convergence en masse est atteinte, les performances réelles de l’avion peuvent
être calculées et les valeurs des objectifs et des contraintes sont fournies en sortie.

Model Center permet aussi de sélectionner différents algorithmes de résolution. C’est un
algorithme génétique qui a été retenu ici. Ce type d’algorithme permet d’avoir une certaine
souplesse d’utilisation en explorant l’espace des solutions sans information particulière sur
les propriétés des fonctions objectifs (qui sont vues comme des « boîtes noires »), et en
pouvant accepter des arrêts prématurés de calculs. Il est en effet possible qu’au cours de
l’optimisation certaines configurations d’avion ne puissent pas être évaluées correctement

30



2.5. Incertitude sur la surface de l’empennage vertical

(si par exemple l’avion ne parvient pas à décoller), ce qui provoquera l’arrêt des calculs
pour le design concerné. Ces configurations seront ignorées par l’algorithme génétique qui
saura continuer ses recherches dans d’autres directions.

L’implémentation qu’on possède du système multidisciplinaire de simulation d’un avion
complet permet donc de réaliser une optimisation afin de trouver la meilleure configura-
tion possible au vu des objectifs fixés. Mais nous souhaiterions à présent pouvoir aussi
tenir compte des incertitudes présentes dans cette modélisation. C’est l’objet de la section
suivante.

2.5 Incertitude sur la surface de l’empennage vertical
Dans les premières phases de la conception d’un nouvel avion, les représentations uti-

lisées sont des modèles simplifiés qui permettent d’évaluer de façon approchée les perfor-
mances du nouvel appareil. Il est toutefois primordial pour les constructeurs de faire des
choix réfléchis durant ces étapes préliminaires car elles déterminent le déroulement de la
suite de la conception et tout retour en arrière est coûteux. Les approximations réalisées
par les modèles peuvent donc avoir un fort impact si jamais le design sélectionné lors de
l’étude conceptuelle se révèle trop sensible aux incertitudes. On observe généralement par
exemple une dérive de la masse de l’appareil au fil des différentes phases de conception :
l’avion final est souvent plus lourd que ce qui avait été prévu initialement car différents
aménagements ont du être effectués entre son étude conceptuelle et sa conception finale
afin de répondre aux exigences en termes de fiabilité et de respect des réglementations.

Les constructeurs aéronautiques souhaitent prendre un minimum de risques lors de la
conception d’un nouvel appareil afin de s’assurer que sa conception pourra se dérouler
comme prévu. La prise en compte des incertitudes dès la phase d’étude préliminaire est
donc un sujet d’intérêt aujourd’hui. De plus, les performances des concepts standards
d’avion arrivent désormais à leurs limites. Il devient donc nécessaire d’étudier de nouveaux
concepts, assez proches des appareils existants ou bien plus éloignés. L’estimation des
performances de ces concepts atypiques est difficile car on ne possède pas de base de
référence pour valider les modèles physiques utilisés. Il est donc là aussi primordial de
pouvoir prendre en compte les erreurs de modélisation afin de sélectionner un design
relativement robuste pour lequel on aura plus de garanties de succès.

Dans le modèle de l’avion que nous utilisons, l’équilibrage est réalisé par des lois sim-
plifiées. L’empennage est notamment dimensionné grâce à des formules statistiques alors
qu’en réalité il faudrait tenir compte des contraintes opérationnelles. Dans le cas d’une
panne d’un des moteurs de l’appareil par exemple, il faudrait définir la surface de l’em-
pennage vertical de manière à ce que sa gouverne puisse contrer les effets du moment créé
par l’utilisation d’un seul moteur, mais cela n’est pas considéré ici.

Les études de validation du modèle montrent qu’on observe une incertitude de 5 m2 sur
la surface de l’empennage vertical. Une variable e1 est donc ajoutée à la surface calculée
pour représenter l’erreur commise sur son estimation. Dans le cas nominal, on consi-
dère qu’il n’y a pas d’erreur et donc e1 vaut 0. Mais il se peut aussi que e1 varie dans
l’intervalle [−5, 5]. Pour représenter cette incertitude, on remplace e1 par une variable
aléatoire χe1 dotée d’une loi de probabilité uniforme sur cet intervalle.

L’incertitude sur la surface de l’empennage vertical affecte le calcul de la masse de
l’empennage vertical (notée D1,1), et par là même la masse totale de l’avion ainsi que sa
consommation. Il va donc falloir prendre en compte cette nouvelle variable incertaine dans
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le problème :

minimiser
d

{f1(d, χe1), f2(d, χe1)},

s.c.
{
g(d, χe1) ≤ 0,
dINF ≤ d ≤ dSUP .

(2.2)

Nous avons affaire à un problème d’optimisation multidisciplinaire stochastique. Le fait
de prendre en compte cette variable incertaine dans l’optimisation permettra de trouver
des designs dont les performances ne seront pas trop affectées par l’erreur de calcul de
la surface de l’empennage vertical. Ainsi, si dans les phases suivantes de la conception
de l’avion l’empennage vertical est dimensionné avec une surface légèrement différente,
l’avion restera aussi performant qu’on l’attendait.
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Les simulations numériques complexes qui sont employées pour représenter ou conce-
voir des systèmes sont souvent extrêmement coûteuses. Leur utilisation directe pour des
applications telles que l’optimisation, le contrôle ou la propagation d’incertitudes est pro-
blématique du fait du grand nombre d’évaluations à réaliser. C’est pourquoi on cherche à
remplacer ces simulations par des modèles approchés plus rapides. Ces modèles autorisent
un nombre d’appels plus important, rendant ainsi envisageables les différentes applications
mentionnées. Plusieurs approches existent pour construire de tels modèles.
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Figure 3.1 – Construction d’un modèle de substitution à partir d’échantillons d’un code
de calcul coûteux.

Une première possibilité consiste à réduire lorsque cela est possible la complexité de la
simulation grâce à des lois de la physique simplifiées ou bien une discrétisation numérique.
Si les équations de la physique régissant le système sont accessibles, cela permet d’obtenir
un modèle approché plus rapide et qui conserve son sens physique. Diverses fidélités de
simulation peuvent ainsi être définies en fonctions des lois de la physique considérées ou
bien de la finesse de la discrétisation numérique. Mais le gain en réactivité apporté par
ces simplifications n’est pas toujours suffisant pour certaines applications, ou bien cela se
fait aux dépens de la physique et le comportement du système n’est alors plus représenté
avec suffisamment de précision.

Une seconde solution que nous présentons ici est d’établir un modèle de substitution
à partir de quelques résultats numériques réellement calculés avec la simulation coûteuse.
Ces modèles sont construits indépendamment de la physique du problème étudié, mais
n’en restent pas moins fiables. Leur fidélité peut par ailleurs être adaptée à l’application
envisagée, et ils présentent un temps d’évaluation négligeable qui permet de multiplier les
évaluations. Ils fournissent aussi généralement une expression analytique de la fonction
représentée, donnant accès à certaines informations utiles comme le gradient de cette
fonction par exemple.

Nous présentons dans ce chapitre le principe général de l’apprentissage automatique,
ainsi que différents types de modèles de substitution qui peuvent être utilisés : les ap-
proximations polynomiales, les réseaux de neurones et les modèles de krigeage. Nous
nous intéressons aussi aux méthodes d’amélioration de la précision des modèles grâce
à la construction de plans d’expériences adaptatifs.

3.1 Modèles de substitution et apprentissage

Un modèle de substitution (aussi appelé « métamodèle », « modèle réduit » ou encore
parfois « surface de réponse ») est une approximation d’une fonction dont l’évaluation est
coûteuse. L’évaluation du modèle de substitution est quant à elle très rapide, ce qui permet
d’avoir en tout point de l’espace une estimation de la valeur de la fonction coûteuse sans
avoir à l’évaluer réellement. Comme présenté sur la figure 3.1, la construction d’un modèle
de substitution est réalisée à partir de quelques échantillons de la fonction initiale, sans
aucun a priori sur sa physique ou ses particularités.

Le modèle de substitution, que nous noterons f̂ , doit réaliser un apprentissage supervisé

36



3.2. Polynômes

de la fonction coûteuse f : Rnx → R sur un espace X ⊆ Rnx donné. Le principe est
d’apprendre à prédire de manière automatique le comportement de cette fonction à partir
des quelques exemples qui sont fournis. Il faut que le modèle soit capable de généraliser
de manière raisonnable ce qu’il a appris grâce aux échantillons, afin de pouvoir estimer la
valeur de la fonction pour n’importe quel point d’entrée.

L’apprentissage est réalisé à partir d’une base d’apprentissage constituée de ns échan-
tillons sous la forme de couples (si, ui), avec si = (si1, si2, ..., sinx) ∈ X ⊆ Rnx et ui ∈ R.
L’ensemble des valeurs d’entrée des échantillons est noté S = (s1, s2, ..., sns) ∈Mns,nx(R),
et l’ensemble de leurs images par f est noté u = (u1, u2, ..., uns) ∈ Rns . Pour chaque
échantillon i, on a donc ui = f(si) ∈ R.

Avant de construire un modèle de substitution, il est préférable de normaliser les échan-
tillons d’apprentissage. On obtient en effet de meilleurs résultats lorsque les données sont
ramenées dans un intervalle restreint, aussi bien au niveau des entrées S que des sorties u.
Cela permet de s’assurer que les différentes variables auront la même influence sur le mo-
dèle (particulièrement dans le cas où l’un des domaines de variation est beaucoup plus
étendu que les autres), et permet de plus au modèle de n’avoir à traiter que des valeurs
« raisonnables » (ce qui évite de saturer ses paramètres). Deux types de normalisation
existent : d’une part la normalisation vers l’intervalle [−1, 1], et d’autre part la normalisa-
tion gaussienne visant à centrer et réduire les données. L’une ou l’autre peut être utilisée
indifféremment dans la plupart des cas. Nous avons par exemple choisi pour cette étude
d’effectuer une normalisation gaussienne à partir de l’estimation de la moyenne et de la va-
riance des échantillons d’apprentissage. Nous supposerons donc par la suite que les données
traitées par les modèles de substitution sont normalisées au préalable et dé-normalisées en
sortie de manière transparente.

Pour représenter la fonction initiale à partir de la base d’apprentissage (S,u), il existe
différentes familles de modèles de substitution. Elles se distinguent par les fonctions géné-
ratrices et les techniques d’apprentissage qu’elles utilisent. Selon le cas, elles permettent
de réaliser une interpolation ou bien une régression sur les échantillons, et peuvent mo-
déliser un degré plus ou moins grand de non linéarité. Nous décrivons dans la suite trois
des principaux types de modèles de substitution utilisés actuellement : les approximations
polynomiales, les réseaux de neurones ainsi que le krigeage.

3.2 Polynômes

Les modèles à base d’approximations polynomiales sont les modèles les plus simples.
Ils sont parfois historiquement associés au terme de « surface de réponse » car ils étaient
utilisés au départ comme aide à l’optimisation. Une approximation polynomiale f̂ s’écrit
sous la forme d’un polynôme multivarié à nx variables et de degré fixé k :

f̂(x) =
∑

α:‖α‖1≤k
cαx

α, (3.1)
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avec : 



x = (x1, x2, ..., xnx) ∈ Rnx ,
α = (α1, α2, ..., αnx) ∈ Nnx ,
‖α‖1 =

nx∑
i=1

αi,

cα ∈ R,
xα =

nx∏
i=1

xαii .

Un polynôme est donc tout simplement une somme de monômes xα pondérés par des
coefficients cα à déterminer. Un polynôme de degré trois à deux variables peut par exemple
s’écrire :

f̂(x1, x2) = 3 + 2x1 − x2
2 + x2

1x2.

La base polynomiale standard est composée des monômes xα, mais il existe aussi des
modèles polynomiaux construits sur des bases différentes. On peut par exemple citer les
polynômes de chaos qui utilisent notamment les bases d’Hermite ou de Legendre. Ces mo-
dèles polynomiaux particuliers sont présentés dans la section 5.8.2. Les bases polynomiales
sont dans tous les cas uniquement composées de puissances de x et les modèles peuvent
donc se réécrire sous la forme générale présentée ci-dessus.

Pour établir une approximation polynomiale d’une fonction, il faut déterminer (k + nx)!
k!nx!

coefficients cα. On a donc besoin d’au moins autant d’échantillons de la fonction à appro-
cher. Le calcul de ces coefficients peut se faire simplement par la résolution d’un système
d’équations linéaires. Lorsque le nombre d’échantillons disponibles est égal au nombre de
coefficients du modèle, on obtient un modèle interpolant. Mais on peut aussi prendre un
nombre plus important d’échantillons afin de construire un modèle de régression. Les co-
efficients sont alors déterminés par la résolution d’un problème d’optimisation visant à
minimiser la distance entre le modèle et les échantillons. On utilise généralement pour
cela la méthode des moindres carrés, c’est-à-dire la minimisation du carré de la distance
euclidienne entre les échantillons et leur valeur estimée par le modèle. Le difficulté des
modèles polynomiaux est que le nombre de coefficients cα à évaluer croît très rapidement
en fonction de la dimension de l’espace d’entrée et du degré du polynôme, complexifiant
d’autant plus le problème de leur estimation.

L’établissement d’un modèle polynomial se fait donc par résolution d’un système
d’équations linéaires possiblement surdéterminé (voire parfois sous-déterminé). Si on note
c le vecteur des coefficients cα à déterminer, le système à résoudre est le suivant :

Ac = u, (3.2)

avec : 



A =
[
(si)α

]
1≤i≤ns,‖α‖1≤k ,

c = (cα)‖α‖1≤k,
u = (ui)1≤i≤ns .

Lorsque le système possède un nombre différent d’équations et d’inconnues, la résolution se
fait par la méthode des moindres carrés. Pour cette étude, nous avons utilisé la bibliothèque
Lapack [ABB+99] à cet effet.

Pour pallier l’augmentation du nombre de coefficients à déterminer lorsque l’ordre du
modèle augmente, on peut aussi utiliser des polynômes « creux ». Il s’agit de modèles dont
tous les monômes xα ne sont pas nécessairement présents (certains coefficients cα restent
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Figure 3.2 – Représentation d’une fonction f (en gris) par un polynôme local f̂loc d’ordre 2
construit à partir de 3 échantillons d’apprentissage (points noirs), et par une régression
polynomiale globale f̂ d’ordre 5 construite à partir de 9 échantillons (points noirs et points
bleus).

nuls). La détermination des coefficients en nombre restreint est donc plus simple, mais il
faut déterminer intelligemment quels monômes faire apparaître ou pas dans la formulation
afin de pouvoir représenter correctement la fonction à approcher.

L’intérêt des modèles polynomiaux réside dans leur simplicité, autant de construction
que d’utilisation. Selon l’ordre du modèle, certains points particuliers peuvent aussi être
calculés (comme par exemple le calcul de l’extremum d’un polynôme d’ordre 2). Les poly-
nômes permettent de réaliser de bonnes approximations locales d’une fonction, mais sur
des étendues plus grandes on se heurte rapidement à des problèmes de représentation des
extrema locaux : un polynôme d’ordre 2 ne possède par exemple qu’un seul extremum,
et ne pourra donc pas approcher correctement une fonction possédant deux minima. Des
oscillations artificielles peuvent aussi apparaître lorsque le degré du modèle polynomial
utilisé est trop important. On les utilisera donc principalement pour établir des modèles
locaux simples et rapides sur une région de confiance donnée.

La figure 3.2 présente un exemple de polynômes local et global approchant une fonction
donnée f . Si le polynôme local permet une bonne approximation du minimum de f , le
modèle global est quant à lui bien loin de la réalité. Pour l’améliorer, il faudrait augmenter
l’ordre du polynôme et ajouter d’autres échantillons d’apprentissage.

3.3 Réseaux de neurones
Les réseaux de neurones sont un second type de modèle de substitution qui peut

être utilisé pour approcher une fonction. Un réseau de neurones artificiels est un modèle
qui s’inspire schématiquement du fonctionnement des neurones biologiques. S’il est utilisé
dans de nombreuses applications différentes, nous ne nous intéresserons ici qu’à ses ca-
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Figure 3.3 – Fonction de Heaviside (avec un seuil k = 0, en bleu), et sigmoïde (avec
λ = 1, en vert).

pacités d’approximation de fonctions. Une présentation générale des réseaux de neurones
est donnée dans [DSM+04]. Nous commencerons par décrire le fonctionnement d’un neu-
rone artificiel avant de les assembler en réseau de plusieurs couches, appelé « Multi Layer
Perceptron » (MLP).

3.3.1 Neurone artificiel
Un neurone est une entité qui possède plusieurs entrées ai ∈ R (qu’on peut regrouper

en un vecteur a = (a1, ..., an) ∈ Rn) et une sortie réelle z qui dépend de ces entrées. Pour
calculer la valeur de sa sortie, le neurone réalise une somme pondérée de ses entrées (chaque
entrée étant affectée d’un poids wi ∈ R) ainsi que d’un biais w0, avant d’y appliquer une
fonction d’activation t :

z(a) = t

(
w0 +

n∑

i=1
wiai

)
. (3.3)

Le comportement d’un neurone dépend donc du vecteur de réels w = (w0, w1, ..., wn)
et de la fonction t. Les fonctions d’activation les plus utilisées sont les suivantes :
Fonction de Heaviside Aussi appelée fonction seuil, elle permet d’activer le neurone

lorsqu’on dépasse une certaine valeur seuil k ∈ R fixée (voir l’illustration de la
figure 3.3) :

t(x) =
{

0 si x < k,

1 si x ≥ k.
La fonction de Heaviside est utilisée pour construire des réseaux de neurones à des
fins de classification, car elle permet de faire un choix binaire « tout ou rien ».

Fonction sigmoïde Il s’agit d’une fonction différentiable en forme de « S » qui met en
place une sorte de seuil comme la fonction de Heaviside mais de manière beaucoup
moins brutale. Elle dépend d’un paramètre λ qui permet de régler l’intensité de la
variation au niveau de ce seuil (voir l’exemple sur la figure 3.3) :

t(x) = 1
1 + e−λx

.

D’autres fonctions au comportement similaire sont aussi utilisées.
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Figure 3.4 – Réseau de neurones possédant deux entrées, une couche cachée constituée
de quatre neurones et une sortie.

Fonction linéaire Elle revient à ne pas utiliser de fonction d’activation et à transmettre
directement la somme pondérée des entrées en sortie du neurone :

t(x) = x.

Un réseau de neurones qui serait uniquement basé sur cette fonction aurait une sortie
totalement linéaire par rapport à ses entrées.

3.3.2 Réseau de neurones
Un réseau de neurones est une interconnexion de neurones artificiels répartis en dif-

férentes couches. Dans le cas qui nous concerne, la couche d’entrée est constituée des
variables d’entrée x = (x1, x2, ..., xnx) de la fonction à modéliser, et la couche de sortie ne
possède qu’un seul neurone qui donne la valeur f̂(x) du modèle en sortie (on peut aussi
construire des réseaux de neurones possédant plusieurs sorties, mais nous n’aborderons
pas cette particularité ici). Les couches intermédiaires situées entre la couche d’entrée et
celle de sortie sont appelées « couches cachées ». Chaque neurone Ni des couches cachées
prend en entrée l’ensemble des sorties des neurones de la couche précédente. Un exemple
de réseau de neurones possédant une seule couche cachée est donné sur la figure 3.4.

Régression

Toute fonction peut être approchée avec une précision arbitraire par un réseau de
neurones à trois couches (c’est-à-dire possédant une unique couche cachée) utilisant des
fonctions d’activation sigmoïdes et une sortie linéaire [Cyb89, HSW89, Fun89]. On utilise
donc généralement un réseau de neurones à une couche cachée pour construire un modèle
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de substitution d’une fonction. En notant nn le nombre de neurones de cette couche cachée,
le modèle f̂ s’écrit alors :

f̂(x) = w0 +
nn∑

i=1
wit


w′i0 +

nx∑

j=1
w′ijxj


 = w0 +

nn∑

i=1
wit(w′i0 + xTw′i), (3.4)

où (w1, w2, ..., wnn) ∈ Rnn représentent les poids des entrées du neurone de sortie et
w′i = (w′i1 , w

′
i2 , ..., w

′
inx

) ∈ Rnx les poids des entrées du neurone Ni de la couche cachée. La
fonction t est une fonction sigmoïde.

L’approximation d’une fonction f par un réseau de neurones se fait en déterminant les
(1+nn(1+nx)) poids w, ainsi que le nombre nn de neurones de sa couche cachée grâce aux
échantillons d’apprentissage qu’on possède. L’apprentissage se fait donc en deux temps :
il faut tout d’abord être capable de trouver les coefficients optimaux du réseau pour un
nombre fixé de neurones sur la couche cachée, puis on peut ensuite optimiser ce nombre
de neurones cachés afin que le réseau représente au mieux la fonction à approcher.

Rétro-propagation

Un réseau de neurones est un modèle non interpolant pour lequel on cherche à mini-
miser l’erreur commise sur un ensemble de ns échantillons d’apprentissage (si, ui) de la
fonction. Il faut donc résoudre un problème de moindres carrés visant à minimiser une
fonction coût globale c :

c(w) =
ns∑

i=1
ci(w) =

ns∑

i=1
‖ui − f̂(si)‖2, (3.5)

oùw ∈ R1+nn(1+nx) représente l’ensemble des poids du réseau et ci la fonction coût associée
à un unique échantillon (si, ui). Lorsque les fonctions d’activation t du réseau de neurones
ne sont pas linéaires (comme dans le cas des sigmoïdes par exemple), on a affaire à un
problème d’optimisation non linéaire. Les fonctions sigmoïdes étant par contre dérivables,
il est possible de calculer analytiquement le gradient de c par rapport aux coefficients
du modèle. La résolution du problème de moindres carrés peut donc se faire à l’aide de
méthodes itératives de descente.

La principale technique utilisée dans l’apprentissage d’un réseau de neurones pour cal-
culer le gradient de la fonction coût c est l’algorithme de rétro-propagation [RHW86]. Son
nom vient du fait qu’elle vise à calculer ce gradient de manière récursive en commençant
par la sortie du réseau et en remontant vers les entrées. Lorsqu’un échantillon d’appren-
tissage si est présenté à l’entrée du réseau, on peut comparer sa valeur « réelle » ui sur la
fonction initiale par rapport à la valeur f̂(s) calculée en sortie par le réseau de neurones.
Le gradient de cette erreur vis-à-vis des poids des entrées du neurone de sortie peut alors
être calculé. Le calcul des gradients par rapport aux poids des neurones de la couche cachée
se fait ensuite à partir de l’erreur rétro-propagée venant du neurone de sortie. L’erreur
remonte ainsi à travers le réseau pour obtenir les gradients de ci relativement à tous les
poids w. Ces poids pourront alors être modifiés en fonction du gradient par la méthode
d’optimisation retenue.

Selon les méthodes d’apprentissage, la mise à jour des poids du réseau se fait pour
chaque nouvel échantillon à apprendre, ou bien une fois que tous les échantillons ont été
présentés (on cumule alors les erreurs commises sur l’ensemble des échantillons avant de
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Figure 3.5 – Approximation d’une fonction f (en gris) à partir de 9 échantillons d’appren-
tissage (points noirs) par des réseaux de neurones f(2) et f(4) possédant respectivement
deux et quatre neurones sur leur couche cachée.

modifier les poids des neurones). Dans tous les cas, les échantillons sont généralement pris
en compte plusieurs fois afin d’atteindre une certaine convergence du réseau.

Nombre de neurones de la couche cachée

Sachant trouver les coefficients optimaux d’un réseau possédant un nombre donné de
neurones cachés, on peut maintenant optimiser le nombre nn de ces neurones. Ce paramètre
influe en effet sur les capacités de représentation du réseau. Si le nombre de neurones de la
couche cachée est trop petit, le réseau ne pourra pas approcher correctement la fonction
à modéliser. Si au contraire nn est trop grand, le nombre de coefficients dans le réseau
sera important et il sera d’autant plus difficile de trouver les valeurs optimales de ces
coefficients à partir du nombre limité d’échantillons d’apprentissage qu’on possède.

Deux exemples de réseaux de neurones sont présentés sur la figure 3.5. Ils ont été
construits à partir des neuf points d’apprentissage utilisées précédemment pour la construc-
tion d’approximations polynomiales dans la figure 3.2. Le premier réseau possède deux
neurones sur sa couche cachée, et le second en possède quatre. On voit que le réseau doté
de deux neurones seulement a du mal à approcher la fonction f du fait de cette limitation,
alors que le réseau avec quatre neurones y arrive bien mieux. Cela souligne l’importance
de choisir un nombre de neurones cachés adapté à la fonction qu’on souhaite représenter.

Plusieurs stratégies existent pour déterminer le nombre optimal de neurones de la
couche cachée. On peut tout d’abord construire plusieurs réseaux avec des nombres de
neurones différents pour ne conserver que le meilleur d’entre eux. On peut aussi établir
successivement des réseaux de neurones possédant de plus en plus de neurones, en arrêtant
de rajouter des neurones dans la couche cachée lorsque l’erreur commise par le modèle ne
diminue plus, ou bien a contrario partir d’un réseau doté d’un grand nombre de neurones
et en enlever un à chaque itération (mais on aura alors plus de coefficients à optimiser).
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3.3.3 Mise en œuvre des réseaux de neurones
Pour cette étude, nous nous sommes basés sur la bibliothèque FANN (« Fast Artificial

Neural Network » [Nis03]) pour la création de réseaux de neurones. Il s’agit d’un code
écrit en C qui permet de déterminer les poids d’un réseau relativement à un ensemble
d’échantillons d’apprentissage. Plusieurs types de réseaux de neurones dotés de différentes
fonctions d’activation peuvent ainsi être construits, en utilisant diverses méthodes d’ap-
prentissage. Le nombre de neurones composant la couche cachée doit cependant être spé-
cifié a priori par l’utilisateur. Il a donc été nécessaire de compléter cette bibliothèque pour
pouvoir déterminer le nombre optimal de neurones et générer des modèles de substitution
plus précis.

3.4 Krigeage
Le krigeage (ou « kriging » en anglais) doit son nom à son auteur D. G. Krige [Kri53]. Il

s’agit d’une technique issue à l’origine de l’analyse minière et de la géostatistique [Mat63]
et qui fait aujourd’hui partie des méthodes les plus populaires pour la construction de mo-
dèles de substitution. Au même titre que les réseaux de neurones, les modèles de krigeage
permettent d’approcher des fonctions complexes à partir de la connaissance de quelques
échantillons seulement. Le krigeage estime la valeur d’une fonction f en un point donné
par une combinaison linéaire des échantillons d’apprentissage. Le poids associé à chaque
échantillon dépend de la distance au point considéré, et on suppose que des points rappro-
chés dans l’espace tendent à posséder des caractéristiques similaires (l’échantillon le plus
proche recevra donc le poids le plus important). Le krigeage a l’avantage de fournir en
plus une estimation en tout point de l’erreur commise sur la prédiction de la valeur de la
fonction f .

3.4.1 Modèle de krigeage
Le krigeage considère que la fonction f : Rnx → R à modéliser est une réalisation d’un

processus stochastique gaussien F composé d’une partie déterministe µ et d’une partie
aléatoire ε :

F (x) = µ(x) + ε(x), (3.6)

avec x ∈ Rnx . µ représente la tendance moyenne du processus, et ε est un processus
gaussien stationnaire d’espérance nulle (E[ε(x)] = 0), de variance σ2

K ∈ R et de covariance :

Cov(ε(x), ε(x′)) = σ2
KR(x,x′). (3.7)

La particularité de cette covariance est que R est une fonction de corrélation telle que la
corrélation entre deux points ne dépend que de leur distance. Elle est de la forme :

R(x,x′) =
nx∏

i=1
Ri(|xi − x′i|), (3.8)

avec x = (x1, x2, ..., xnx) ∈ Rnx et x′ = (x′1, x′2, ..., x′nx) ∈ Rnx .
L’établissement d’un modèle de krigeage revient donc à approcher le processus sto-

chastique F par un processus F̂ . On considère que l’espérance f̂ des réalisations de ce
processus est une approximation de la fonction f .
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Types de krigeage

Plusieurs types de krigeage existent selon la forme donnée à µ(x). Les principaux sont
les suivants (allant du plus simple au plus général) :
Krigeage simple µ(x) est une constante connue : µ(x) = 0 par exemple.
Krigeage ordinaire µ(x) est une constante inconnue : µ(x) = µ ∈ R.
Krigeage universel µ(x) est une combinaison linéaire de n fonctions ti connues, pon-

dérées par des coefficients βi ∈ R à déterminer : µ(x) =
n∑
i=1

βiti(x) (on choisit

généralement une base de fonctions ti polynomiales).
Le krigeage universel réalise en fait une première régression grossière à partir des

échantillons d’apprentissage grâce à la fonction µ, puis affine le modèle via le second
terme ε. Si certains préfèrent employer ce type de krigeage, d’autres argumentent qu’il
est tout aussi correct d’utiliser une fonction µ plus simple et de laisser ε approcher au
mieux la fonction. Le krigeage universel serait plus approprié dans le cas où les données
présentent une tendance générale qui peut être modélisée par une fonction simple (comme
un polynôme par exemple). Dans la pratique, les deux approches donnent des résultats
satisfaisants. Nous avons choisi ici de nous concentrer sur le krigeage ordinaire du fait de
la plus grande simplicité de son écriture qui facilitera les calculs développés par la suite.

Fonctions de corrélation

Différentes fonctions peuvent être utilisées pour exprimer la corrélation R de la fonction
aléatoire ε [KO96]. R introduit une hypothèse de régularité de la fonction à modéliser : on
suppose que plus les points x et x′ sont proches, plus il y a de chances que leurs images
respectives par f soient proches elles aussi. Nous avons choisi une fonction gaussienne pour
chaque dimension i ∈ {1, 2, ..., nx} de l’espace :

Ri(|xi − x′i|) = e−θi(xi−x
′
i)2
, (3.9)

où θi ∈ R+ est un paramètre à régler. C’est la fonction la plus couramment employée dans
les modèles de krigeage.

Le paramètre θi traduit l’idée de régularité de la fonction le long de la dimension i :
une valeur élevée imposera un comportement plutôt lisse du modèle alors qu’une valeur
plus faible provoquera des variations plus importantes. Il est à noter qu’on pourrait aussi
considérer des paramètres θi qui dépendent de x pour pouvoir représenter des fonctions
dont la régularité varie selon les zones de l’espace, mais le modèle serait alors beaucoup
plus complexe à établir.

Modèle de krigeage

Nous nous plaçons donc dans le cadre des modèles de krigeage ordinaire à fonction de
corrélation gaussienne. Le modèle de krigeage F̂ défait de sa valeur moyenne µ est défini
comme une combinaison linéaire des échantillons d’apprentissage ui, dont les poids λi
dépendent de x :

F̂ (x) = µ+
ns∑

i=1
λi(x)(ui − µ). (3.10)
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Le krigeage cherche à minimiser en chaque point x l’erreur quadratique moyenne du
modèle : E

[
(F̂ (x)− F (x))2

]
. En ajoutant une contrainte de non-biais (E[F̂ (x)] = E[F (x)]),

la résolution de ce problème permet d’obtenir le meilleur prédicteur linéaire sans biais de F .
L’espérance de ce prédicteur, considérée comme une approximation de f , vaut :

f̂(x) = E[F̂ (x)] = µ̂+ c(x)TC−1(u− µ̂), (3.11)

où µ̂ ∈ R est une estimation de µ et :




c(x) =
(
Cov(ε(x), ε(s1)),Cov(ε(x), ε(s2)), ...,Cov(ε(x), ε(sns))

) ∈ Rns ,
C =

[
Cov(ε(si), ε(sj))

]
1≤i,j≤ns ∈Mns(R),

u = (u1, u2, ..., uns) ∈ Rns .

Cette équation permet de calculer une valeur approchée de f(x). Elle dépend de (nx+2)
paramètres qu’il faut déterminer : σK , µ̂ et les différents θi. Ils peuvent par exemple être
obtenus via une recherche du maximum de vraisemblance de F̂ à partir de l’ensemble des
échantillons d’apprentissage (se référer à [SWN03] pour plus de détails). On remarque que
seul le premier facteur du second terme de l’équation de f̂ dépend de x, les autres facteurs
pouvant être calculés a priori une fois pour toutes. L’équation (3.11) se réécrit alors sous
la forme :

f̂(x) = E[F̂ (x)] = µ̂+ c(x)Tγ

= µ̂+
ns∑

i=1
γi Cov(ε(x), ε(si)),

(3.12)

avec γ = (γ1, γ2, ..., γns) = C−1(u− µ̂) ∈ Rns .
L’évaluation du modèle de krigeage nécessite d’inverser la matrice de covariance C des

échantillons d’apprentissage. Des erreurs numériques liées à son conditionnement peuvent
parfois apparaître dans certains cas (lorsque certains échantillons d’apprentissage sont trop
proches les uns des autres par exemple). Il est donc important de prendre en compte ce
fait lors de la mise en œuvre d’un tel modèle.

Le modèle de krigeage réalise une interpolation des échantillons d’apprentissage : on
peut vérifier que ∀i ∈ {1, 2, ..., ns}, f̂(si) = ui. Nous verrons dans la section 3.4.4 qu’il est
aussi possible de construire des modèles de krigeage régressants.

3.4.2 Erreur du modèle de krigeage

La particularité du modèle de krigeage est qu’il fournit aussi une estimation de son
erreur de prédiction en tout point de l’espace. Cette erreur de prédiction est accessible
à partir de l’estimation de la variance du processus stochastique F̂ . Tout comme on a
déterminé son espérance, on peut en effet calculer sa covariance et sa variance comme
suit :

Cov(F̂ (x), F̂ (x′)) = Cov(ε(x), ε(x′))− c(x)TC−1c(x′)

= Cov(ε(x), ε(x′))−
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij Cov(ε(x), ε(si)) Cov(ε(x′), ε(sj)),

(3.13)
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Figure 3.6 – Approximation d’une fonction f (en gris) par un modèle de krigeage f̂ (en
noir) construit à partir de 9 échantillons d’apprentissage (points noirs), avec son intervalle
de confiance à 95% (en bleu).

Var(F̂ (x)) = σ2
K − c(x)TC−1c(x)

= σ2
K −

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij Cov(ε(x), ε(si)) Cov(ε(x), ε(sj)),

(3.14)

avec C−1 = [C−1
ij ]1≤i,j≤ns .

Un exemple de modèle de krigeage est donné sur la figure 3.6. On peut y voir tracés
la moyenne f̂ du processus ainsi que son intervalle de confiance à 95% (noté IC) calculé à
partir de la variance de F̂ en chaque point :

IC(F̂ (x)) = [ICINF (F̂ (x)), ICSUP (F̂ (x))]

'
[
f̂(x)− 1.96

√
Var(F̂ (x)), f̂(x) + 1.96

√
Var(F̂ (x))

]
.

(3.15)

On observe que la variance du modèle de krigeage augmente lorsque le point qu’on souhaite
prédire s’éloigne des échantillons d’apprentissage, et que la variance est nulle en ces points
car le modèle est interpolant.

Comme pour tout autre modèle de substitution, les techniques standard d’estimation
de l’erreur de prédiction peuvent aussi être utilisées sur un modèle de krigeage (ces tech-
niques sont abordées dans la section 3.7). L’avantage de l’erreur fournie par le krigeage
est qu’elle peut être directement calculée de manière analytique à partir des coefficients
du modèle.

3.4.3 Simulation de processus gaussien
Nous avons vu que le modèle de krigeage est un processus stochastique gaussien dont

l’espérance et la covariance peuvent être estimées. Une fois le modèle établi, on peut
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facilement en simuler des réalisations.
Pour simuler une réalisation de l’estimateur de krigeage en un ensemble donné de

points {p1,p2, ...,pnp} (avec pi ∈ Rnx), il faut générer un tirage de variables aléatoires qui
respectent l’espérance et la covariance définies par le modèle en ces points. Pour cela, on
calcule tout d’abord la matrice de covariance K des points via l’expression (3.13) :

K =
[
Cov(F̂ (pi), F̂ (pj))

]
1≤i,j≤np

∈Mnp(R). (3.16)

On réalise ensuite une décomposition de Cholesky de cette matrice symétrique définie
positive, qu’on notera L (on a donc : K = LTL). Il faut enfin calculer l’espérance du
modèle de krigeage en ces points grâce à l’expression (3.12), qu’on stocke dans un vecteur
m =

(
E[F̂ (p1)],E[F̂ (p2)], ...,E[F̂ (pnp)]

)
∈ Rnp .

La simulation d’une réalisation du processus gaussien se calcule alors simplement à
partir de la génération d’un vecteur r ∈ Rnp de variables aléatoires indépendantes gaus-
siennes centrées réduites : il suffit de faire autant de tirages d’une loi normale centrée
réduite N (0, 1) que de points qu’on veut évaluer. La valeur v ∈ Rnp de la réalisation du
processus gaussien F̂ en ces points s’obtient alors par le calcul suivant :

v = m+ rL. (3.17)

Quelques réalisations du processus gaussien défini par le modèle de krigeage de la
figure 3.6 sont représentées sur la figure 3.7. Le modèle de krigeage étant interpolant,
les réalisations passent toutes par les échantillons d’apprentissage au niveau desquels la
variance du modèle est nulle. Entre les échantillons d’apprentissage, les réalisations restent
globalement au sein de l’intervalle de confiance défini par le modèle, mais elles peuvent
aussi parfois en sortir car il ne s’agit que d’un intervalle de confiance à 95%.

Dans le cadre de cette étude, nous avons utilisé cette génération de réalisations de pro-
cessus gaussien pour vérifier de manière statistique certains calculs analytiques complexes
menés sur les modèles de krigeage (ces calculs seront présentés ultérieurement).

3.4.4 Modèle de krigeage régressant
Si le krigeage est initialement un modèle interpolant, il est aussi possible de le rendre

régressant de manière assez simple. Il suffit en effet de rajouter un terme σ2
S dans la

diagonale de sa matrice de covariance C (introduite dans l’équation (3.11)) pour créer une
nouvelle matrice C2 :

C2 = C + σ2
SIns ,

avec Ins la matrice unité d’ordre ns.
Cela revient à augmenter la variance du processus F̂ au niveau des échantillons d’ap-

prentissage, qui n’auront donc plus une erreur nulle. Selon la quantité σ2
S rajoutée sur la

diagonale, on laisse plus ou moins de latitude au modèle par rapport aux valeurs préco-
nisées par les échantillons d’apprentissage. Il est d’ailleurs assez fréquent de rajouter une
très faible quantité sur la diagonale de la matrice de covariance des modèles de krigeage
interpolants afin d’éviter les problèmes de conditionnement lors de son inversion.

Un exemple de modèle de krigeage régressant est présenté sur la figure 3.8. On voit
d’une part que l’intervalle de confiance du modèle est plus important qu’auparavant au
niveau des échantillons d’apprentissage, et que le modèle ne passe pas nécessairement par
chacun de ces points.

48



3.4. Krigeage

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

x1
0 1 2 3 4 5 6 7

f̂(x1)

0

1

2

3

4

5

Figure 3.7 – Trois réalisations (en bleu, vert et rouge) du processus gaussien défini par
le modèle de krigeage de la figure 3.6 (représenté en noir avec son intervalle de confiance
à 95% en bleu clair).
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Figure 3.8 – Approximation d’une fonction f (en gris) par un modèle de krigeage régres-
sant f̂ (en noir) pour σ2

S = 0.09, avec son intervalle de confiance à 95% (en bleu).
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L’utilisation d’un modèle régressant plutôt qu’interpolant est intéressante lorsque les
données d’apprentissage sont entachées d’un certain bruit. Cela peut être le cas lorsqu’on
souhaite modéliser la sortie d’un code de calcul numérique complexe faisant appel à des
simulations aléatoires par exemple.

3.4.5 Mise en œuvre du krigeage

Pour cette étude, nous avons utilisé la bibliothèque GPML [RW06] pour créer des mo-
dèles de krigeage. Il s’agit d’un code développé sous Matlab. Il permet de construire des
modèles régressants en déterminant automatiquement la quantité σ2

S ajoutée à la diagonale
de la matrice de covariance à partir d’une estimation du bruit sur les données d’apprentis-
sage. Cela lui permet de s’adapter aussi bien aux fonctions déterministes qu’aux fonctions
bruitées. Les différents types de krigeage sont accessibles au sein de cette bibliothèque,
ainsi que diverses fonctions de corrélation.

3.5 Autres modèles de substitution

Nous avons présenté ci-dessus trois des principaux types de modèles de substitution uti-
lisés pour représenter des fonctions à partir d’un ensemble d’échantillons d’apprentissage.
Il en existe bien sûr de nombreux autres, parmi lesquels on peut citer les RBF (« Radial
Basis Function Network » [BL88]), les SVM (« Support Vector Machines » [Vap00]), les
MLS (« Moving Least Squares » [Lev98]) ou encore les modèles à base de splines (MARS,
« Multivariate Adaptive Regression Splines » [Fri91]). Ces autres techniques de modélisa-
tion ne seront pas détaillées ici.

Il existe aussi des modèles dont les fonctions de base ne sont pas fixées à priori (contrai-
rement aux modèles qui ont été décrits ici). Ce type de modèles est étudié dans le cadre
de la régression symbolique. On a alors affaire à des modèles beaucoup plus souples et
qui peuvent théoriquement s’adapter plus facilement à la représentation de fonctions très
différentes. Mais la mise en œuvre de tels modèles reste généralement assez lourde par
rapport aux modèles à base fixée.

En dehors des développements qui visent à améliorer la construction de ces différents
types de modèles de substitution, les recherches se dirigent aujourd’hui vers l’élaboration de
modèles prenant en compte des informations supplémentaires sur la fonction à représenter,
comme par exemple la dérivée de cette fonction aux points d’apprentissage ou encore le
fait qu’elle soit strictement positive. On cherche aussi à construire des modèles basés sur
des échantillons de différentes fidélités, c’est-à-dire des échantillons pour lesquels la valeur
de la fonction est connue avec une précision variable et qui peuvent par exemple être issus
de codes de calculs différents voire d’expérimentations réelles sur des prototypes.

On peut enfin souligner que la modélisation d’une fonction peut se faire par l’inter-
médiaire de plusieurs modèles agrégés selon un découpage de l’espace d’entrée. On parle
alors de mélange d’experts [BBG+11]. L’utilisation de plusieurs modèles peut être très
utile dans le cas de fonctions discontinues par exemple, et elle permet une meilleure ap-
proximation des particularités de la fonction initiale (au prix bien sûr de traitements plus
complexes).
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3.6 Comparaison des types de modèles de substitution

Il existe un grand nombre de modèles de substitution différents. Nous nous sommes
concentrés dans cette étude sur les trois types les plus répandus aujourd’hui : les approxi-
mations polynomiales, les réseaux de neurones et le krigeage. Chacun possède ses avantages
et ses points faibles, qu’il est important de connaître afin de pouvoir sélectionner un modèle
adapté au problème à traiter.

Plusieurs études comparatives concernant les différents types de modèles de substitu-
tion ont été publiées. On peut notamment citer [CB93] qui compare les approximations
polynomiales et les réseaux de neurones, [GW98] qui étudie les approximations polyno-
miales et le krigeage, ou encore [SPKA01] qui confronte les trois modèles. [JCS01] présente
aussi une étude assez complète comparant plusieurs types de modèles (dont les polynômes
et le krigeage) sur une large gamme de fonctions à approcher. Ces fonctions possèdent
diverses caractéristiques auxquelles on peut être confronté sur des cas réels : des fonc-
tions dont la dimension d’entrée est plus ou moins importante, des fonctions hautement
non linéaires ou plus lisses, des fonctions déterministes ou bien bruitées, etc. On peut de
plus avoir accès à un nombre plus ou moins grand d’échantillons de ces fonctions pour
construire les modèles.

Il ressort de ces études que les approximations polynomiales sont les modèles les mieux
maîtrisés et les plus simples à mettre en œuvre. Elles fournissent une expression analy-
tique simple à comprendre, l’importance de chacune des variables d’entrée étant clairement
mise en évidence. Mais elles sont plutôt limitées à l’approximation de fonctions en dimen-
sion réduite, car le nombre d’échantillons d’apprentissage nécessaire à l’établissement d’un
modèle de bonne qualité croît très rapidement avec la dimension de l’espace. Le nombre
d’échantillons est aussi affecté par l’ordre du polynôme utilisé, et il faudra donc se res-
treindre à des fonctions relativement lisses ou bien à des représentations localisées afin de
bénéficier d’un degré de non linéarité moins important.

Les réseaux de neurones et le krigeage permettent quant à eux d’obtenir de bonnes
représentations globales de fonctions non linéaires, au prix d’une mise en œuvre plus
délicate. La construction de réseaux de neurones est généralement plus coûteuse que celle
de modèles de krigeage, mais ils s’accommodent bien des espaces de grande dimension car
leur complexité est uniquement limitée par leur nombre de neurones. La complexité d’un
modèle de krigeage augmente au contraire avec le nombre d’échantillons d’apprentissage :
ce type de modèle sera donc plus approprié pour des problèmes de dimension raisonnable
et qui requièrent un nombre moins important d’échantillons. On peut aussi noter que les
réseaux de neurones ne permettent pas de faire d’interpolation alors que les deux autres
types de modèle peuvent être interpolants ou bien régressants. Diverses améliorations
existent toutefois pour chacun des trois modèles afin d’atténuer les inconvénients que nous
venons de présenter.

En conclusion, on peut dire que ces différents modèles de substitution sont largement
employés aujourd’hui et fonctionnent relativement bien. L’utilisation d’un type de modèle
ou d’un autre se fera en fonction de leurs qualités propres vis-à-vis de la nature des
applications traitées, mais aussi de la maîtrise qu’on a d’eux. Il est en effet souvent plus
efficace d’approcher une fonction avec un modèle dont on connaît le comportement et
qu’on sait facilement manipuler et optimiser, plutôt que d’utiliser un modèle mal contrôlé
et dont on ne saura pas tirer complètement parti.
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3.7 Erreur d’un modèle de substitution

Un modèle de substitution est une approximation d’une fonction construite à partir
d’un certain nombre d’échantillons d’apprentissage. Lors de l’utilisation d’un tel modèle,
il est important de garder en tête que les valeurs qu’il fournit ne sont que des estimations
des valeurs réelles de cette fonction de référence. Il est ainsi intéressant de pouvoir estimer
l’erreur de prédiction d’un modèle. Quel que soit le type de modèle utilisé, cette estimation
n’est pas aisée car l’erreur d’un modèle est liée par définition à la valeur réelle de la fonction
qu’on est en train de modéliser. Or cette fonction n’est connue qu’en un nombre limité de
points seulement. Il est donc impossible de connaître la véritable erreur d’un modèle en
tout point, mais on peut par contre en faire des estimations à partir des données qu’on
possède.

Les buts et les méthodes d’estimation de l’erreur d’un modèle sont multiples. Premiè-
rement, on souhaite construire un modèle de substitution possédant la plus petite erreur
possible : celle-ci peut tout d’abord être contrôlée au cours de l’établissement du modèle
par des méthodes de « validation ». D’autre part, une fois le modèle construit, on peut
estimer son erreur globale afin d’avoir une idée de sa qualité. On peut enfin chercher à
obtenir un intervalle de confiance pour chacune des prédictions du modèle, en détermi-
nant une erreur plus locale par des techniques de bootstrap par exemple. Ces différentes
méthodes d’estimation d’erreur et leur utilisation sont présentées dans cette section.

3.7.1 Contrôle de l’erreur durant l’apprentissage

Les paramètres d’un modèle de substitution sont optimisés dans le but d’approcher au
mieux les échantillons de la fonction qui lui sont fournis. Lors de la mise en place d’un
modèle, on peut évaluer son erreur d’apprentissage en comparant les valeurs prédites au
niveau de ces échantillons par rapport à leur valeur réelle. Cette erreur est bien évidemment
nulle dans le cas d’un modèle interpolant, mais pour un modèle régressant elle décroît
généralement au fur et à mesure des itérations d’apprentissage.

Lorsque l’erreur d’apprentissage devient trop faible, on peut assister à un phénomène
de « sur-apprentissage ». Ce phénomène correspond à l’obtention d’un modèle qui approche
de très près les échantillons d’apprentissage mais qui a perdu toute capacité de généralisa-
tion pour des prédictions en dehors de ces points. On peut par exemple avoir un modèle qui
oscille de manière importante afin de passer précisément par chaque échantillon d’appren-
tissage, alors que la fonction de référence est elle-même relativement lisse. Ce phénomène
est d’autant plus problématique lorsque les données d’apprentissage sont bruitées, car on
cherche alors à se rapprocher des échantillons d’apprentissage mais sans pour autant les
prédire avec exactitude. La considération de l’erreur d’apprentissage seule n’est donc pas
suffisante pour obtenir un modèle de qualité. Lors de l’établissement de modèles régres-
sants, on peut contrôler leur erreur de généralisation pour éviter le sur-apprentissage. On
utilise pour cela des méthodes de validation (voir [KS00]).

Validation

L’erreur d’un modèle peut être estimée au cours de l’apprentissage grâce à des échan-
tillons dits de « validation ». Il s’agit d’échantillons issus de la fonction de référence qui
servent à déterminer la qualité du modèle à chaque itération. Ces échantillons sont prélevés
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dans la base d’apprentissage fournie au départ pour construire le modèle : l’apprentissage
est donc réalisé sur un nombre d’échantillons plus restreint.

Durant l’optimisation des coefficients du modèle avec la base d’apprentissage réduite,
on évalue une erreur moyenne sur la base de validation en comparant les valeurs prédites
aux valeurs réelles en ces points. Tant que l’erreur de validation baisse, on continue à faire
des itérations d’apprentissage pour améliorer le modèle. Par contre, lorsque cette erreur
remonte c’est signe que la capacité de généralisation du modèle commence à se dégrader,
et on peut donc arrêter l’apprentissage. Le sur-apprentissage intervient en effet lorsque
l’erreur sur la base d’apprentissage diminue (le modèle devient plus précis par rapport
aux échantillons d’apprentissage) mais que l’erreur de validation se dégrade (le modèle
perd sa capacité à approcher des zones absentes de la base d’apprentissage). L’utilisation
d’échantillons de validation permet ainsi de contrôler l’évolution de l’apprentissage et de
stopper le processus au moment opportun.

Le nombre d’échantillons de validation utilisés est le plus souvent fixé en fonction du
nombre total d’échantillons d’apprentissage disponibles (on prend typiquement 20% des
échantillons). Ils sont généralement choisis au hasard parmi la base d’apprentissage initiale,
mais on peut aussi imaginer des méthodes de sélection plus évoluées afin de limiter le biais
d’estimation de l’erreur du modèle (en garantissant par exemple une bonne répartition des
échantillons de validation dans l’espace d’entrée).

Validation croisée

Lorsque le nombre d’échantillons disponibles pour la construction du modèle est limité,
il peut être préjudiciable de devoir se séparer d’un certain nombre d’entre eux à des fins
de validation. On peut alors employer une stratégie de validation croisée (voir [HTF09]
par exemple).

La validation croisée repose sur le principe de validation présenté ci-dessus, mais ap-
pliqué de manière répétée avec différentes bases de points. L’ensemble des échantillons
d’apprentissage disponibles est ainsi séparé en différents groupes. Tour à tour, chacun
de ces groupes est utilisé comme base de validation durant la construction d’un modèle
prenant comme base d’apprentissage l’ensemble des échantillons des groupes restants. On
obtient au final autant de modèles que de groupes d’échantillons constitués. Chacun de
ces modèles est une approximation de la fonction de référence, basée sur des données
d’apprentissage en partie différentes des autres. Ces modèles peuvent ensuite être agrégés
afin de rassembler toutes les informations apprises, en considérant par exemple la valeur
moyenne des sorties des modèles pour la prédiction d’un point.

La validation croisée, bien que coûteuse par le fait qu’elle nécessite d’établir un nombre
plus important de modèles, permet de prendre en compte l’ensemble des échantillons
d’apprentissage disponibles tout en évitant le sur-apprentissage (car on contrôle l’erreur
de généralisation lors de la construction de chaque modèle). On utilise typiquement cinq
groupes d’échantillons, ce qui représente une base de 20% d’échantillons de validation pour
chaque modèle. Ici aussi, des techniques avancées de constitution des groupes peuvent être
mises en place.

Les techniques de validation et de validation croisée permettent d’établir des modèles
de substitution qui possèdent de bonnes capacités de généralisation, grâce la mise en place
d’un contrôle de leur erreur au cours de l’apprentissage. Elles peuvent être appliquées à
tout type de modèle.
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3.7.2 Estimation de l’erreur d’un modèle
L’erreur d’un modèle de substitution peut être appréciée de manière globale afin de dé-

terminer sa qualité d’approximation générale, ou bien de manière plus locale pour connaître
la précision du modèle en un point donné.

L’erreur locale errf̂ (x) d’un modèle f̂ en un point x peut être exprimée comme une
erreur absolue ou bien relative par rapport à la valeur réelle de la fonction de référence f .
L’erreur absolue s’écrit ainsi :

errf̂ (x) = |f̂(x)− f(x)|, (3.18)

et l’erreur relative :
errf̂ (x) =

∣∣∣∣∣
f̂(x)− f(x)

f(x)

∣∣∣∣∣ . (3.19)

On considère aussi parfois le carré de ces erreurs.
L’erreur globale d’un modèle s’exprime généralement comme une erreur moyenne ou

bien une erreur maximale, calculées à partir des erreurs locales (relatives ou absolues) des
points de l’espace X de définition du modèle :

ErrMax(f̂) = max
x∈X

errf̂ (x), (3.20)

et :
ErrMoy(f̂) = 1

λ(X)

∫

X
errf̂ (x)dx, (3.21)

avec λ(X) la mesure de Lebesgue de X. La connaissance de l’erreur globale permet ainsi
d’affirmer par exemple que le modèle possède une erreur de 1 mm au maximum (en
considérant ErrMax avec une erreur absolue), ou bien qu’il fournit des prédictions à 1%
près en moyenne (pour ErrMoy avec une erreur relative). Une mesure d’erreur souvent
employée est l’erreur quadratique moyenne notée MSE (pour « Mean Squared Error » en
anglais), parfois appelée « risque quadratique » et qui correspond à ErrMoy avec le carré
de l’erreur absolue :

MSE(f̂) = 1
λ(X)

∫

X
err2

f̂
(x)dx. (3.22)

L’erreur d’un modèle étant définie à partir des valeurs de la fonction de référence f qui
n’est connue qu’en un nombre limité de points, il n’est pas possible de la calculer direc-
tement. On utilise donc des méthodes d’estimation basées sur les informations apportées
par les échantillons de f qu’on possède. Deux possibilités sont abordées ci-dessous : la
première utilise une base d’échantillons de test, et la deuxième repose sur une méthode
statistique nommée « bootstrap ».

Base de test

L’erreur globale d’un modèle de substitution peut être estimée à partir de l’erreur
commise sur les échantillons d’apprentissage ou bien de validation s’il y en a. Mais cette
estimation d’erreur est biaisée car tous ces échantillons ont participé à l’établissement du
modèle. Les échantillons d’apprentissage sont en effet directement utilisés dans le pro-
cessus, et les échantillons de validation entrent eux aussi en jeu car l’apprentissage est
arrêté lorsque l’erreur sur ces échantillons est minimale. On ne peut donc pas réutiliser
ces échantillons pour estimer a posteriori l’erreur d’un modèle.
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Figure 3.9 – Erreur des réseaux de neurones de la figure 3.5 sur une base de test de 17
échantillons : réseau à 2 neurones cachés f̂(2) (à gauche) et réseau à 4 neurones cachés f̂(4)
(à droite).

Pour évaluer cette erreur de manière plus fiable, il est nécessaire d’utiliser d’autres
échantillons qui n’ont pas servi à la construction du modèle. On parle d’échantillons de
« test », qu’on notera ti ∈ X ⊆ Rnx avec i ∈ {1, 2, ..., nt}. Ces échantillons sont généra-
lement extraits de la base d’apprentissage initiale. Dans le cadre d’une expérimentation,
on peut aussi avoir à disposition une base de test spécifique pour contrôler la qualité des
modèles. Comme ils ne participent pas à la construction du modèle de substitution (ni
pour l’apprentissage, ni pour la validation), les échantillons de test peuvent servir à obtenir
une estimation non biaisée de l’erreur de généralisation du modèle.

Les erreurs globales maximale et moyenne sont alors estimées par :

ÊrrMax = max
i∈{1,2,...,nt}

errf̂ (ti), (3.23)

et :
ÊrrMoy = 1

nt

nt∑

i=1
errf̂ (ti). (3.24)

Plus le nombre nt d’échantillons de test est grand, et plus ces estimations sont précises.
En pratique, ce nombre est généralement déterminé à partir de la quantité initiale d’échan-
tillons d’apprentissage (on choisit typiquement 10 à 20% de ces échantillons). L’utilisation
d’échantillons de test vient donc réduire le nombre d’échantillons effectivement utilisés
pour l’apprentissage du modèle. Le fait de vouloir estimer l’erreur du modèle va ainsi af-
fecter sa qualité, car le modèle sera établi à partir d’un nombre d’échantillons plus faible.

La figure 3.9 présente un exemple d’estimation de l’erreur globale des deux réseaux
de neurones de la figure 3.5. Ces estimations sont basées sur nt = 17 échantillons de test
uniformément répartis sur l’axe des x1. Les valeurs de f et celles prédites par chaque
modèle f̂(2) et f̂(4) en ces points sont représentés sur cette figure. La mise en concurrence
des valeurs prédites par rapport aux valeurs réelles permet d’avoir visuellement une idée de
l’erreur d’un modèle : plus les points sont proches de l’axe diagonal f(x1) = f̂(x1), plus le
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Figure 3.10 – Exemple de bootstrap : 40 modèles (en gris) ont été générés par bootstrap
à partir de 9 échantillons d’apprentissage (points noirs). L’un des modèles est représenté
en noir et ses échantillons d’apprentissages entourés. Les trois échantillons restants n’ont
ainsi pas été pris en compte dans la construction de ce modèle particulier.

modèle est de qualité. On voit ainsi que le modèle possédant quatre neurones cachés fournit
de meilleures prédictions que celui avec deux neurones cachés (ce qu’on avait déjà souligné
auparavant). Les mesures d’erreur permettent de quantifier la qualité de ces modèles et de
vérifier qu’elle satisfait aux exigences des applications pour lesquelles les modèles seront
utilisés.

L’utilisation d’une base de test permet de déterminer l’erreur globale d’un modèle,
mais pas son erreur locale de prédiction en un point donné (en dehors des points de test).
Pour cela, on peut mettre en œuvre des méthodes statistiques comme le bootstrap.

Bootstrap

Le bootstrap [Efr81] est une technique statistique de rééchantillonnage qui permet
d’évaluer l’erreur commise sur une mesure calculée à partir d’un ensemble d’échantillons.
On peut ainsi la mettre en œuvre dans le cadre des modèles de substitution, où on cherche
à estimer la valeur de la fonction de référence en un point donné à partir d’un ensemble
d’apprentissage, afin de connaître l’erreur de prédiction en ce point.

Le bootstrap consiste à créer un certain nombre nB de bases d’apprentissage à partir de
l’ensemble initial par tirages aléatoires avec remise. On obtient ainsi une multitude de bases
différentes de même taille, qui peuvent contenir plusieurs exemplaires du même échantillon
initial. Grâce à ces ensembles d’apprentissage, on construit nB modèles de substitution f̂i
distincts. Chacun de ces modèles fournit une valeur approchée de f en tout point. La
figure 3.10 présente des modèles obtenus par bootstrap sur la base d’apprentissage utilisée
dans les exemples précédents.

En un point x donné, on a donc un ensemble de valeurs f̂i(x) qui forment une dis-
tribution empirique des valeurs possible de f(x). Plus le nombre de modèles générés par
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boostrap est grand, plus cette distribution sera connue avec précision. Comme dans le cas
du krigeage (voir la section 3.4), on est alors en présence d’un modèle de processus sto-
chastique F̂ . Celui-ci n’est par contre pas nécessairement gaussien car aucune hypothèse
n’a été faite ici. On peut notamment exprimer en tout point x sa moyenne :

E[F̂ (x)] = 1
nB

nB∑

i=1
f̂i(x), (3.25)

et sa variance :

Var(F̂ (x)) = 1
nB − 1

nB∑

i=1

(
f̂i(x)− E[F̂ (x)]

)2
. (3.26)

On obtient donc une estimation de f(x) grâce à la moyenne des modèles bootstrap, ainsi
qu’une indication sur la précision de ce calcul avec leur variance (plus celle-ci est grande,
plus la mesure est imprécise). Même dans le cas de modèles interpolants, la variance ne
sera pas forcément nulle au niveau des points d’apprentissage car les modèles bootstrap
ne sont construits que sur une partie de ces échantillons.

On peut alors déterminer un intervalle de confiance IC = [ICINF , ICSUP ] pour la pré-
diction de f(x), soit à partir de la moyenne et de la variance en faisant une approximation
gaussienne comme dans le cas du krigeage (voir l’équation (3.15)), soit en calculant direc-
tement cet intervalle à partir de la distribution empirique des échantillons bootstrap (qui
n’est généralement pas gaussienne).

Le bootstrap ne fait appel à aucune hypothèse particulière, ce qui en fait un outil très
général et puissant. Il permet d’estimer des intervalles de confiance pour les prédictions de
n’importe quel type de modèle de substitution. L’inconvénient de cette méthode est bien
entendu son coût, car elle nécessite de construire un nombre important de modèles pour
avoir des estimations fiables.

La connaissance de l’erreur des modèles de substitution permet de déterminer les zones
de l’espace qui sont plus ou moins bien décrites, et peut être utilisée pour choisir intelli-
gemment la position de nouveaux échantillons à évaluer avec la fonction de référence dans
le but d’améliorer la qualité du modèle. On parle alors de stratégies de « planification
d’expériences », qui sont présentées dans la section suivante.

3.8 Plans d’expériences

Pour approcher une fonction, on souhaite construire un modèle de substitution le plus
précis possible à partir d’un minimum d’échantillons d’apprentissage. L’évaluation de ces
échantillons est en effet généralement coûteuse, et il faut donc les utiliser avec parcimonie.
L’ensemble des échantillons destinés à l’établissement d’un modèle est appelé un « plan
d’expériences » (« design of experiments » en anglais). Le but recherché est de planifier
intelligemment ces expériences afin d’en tirer profit au maximum.

Dans un premier temps, on établit un plan d’expériences initial dont les échantillons
recouvrent au mieux l’ensemble de l’espace de définition du modèle. On peut ensuite com-
pléter ce plan d’expériences de manière adaptative afin de cerner au mieux les particularités
de la fonction à représenter.
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Plan d’expériences aléatoire Plan d’expériences factoriel Hypercube latin (LHS)

Figure 3.11 – Exemples de plans d’expériences.

3.8.1 Plan d’expériences initial

La manière la plus simple de choisir des échantillons d’apprentissage pour construire
un modèle de substitution est de les prendre au hasard dans l’espace d’entrée. Cependant,
cette méthode ne garantit pas un bon recouvrement de l’ensemble de l’espace et le modèle
pourra alors se révéler de piètre qualité dans certaines régions mal définies. C’est pourquoi
on recherche d’autres moyens de générer des plans d’expériences plus représentatifs de la
totalité de l’espace considéré. Le but de ces méthodes est de fournir un plan d’expériences
optimal au sens d’une certaine mesure de la bonne répartition des points dans l’espace.
Des exemples de plans d’expériences en deux dimensions sont présentés sur la figure 3.11.
Le principe de chacun d’entre eux est détaillé ci-dessous.

Le premier type de plan d’expériences qu’on rencontre est le plan factoriel. Il consiste
à utiliser une grille qui découpe le domaine de variation de chacun des nx paramètres en k
parties égales, et de disposer (k+1)nx points sur les nœuds de cette grille. Les échantillons
sont ainsi bien répartis dans l’espace. L’inconvénient est qu’on a besoin d’un très grand
nombre de points lorsque le nombre de paramètres ou la finesse de la grille augmente. Ce
n’est donc pas une solution adaptée aux problèmes qui nous concernent.

Les plans d’expériences les plus répandus aujourd’hui sont les hypercubes latins (ou
LHS, pour « Latin Hypercube Sampling »). Dans un espace en deux dimensions, ils re-
viennent à choisir les échantillons au sein d’une grille de manière à n’avoir qu’un seul
point sur chaque ligne et chaque colonne. Chacune des parties du domaine de variation
d’un paramètre est ainsi décrite par un unique échantillon. Les LHS permettent de recou-
vrir convenablement l’espace en utilisant un nombre restreint de points par rapport aux
plans factoriels (il y a ici autant d’échantillons que de lignes ou de colonnes). La grille
peut aussi être adaptée afin que l’échantillonnage suive une certaine distribution, en défi-
nissant des colonnes équiprobables (plus resserrées dans les zones de forte probabilité et
plus larges au niveau des zones de faible probabilité). Des recherches sont encore effectuées
de nos jours afin de générer les meilleurs LHS possibles parmi les différentes alternatives
existantes au sein d’une grille donnée (voir [BST04] par exemple).

Un plan d’expérience doit aussi être adapté au modèle de substitution utilisé. Si les
réseaux de neurones ou le krigeage laissent une certaine liberté quant à ce choix, d’autres
modèles comme les approximations polynomiales par exemple bénéficient de plans d’ex-
périences optimaux spécifiques qui permettent d’établir des modèles de meilleure qualité.
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Ce point ne sera pas abordé plus en détail car nous allons plutôt nous intéresser ici à la
construction adaptative de plans d’expériences.

Les plans d’expériences que nous venons de présenter cherchent à répartir au mieux
les échantillons d’apprentissage dans l’espace de recherche, dans le but de pouvoir créer
un bon modèle global. Si cette stratégie de recouvrement de l’espace est payante lorsqu’on
ne connaît pas du tout la fonction à représenter, ce n’est plus forcément le cas quand
ses caractéristiques commencent à se dessiner. Une fonction relativement plane et qui ne
présente des variations importantes que dans une région restreinte de l’espace sera par
exemple modélisée plus efficacement avec un plan d’expériences possédant une répartition
plus dense de points dans la région de variation. On cherche alors à construire les plans
d’expériences de manière adaptative, c’est-à-dire en rajoutant au fur et à mesure des points
dans des zones d’intérêt grâce aux informations apportées par les échantillons évalués
précédemment.

3.8.2 Complétion adaptative du plan d’expériences initial

Plutôt que d’établir directement un plan d’expériences avec le nombre maximal d’échan-
tillons qu’il est permis d’évaluer sur la fonction de référence, on peut démarrer par un plan
plus limité et utiliser les informations apportées par les échantillons initiaux sur le compor-
tement de la fonction pour décider des endroits les plus propices où placer les échantillons
restants. La construction adaptative de plans d’expériences vise ainsi à choisir la position
de ces échantillons de manière réfléchie pour s’adapter aux spécificités de la fonction à
modéliser.

Le principe de l’établissement d’un plan d’expériences adaptatif est résumé dans l’algo-
rithme 3.1. À partir d’un plan d’expériences initial PDEinitial, on construit un premier
modèle de substitution f̂ à l’aide duquel on détermine la position d’un ou plusieurs échan-
tillons p à calculer sur la fonction de référence. Une fois évalués, ces échantillons sont
rajoutés au plan d’expériences PDE et on recommence l’établissement d’un nouveau
modèle. Selon le type de modèle utilisé, le modèle peut parfois être simplement ajusté
localement pour prendre en compte les nouveaux points, un procédé plus léger que la
reconstruction complète du modèle ([GRMS06] présente ainsi une étude pour déterminer
si les coefficients d’un modèle de krigeage doivent être recalculés ou pas après ajout d’un
échantillon d’apprentissage). Le plan d’expériences est raffiné de la sorte jusqu’à ce que le
nombre maximum d’évaluations de la fonction de référence soit atteint, ou bien jusqu’à ce
que le modèle possède une certaine qualité.

Selon les cas, on peut souhaiter rajouter un ou plusieurs points à la fois au plan
d’expériences à chaque itération. Si dans la plupart des cas les points sont rajoutés l’un
après l’autre, on a parfois la possibilité d’évaluer la fonction de référence en plusieurs points
en parallèle. Les méthodes de construction de plans d’expériences adaptatifs cherchent
alors à localiser le placement idéal de ces multiples points simultanément (ce qui amène
généralement à un problème plus complexe que la recherche d’un seul point améliorant).

Le but recherché ici est d’améliorer globalement le modèle de substitution afin d’ob-
tenir une représentation fidèle de la fonction de référence sur l’ensemble de l’espace (la
planification adaptative d’expériences peut aussi être employée dans le cadre de l’optimi-
sation où on cherche à améliorer certaines zones uniquement, ce qui sera présenté dans
la section 4.6.3). Le modèle peut alors être utilisé pour remplacer la fonction initiale : il
pourra ainsi se substituer par exemple à une discipline trop coûteuse au sein d’un système
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Algorithme 3.1 : Construction d’un plan d’expériences adaptatif pour l’améliora-
tion globale d’un modèle
1 PDE ← PDEinitial

2 Évaluer_avec_fonction_de_référence(PDE)
3 tant que le critère d’arrêt n’est pas vérifié faire
4 f̂ ← Construire_modèle(PDE)
5 p← Chercher_point_à_ajouter(f̂)
6 Évaluer_avec_fonction_de_référence(p)
7 PDE ← PDE ∪ {p}
8 fin

multidisciplinaire. Comme on ne sait pas à l’avance quelle zone de l’espace sera utilisée par
le système (ce sera possiblement l’ensemble de l’espace d’entrée qui sera en fait parcouru),
il faut nécessairement que le modèle soit précis sur la totalité de son domaine de défini-
tion. On raffine donc le plan d’expériences initial de manière adaptative afin de rajouter
des échantillons dans les zones où la fonction est plus difficile à modéliser. La fonction
de référence n’étant connue qu’au niveau des échantillons qu’on possède déjà, tout l’art
de la construction adaptative réside dans la localisation de ces zones d’intérêt. Différents
critères de sélection existent pour choisir le prochain point à calculer avec la fonction de
référence, et sont généralement définis à partir d’une estimation de l’erreur du modèle
(par exemple la variance de ses prédictions Var(F̂ (x))). Les deux critères principaux pour
l’amélioration globale de modèles sont présentés ci-dessous : la recherche du point d’erreur
maximale et la recherche du point améliorant l’erreur moyenne.

Les études traitant de l’amélioration simultanée de plusieurs modèles de substitution
(lorsqu’un code de calcul possède par exemple plusieurs sorties qu’on souhaite modéliser
à partir d’un même plan d’expériences) sont assez rares. On peut toutefois citer le pa-
pier [LAFMD06], dans lequel est présentée une méthodologie de modélisation simultanée
de plusieurs fonctions avec ajout itératif d’échantillons au plan d’expériences. Cette mé-
thode est appliquée sur deux modèles de krigeage interdépendants pour lesquels le critère
d’entropie présenté ci-dessous peut être étendu. La méthode permet donc de sélectionner
des points qui améliorent simultanément les deux modèles. Elle reste par contre restreinte
à des modèles interdépendants et ne s’applique donc pas aux cas où les modèles sont
complètement séparés.

Point d’erreur maximale

Un premier critère pour l’amélioration générale d’un modèle consiste à rajouter au
plan d’expériences le point qui présente la plus grande variance de prédiction. Il s’agit
du critère MMSE (pour « Maximum Mean Squared Error »). Ce nom vient du fait que
la variance du modèle peut être considérée comme un risque quadratique. Le problème à
résoudre pour trouver le point qu’on va évaluer sur la fonction de référence est donc le
suivant :

MMSE(F̂ ) = argmax
x∈X

Var(F̂ (x)). (3.27)

Comme décrit dans [JCS02], cette méthode est un cas particulier d’un critère basé sur
l’entropie présenté dans [CMMY91] dans le cadre du krigeage. L’entropie définit la quantité
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d’information apportée au modèle par un point donné, et on cherche donc à rajouter le
point qui va donner un maximum d’information. Le critère d’entropie peut aussi servir à
définir les positions de plusieurs échantillons à calculer simultanément. Dans le cas où on
ne rajoute qu’un seul point à la fois, cela revient à sélectionner celui qui possède la plus
grande variance.

Le critère MMSE est par exemple utilisé dans [MS02] où les performances d’un véhicule
sous-marin sont approchées par un modèle de krigeage construit de manière adaptative.

Point améliorant l’erreur moyenne

Le principe du deuxième critère d’amélioration globale de modèle est d’ajouter le point
qui va faire diminuer le plus possible l’erreur moyenne du modèle. Il s’agit du critère
IMSE (pour « Integrated Mean Squared Error »), introduit par [SWMW89]. Le calcul de
l’erreur moyenne passe en effet par une intégration du risque quadratique sur le domaine
de définition du modèle. On cherche donc à minimiser la variance moyenne du modèle en
fonction du point rajouté. Si on note F̂+x le modèle F̂ auquel on a ajouté l’échantillon
d’apprentissage x, ce critère s’écrit :

IMSE(F̂ ) = argmin
x∈X

∫

X
Var(F̂+x(x′))dx′. (3.28)

L’optimisation de ce critère est plus complexe que celle du précédent car elle nécessite
de réaliser des intégrations sur l’espace d’entrée du modèle. Celles-ci sont généralement
évaluées par discrétisation sur un ensemble de points donné. Le critère IMSE nécessite de
plus d’estimer la variance du modèle après l’ajout d’un nouveau point d’apprentissage.
Cet échantillon n’a en réalité pas encore été évalué avec la fonction de référence, et nous
parlerons donc d’ajout « virtuel », dont la méthode est présentée dans la section suivante.

3.8.3 Simulation de l’ajout d’un nouvel échantillon d’apprentissage
Lors de l’utilisation d’un modèle de substitution, il peut être intéressant d’étudier l’effet

de l’ajout d’un nouvel échantillon à la base d’apprentissage, notamment en termes d’impact
sur l’erreur du modèle. L’idée est ici de simuler l’ajout de ce nouvel échantillon sans
connaître son image par f , dans le but de déterminer s’il serait effectivement intéressant
de l’évaluer avec la fonction de référence. Nous distinguons le cas du krigeage où l’erreur
est estimée analytiquement à partir des coefficients du modèle, et le cas plus général de
l’utilisation d’un modèle de substitution quelconque avec évaluation de son erreur par
bootstrap.

Cas du krigeage

Pour le modèle de krigeage, le calcul de la variance des prédictions Var(F̂ (x)) est basé
sur la matrice de covariance C des échantillons d’apprentissage (voir l’équation (3.14)).
L’erreur fournie par le krigeage dépend donc de la position des échantillons d’apprentissage
dans l’espace d’entrée ainsi que des paramètres du modèle, mais pas directement de la
valeur u de l’image de ces échantillons par la fonction f (u est uniquement pris en compte
lors de l’optimisation des paramètres du modèle). On peut alors étudier l’effet sur l’erreur
du modèle de l’ajout « virtuel » d’un nouvel échantillon d’apprentissage en se basant
uniquement sur sa position p dans l’espace d’entrée. On va intégrer ce nouvel échantillon

61



CHAPITRE 3. MODÈLES DE SUBSTITUTION

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

x1
0 1 2 3 4 5 6 7

f̂(x1)

0

1

2

3

4

5

Figure 3.12 – Simulation de l’ajout du point x1 = 6 au modèle de krigeage de la figure 3.6
par modification de sa matrice de covariance (l’intervalle de confiance à 95% initial du
modèle est représentée en pointillés, et le nouvel intervalle obtenu en bleu).

dans le calcul de la variance du modèle de krigeage, sans reconstruire le modèle et sans
modifier ses paramètres ni son espérance.

Pour intégrer un nouveau point p dans le calcul d’erreur du krigeage, il suffit de modifier
la matrice de covariance C pour créer une nouvelle matrice C2 :

C2 =
[
C c(p)

cT (p) σ2
K

]
. (3.29)

La variance du modèle de krigeage est exprimée à partir de l’inverse de cette matrice.
Pour le calculer, on peut utiliser une décomposition de Cholesky (car les matrices de
covariance sont symétriques définies positives). Cette décomposition consiste à trouver la
matrice triangulaire supérieure D2 telle que C2 = DT

2D2. Comme D2 est triangulaire,
son inverse est facile à calculer et on a C−1

2 = D−1
2 (DT

2 )−1.
Si la décomposition de Cholesky C = DTD du modèle de krigeage initial est déjà

connue, une décomposition par bloc permet d’exprimer D2 à partir de la matrice D :

D2 =
[
D (DT )−1c(p)
0

√
σ2
K − cT (p)D−1(DT )−1c(p)

]
.

On obtient ainsi la nouvelle décomposition de Cholesky de la matrice de covariance C2, ce
qui permet de calculer son inverse et d’exprimer la variance du modèle incluant le nouvel
échantillon d’apprentissage p.

On peut ainsi très facilement connaître l’effet sur l’erreur du modèle de l’ajout d’un
nouveau point à la base d’apprentissage. Il ne s’agit bien sûr que d’une estimation car
l’ajout effectif d’un nouvel échantillon d’apprentissage nécessiterait de reconstruire le mo-
dèle en réévaluant ses paramètres, ce qui n’est pas réalisé ici. Un exemple d’ajout « virtuel »
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de nouveau point est présenté sur la figure 3.12. On remarque que l’intervalle de confiance
des prédictions du modèle est modifié autour du nouvel échantillon, et que la variance
s’annule en ce point (car on a affaire à un modèle interpolant). On peut alors estimer
l’erreur globale du modèle afin de décider s’il serait effectivement intéressant d’évaluer ce
point avec la fonction de référence en vue d’améliorer sa représentation.

Cas général

Dans le cadre plus général de l’utilisation d’un modèle de substitution quelconque,
l’estimation de son erreur de prédiction peut être réalisée par bootstrap. Si pour le krigeage
on pouvait se passer de la valeur de f au niveau du nouvel échantillon d’apprentissage,
il est ici nécessaire de l’estimer afin que les modèles puissent être construits au cours du
bootstrap.

Plusieurs stratégies existent pour fixer cette valeur. [GLRC10] propose par exemple de
faire confiance au modèle initial et d’affecter au nouvel échantillon la valeur prédite par
ce modèle, ou bien de lui donner une valeur fixée définie a priori à partir des échantillons
d’apprentissage déjà évalués. On choisira par exemple la plus petite valeur de f connue, ce
qui peut se justifier dans le cadre d’une procédure d’optimisation de la fonction. La valeur
du nouvel échantillon sera donc estimée en fonction du but recherché dans la construction
du plan d’expériences adaptatif.

Une fois que le nouveau point est totalement défini, on peut le prendre en compte
comme un échantillon d’apprentissage classique au sein d’une procédure de bootstrap et
évaluer ainsi l’erreur du nouveau modèle obtenu. Cette erreur reste bien sûr une simple
estimation car l’image du nouvel échantillon par f n’est en réalité pas connue. Cette estima-
tion permettra néanmoins de déterminer s’il peut être intéressant d’évaluer effectivement
le point avec la fonction de référence.
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Optimisation multiobjectifs
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Dans cette étude, nous allons être amenés à résoudre des problèmes d’optimisation mul-
tiobjectifs, c’est-à-dire des problèmes faisant intervenir plusieurs objectifs (souvent contra-
dictoires) à optimiser simultanément. Nous présentons dans cette section quelques rappels
sur ce domaine, en détaillant le principe de front de Pareto ainsi que des algorithmes
génétiques qui peuvent être utilisés pour résoudre ce type de problèmes. Nous parlerons
aussi des techniques de classification qui permettent d’organiser les solutions optimales
obtenues, ainsi que des méthodes de test de ces algorithmes d’optimisation multiobjec-
tifs. Nous aborderons enfin l’utilisation de modèles de substitution pour l’optimisation de
fonctions coûteuses.

4.1 Optimisation
L’optimisation est un domaine de l’aide à la décision où on cherche à déterminer

le minimum (ou le maximum) d’une fonction afin de guider le décideur vers un choix
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Figure 4.1 – Entrées et sorties pour l’optimisation d’un système.

profitable. Nous parlerons ici de minimisation uniquement sans perte de généralité. Nous
effectuons ce genre de choix quotidiennement sans même en avoir conscience, comme
par exemple pour décider quel type de transport nous allons utiliser pour nous rendre
à une destination donnée. Les problèmes rencontrés dans les applications industrielles
pour l’optimisation de systèmes physiques sont bien souvent plus complexes et nécessitent
l’utilisation de techniques d’optimisation avancées pour les résoudre. Nous allons nous
intéresser ici au champ de l’optimisation dite continue, c’est-à-dire faisant intervenir des
variables continues (par opposition à l’optimisation discrète qui fait intervenir des variables
discrètes, ou à l’optimisation mixte qui met en jeu les deux types de variables).

Nous cherchons à minimiser une fonction f appelée « fonction objectif ». Elle cor-
respond à une représentation de la performance du système à optimiser. Cette fonction
dépend d’entrées x = (x1, x2, ..., xnx) ∈ Rnx , qui se répartissent en variables de déci-
sion d = (d1, d2, ..., dnd) ∈ Rnd (encore appelées variables d’optimisation ou de concep-
tion) pour lesquelles on recherche la valeur optimale, et en paramètres environnemen-
taux e = (e1, e2, ..., ene) ∈ Rne , des variables non contrôlables dont la valeur est fixée. On
a donc x = (d, e) et nx = nd +ne. Chaque variable de décision di peut varier dans un cer-
tain intervalle [dINFi , dSUPi ] ⊆ R, définissant ainsi un espace de recherche globalD ⊆ Rnd .
C’est au sein de cet espace qu’on cherche la solution optimale permettant de minimiser
la valeur de l’objectif f(d, e) (la valeur de e étant fixée). Des contraintes peuvent aussi
faire partie du problème afin de limiter l’espace de recherche. Ces contraintes sont des
contraintes d’égalité notées h ou bien d’inégalité notées g (on considèrera parfois des
contraintes d’inégalité uniquement sans perte de généralité). Seules les solutions qui véri-
fient ces contraintes sont considérées comme admissibles pour le problème. La figure 4.1
résume les différentes entrées et sorties présentes dans un problème d’optimisation.

Un problème d’optimisation peut donc s’écrire :

minimiser
d∈D

f(d, e),

s.c.
{
g(d, e) ≤ 0,
h(d, e) = 0,

(4.1)

avec :




f : Rnx → R la fonction objectif,
d = (d1, d2, ..., dnd) ∈ Rnd les variables de décision,
e = (e1, e2, ..., ene) ∈ Rne les paramètres environnementaux fixés,
D ⊆ Rnd l’espace de recherche,
g(d, e) = (g1(d, e), g2(d, e), ..., gng(d, e)) ∈ Rng les contraintes d’inégalité,
h(d, e) = (h1(d, e), h2(d, e), ..., hnh(d, e)) ∈ Rnh les contraintes d’égalité.
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Figure 4.2 – Exemple de fonction objectif. L’optimum global est atteint pour d1 = 3.

La figure 4.2 présente un exemple simple de fonction objectif f qui dépend d’une seule
variable de design d1 (nx = nd = 1). Une contrainte d’inégalité g1 vient restreindre l’espace
des solutions admissibles. Le problème a résoudre est le suivant :

minimiser
d1∈[0,8]

f(d1),

s.c. g1(d1) = 1− d1 ≤ 0.

Le minimum se situe ici pour d1 = 3. Le système aura donc une performance optimale
lorsque le paramètre de conception d1 sera fixé à cette valeur. Il s’agit du minimum global
de f , mais on observe aussi la présence d’un minimum local pour d1 = 6.

Dans cette étude, nous traiterons de problèmes dont le nombre de variables de déci-
sion est relativement limité (de l’ordre de la dizaine au maximum). Lorsqu’on se trouve
face à un problème possédant une plus grande dimension d’entrée, des techniques comme
l’ACP (« Analyse en Composantes Principales », voir [AW10]) par exemple peuvent être
employées pour réduire le nombre de variables et ne conserver que celles qui jouent un rôle
prépondérant.

4.2 Optimisation multiobjectifs
Les problèmes d’optimisation qu’on rencontre sont en fait très souvent des problèmes

multiobjectifs (même si tous les objectifs ne sont pas directement exprimés ou expri-
mables), c’est-à-dire qu’ils font intervenir plusieurs fonctions objectifs différentes que nous
regrouperons en un vecteur f = (f1, f2, ..., fnf ). Dans le cadre du choix d’un moyen de
transport pour se rendre à une destination donnée, on souhaitera par exemple emprunter
un moyen de transport à la fois rapide et peu onéreux. On se retrouve ainsi face à un
problème qui possède deux fonctions objectifs. Les méthodes d’optimisation multiobjectifs
pour l’aide à la décision ont aujourd’hui largement dépassé les portes des laboratoires de
recherche et sont utilisées au sein des entreprises. Une très bonne introduction à l’optimi-
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Figure 4.3 – De l’espace de recherche (à gauche) vers l’espace des objectifs (à droite).
Deux solutions admissibles sont représentées par des points dans les deux espaces.

sation multiobjectifs dans son ensemble avec des méthodes de résolution de problèmes est
donnée dans [CS03].

Dans le cadre de l’optimisation multiobjectifs, plusieurs objectifs souvent contradic-
toires doivent donc être minimisés de façon simultanée. Le problème devient alors :

minimiser
d∈D

f(d, e),

s.c.
{
g(d, e) ≤ 0,
h(d, e) = 0,

(4.2)

avec f(d, e) = (f1(d, e), f2(d, e), ..., fnf (d, e)) ∈ Rnf le vecteur des fonctions objectifs.
f est maintenant une application définie depuis l’espace de recherche vers un espace des
objectifs de dimension nf (alors qu’auparavant il était de dimension 1). Le schéma 4.3
présente un exemple à deux dimensions (nd = 2 et nf = 2), avec un espace de recherche
limité par deux contraintes inégalités g1 et g2.

L’opérateur de minimisation du problème 4.2 devrait en fait être écrit entre guillemets
car la notion de minimum d’un ensemble de fonctions n’a pas encore été définie. La solution
d’un problème d’optimisation multiobjectifs n’est en effet généralement pas unique : il peut
exister plusieurs solutions de compromis entre les différents objectifs. Nous considèrerons
ici la notion d’optimalité au sens de Pareto.

Les compromis optimaux d’un problème d’optimisation multiobjectifs au sens de Pa-
reto constituent ce qu’on appelle un « front de Pareto » dans l’espace des objectifs. La
définition de ce front est basée sur la notion de « dominance ». La dominance de Pareto
définit une relation entre deux solutions candidates permettant de déterminer si l’une est
meilleure que l’autre ou bien si les deux solutions sont équivalentes. On dit ainsi qu’un
point a domine un point b si toutes les valeurs de ses objectifs sont plus petites que celles
de b. La solution a sera alors considérée plus intéressante que b car on souhaite minimiser
la valeur des objectifs. La dominance (stricte) de Pareto, notée ≺, est définie comme suit :

« a domine b »⇔ a ≺ b⇔
{
∀i ∈ {1, 2, ..., nf}, fi(a) ≤ fi(b),
∃j ∈ {1, 2, ..., nf}/fj(a) < fj(b).

(4.3)

Deux solutions peuvent être équivalentes au sens de Pareto, dans le cas où certains objectifs
ont des valeurs inférieures et d’autres des valeurs supérieures. La dominance de Pareto
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Figure 4.4 – Un exemple de front de Pareto (ligne bleue) pour un problème à deux
objectifs. Les solutions A et B sont équivalentes. La solution C est dominée par B.

définit donc une relation d’ordre partiel parmi les points de l’espace des objectifs, ce qui
permet de préciser la notion de minimisation d’un ensemble de fonctions.

Une solution dans l’espace des objectifs appartient au front de Pareto si elle n’est do-
minée par aucune autre solution de cet espace. Le front de Pareto contient ainsi l’ensemble
des optima d’un problème d’optimisation multiobjectifs. Les points du front de Pareto sont
optimaux dans le sens où si on essaye d’améliorer un des objectifs, on va nécessairement
altérer un autre objectif. Le schéma 4.4 présente un exemple de front de Pareto pour le
problème de minimisation de deux fonctions objectif f1 et f2 présenté précédemment sur
la figure 4.3. Les points A et B sont situés sur le front de Pareto et sont des solutions
optimales équivalentes, alors que le point C n’est pas optimal car il est dominé par B. Par
contre, on peut remarquer que les points A et C sont équivalents au sens de la dominance
de Pareto (car A⊀C et C⊀A).

Le front de Pareto est donc composé de l’ensemble des solutions optimales du pro-
blème d’optimisation, c’est-à-dire des solutions équivalentes entre elles et qui rassemblées
dominent toutes les autres. Ce front peut être fini ou non, continu ou présenter des discon-
tinuités, être convexe ou non, etc. Le décideur pourra ensuite choisir parmi ces différentes
solutions celle qui lui convient le mieux. La figure 4.5 présente un exemple de problème
d’optimisation qui met en jeu deux fonctions objectifs f1 et f2. L’ensemble des solutions
optimales au sens de Pareto est l’intervalle [2, 3] tout entier.

4.3 Algorithmes d’optimisation multiobjectifs

Le but des algorithmes de résolution de problèmes d’optimisation multiobjectifs est de
trouver une des solutions optimales du problème ou bien d’approcher au mieux l’ensemble
du front de Pareto. Nous détaillons ci-dessous différentes approches pour y parvenir, allant
des méthodes agrégatives qui se ramènent à un problème mono-objectif aux algorithmes
stochastiques évolutionnaires.
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Figure 4.5 – Exemple de problème d’optimisation à deux objectifs. Les solutions optimales
au sens de Pareto forment l’intervalle [2, 3].

4.3.1 Trouver une unique solution optimale
La première possibilité pour résoudre un problème d’optimisation multiobjectifs est de

se ramener à un problème mono-objectif qui pourra être résolu avec une méthode d’op-
timisation « classique ». Ces méthodes retournent une seule et unique solution optimale.
Comme le décideur ne retiendra au final qu’une solution parmi l’ensemble du front de
Pareto, les choix menant à sa sélection peuvent en effet être réalisés a priori.

L’approche la plus basique pour obtenir une solution du front de Pareto est d’agréger
les objectifs en une somme pondérée :

f(x) =
nf∑

i=1
wifi(x). (4.4)

Les poids de l’agrégation wi ∈ R sont définis relativement à l’importance de chaque objectif
par rapport aux autres. On obtient au final une unique solution qui dépend du choix de ces
poids. Le décideur doit donc exprimer a priori ses préférences sur les différents objectifs.
Cette manière de faire ne permet toutefois pas d’accéder aux points situés dans la partie
concave d’un front de Pareto.

Le décideur peut aussi définir une solution idéale qu’il souhaiterait atteindre, c’est-à-
dire des valeurs « utopiques » pour chacun des objectifs. On va alors chercher à se rap-
procher au plus près de ce point idéal, au sens d’une norme définie. On parle de méthodes
de but. Elles se ramènent à la résolution d’un problème mono-objectif de minimisation de
distance.

La méthode ε-contrainte consiste quant à elle à minimiser l’un des objectifs (géné-
ralement celui qui est considéré comme le plus important) en imposant des contraintes
de valeur maximale sur les autres. Ces contraintes doivent être définies a priori selon les
connaissances et les attentes du décideur. Les contraintes peuvent aussi être adaptées au
fur et à mesure de l’optimisation avec des méthodes dites « interactives ».
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On peut enfin citer les approches qui se ramènent à la résolution successive de plusieurs
problèmes d’optimisation mono-objectif. Pour cela, on traite généralement les objectifs
un par un. Dans la méthode lexicographique par exemple, les objectifs sont classés par
ordre d’importance et l’optimisation est d’abord réalisée uniquement sur l’objectif le plus
important. Le second objectif est ensuite optimisé à son tour mais avec une contrainte
d’égalité sur la valeur du premier objectif (afin que celui-ci conserve sa valeur optimale).
Les optimisations successives se continuent ainsi pour les objectifs suivants jusqu’à ce
qu’on ait traité tous les objectifs. On aura alors résolu autant de problèmes d’optimisation
mono-objectif qu’il y avait d’objectifs dans le problème.

Les méthodes qui retournent une unique solution ont l’avantage d’être rapides (car on
résout un problème plus simple que le problème de départ), mais elles nécessitent que le
décideur définisse a priori certaines préférences sur les objectifs. Cela n’est pas toujours
facile, et celui-ci souhaite parfois pouvoir faire ce choix a posteriori parmi les solutions du
front de Pareto. La connaissance de l’ensemble du front donne en effet une meilleure vision
des différentes possibilités offertes pour chacun des objectifs et des compromis qui doivent
être réalisés. D’autres méthodes ont donc été développées afin de trouver un ensemble de
points bien répartis sur le front de Pareto.

4.3.2 Trouver l’ensemble du front de Pareto

Les méthodes qui permettent d’obtenir un ensemble de solutions optimales sont ap-
pelées « méthodes a posteriori » car le choix d’une solution se fait après avoir résolu le
problème d’optimisation (par opposition aux méthodes précédentes pour lesquelles les
choix sont faits a priori).

Les premières méthodes proposées pour retourner des solutions du front de Pareto sont
inspirées des algorithmes précédents. Il s’agit en fait de résoudre successivement plusieurs
problèmes d’optimisation mono-objectif avec différents paramètres pour obtenir des solu-
tions Pareto-optimales différentes. On peut par exemple faire varier les pondérations des
objectifs dans la méthode agrégative afin de reconstituer peu à peu le front de Pareto
(voir [KdW06] et [JOS01]). Mais le problème est qu’on n’est pas garanti d’obtenir une
bonne répartition des points sur le front à partir d’une répartition régulière des poids
sélectionnés.

D’autres algorithmes ont donc été élaborés pour que les solutions soient mieux réparties
le long du front de Pareto. C’est notamment le cas des méthodes NBI (« Normal Bound
Intersection », voir [DD98]) et DSD (« Directed Search Domain », voir [EU10]). Dans ces
approches, la recherche de points du front de Pareto est menée à partir d’un hyperplan
défini par les points optimaux extrêmes, c’est-à-dire les points obtenus en optimisant un
unique objectif (on obtient ainsi un point optimal par objectif). En partant d’un point de
cet hyperplan, la méthode NBI réalise une optimisation mono-objectif le long de la droite
normale à l’hyperplan. On trouve alors le point du front de Pareto situé sur cette droite
(selon le cas ce point peut parfois ne pas être Pareto-optimal). L’algorithme DSD recherche
quant à lui le point optimal à l’intérieur d’un cône issu d’un point de l’hyperplan. Là aussi
l’optimisation est mono-objectif grâce à une agrégation des objectifs, le cône qui définit
l’espace de recherche étant modélisé par un ensemble de contraintes ajoutées au problème.
Lorsqu’on effectue des recherches d’optima avec ces méthodes à partir de différents points
équitablement répartis sur l’hyperplan, on obtient des points relativement bien répartis le
long du front de Pareto (en dehors de cas particuliers). Elles permettent donc d’obtenir
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une bonne représentation du front optimal, mais peuvent parfois perdre de leur efficacité
selon la forme du front de Pareto recherché.

Des algorithmes stochastiques ont aussi été développés spécifiquement pour l’opti-
misation multiobjectifs. Il s’agit d’heuristiques, c’est-à-dire des méthodes de résolution
approchée mais qui permettent de trouver de bonnes solutions en un temps raisonnable.
On peut notamment citer la recherche tabou ou bien le recuit simulé, mais les méthodes
stochastiques les plus étudiées aujourd’hui sont les algorithmes dits évolutionnaires. Ils ont
été inspirés par la biologie. On retrouve notamment parmi eux les algorithmes génétiques,
les colonies de fourmis ainsi que les essaims particulaires. Une présentation générale des
méthodes évolutionnaires est donnée dans [FF95].

Nous nous sommes intéressés plus particulièrement aux algorithmes génétiques. Les
algorithmes génétiques sont basés sur les notions d’évolution et de sélection naturelle.
Ils utilisent une population d’individus représentant chacun une possible solution au pro-
blème, et dont les meilleurs éléments sont sélectionnés à chaque itération pour donner
naissance à de nouveaux individus par croisement et mutation. Les croisements et les mu-
tations sont des échanges ou de légères modifications des valeurs des variables de décision
des individus, ce qui permet d’obtenir de nouveaux individus « proches » de leurs parents
(les individus qui les ont engendrés). Les parents ayant été sélectionnés parmi les bons
candidats, on espère ainsi que les enfants qu’ils auront produits seront aussi des solutions
intéressantes et possiblement meilleures que leurs parents. Génération après génération, la
population de solutions se rapproche donc du front de Pareto du problème. De nombreux
algorithmes génétiques différents existent selon les techniques choisies pour l’évaluation
de la qualité des solutions, la sélection des parents et les opérations de croisement et
de mutation. L’un d’eux, nommé NSGA-II, est présenté plus en détail dans la section
suivante.

L’inconvénient des algorithmes génétiques est qu’il faut régler certains de leurs para-
mètres pour un fonctionnement optimal (notamment la taille de la population simulée,
le nombre de générations, les probabilités de croisement et de mutation, etc.). Ils sont
aussi coûteux en termes de nombre d’évaluations des fonctions objectifs et ne retournent
que des solutions approchées. Ces algorithmes sont par contre assez robustes et peuvent
s’adapter à de nombreux problèmes différents sans limitation vis-à-vis des propriétés des
fonctions objectifs ni de la forme du front de Pareto recherché. Dans cette étude, les appli-
cations que nous allons traiter sont basées sur des simulations numériques et des codes de
calcul complexes. Les objectifs à optimiser sont considérés comme des boîtes noires pour
lesquelles on ne dispose d’aucune information a priori (convexité, dérivée, etc.). Les algo-
rithmes génétiques sont donc tout à fait adaptés à ce type de problèmes, et c’est pourquoi
nous avons choisi cette technique d’optimisation.

4.3.3 NSGA-II

L’algorithme génétique que nous avons sélectionné pour résoudre les problèmes d’opti-
misation rencontrés est l’algorithme NSGA-II (« Nondominated Sorting Genetic Algorithm
II », voir [DPAM02]). Il s’agit d’un des algorithmes génétiques les plus répandus et les plus
éprouvés aujourd’hui. Il s’adapte généralement bien à différents environnements et arrive
à résoudre une large palette de problèmes différents. C’est donc sa robustesse et sa relative
efficacité qui a guidé ce choix. Le principe de cet algorithme est présenté ci-dessous.

Comme tout algorithme génétique, NSGA-II est basé sur l’évolution d’une population
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Figure 4.6 – Obtention de la nouvelle population par croisement et mutation, puis clas-
sement par dominance et nichage (d’après [DPAM02]).

d’individus P g (voir la figure 4.6). Des « enfants » Qg sont tout d’abord générés par
croisement et mutation des individus de la population d’origine. Il existe de nombreuses
méthodes de croisement et mutations qui ne seront pas détaillées ici. Nous pouvons par
exemple citer les techniques standard que nous avons utilisées pour cette étude : la sélection
par tournoi binaire et croisement binaire simulé (« SBX », voir [DA94]), ainsi que la
mutation polynomiale [DG96].

Après les étapes de croisement et de mutation, on effectue un classement de la popu-
lation Rg qui regroupe parents et enfants pour ne conserver que les meilleurs d’entre eux
et créer la nouvelle population P g+1. La particularité de NSGA-II se situe au niveau de
sa façon d’effectuer le classement des individus. Ce classement s’effectue en deux temps,
en commençant par un classement par dominance de Pareto. Le rang 1 est ainsi attribué
à tous les individus non dominés de la population courante Rg et qui forment un front de
Pareto. Ces individus sont ensuite retirés de la population et on procède de même pour
déterminer les individus de rang 2. Ce traitement est effectué récursivement en attribuant
le rang k aux individus non dominés de la population initiale à laquelle ont été retirés les
individus des rangs 1 à (k− 1). Le processus s’arrête lorsqu’un rang unique a été associé à
tous les individus de la population courante. Un exemple de classement pour un problème
bi-objectifs est présenté sur la figure 4.7.

La seconde étape du classement repose sur une technique dite de « nichage ». Les
individus des premiers rangs sont directement sélectionnés pour faire partie de la nouvelle
population P g+1 comme indiqué sur la figure 4.6. Mais cette population a une taille limitée,
et il peut arriver que tous les individus du dernier rang sélectionné ne puissent pas en faire
partie (le rang F 3 dans notre exemple). On utilise donc la méthode de nichage pour
différencier les solutions d’un même rang et choisir celles qui pourront intégrer la nouvelle
population. Le principe de cette technique est d’éviter de sélectionner des individus trop
proches les uns des autres afin que les solutions finales soient suffisamment diversifiées
et bien réparties sur le front de Pareto. Sur la figure 4.7, on voit ainsi que seuls certains
points du front F 3 sont conservés, en prenant soin de choisir des points bien répartis sur
le front.

Au sein de NSGA-II, l’évaluation de la densité de population présente autour d’un
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Figure 4.7 – Classement des solutions dans l’algorithme NSGA-II par dominance puis
par nichage pour F 3. Les 10 solutions retenues sont entourées en noir, et celles qui sont
rejetées sont marquées d’une croix.

Algorithme 4.1 : Classement_nichage(F i)
1 NombreSolutions← |F i|
2 pour j ∈ {1, 2, ..., NombreSolutions} faire
3 DistancesNichage[j]← 0
4 fin
5 pour j ∈ {1, 2, ..., nf} faire
6 T ← Trier_selon_valeur_objectif(F i, fj)
7 DistancesNichage[T 1]← +∞
8 DistancesNichage[TNombreSolutions]← +∞
9 V ariationGlobalef ← fj(F i[TNombreSolutions])− fj(F i[T 1])

10 pour k ∈ {2, 3, ..., NombreSolutions− 1} faire
11 ∆f ← fj(F i[T k+1])− fj(F i[T k−1])
12 DistancesNichage[T k]←DistancesNichage[T k] + ∆f

V ariationGlobalef

13 fin
14 fin
15 Trier_selon_distance(F i,DistancesNichage)

point donné est relativement simple. Le déroulement du calcul de la distance de nichage
pour classer un front F i contenant NombreSolutions individus est présenté dans l’al-
gorithme 4.1. La distance de nichage affectée à un point donné correspond en fait à une
distance de type Manhattan entre ses deux plus proches voisins dans le front. Les distances
sont normalisées sur chacun des objectifs par rapport à la plage de variation maximale
de l’objectif. Les points extrêmaux du front sont systématiquement sélectionnés car ils
bénéficient d’une distance de nichage infinie. Finalement, les solutions dont la distance de
nichage est la plus grande sont classées en premier et elles seront donc sélectionnées en
priorité pour faire partie de la nouvelle population.

Le déroulement général des opérations effectuées lors d’une itération de NSGA-II est
résumé dans l’algorithme 4.2. On choisit typiquement une taille de population de l’ordre de
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Algorithme 4.2 : Principe de NSGA-II
1 pour chaque génération g de population P g faire
2 Qg ← Générer_fils(P g)
3 Évaluer_objectifs(Qg)
4 Rg ← P g ∪Qg

5 F ← Classement_dominance(Rg)
6 P g+1 ← ∅
7 i← 1
8 tant que |P g+1|+ |F i| ≤ TaillePopulation faire
9 P g+1 ← P g+1 ∪ F i

10 i← i+ 1
11 fin
12 Classement_nichage(F i)
13 P g+1 ← P g+1 ∪ F i[1 : TaillePopulation− |P g+1|]
14 fin

TaillePopulation ∈ [20, 100] et un nombre de générationsNombreGénérations ∈ [200, 500]
(ces chiffres sont donnés à simple titre indicatif et doivent être adaptés en fonction de la
difficulté du problème traité). Le nombre d’évaluations des objectifs au cours d’une opti-
misation est ainsi de l’ordre de (TaillePopulation×NombreGénérations).

L’algorithme NSGA-II standard ne s’intéresse qu’aux objectifs du problème et ne per-
met donc pas de prendre en compte de contraintes. Des techniques similaires de classement
par front ont néanmoins été développées pour gérer la présence de contraintes. Elles se
basent notamment sur une mesure de la distance d’une solution à l’espace admissible (voir
par exemple [OSF05] pour plus d’informations à ce sujet).

Pour garder en mémoire l’ensemble des solutions optimales visitées lors des itérations
de l’algorithme, on peut avoir recours à une archive dans laquelle on stocke les meilleurs
individus obtenus à chaque génération. Seules les solutions optimales au sens de Pareto
y sont conservées, et un classement par dominance de Pareto est donc effectué à chaque
nouvel ajout pour éliminer les solutions dominées. L’archive ayant une capacité limitée,
un tri par nichage peut aussi être effectué. NSGA-II prévoit initialement de retourner uni-
quement les individus optimaux de la dernière génération, mais l’utilisation d’une archive
permet de s’assurer qu’aucune des solutions visitées ne sera perdue, au prix d’un léger
alourdissement de l’algorithme pour la gestion de cette archive.

NSGA-II permet finalement d’obtenir un ensemble de solutions qui forment une ap-
proximation du front de Pareto optimal du problème. Le décideur pourra ensuite choisir
parmi ces solutions le compromis qui lui convient le mieux.

4.4 Élagage du front de Pareto par classification
Le front de Pareto retourné par les algorithmes de résolution de problèmes d’opti-

misation multiobjectifs est souvent constitué d’un grand nombre de solutions. Le choix
parmi cet ensemble est alors parfois difficile pour le décideur. Diverses méthodes ont été
développées pour l’assister dans ce choix. Il est par exemple possible de faire un élagage
(« pruning » en anglais) du front de Pareto pour ne conserver qu’un nombre réduit de
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Figure 4.8 – Classification d’un ensemble de solutions en trois groupes S1, S2 et S3.

solutions représentatives. L’élagage se base sur une classification des solutions visant à
les regrouper en un certain nombre d’ensembles contenant des solutions similaires (voir
la figure 4.8). Un exemple d’élagage du front de Pareto par classification est présenté
dans [TBCW07]. Si le partitionnement de données en deux dimensions peut sembler assez
évident, cela peut devenir beaucoup plus complexe lorsque la dimension augmente.

La classification non supervisée a pour but de regrouper un ensemble de données en
différents paquets homogènes, de façon à ce que les données de chaque sous-ensemble par-
tagent des caractéristiques communes. Ces caractéristiques correspondent le plus souvent
à des critères de proximité qu’on définit en introduisant une mesure de distance entre
deux données. La mesure de distance peut par exemple être simplement définie comme
la distance euclidienne entre deux points dans un espace normalisé. Le problème de la
classification est un problème complexe et les méthodes proposées pour le résoudre sont
le plus souvent des heuristiques, c’est-à-dire des méthodes de résolution approchée.

L’algorithme de classification le plus simple et le plus connu est l’algorithme des « k-
moyennes » (« k-means » en anglais [HW79]). Il consiste à faire évoluer dans l’espace un
ensemble de points représentant les centres ci des classes Si. La position de ces points est
choisie aléatoirement au départ, en prenant autant de centres qu’on souhaite obtenir de
classes. Chaque solution à classer est ensuite assignée à la classe dont le centre est le plus
proche (au sens de la mesure de distance définie). Dans un deuxième temps, les centres ci
sont recalculés comme étant le barycentre de leur classe. On peut alors réassigner les
données aux classes, et l’algorithme continue ainsi jusqu’à ce que la composition des classes
ne soit plus modifiée entre deux itérations. Le principe de l’algorithme des k-moyennes est
résumé dans l’algorithme 4.3. Il est ici nécessaire de définir à l’avance le nombre k de
classes recherchées, mais il existe aussi des méthodes pour calculer automatiquement un
nombre de classes optimal en fonction des données à classer.

Comme les centres des classes ci sont définis au hasard lors de l’initialisation, on
peut effectuer une classification k-moyennes plusieurs fois d’affilée avec des initialisations
différentes et calculer ainsi des classes « moyennées » afin d’éviter de se retrouver avec une
classification sous-optimale que peut parfois retourner l’heuristique du fait d’une mauvaise
initialisation.

Les centres des classes ci définis comme des barycentres sont des points quelconques
de l’espace comme présenté ci-dessus, ce qui convient tout à fait lorsqu’on souhaite sim-
plement regrouper les solutions par paquets. Mais on peut aussi imposer que les centres
soient situés sur des points solution (ci est alors la solution la plus proche du barycentre de
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Algorithme 4.3 : Classification par k-moyennes
1 Choisir au hasard les centres initiaux des classes c0

1, c
0
2, ..., c

0
k

2 t← 0
3 tant que la composition des classes change faire
4 pour chaque classe Si faire
5 St+1

i ← ∅
6 fin
7 pour chaque point x à classer faire
8 Trouver i tel que ∀j ∈ {1, 2, ..., k}, ||x− cti|| ≤ ||x− ctj ||
9 St+1

i ← St+1
i ∪ {x}

10 fin
11 pour chaque classe Si faire
12 ct+1

i ← 1
|St+1
i |

∑
x∈St+1

i

x

13 fin
14 t← t+ 1
15 fin

la classe). Le centre de la classe est alors considéré comme une solution représentative du
groupe, ce qui peut être intéressant si on souhaite présenter au décideur une seule solution
par classe.

L’inconvénient des k-moyennes est qu’il s’agit d’un algorithme très simple qui vise à
constituer des classes sphériques de tailles similaires. Selon les jeux de données à trier,
il pourra donc se révéler plus ou moins efficace. Cet algorithme de classification est par
contre très rapide et c’est ce qui fait son intérêt.

Il existe d’autres méthodes plus intelligentes de classification, comme par exemple
l’algorithme EM (« Expectation-Maximization », voir [DLR77]). Ces méthodes n’ont pas
été retenues ici du fait de leur coût plus élevé en temps de calcul. La classification n’étant
pas le cœur de cette étude, nous avons préféré utiliser une méthode simple et rapide qui
pourra être améliorée plus tard.

L’élagage par classification des solutions du front de Pareto permet ainsi de présenter
un nombre restreint de solutions optimales parmi lesquelles le décideur pourra faire son
choix plus aisément.

4.5 Test des algorithmes d’optimisation

Nous avons vu que de nombreux algorithmes d’optimisation différents existent. Pour
les tester et comparer leurs performances, des problèmes analytiques spécifiques ont été
définis. Nous présentons quelques exemples choisis ci-dessous. Les résultats obtenus par
chaque algorithme sur ces problèmes de test peuvent ensuite être dépouillés grâce à des
mesures de performance qui permettent de comparer les algorithmes et de déterminer les
points forts et les faiblesses de chacun.
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Figure 4.9 – Fonction de Rosenbrock.

4.5.1 Problèmes de test

Des fonctions plus ou moins complexes ont été proposées pour mettre à l’épreuve les
algorithmes d’optimisation. Le minimum de ces fonctions est généralement connu de ma-
nière analytique et on peut donc comparer la solution obtenue avec un algorithme donné
par rapport à cet optimum idéal. Ces fonctions de test ont été créées pour l’évaluation
des algorithmes d’optimisation mono-objectif, mais on peut aussi les combiner pour dé-
finir des problèmes multiobjectifs. Des problèmes spécifiquement multiobjectifs ont aussi
été proposés. Nous présentons ci-dessous des fonctions de test standard parmi les plus
courantes.

Fonction de Rosenbrock

La fonction de Rosenbrock [Ros60], encore appelée fonction « banane », est une fonction
de deux variables qui présente une large vallée dans laquelle se cache le minimum global
(elle est représentée sur la figure 4.9). Trouver la vallée de cette fonction est donc très
facile, mais il est plus compliqué de converger rapidement et précisément vers l’optimum
global.

L’expression analytique de la fonction de Rosenbrock est la suivante :

f(x1, x2) = (1− x1)2 + 100(x2
1 − x2)2. (4.5)

On prend typiquement x ∈ [−2, 2]2 comme espace de recherche. Le minimum se situe
en (1, 1).

Une extension à un nombre quelconque de dimensions nx a aussi été définie par la
suite :

f(x) =
nx−1∑

i=1
(1− xi)2 + 100(x2

i − xi+1)2. (4.6)

Contrairement à la version initiale, cette nouvelle fonction peut posséder plusieurs minima
locaux selon la dimension d’entrée.
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Figure 4.10 – Fonction « chameau ».

Fonction « chameau »

La fonction chameau (ou « six-hump camel back function » en anglais) a été introduite
dans [DS78]. Il s’agit d’une fonction de deux variables qui présente six minima locaux dont
deux minima globaux. Cette fonction est représentée sur la figure 4.10.

L’expression de la fonction chameau est :

f(x1, x2) =
(

4− 2.1x2
1 + x4

1
3

)
x2

1 + x1x2 + 4x2
2(x2

2 − 1). (4.7)

On prend généralement x ∈ [−2, 2]2. Les minima globaux se trouvent approximativement
en (−0.0898, 0.7126) et (0.0898,−0.7126).

Fonction de Michalewicz

La fonction de Michalewicz [Mic96] est une fonction multimodale constituée de nom-
breuses vallées de différentes profondeurs au croisement desquelles se situent des minima
locaux. Son expression est la suivante :

f(x) = −
nx∑

i=1
sin(xi) sin2m

(
ix2
i

π

)
. (4.8)

On prend généralement x ∈ [0, π]nx , mais un espace de recherche plus large peut aussi
être défini si on souhaite augmenter le nombre de vallées présentes.

Le paramètre m ∈ R permet de définir la largeur des vallées. Plus m est grand, plus
le problème est complexe car les vallées deviennent des entailles abruptes au sein d’un
vaste plateau, rendant l’optimum beaucoup plus difficile à trouver. La figure 4.11 présente
deux exemples pour un espace d’entrée de dimension nx = 2. Le minimum global est situé
approximativement en (2.203, 1.571).

Problèmes multiobjectifs

Le domaine de l’optimisation multiobjectifs est bien fourni en problèmes de test pour
évaluer la qualité des algorithmes de résolution. Les cas tests les plus employés aujour-
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Figure 4.11 – Fonction de Michalewicz pour m = 1 (à gauche) et m = 10 (à droite).

d’hui sont les suites ZDT [ZDT00] et DTLZ [DTLZ01]. Elles sont par exemple analysées
dans [HHBW06]. L’objectif de ces suites de test est d’offrir un ensemble de problèmes dont
on peut faire varier la taille (en termes de dimension d’entrée ou de nombre d’objectifs).
Ils se veulent représentatifs de la diversité des problèmes réels auxquels on peut avoir à
faire face.

Nous présentons ici l’exemple du problème ZDT6 qui fait intervenir deux objectifs et
un nombre quelconque de variables regroupées en un vecteur x ∈ [0, 1]nx . Le but est de
minimiser deux objectifs f1 et f2 définis comme suit :

{
f1(x) = 1− e−4x1sin6(6πx1),
f2(x) = g(x)h(f1(x), g(x)), (4.9)

avec g(x) = 1 + 9
4

√√√√√
nx∑
i=2

xi

nx − 1 ,

h(f1, g) = 1−
(
f1
g

)2
.

Le front de Pareto de ce problème multiobjectifs peut être calculé analytiquement. Il est
obtenu en posant g(x) = 1, ce qui correspond à l’équation f2 = 1− f2

1 pour f1 ∈ [0.281, 1]
environ. Ce front est tracé sur la figure 4.12, ainsi qu’un ensemble de points choisis au
hasard dans l’espace de recherche. On remarque que ces points sont assez éloignés du front
optimal, et que leur densité diminue très fortement à son approche. Les solutions optimales
sont donc difficiles à trouver et une recherche purement aléatoire est vaine. Les solutions
ne sont pas non plus réparties de façon homogène le long du front de Pareto, la densité
étant plus forte lorsque f1 est proche de 1.

4.5.2 Mesures de performance
Les problèmes présentés ci-dessus permettent de tester différents algorithmes de réso-

lution. Pour pouvoir les comparer de manière quantitative, plusieurs mesures de perfor-
mances ont été proposées.
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Figure 4.12 – Problème ZDT6 : visualisation dans l’espace des objectifs d’un LHS de
10000 points (en gris) tirés dans un espace d’entrée de dimension nx = 2, ainsi que du
front de Pareto analytique du problème (courbe noire).

La mesure de la performance d’un algorithme d’optimisation mono-objectif reste assez
simple. Il suffit par exemple de déterminer la distance de la solution obtenue par rapport
à l’optimum réel pour obtenir une mesure qui permet de comparer l’efficacité de différents
algorithmes. Dans le cadre de l’optimisation multiobjectifs, le problème se complexifie car
le résultat n’est plus une unique solution mais un ensemble de points constituant un front
de Pareto. Il faut alors utiliser des indicateurs de performance adaptés afin de pouvoir
analyser la convergence de l’algorithme et la diversité des solutions. Un tour d’horizon de
ces indicateurs est présenté dans [ZKT08]. Nous introduisons trois d’entre eux ci-dessous :
les indicateurs de dispersion et de contribution, ainsi que la mesure de l’hypervolume.

Dispersion

L’indicateur de dispersion (« spread » [DPAM02]) permet de déterminer si les solutions
retournées par un algorithme d’optimisation multiobjectifs sont bien réparties sur le front
de Pareto et le recouvrent complètement. On souhaite en effet que les solutions optimales
représentent le front de Pareto dans son ensemble afin que tous les compromis possibles
soient proposés au décideur. Un algorithme dont les solutions sont bien dispersées le long
du front de Pareto sera ainsi préféré à un autre dont les solutions sont regroupées sur une
simple portion de ce front.

Contribution

L’indicateur de contribution [MTR00] permet de comparer la convergence de deux
algorithmes en déterminant la proportion de points optimaux apportés par chacun d’eux
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Figure 4.13 – Hypervolume H (surface grisée) défini par un front de Pareto composé de
deux solutions A et B par rapport à un point de référence R.

quand on réunit leurs solutions en un même ensemble. On peut ainsi déterminer lequel
des deux a convergé plus rapidement vers des solutions intéressantes.

Hypervolume

L’hypervolume H [ZT99] est un indicateur qui permet de mesurer à la fois la diversité
et la convergence des solutions retournées par un algorithme d’optimisation multiobjectifs.
Son principe est basé sur la mesure dans l’espace des objectifs de l’aire dominée par les
solutions du front de Pareto fourni par l’algorithme. Lorsque le nombre d’objectifs est
supérieur à 2, cette l’aire correspond en fait à un hypervolume (d’où le nom de cette
mesure).

L’hypervolume est calculé à partir d’un point maximal de référence R. Ce point peut
par exemple être obtenu en prenant les plus mauvaises valeurs observées pour chaque ob-
jectif. La mesure de l’hypervolume est évaluée en construisant pour chacune des solutions
du front de Pareto un hypercube entre la solution et ce point de référence R. Le regroupe-
ment de tous les hypercubes donne alors l’hypervolume du front. Un exemple est présenté
sur la figure 4.13 pour un front de Pareto constitué de deux points A et B seulement. Il
est à noter que les objectifs doivent être normalisés au préalable afin que la mesure reste
équitable.

La mesure de l’hypervolume permet de visualiser l’avancement d’un algorithme au fur
et à mesure de ses itérations, ou bien de comparer les résultats obtenus par différents
algorithmes. On souhaite en effet que le front de Pareto trouvé définisse un hypervolume
le plus grand possible, car on aura alors une large portion de l’espace des objectifs dominée
par ses solutions. L’hypervolume est un bon indicateur de convergence et de dispersion,
mais il est toutefois assez long à évaluer car la complexité de son calcul est exponentielle
par rapport au nombre d’objectifs.
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4.6 Optimisation par modèles de substitution

La construction de modèles de substitution (voir le chapitre 3) dont l’évaluation est
bien plus rapide que celle de la fonction qu’ils approchent permet de réaliser des opérations
qui étaient jusqu’alors inaccessibles car bien trop coûteuses. L’optimisation fait partie de
celles-ci. La minimisation d’une fonction demande en effet un certain nombre d’évaluations
qui peut devenir important selon la complexité de cette fonction. Avec l’aide d’un modèle
de substitution, le nombre d’appels n’est plus un problème car l’évaluation devient quasi
instantanée (mais on n’a en contrepartie accès qu’à une approximation de la valeur réelle
de la fonction). Les modèles de substitution permettent ainsi d’optimiser des fonctions
complexes en un temps raisonnable.

Dans cette section, nous passons en revue différents travaux réalisés dans le cadre
de l’optimisation par modèles de substitution. Pour plus de détails, [Jon01] et [WS07]
proposent une vue d’ensemble du domaine et des méthodes afférentes. On peut distinguer
d’une part les algorithmes d’optimisation qui utilisent des modèles de substitution locaux
pour se déplacer sur la fonction coûteuse, et d’autre part les méthodes qui appliquent des
algorithmes classiques d’optimisation sur un modèle global de la fonction.

4.6.1 Méthodes locales

Une première utilisation de modèles de substitution en optimisation concerne les mé-
thodes dites locales. L’emploi de modèles locaux au sein d’une boucle d’optimisation a
notamment été mis en œuvre dans les méthodes de « région de confiance ». Leur prin-
cipe est de considérer une zone réduite de l’espace (la région de confiance) sur laquelle on
réalise une optimisation locale. En fonction de la position de l’optimum local, on choisit
ensuite de déplacer la région de confiance dans la direction de cet optimum, ou bien d’en
modifier l’étendue. La région de confiance se stabilise ainsi au bout d’un certain temps au
niveau d’un point optimal de la fonction (sous certaines hypothèses). Pour réaliser l’opti-
misation locale, il est possible d’utiliser un modèle de substitution défini sur la région de
confiance. L’article [GE00] met ainsi en œuvre des modèles polynomiaux locaux dans sa
stratégie d’optimisation par région de confiance, et [OKN03] un modèle de krigeage local
pour optimiser le design d’une aile d’avion avec la même méthode. D’autres approches
existent aussi. On peut par exemple citer les travaux de [RS04] où les objectifs sont ap-
prochés grâce à des approximations polynomiales ou des RBF locaux construits à partir
des échantillons les plus proches du point à évaluer, dans une stratégie d’optimisation par
algorithme évolutionnaire.

Les méthodes utilisant des modèles de substitution locaux peuvent être intéressantes
dans le cadre d’une optimisation mono-objectif où la position de l’optimum correspond
à une seule région de l’espace. Mais si on se place dans un contexte multiobjectifs où les
solutions optimales sont multiples, leur utilisation devient plus complexe.

Les modèles locaux peuvent par contre être utilisés dans les cas où les contraintes du
problème définissent des petites régions admissibles dans l’espace de recherche, éloignées
les unes des autres. Il n’est alors pas forcément judicieux de construire un modèle de
substitution global qui va tenter de modéliser inutilement des régions inadmissibles. De
plus, si la fonction objectif est raisonnablement lisse dans une zone locale donnée, on peut
employer des modèles plus simples et qui permettent d’obtenir facilement le ou les optima
de cette région (comme dans le cas de modèles polynomiaux de faible ordre par exemple).
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4.6.2 Modèles globaux

Dans cette étude, nous avons affaire à des problèmes d’optimisation multiobjectifs où
les contraintes ne sont pas prépondérantes. Les zones admissibles de l’espace de recherche
sont donc assez larges et les multiples optima y seront possiblement dispersés. Dans ce
cadre, les méthodes locales peuvent se révéler plus coûteuses en termes de nombre d’éva-
luations des fonctions objectifs par rapport à l’établissement d’un modèle de substitution
global. En effet, les modèles locaux nécessitent d’avoir un nombre suffisant d’échantillons
d’apprentissage à disposition dans chacune des régions de l’espace étudiées. Quand ces
zones deviennent trop nombreuses, il est préférable de modéliser l’ensemble de l’espace
d’un seul tenant pour avoir une meilleure idée du comportement global des objectifs du
problème.

Le principe de l’utilisation de modèles de substitution globaux est relativement simple :
chaque objectif et chaque contrainte du problème sont remplacés par un modèle global
construit a priori, et l’optimisation est ensuite réalisée directement sur ces modèles avec
n’importe quelle technique classique d’optimisation. On obtient ainsi des solutions opti-
males approchées (aux erreurs de modélisation près).

Les modèles de substitution globaux sont utilisés dans de très nombreuses études. On
les retrouve tout d’abord en optimisation mono-objectif : [Sak03] présente ainsi plusieurs
optimisations par descente de gradient dans le domaine des structures avec l’aide de mo-
dèles de krigeage et de réseaux de neurones, et [OBLP96] réalise une optimisation d’aile
d’avion grâce à un modèle de krigeage construit sur des données expérimentales. Il y a
aussi de nombreux exemples en optimisation multiobjectifs : [MGSH07] présente l’optimi-
sation multiobjectifs d’une turbine de fusée par algorithme génétique en se basant sur une
approximation polynomiale des objectifs, et [WCSF01] réalise l’optimisation multiobjectifs
d’un actionneur piézo-électrique avec des modèles polynomiaux ainsi que des modèles de
krigeage, par recherche extensive des solutions sur une grille.

En optimisation multiobjectifs, on construit généralement un modèle de substitution
par objectif (et contrainte) du problème. Certains modèles de substitution comme les
réseaux de neurones peuvent aussi prendre en compte plusieurs sorties, ce qui permet de
représenter l’ensemble des objectifs avec un seul modèle. Mais cela revient quelque part à
considérer que les objectifs présentent des similarités pour pouvoir être modélisés par une
structure unique. Nous nous sommes contentés ici de construire un modèle de substitution
différent pour chacun des objectifs. On bénéficie alors d’un nombre plus important de
degrés de liberté pour représenter chacun des objectifs que si on établissait un seul modèle
général. D’autres stratégies originales n’utilisant qu’un unique modèle pour guider une
optimisation multiobjectifs ont aussi été proposées (voir [LSS10] par exemple), mais nous
ne nous y sommes pas intéressés ici.

Si les modèles de substitution sont largement utilisés pour mener à bien des optimi-
sations de fonctions boîte noire coûteuses, les recherches s’orientent aujourd’hui vers une
meilleure prise en compte de leur erreur d’approximation. En effet, lorsqu’on trouve une
solution optimale grâce à un modèle de substitution, sa valeur prédite est nécessairement
entachée d’une certaine erreur. Il faut donc évaluer ce point solution sur la fonction objec-
tif initiale afin de valider son estimation. Si le modèle est assez précis, la valeur réelle ne
sera pas très éloignée de la valeur prédite et la solution obtenue pourra donc être consi-
dérée comme optimale pour le problème. Mais bien souvent l’erreur du modèle est plus
importante car on essaie toujours de modéliser les fonctions objectifs avec le minimum

84



4.6. Optimisation par modèles de substitution

d’échantillons d’apprentissage possible. Il y a alors un certain écart entre le modèle et la
fonction de référence. Il est possible qu’une solution qui paraissait optimale sur le modèle
de substitution se révèle de piètre performance sur la fonction initiale. L’erreur du modèle
de substitution empêche donc parfois les algorithmes d’optimisation de converger vers les
solutions optimales du problème réel.

Il est primordial de contrôler la qualité d’un modèle de substitution utilisé au sein
d’un processus d’optimisation. Son erreur globale peut être estimée (voire améliorée) a
priori pour fournir à l’optimiseur des modèles de qualité garantie, ou bien on peut aussi
s’orienter vers des méthodes de construction adaptative de plans d’expériences dédiées
à l’optimisation, afin d’améliorer le modèle dans les zones où se situent les optima. Ces
méthodes sont présentées dans la partie suivante.

4.6.3 Plans d’expériences adaptatifs pour l’optimisation

Lorsque les modèles de substitution sont utilisés dans le cadre d’une optimisation, il
est possible d’adapter spécifiquement leur erreur au problème à résoudre. On souhaite
en effet que les solutions optimales soient correctement décrites par les modèles, alors
que les autres zones de l’espace peuvent être approchées de manière plus grossière. Il est
donc inutile d’évaluer la fonction de référence pour des échantillons situés dans des zones
clairement non optimales. Le but de la construction de plans d’expériences adaptatifs pour
l’optimisation consiste donc à cerner les zones où se situent possiblement les optima afin
d’y ajouter de nouveaux échantillons d’apprentissage.

Le modèle de substitution va ainsi évoluer au fur et à mesure de l’optimisation : plu-
tôt que de lancer a priori un grand nombre d’évaluations de la fonction de référence, on
construit un premier modèle à partir d’un nombre plus restreint de points de calcul puis
on rajoute des échantillons « intéressants » au cours de l’optimisation afin d’obtenir un
modèle plus précis dans les zones qui semblent prometteuses. Le but n’est pas d’avoir
un modèle le plus représentatif possible de la fonction (comme c’était le cas pour l’amé-
lioration globale de modèles, voir la section 3.8.2), mais plutôt un modèle qui permette
une bonne approximation de ses optima. Cette stratégie adaptative pour l’optimisation
est schématisée sur la figure 4.14. Nous présentons dans la suite les principales méthodes
d’amélioration qui ont été proposées en optimisation mono-objectif puis en optimisation
multiobjectifs.

Critères d’amélioration pour l’optimisation mono-objectif

En optimisation mono-objectif, les critères visant à déterminer la position du prochain
point à évaluer dans les stratégies de plans d’expériences adaptatifs reposent sur la notion
d’amélioration I (pour « Improvement » en anglais, voir [EGN06] par exemple). On cherche
en effet un point pour lequel la valeur de l’objectif sera inférieure au minimum actuellement
obtenu (noté fmin). L’amélioration apportée par un point x d’image y = f(x) est exprimée
comme :

I(y) =
{

0 si y > fmin,

fmin − y sinon
= max(0, fmin − y). (4.10)

La valeur de y n’est bien entendu pas connue directement en réalité mais approchée grâce
à un modèle f̂ .
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LHS

Simulation
numérique
coûteuse

Base de données
d’échantillons

(x, f(x))

Modèle de
substitution f̂

Erreur du
modèle et

optimisation

Échantillons
optimaux

xinit f(x) xopt

xnew

Figure 4.14 – Optimisation par construction adaptative d’un modèle de substitution : le
modèle est établi à partir d’un ensemble initial d’échantillons calculés sur la fonction de
référence (placés sur un LHS par exemple), puis de nouveaux échantillons sont évalués et
ajoutés au modèle en fonction de son erreur et des résultats de l’optimisation.

La première idée qu’on peut avoir pour améliorer la connaissance du minimum d’une
fonction est de rajouter au plan d’expériences le point qui maximise l’amélioration I (cal-
culée grâce au modèle f̂). Ce critère revient en fait à rechercher le point optimal du modèle
de substitution. Comme le modèle indique la valeur la plus probable de ce point optimal,
on parle de « Most Likely Improvement », noté MI :

MI(f̂) = argmax
x∈X

I(f̂(x)) = argmin
x∈X

f̂(x). (4.11)

Le problème est que ce critère de choix ne tient pas compte de l’erreur du modèle, et il
peut rester bloqué dans des minima locaux de la fonction objectif.

Puisqu’il est possible d’avoir une estimation de l’erreur du modèle de substitution, on
peut la prendre en compte lors de la recherche du nouvel échantillon à évaluer. Afin de
favoriser les points qui pourraient être optimaux du fait de cette erreur, on peut ainsi
considérer la borne inférieure ICINF de l’intervalle de confiance des prédictions à la place
du modèle lui même. Le point présentant la meilleure possibilité d’amélioration sera alors
le point qui possède la plus petite valeur de borne inférieure. Il s’agit du critère LB (pour
« Lower Confidence Bound ») :

LB(F̂ ) = argmax
x∈X

I(ICINF (F̂ (x))) = argmin
x∈X

ICINF (F̂ (x)). (4.12)

Ce critère est par exemple utilisé dans [EGO+02] au sein d’une optimisation par algorithme
génétique sur un modèle de krigeage construit de manière adaptative.

Connaissant la distribution de l’erreur du modèle, on peut aussi définir une probabilité
d’amélioration qui correspond à la probabilité qu’un point donné apporte une amélioration.
Il s’agit du critère PI (pour « Probability of Improvement »), qui propose de sélectionner
le point possédant la plus grande probabilité d’amélioration. Cela revient à choisir le point
qui a le plus de chances d’être au-dessous de fmin :

PI(F̂ ) = argmax
x∈X

P (I(F̂ (x)) > 0) = argmax
x∈X

P (F̂ (x) ≤ fmin). (4.13)
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Dans un cadre gaussien, cette probabilité peut-être exprimée en fonction de la moyenne
et de la variance du modèle. Le critère devient alors :

PI(F̂ ) = argmax
x∈X

Φ
(
fmin − f̂(x)
Var(F̂ (x))

)
, (4.14)

avec Φ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Le quatrième critère d’amélioration pour l’optimisation mono-objectifs que nous pré-

sentons ici est le plus répandu aujourd’hui. Il s’agit du critère d’amélioration espérée, ou
« Expected Improvement » (EI). Au delà du calcul de la probabilité d’amélioration d’un
point, on peut en effet prendre aussi en compte l’ampleur de cette amélioration. EI calcule
ainsi l’espérance de l’amélioration apportée par un point :

EI(F̂ ) = argmax
x∈X

E[I(F̂ (x))]. (4.15)

L’algorithme EGO (« Efficient Global Optimization » [JSW98]) utilise ce critère pour
réaliser une optimisation par modèle de krigeage. [SWJ98] introduit aussi le critère GEI
(pour « Generalized Expected Improvement ») défini comme l’espérance d’une puissance
de l’amélioration E[Ig]. De faibles valeurs de g rendent la recherche plus locale en favorisant
les zones optimales, alors que des valeurs élevées élargissent la recherche vers les zones de
forte incertitude (la valeur de g peut ainsi être réduite au fur et à mesure de l’optimisation
sur le principe d’un recuit simulé).

Un critère différent pour la recherche de point améliorant est utilisé dans l’algorithme
IAGO [VVW08]. Les critères précédents tentaient de déterminer la position du minimum
de f afin de l’ajouter au plan d’expériences. Baptisé ECM (pour « Entropie Condition-
nelle des Minimiseurs »), ce dernier critère vise quant à lui à trouver le point qui permettra
d’améliorer la connaissance de la localisation du minimum de f . Bien que plus appropriée,
cette méthode reste toutefois plus lourde que EGO car elle nécessite de simuler des réali-
sations de processus gaussiens pour l’évaluation du critère.

On a parfois la possibilité d’évaluer plusieurs échantillons en parallèle avec la fonction
de référence. Dans ce cas, deux possibilités sont présentées dans [BKGB10] : les points
peuvent être ajoutés un à un de manière « virtuelle » aux modèles de substitution (voir la
section 3.8.3) pour que les points déjà sélectionnés soient pris en compte lors de la recherche
d’un nouveau point, ou bien on peut utiliser différentes versions du critère de choix si celui-
ci possède un paramètre variable. Les critère PI et EI dépendent par exemple de la valeur
choisie pour le seuil fmin, et on peut donc utiliser plusieurs valeurs différentes pour obtenir
différents points améliorants. [SLK04] proposent aussi d’utiliser les optima locaux de EI
pour sélectionner plusieurs points à évaluer en parallèle. Une version multipoints de EI
est enfin définie dans [GLRC10]. Elle permet de rechercher simultanément la position
de plusieurs points améliorant en prenant en compte leurs interactions (mais les calculs
deviennent alors beaucoup plus lourds).

Critères d’amélioration pour l’optimisation multiobjectifs

Si l’utilisation de modèles de substitution en optimisation mono-objectif est relative-
ment bien maîtrisée aujourd’hui, l’application des méthodes de construction adaptative de
plans d’expériences à l’optimisation multiobjectifs est plus récente. A titre général, l’article
[EGN06] détaille des critères d’amélioration en optimisation mono-objectif et multiobjec-
tifs et les compare sur plusieurs cas, et [WEDP11] recense et étudie diverses adaptations
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de l’algorithme EGO aux problèmes multiobjectifs. Plusieurs stratégies se dessinent : on
peut d’une part se ramener à des problèmes mono-objectifs afin de réutiliser les critères
présentés précédemment, ou bien on peut redéfinir ces critères pour traiter les problèmes
multiobjectifs directement.

Une première possibilité est donc de conserver les critères définis pour l’optimisation
mono-objectif et de les appliquer de manière adaptée au problème. [JO05] suggère par
exemple de calculer un critère d’amélioration pour chaque objectif, puis de résoudre un
problème multiobjectifs visant à améliorer l’ensemble de ces critères. Dans le cas du critère
EI qui est employé dans cet article, le problème à résoudre devient donc :

minimiser
x∈X

{EI(F̂1),EI(F̂2), ...,EI(F̂nf )}. (4.16)

On obtient ainsi un front de Pareto dans lequel des points peuvent être sélectionnés pour
être évalués avec la fonction de référence. Toujours dans l’idée de se ramener à des pro-
blèmes d’optimisation mono-objectifs, l’algorithme ParEGO [Kno06] consiste à agréger les
objectifs initiaux en une somme pondérée pour obtenir un unique objectif sur lequel est
calculé le critère d’amélioration (EI dans le cas présent). Le front de Pareto est alors ob-
tenu en faisant varier de manière aléatoire les paramètres de l’agrégation. L’avantage de ces
méthodes est qu’elles sont relativement simples, mais par contre elles ne considèrent pas
vraiment les spécificités des problèmes multiobjectifs. C’est pourquoi des critères d’amé-
liorations adaptés à l’optimisation multiobjectifs ont aussi été proposés.

Les critères MI et LB se ramènent en optimisation mono-objectif à la minimisation
de la valeur prédite par le modèle f̂ ou bien de la borne inférieure ICINF de l’intervalle
de confiance de ses prédictions. Comme évoqué dans [EGN06], ces deux critères peuvent
facilement être étendus au cas multiobjectifs. L’équivalent de MI peut simplement consister
à choisir des points Pareto-optimaux sur les modèles de substitution pour les ajouter au
plan d’expériences (mais comme auparavant cette stratégie n’est pas garantie de converger
correctement car on ne tient pas compte de l’erreur des modèles). La considération des
erreurs de modélisation nécessite d’étendre la notion d’intervalle de confiance. La réunion
des intervalles de confiance des prédictions de chaque modèle forme en effet une région de
confiance RC ⊆ Rnf définie comme le produit de ces intervalles :

RC(F̂ (x)) = IC(F̂1(x))× IC(F̂2(x))× ...× IC(F̂nf (x)). (4.17)

Un exemple de région de confiance est présenté sur la figure 4.15. L’intervalle de confiance
à une dimension est donc devenu un hypercube à nf dimensions. On note RCINF ∈ Rnf
le point « minimal » de cet hypercube, qui correspond aux bornes inférieures de tous les
intervalles de confiance :

RCINF (F̂ (x)) = (ICINF (F̂1(x)), ICINF (F̂2(x)), ..., ICINF (F̂nf (x))). (4.18)

On peut définir de la même manière le point « maximal » RCSUP . En optimisation mono-
objectif, LB revient à sélectionner le point qui possède la plus petite borne inférieure
pour l’intégrer au plan d’expérience. On va donc rechercher ici les échantillons dont le
point minimal de la région de confiance RCINF est Pareto-optimal. Le critère LB en
optimisation multiobjectifs consiste alors à résoudre le problème suivant :

minimiser
x∈X

RCINF (F̂ (x)). (4.19)
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Figure 4.15 – Région de confiance RC (en bleu) autour d’un point A (point noir) définie
à partir des intervalles de confiance IC sur les prédictions des modèles f̂1 et f̂2.

On obtient un front de Pareto constitué de points possiblement optimaux du fait de leur
région de confiance, parmi lesquels on peut sélectionner ceux qui seront évalués avec la
fonction de référence. Cette stratégie va favoriser d’une part les solutions les plus optimales,
et d’autre part des solutions qui présentent un fort degré d’erreur (car leur point minimal
RCINF aura alors plus de chances d’être optimal). Dans la même veine, [EN04] présentent
différentes méthodes basées sur les régions de confiance pour la prise en compte de l’erreur
des modèles dans l’optimisation multiobjectifs. Selon les cas, le point minimal, la valeur
moyenne ou bien le point maximal de la région de confiance peut être considéré pour
déterminer si une solution est meilleure qu’une autre.

Pour redéfinir les critères de recherche de nouveaux points, on peut aussi se baser sur
le principe d’amélioration qui est le point de départ des critères en optimisation mono-
objectif. La différence est qu’en optimisation multiobjectifs il n’y a plus un seul optimum
mais possiblement plusieurs solutions de compromis : l’amélioration ne peut donc pas être
définie par rapport à un unique seuil fmin. Il faut prendre en considération l’ensemble du
front de Pareto Pmin actuellement trouvé pour le problème. [Kea06] suggère par exemple
que l’amélioration apportée par un point soit fonction de sa distance à la plus proche
solution du front de Pareto :

I(y) =
{

0 si y est dominé par Pmin,

dist(y,Pmin) sinon.
(4.20)

Dans les travaux de [HS07], l’amélioration d’un point est définie en fonction du nombre de
points k du front de Pareto actuel qu’il domine. Les auteurs utilisent cette mesure pour
définir une probabilité d’amélioration PI. On aura par exemple :

I(y) =
{

1 si y domine au moins k solutions de Pmin,

0 sinon.
(4.21)

L’amélioration peut enfin être caractérisée grâce à la mesure de l’hypervolumeH (présentée
dans la section 4.5.2). Un point qui domine des solutions du front de Pareto actuel (ou qui
leur est équivalent) va en effet permettre d’augmenter l’hypervolume du front. On peut

89



CHAPITRE 4. OPTIMISATION MULTIOBJECTIFS

donc évaluer l’amélioration apportée grâce à la différence entre l’hypervolume actuel et
l’hypervolume obtenu une fois ce point ajouté :

I(y) = max(0,H(Pmin ∪ {y})−H(Pmin)). (4.22)

Cette mesure est par exemple utilisée dans l’article [EDK08]. Les définitions de l’amé-
lioration I présentées ici permettent d’exprimer l’ensemble des critères pour les plans
d’expériences adaptatifs de la même manière qu’en optimisation mono-objectif.

La construction de plans d’expériences adaptatifs permet ainsi de sélectionner les
échantillons évalués sur les fonctions coûteuses de manière réfléchie et d’adapter les modèles
de substitution au problème à traiter. Les problèmes pourront être résolus de manière plus
précise ou à l’aide de moins d’échantillons que si les modèles avaient simplement été établis
a priori sans aucune autre considération. Ces méthodes sont par contre plus complexes à
mettre en œuvre et requièrent la possibilité de réaliser des évaluations des fonctions de
référence au cours du processus d’optimisation.
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Chapitre 5

Optimisation sous incertitude

Sommaire
5.1 Sources d’incertitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.2 Analyse de sensibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.3 Modélisation de l’incertitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.4 Mesures de robustesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.4.1 Mesures basées sur les espérances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
5.4.2 Mesures basées sur les quantiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.4.3 En conclusion sur les mesures de robustesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.5 Formulation d’un problème d’optimisation robuste . . . . . . . . . . . . . 104
5.5.1 Remplacement d’objectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.5.2 Ajout de nouveaux objectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
5.5.3 Ajout de nouvelles contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.6 Problèmes de test pour l’optimisation robuste . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.7 Résolution d’un problème d’optimisation robuste . . . . . . . . . . . . . . 112
5.8 Calcul des mesures de robustesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.8.1 Monte-Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
5.8.2 Chaos polynomial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
5.8.3 Calcul analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
5.8.4 Autres méthodes de calcul des mesures de robustesse . . . . . . . . . . . . . 119
5.8.5 Erreur sur l’estimation des mesures de robustesse . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.9 Plans d’expériences adaptatifs pour l’optimisation robuste . . . . . . . . 124

Les solutions optimales trouvées lors de la résolution d’un problème d’optimisation
déterministe classique ne sont peut-être pas les meilleures solutions à utiliser en pratique.
En effet, elles ne tiennent pas compte des incertitudes qui affectent le système réel. La
définition du problème d’optimisation avec des fonctions objectifs et des contraintes re-
présente déjà en elle-même un modèle, une approximation de la réalité. Le résultat obtenu
peut donc être différent de l’optimum réel du fait de ces erreurs de modélisation. Il est de
plus impossible de réaliser exactement le système décrit par une solution car la précision
de fabrication est toujours limitée. Les systèmes conçus avec une approche déterministe
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Figure 5.1 – Minimisation d’une fonction objectif f avec une incertitude sur la variable
de décision d1 (représentée par les intervalles en gras). La solution 2 est moins performante
mais plus robuste que la solution 1.

peuvent être très sensibles à de petites variations sur certains de leurs paramètres qui
vont fortement dégrader leur performance. La figure 5.1 présente un exemple de fonction
objectif f dépendant d’un unique paramètre d1. Si des incertitudes viennent perturber la
valeur nominale de ce paramètre autour des deux solutions indiquées, on observe que la
performance de la solution 1 est grandement altérée alors que l’impact sur la solution 2
est beaucoup moins notable. Il pourra ainsi être judicieux de choisir cette seconde solution
plutôt que la première même si sa performance nominale est moindre. C’est donc avec un
intérêt tout particulier que de nombreuses études se penchent aujourd’hui sur la gestion
des incertitudes en optimisation.

Dans les problèmes d’optimisation déterministe, les incertitudes ne sont pas du tout
considérées. Il est néanmoins possible de quantifier a posteriori la robustesse des solutions
optimales obtenues, c’est-à-dire d’évaluer leur degré de sensibilité aux paramètres incer-
tains du problème. Cela permet de comparer les différentes solutions afin de sélectionner
celle qui convient le mieux dans ce contexte incertain. L’étape suivante est d’intégrer di-
rectement la notion de robustesse au problème d’optimisation lui-même afin de trouver
les solutions les plus robustes possibles (voir la figure 5.2). Il est en effet probable que
certaines solutions robustes ne fassent pas partie des solutions optimales obtenues lors
d’une optimisation déterministe classique.

Nous présentons tout d’abord dans ce chapitre les différentes sources d’incertitude
qu’on peut rencontrer dans un problème d’optimisation. Une fois identifiées, les incer-
titudes doivent être modélisées et quantifiées afin de pouvoir évaluer la robustesse des
solutions. Nous détaillons ainsi diverses mesures de robustesse utilisées dans ce but. Le
choix d’une mesure particulière permet ensuite de formuler un problème d’optimisation ro-
buste prenant en compte les incertitudes définies auparavant, et dont la résolution fournit
des solutions robustes. Nous nous attardons aussi sur les méthodes de calcul des mesures
de robustesse, en s’appuyant notamment sur des modèles de substitution.
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Figure 5.2 – Vers l’optimisation de la robustesse des solutions.

5.1 Sources d’incertitude
Les incertitudes qui peuvent affecter un problème d’optimisation sont d’origines mul-

tiples. Un article de revue sur l’optimisation robuste [BS07] les classe en quatre sources
principales, dont voici les trois premières :
Classe A Cette classe rassemble les incertitudes dues aux conditions environnementales,

qui peuvent être représentées comme des paramètres non contrôlables e du modèle.
On peut ainsi modéliser chaque fonction objectif du système par f(d, e), avec d
le vecteur des variables de décision et e les paramètres environnementaux. Les pa-
ramètres e peuvent varier d’une évaluation de la fonction à l’autre, donnant des
résultats différents pour un même jeu de variables d.

Classe B Classe des imprécisions sur les variables de décision. Il est impossible de fa-
briquer un système réel avec une précision infinie. Généralement, les systèmes sont
construits avec une certaine tolérance sur les variables de décision d. On considère
donc f(d+ δ, e), avec δ la perturbation due à la fabrication. L’incertitude de fabri-
cation peut parfois être aussi exprimée sous la forme d’un pourcentage de la valeur
de d : f(δd, e).

Classe C Cette classe représente les incertitudes de mesure sur la sortie du système. Il est
en effet impossible de mesurer avec exactitude les valeurs de sortie et la performance
du système. On n’a accès qu’à des mesures de f(d+δ, e)+ξ, avec ξ l’erreur de mesure.
Cette classe d’incertitudes inclut aussi bien les erreurs de mesure que les différentes
approximations faites avec l’utilisation d’un modèle numérique pour représenter le
système physique réel. Dans la pratique, on représente généralement ces incertitudes
de manière approchée par un bruit blanc.

La quatrième et dernière classe, la classe D, concerne les incertitudes de faisabilité.
Pour que le système soit réalisable, il est nécessaire de s’assurer que les contraintes du
problème sont satisfaites. De même qu’il est difficile d’évaluer précisément les fonctions
objectifs f comme on l’a vu dans les classes précédentes, on trouve des incertitudes sur les
contraintes g et h qui limitent l’espace des paramètres. Une contrainte peut être vue sous
la forme g(d + δ′, e) + ξ′ ≤ 0 (de même pour les contraintes d’égalité h). On aura donc
une incertitude sur le fait que la solution qu’on est en train d’examiner appartient bien à
l’espace des solutions admissibles. S’il est valable de distinguer les études s’intéressant aux
impacts des incertitudes sur les objectifs de celles qui s’intéressent aux contraintes, cette
quatrième classe d’incertitude ne semble pas vraiment justifiée. Il ne s’agit pas vraiment
d’une quatrième source d’incertitude mais plutôt de l’effet des trois sources précédentes
sur les contraintes du problème en lieu et place des objectifs.

Les entrées et sorties du système à optimiser sont schématisées sur la figure 5.3.
Nous distinguerons donc ici les incertitudes provenant des paramètres environnementaux
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Figure 5.3 – Les entrées et sorties d’un système à optimiser peuvent être soumises à des
incertitudes de différentes classes (A, B et C).

(classe A), des variables de décision (classe B) et des incertitudes de mesure (classe C). S’il
est vrai que les variables de décision d et les paramètres environnementaux e jouent un
rôle différent dans l’optimisation du système, on peut aussi les rassembler sous l’écriture
x = (d, e) afin de représenter d’un seul tenant les variables d’entrée du système et l’incer-
titude qui peut leur être associée. L’incertitude peut ainsi être présente sur les entrées x
du système (classes A et B) ou bien sur la mesure de ses sorties (classe C). Lorsque cela
sera utile, nous pourrons toujours distinguer les variables de décision dont la valeur peut
évoluer au cours de l’optimisation des paramètres environnementaux dont la valeur est
fixée (et ne pourra être modifiée que par des incertitudes).

5.2 Analyse de sensibilité
Un des premiers moyens de prendre en compte les incertitudes de classe A et B dans

les problèmes d’optimisation est de réaliser une analyse de sensibilité sur les solutions
optimales obtenues par des méthodes classiques d’optimisation déterministe. L’analyse
de sensibilité [SRA+08] permet d’évaluer la sensibilité d’un point vis-à-vis de certains
paramètres par étude de la dérivée des fonctions objectifs par rapport à ces paramètres.
Elle détermine ainsi l’influence de chacun des paramètres d’entrée sur les variations des
sorties du système. Il s’agit là d’un premier pas dans la prise en compte des incertitudes.
L’analyse de sensibilité ne vise pas à quantifier la robustesse des solutions, mais plutôt à
analyser les effets des incertitudes en mettant en évidence les liens entre les entrées et les
sorties du système. À titre d’exemple, [SGCD11] réalise ainsi une analyse de sensibilité
basée sur des modèles de substitution dans le contexte de la mécanique des fluides.

L’analyse de sensibilité permet d’analyser a posteriori la stabilité des solutions opti-
males, ainsi que de déterminer les variables d’entrées dont l’incertitude aura une grande
influence sur les objectifs. Cette analyse n’est pas basée sur une quantification des incer-
titudes présentes dans le problème : on considère simplement que certaines variables sont
incertaines et vont donc pouvoir varier de manière incontrôlée. Mais il peut aussi être inté-
ressant de prendre en compte des informations supplémentaires sur ces incertitudes si elles
sont disponibles. En effet, une solution sensible aux variations d’un paramètre incertain
donné ne verra pas sa performance se dégrader beaucoup si ce paramètre ne varie que très
peu. Afin de mieux gérer les incertitudes au delà de l’identification de leurs sources, il est
nécessaire de les modéliser pour pouvoir quantifier leur impact sur le système à optimiser.
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5.3 Modélisation de l’incertitude
Pour quantifier la robustesse des solutions d’un problème, il faut dans un premier

temps quantifier et modéliser l’incertitude présente sur les différents paramètres d’entrée.
Les incertitudes peuvent être modélisées des trois manières suivantes (de la plus spécifique
à la plus générale) :
Modélisation déterministe On définit l’intervalle de variation d’un paramètre (la pro-

babilité de répartition sur cet intervalle est inconnue). Par exemple, on aura :
x1 ∈ [−1.5, 3.2].

Modélisation probabiliste L’incertitude est modélisée par une distribution de probabi-
lité (le plus souvent une loi normale ou bien uniforme). Par exemple : x2 ∼ N (0, 1.2).

Modélisation possibiliste L’incertitude est décrite à l’aide de la logique floue (voir
[DLP+08]). On peut ainsi définir par exemple un intervalle de variation sur lequel
la distribution de probabilité n’est pas précisée mais dont on connaît la moyenne.

La représentation possibiliste permet de spécifier des incertitudes probabilistes, qui
elles mêmes peuvent aussi exprimer des incertitudes décrites de façon déterministe. La re-
présentation possibiliste est donc la plus générale mais aussi la plus complexe à manipuler,
alors que la représentation déterministe est la plus simple mais aussi la plus limitée.

Les incertitudes peuvent être données de manière absolue (par exemple la longueur
d’une pièce est précise au millimètre près) ou bien de manière relative (par exemple il y a
une erreur de 2% sur la longueur de la pièce). Dans ce dernier cas, l’étendue de l’incertitude
variera en fonction du point considéré.

Les différentes descriptions de l’incertitude se retrouvent dans la littérature. [Soa08]
utilise ainsi une description par intervalles pour réaliser des optimisations robustes, et
[VH99] effectuent leur optimisation avec une description possibiliste des incertitudes. Les
études qui utilisent des probabilités sont nombreuses. C’est ce sur quoi nous allons nous
concentrer ici. Faisant un compromis entre simplicité et représentabilité, nous considère-
rons en effet des incertitudes données sous la forme de distributions de probabilité.

Pour représenter ces incertitudes, nous ajoutons un vecteur de variables aléatoires χx
aux paramètres d’entrée x. La densité pχxi de chacune de ces variables aléatoires sera
définie en fonction de l’incertitude sur le paramètre d’entrée xi. Si certaines entrées ne
sont pas incertaines, les variables χxi correspondantes seront des constantes nulles. Nous
considèrerons de plus que ces différentes incertitudes sont indépendantes (si cela n’est pas
le cas, il est parfois possible de reformuler le problème pour satisfaire cette hypothèse). La
densité de probabilité multivariée des entrées du système sera donc égale au produit des
densités de chaque variable :

px+χx(z) =
nx∏

i=1
pxi+χxi (zi). (5.1)

Les distributions de probabilité des incertitudes définies sur les entrées engendrent des
distributions de probabilité sur les sorties. Ces distributions de sortie sont inconnues a
priori et dépendent du système qui calcule ces sorties (voir l’illustration de la figure 5.4).

L’exemple de la figure 5.5 présente une fonction objectif f à une dimension. Le mini-
mum classique est le point 1. On suppose qu’il y a une incertitude gaussienne sur l’unique
variable d’entrée x1, qui est représentée au niveau des trois points étudiés. Les distribu-
tions résultantes sur la valeur de f pour chacun de ces points sont tracées sur la droite
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Figure 5.5 – Trois exemples de densités de probabilité obtenues en sortie à partir d’une
incertitude gaussienne sur x1.

(elles ont été renversées pour conserver le même axe des ordonnées : plus on va vers la
droite et plus la valeur correspondante de l’objectif f est probable). On observe que les
valeurs les plus probables correspondent aux centres des gaussiennes définies sur x1. On
peut aussi remarquer que l’optimum classique (le point 1) possède une distribution très
dispersée, ce qui n’est pas forcément souhaitable. La fonction f varie en effet de façon assez
importante dans le voisinage de ce point, alors qu’on peut trouver d’autres points où ses
variations sont plus réduites. Le point 3 semble ainsi être une solution assez robuste pour
ce problème. Cette fonction exemple nous permettra d’illustrer les différentes mesures de
robustesse présentées par la suite.

La modélisation des incertitudes d’un problème doit toujours se faire en fonction des
informations qu’on possède. Lorsque la seule donnée accessible est un intervalle de va-
riation, le fait de supposer une distribution uniforme sur cet intervalle peut se révéler
être un mauvais choix selon la distribution réelle de l’incertitude (même si la distribution
uniforme reste la distribution la plus adaptée pour représenter ce type d’information).
[Che00] compare ainsi les descriptions probabilistes et possibilistes, et conclut qu’une des-
cription probabiliste ne doit être utilisée que si suffisamment d’information est disponible.
Supposer une distribution pour une incertitude qu’on ne connaît pas peut mener à des
résultats erronés. Il vaut mieux dans ce cas utiliser par exemple une description possibi-
liste qui permet d’exprimer l’absence d’information. Les travaux de [LSN04] s’intéressent
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aussi à ce problème de l’influence de la modélisation des incertitudes. Ils proposent de
définir une notion de robustesse non pas par rapport aux incertitudes elles-mêmes mais
par rapport à l’incertitude qu’il peut y avoir sur leur modélisation. En supposant que la
distribution pχx de l’incertitude sur x appartient à une famille G de distributions, ils défi-
nissent la G-robustesse et la Π-robustesse comme étant respectivement le maximum et la
moyenne de l’espérance des objectifs en considérant tous les cas possibles de distributions
dans G (et en se donnant une densité de probabilité Π sur G pour le calcul de la moyenne).
Ces deux formulations nécessitent toutefois des calculs assez lourds. L’incertitude sur la
quantification des incertitudes pourrait plus naturellement être traitée là encore par une
modélisation possibiliste. Nous supposerons dans cette étude que les distributions affectées
aux variables incertaines sont connues avec précision.

5.4 Mesures de robustesse

Comme nous venons de le voir, la modélisation des incertitudes présentes en entrée
d’un problème par des distributions de probabilité sur x définit des distributions de pro-
babilité résultantes sur les sorties f(x) (ainsi que sur les contraintes de manière tout à fait
similaire). Afin de départager différentes solutions possibles pour déterminer laquelle est
la plus robuste, on peut comparer ces distributions de sortie. On cherche donc à quantifier
la robustesse d’une solution x relativement à un objectif f donné en se basant sur sa dis-
tribution d’incertitude de sortie. On introduit une mesure de la robustesse ρ(f(x + χx))
du point x doté d’une incertitude χx par rapport à l’objectif f . Les mesures de robustesse
visent à caractériser la distribution de f(x+χx) en calculant certains de ses paramètres.
Grâce à ces mesures, on sera à même de quantifier la robustesse de différentes solutions,
ce qui permettra de déterminer laquelle est optimale.

De nombreuses formulations de la robustesse ont été proposées (voir [BS07]). Les prin-
cipales sont détaillées ci-dessous. Toutes les mesures peuvent être utilisées de manière
équivalente, tant que leur emploi se justifie dans le cadre d’un problème donné. Le choix
d’une mesure de robustesse particulière se fera en fonction des propriétés qu’on souhaite
obtenir pour les solutions, ainsi que de la modélisation des incertitudes des paramètres.
Nous parlerons ici principalement des mesures dédiées aux descriptions probabilistes, mais
certaines s’adaptent directement aussi aux descriptions par intervalles. Nous n’aborderons
pas le cas des mesures possibilistes.

On distingue notamment les mesures de robustesse basées sur les espérances (avec
par exemple la mesure de l’espérance en elle-même ou de la variance), qui permettent
d’évaluer la valeur moyenne ou l’amplitude des variations de la fonction dans le voisinage
de la solution étudiée, ainsi que les mesures basées sur les quantiles qui permettent de
garantir une certaine performance dans le voisinage (voir la figure 5.6).

5.4.1 Mesures basées sur les espérances

Le premier type de mesures de robustesse qu’on peut utiliser est celui des mesures
basées sur le calcul d’espérances de fonctions de la distribution de sortie. Les deux pre-
miers moments de cette distribution (l’espérance et la variance) sont les mesures les plus
répandues.
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Figure 5.6 – On distingue deux grands types de mesures de robustesse sur la distribution
de l’incertitude en sortie : d’un côté les mesures basées sur les espérances, et de l’autre
celles basées sur les quantiles.
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Figure 5.7 – Espérance (trait noir) de f (en pointillés) pour une incertitude uniforme
sur x1. Le point optimal ainsi que son incertitude sont représentés en vert.

Mesure d’espérance

La mesure de l’espérance considère la valeur moyenne de l’objectif dans le voisinage
du point x étudié. La robustesse s’écrit alors comme l’espérance de f [Tro97] :

ρ(f(x+ χx)) = E[f(x+ χx)] =
∫

Rnx
f(x+ z)pχx(z)dz, (5.2)

avec pχx la distribution de probabilité de χx. La mesure de l’espérance réalise en quelque
sorte un « lissage » de la fonction objectif initiale. Les vallées trop abruptes de f ne
vont ainsi plus apparaître et ne seront donc pas sélectionnées comme des zones optimales
robustes.

La figure 5.7 montre l’espérance de la fonction exemple présentée plus haut. On voit
ici que l’optimum robuste (la solution qui possède l’espérance la plus faible) se situe dans
la même zone que l’optimum déterministe classique, même s’il est légèrement décalé par
rapport à celui-ci. Cela s’explique par la forme de la fonction f qui possède des valeurs
moins importantes sur la partie droite de ce point par rapport à la partie gauche. La valeur
moyenne sera donc légèrement inférieure à droite, d’où ce décalage.
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Figure 5.8 – Variance (trait noir) de f (en pointillés) pour une incertitude uniforme
sur x1. Le point optimal ainsi que son incertitude sont représentés en vert.

Mesures de variance

Pour quantifier la robustesse d’une solution, on peut aussi estimer la dispersion de la
distribution de sortie en calculant par exemple la variance de la fonction objectif dans le
voisinage du point considéré [PBJ06] :

ρ(f(x+ χx)) = Var(f(x+ χx))
= E[f2(x+ χx)]− E2[f(x+ χx)]

= E
[
(f(x+ χx)− E[f(x+ χx)])2

]
.

(5.3)

La mesure de variance va tout simplement permettre de quantifier l’importance des varia-
tions de la fonction objectif dans le voisinage des solutions considérées. Plus la variance
est élevée, plus il y aura de chances que la performance de la solution se dégrade fortement
du fait des incertitudes.

La figure 5.8 présente la variance de la fonction exemple. Si on omet les minima situés
sur les bords gauche et droit, l’optimum robuste se trouve maintenant au niveau d’un
maximum en optimisation déterministe classique. Il s’agit du point au niveau duquel la
fonction objectif est la plus stable.

On peut utiliser de la même manière le moment d’ordre 2 de la distribution de sortie :

ρ(f(x+ χx)) = E[f2(x+ χx)], (5.4)
plutôt que la variance (qui correspond quant à elle au moment centré d’ordre 2). D’autres
mesures similaires de dispersion basées sur une espérance ont aussi été proposées, comme
par exemple [Das00] :

ρ(f(x+ χx)) = E[(f(x+ χx)− f(x))2]. (5.5)

5.4.2 Mesures basées sur les quantiles
Au delà des mesures basées sur les espérances qui décrivent le comportement général de

l’objectif dans le voisinage de la solution considérée, on peut souhaiter garantir un certain
niveau de performance pour les solutions robustes. On utilisera alors une mesure basée sur
les quantiles. La plus utilisée est la mesure du pire cas, mais on peut aussi employer des
mesures de quantile moins conservatives.
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Figure 5.9 – Pire cas (trait noir) de f (en pointillés) pour une incertitude uniforme sur x1.
Le point optimal ainsi que son incertitude sont représentés en vert.

Pire cas

La mesure du pire cas considère la plus mauvaise valeur de la fonction objectif dans
le voisinage du point x. Cette approche est parfois appelée « approche pessimiste » ou
« approche minimax ». La robustesse est évaluée par la fonction [Tro97] :

ρ(f(x+ χx)) = sup supp(pf(x+χx)) = sup
z∈supp(px+χx )

f(z), (5.6)

avec supp(pw) le support de la densité de probabilité de w. Il faut bien sûr que la distribu-
tion de l’incertitude en entrée ne soit pas de support infini pour que la mesure ait un sens.
La minimisation du pire cas permet d’obtenir une solution robuste pour laquelle la valeur
maximale de la fonction dans le voisinage est plus petite que dans n’importe quel autre
voisinage. On garantit donc que tout point du voisinage de la solution robuste aura au
pire une performance égale à ce maximum. Cette mesure est souvent utilisée dans le cadre
d’incertitudes décrites par de simples intervalles de variation (modélisation déterministe).

L’utilisation de la fonction « sup » va éventuellement entraîner des discontinuités dans
la dérivée de cette mesure de robustesse, ce qui peut poser problème lors de l’optimisation
de la robustesse selon l’algorithme utilisé. Il existe toutefois des algorithmes d’optimisation
qui ne nécessitent pas d’information sur la dérivée ou bien qui peuvent s’appliquer à des
fonctions dont la dérivée n’est pas totalement définie.

La figure 5.9 présente le tracé du pire cas sur notre fonction exemple. On voit que
l’optimum robuste se situe désormais près d’un minimum local de la fonction, qui présente
de meilleures caractéristiques dans son voisinage que le minimum classique. L’optimum
robuste n’est cependant pas localisé à l’endroit exact du minimum local, du fait de l’asy-
métrie de la fonction dans le voisinage de ce point. Le minimum robuste préfère s’éloigner
de la partie droite de la fonction qui présente un plus fort gradient.

Quantiles

La mesure du pire cas décrite ci-dessus correspond en fait à un quantile. En effet, en
recherchant la pire valeur de la fonction dans la zone de variation des paramètres incertains
on garantit que 100% des points de cette zone seront plus performants. On vient donc de
calculer le quantile d’ordre 1 de la distribution de sortie.
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Figure 5.10 – Médiane (trait noir en haut) et quantile d’ordre 0.9 (trait noir en bas) de f
(en pointillés) pour une incertitude uniforme sur x1. Les points optimaux ainsi que leur
incertitude sont représentés en vert.

Le pire cas est une mesure de robustesse très conservative : il suffit qu’un seul et unique
point du voisinage soit très mauvais pour que la valeur du pire cas soit très mauvaise
elle aussi. On peut cependant considérer des mesures de robustesse un peu plus souples
en prenant un ordre de quantile inférieur. On garantira ainsi par exemple que 90% des
points du voisinage seront plus performants que la valeur annoncée. La mesure du quantile
d’ordre k ∈ [0, 1] (que nous noterons Qk) s’écrit :

ρ(f(x+ χx)) = Qk(f(x+ χx)) = inf{q ∈ R : P (f(x+ χx) ≤ q) ≥ k}. (5.7)

En prenant k = 1, on retrouve la mesure du pire des cas vue précédemment, et pour
k = 0.5 on a la valeur médiane de l’objectif.

La figure 5.10 présente justement la valeur médiane de la fonction objectif évoquée
précédemment. La médiane agit comme si elle tronquait les zones trop escarpées et donc
non robustes de la fonction. On y trouve aussi le tracé du quantile à 90% de f . Le point
optimal est le même que pour le pire cas, mais on remarque ici que la zone de l’optimum
déterministe devient légèrement plus intéressante car on considère un quantile moins res-
trictif.

On voit que la mesure du quantile permet d’avoir un certain contrôle sur le « degré »
de robustesse qu’on souhaite obtenir par l’intermédiaire du paramètre k. Par contre, les
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Figure 5.11 – Seuil probabiliste (trait noir) de f (en pointillés) pour une incertitude uni-
forme sur x1, avec un seuil q représenté en bleu. Le point optimal ainsi que son incertitude
sont représentés en vert.

fonctions quantiles présentent certaines caractéristiques particulières comme des zones
plates ou des discontinuités dans la dérivée qui les rendent possiblement plus complexes
à optimiser. En comparaison, les mesures basées sur les espérances sont beaucoup plus
lisses.

Les mesures de quantiles sont le plus souvent employées en optimisation fiabiliste (c’est-
à-dire lorsqu’on considère la robustesse par rapport aux contraintes du problème) car elles
permettent de garantir une certaine probabilité d’amissibilité des solutions, et donc un
certain niveau de faisabilité du système.

La définition du quantile de l’équation (5.7) fait apparaître d’un côté l’ordre k du
quantile et de l’autre la valeur q du quantile lui-même. Dans la mesure précédente, nous
avons spécifié l’ordre k mais on peut aussi définir une mesure de « seuil probabiliste » en
recherchant la probabilité k qui correspond à un seuil q fixé. Ce seuil q représente une
valeur de l’objectif qu’on aimerait atteindre, et on va chercher à maximiser la probabilité
que les points dans le voisinage soient inférieurs à ce seuil [BS07] :

ρ(f(x+ χx)) = P (f(x+ χx) ≤ q). (5.8)

On peut, si on le souhaite, prendre l’opposé de cette valeur pour rester dans un contexte
de minimisation.

La mesure du seuil probabiliste est présentée sur la figure 5.11. Cette mesure dépend
bien évidemment de la valeur de seuil q qu’on a fixée. Si q est trop grand, la probabilité
d’être inférieur sera égale à 1 dans tout l’espace et on ne pourra distinguer aucune solution.
De même, si q est choisi plus petit que le minimum de la fonction, la probabilité sera
toujours de 0. Il faut donc une certaine connaissance a priori de la fonction pour pouvoir
fixer correctement ce paramètre (ou alors il faut faire plusieurs essais pour l’adapter).

Différence de quantiles

La dispersion de la distribution de sortie peut aussi être évaluée en calculant une
différence de quantiles d’ordres k1 et k2 [DSC04] :

ρ(f(x+ χx)) = Qk1(f(x+ χx))−Qk2(f(x+ χx)). (5.9)
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Figure 5.12 – Différence de quantiles d’ordre 0.9 et 0.1 (trait noir) de f (en pointillés)
pour une incertitude uniforme sur x1. Le point optimal ainsi que son incertitude sont
représentés en vert.

Dans l’illustration de la figure 5.12, nous avons par exemple choisi k1 = 0.9 et k2 = 0.1.
On remarque des similarités avec la mesure de variance présentée précédemment, qui a
pour but d’estimer aussi la dispersion de la distribution de sortie. En oubliant les parties
extrêmes à gauche et à droite de l’espace de recherche, l’optimum se situe ici encore au
niveau d’un maximum local déterministe. C’est en effet à cet endroit que la fonction varie
le moins.

Cette mesure peut être utilisée dans le cas d’une modélisation déterministe des in-
certitudes. Pour des intervalles de variation, on ne peut en effet pas calculer de variance
mais, par contre, la taille de l’intervalle en sortie correspond à la différence des quantiles
d’ordre 1 et 0. Cette mesure est par exemple employée dans ce cadre dans [Li07].

5.4.3 En conclusion sur les mesures de robustesse
Finalement, on voit qu’il y a de nombreuses expressions possibles de la robustesse

d’une solution. Selon la formulation de la robustesse qu’on considère, les solutions d’un
même problème peuvent différer. Il n’existe pas de critère universel pour la robustesse :
chacun des critères présentés ci-dessus peut s’appliquer et se justifier pour un cas précis
d’optimisation. La mesure de la robustesse à utiliser devra donc être choisie en fonction
des informations qu’on possède sur les incertitudes du problème ainsi que des propriétés
de robustesse qu’on souhaite obtenir pour les solutions optimales.

Le tableau 5.1 récapitule les quatre principales mesures de robustesse que nous venons
de présenter. Certaines mesures prennent en compte la performance du système en plus
de la robustesse des solutions (ce que nous avons appelé « performance robuste »), et
d’autres sont des mesures de robustesse pure qui sont totalement indépendantes de la
performance (il s’agit des mesures de dispersion). Pour illustration, on peut remarquer
que notre fonction exemple a le même comportement dans le voisinage des bornes de
son espace de définition (où la fonction est relativement plane). Ces deux bornes ont des
variances égales (mesure de robustesse pure) mais des espérances différentes (mesure de
performance robuste). L’espérance tient en effet compte de la valeur de la fonction objectif
en plus de son comportement dans le voisinage des solutions, alors que la variance considère
uniquement les variations de cette fonction.
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Mesures basées Mesures basées
sur les espérances sur les quantiles

Performance robuste espérance quantiles
Dispersion variance différence de quantiles

Table 5.1 – Les quatre principales mesures de robustesse.

Nous avons exprimé ces mesures de robustesse en considérant un objectif f , mais elles
pourraient être écrites de la même manière pour une contrainte g ou h. Deux notions
différentes de robustesse cohabitent : d’un côté la robustesse liée aux objectifs (on ne
souhaite pas que les objectifs se dégradent trop fortement près de l’optimum), et de l’autre
la robustesse liée à la satisfaction des contraintes (on ne souhaite pas que l’optimum se
situe trop près des limites imposées par les contraintes). Si on regarde rapidement dans
la littérature, les mesures d’espérance sont plutôt utilisées pour l’optimisation robuste
(aussi appelée RO, pour « Robust Optimization » en anglais) alors que les mesures à
base de quantiles sont employées en optimisation fiabiliste (RBO pour « Reliability-Based
Optimization » [YCD05]). Nous nous concentrons plutôt ici sur l’optimisation robuste.

L’espérance et la variance sont les mesures les plus utilisées actuellement en opti-
misation robuste, ainsi que le pire cas. Le quantile nous semble être une autre mesure
intéressante du fait de sa signification concrète qui pourrait intéresser les industriels (on
garantit par exemple que 95% des systèmes réalisés auront une performance supérieure ou
égale à une valeur donnée). Il permet d’avoir une version « relaxée » de la mesure du pire
cas qui est souvent trop contraignante.

5.5 Formulation d’un problème d’optimisation robuste

Les mesures de robustesse permettent de quantifier la robustesse de différentes solutions
afin de les comparer. On peut ainsi analyser par exemple les solutions optimales fournies
par une optimisation déterministe classique afin de déterminer laquelle est la plus robuste.
Mais on peut aussi chercher à optimiser cette robustesse de façon à obtenir les solutions
les plus robustes possibles. Les optima robustes ne sont en effet pas forcément situés au
même endroit que les optima classiques (même locaux). C’est pourquoi la prise en compte
de la robustesse au sein même du processus d’optimisation se justifie vis-à-vis d’une simple
analyse de la robustesse des solutions issues d’une optimisation déterministe.

L’optimisation robuste est un pan de la recherche opérationnelle qui cherche à optimiser
un système en prenant en compte les différentes incertitudes du problème. La conception
de systèmes robustes est née sous l’impulsion de Taguchi [Tag89], même si on utilise
aujourd’hui des méthodes différentes de celles qu’il avait proposées. Le but reste néanmoins
le même : trouver des solutions optimales peu sensibles aux variations qui pourraient
apparaître du fait des incertitudes du problème.

L’explicitation des incertitudes présentes au sein d’un problème d’optimisation déter-
ministe initial amène à la définition d’un problème stochastique où les objectifs et les
contraintes possèdent une certaine distribution de probabilité. Les mesures de robustesse
permettent de quantifier certaines caractéristiques de ces distributions, et peuvent donc
être intégrées au problème stochastique afin de le ramener à un problème déterministe
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robuste qu’on saura résoudre. Les mesures de robustesse peuvent être introduites de plu-
sieurs manières différentes : elles peuvent remplacer certains des objectifs initiaux, ou bien
être ajoutées en tant que nouveaux objectifs ou nouvelles contraintes.

5.5.1 Remplacement d’objectifs
Un problème d’optimisation robuste peut être formulé en remplaçant chaque objectif

du problème déterministe initial par une mesure de robustesse. Le problème stochastique :

minimiser f(x+ χx) (5.10)

devient alors le problème déterministe robuste suivant :

minimiser ρ(f(x+ χx)). (5.11)

On peut donc par exemple simplement remplacer les objectifs initiaux par la mesure de
leur espérance. Le problème devient ainsi un problème d’optimisation robuste dans lequel
les incertitudes sont prises en compte en considérant une performance moyenne plutôt que
des valeurs « ponctuelles » des objectifs qui n’ont plus vraiment de signification dans le
cadre d’un environnement incertain. La formulation d’un problème d’optimisation robuste
par remplacement d’objectifs ne modifie pas le nombre d’objectifs du problème initial, ce
qui a l’avantage de ne pas augmenter sa complexité.

Les mesures de robustesse utilisées peuvent être différentes pour chaque objectif, mais
dans tous les cas il est préférable qu’elles combinent à la fois robustesse et performance
(comme par exemple les mesures de l’espérance et du quantile, que nous avons appelées
mesures de performance robuste). En effet, une mesure de robustesse pure ne tiendra pas
compte de la performance effective des solutions et l’objectif concerné ne sera alors pas
optimisé au sens où on l’attendait initialement. On peut aussi définir de nouvelles mesures
de performance robuste en combinant une mesure de dispersion avec l’objectif initial ou
bien avec une autre mesure de robustesse. Un cas très répandu dans la littérature est d’op-
timiser l’espérance et la variance agrégées avec un facteur de pondération α (voir [Jur07]
par exemple) :

ρ(f(x+ χx)) = E[f(x+ χx)] + α
√

Var(f(x+ χx)). (5.12)

Une agrégation espérance-variance est illustrée sur la figure 5.13, et cette méthode est
utilisée dans [ALC06] pour réaliser une optimisation robuste. Cette nouvelle mesure permet
d’éviter les zones de trop forte variance tout en tenant compte de la performance moyenne
des solutions. Il faut par contre pouvoir fixer correctement la valeur de α car les résultats
obtenus en dépendent. De nombreuses autres mesures similaires peuvent être définies par
agrégation de mesures de robustesse et/ou de performance.

Dans le cadre d’une optimisation fiabiliste, la même méthode peut être appliquée sur
les contraintes. On utilise généralement pour cela une mesure de quantile pour définir une
garantie probabiliste de faisabilité (voir par exemple [DC99]). Un seuil de probabilité k
est alors choisi pour chacune des contraintes g et h du problème, et ces contraintes sont
modifiées pour accepter une probabilité de non-faisabilité de (1−k) dans le voisinage d’un
point x considéré. On peut distinguer les contraintes « dures », c’est-à-dire celles qui ne
doivent absolument pas être violées et pour lesquelles on prendra k = 1 (par exemple
pour une contrainte exprimant le fait qu’une masse doit rester positive) et les contraintes
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Figure 5.13 – Agrégation de l’espérance et de la variance (trait noir) de f (en pointillés)
pour une incertitude uniforme sur x1. Le point optimal ainsi que son incertitude sont
représentés en vert.

« souples » pour lesquelles on accepte un certain degré de violation (k < 1). Dans certains
cas, il est aussi possible de transformer ces contraintes souples en objectifs à optimiser :
on va alors chercher à minimiser la violation des contraintes sans définir de seuils de
probabilité k acceptables.

5.5.2 Ajout de nouveaux objectifs

On peut aussi voir le problème d’optimisation robuste sous un angle multiobjectifs
en considérant que la robustesse est un objectif qui entre en contradiction avec l’objectif
initial de performance. Il est donc possible de conserver les objectifs initiaux et d’ajouter
des objectifs de robustesse au problème, pour obtenir des solutions de compromis sur un
front de Pareto performance-robustesse (voir la figure 5.14). Le problème (5.10) devient
ainsi :

minimiser {f(x),ρ(f(x+ χx))}. (5.13)

On choisit généralement dans ce cadre des mesures de robustesse pure (comme la variance
ou la différence de quantiles), c’est-à-dire des mesures qui ne tiennent pas compte de la
performance car celle-ci est déjà présente dans les objectifs initiaux. Cette méthode va
donc doubler le nombre d’objectifs. Si le nombre d’objectifs du problème initial est déjà
assez important, on peut aussi ne rajouter qu’un seul objectif de robustesse en agrégeant
les valeurs de robustesse des différents objectifs (en considérant par exemple une robus-
tesse moyenne on bien la pire robustesse obtenue). Il faudra alors que ces mesures soient
normalisées avant d’être agrégées.

Cette formulation fait intervenir les objectifs de performance initiaux qui ne prennent
pas en compte les incertitudes du problème. Dans un contexte incertain, cette valeur de
performance ponctuelle n’a pas vraiment de sens, mais cela permet néanmoins d’obtenir
au final un ensemble de solutions qui contient les solutions déterministes classiques dé-
terminées par les objectifs initiaux uniquement. On pourra ainsi décider a posteriori de
prendre en compte ou pas les incertitudes spécifiées, en fonction des résultats obtenus. Si
on veut véritablement se placer dans un contexte d’optimisation sous incertitude, on peut
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Figure 5.14 – Solutions de compromis entre performance et robustesse.

aussi choisir de remplacer chaque objectif par deux expressions différentes de la robus-
tesse, l’une de robustesse pure et l’autre de performance robuste (comme la variance et
l’espérance par exemple) :

minimiser {ρ1(f(x+ χx)),ρ2(f(x+ χx))}. (5.14)

Dans la section précédente, la définition d’une agrégation de ces deux mesures sous-
entendait en effet implicitement qu’on souhaitait les optimiser simultanément. En séparant
les deux objectifs, on obtient ainsi des compromis entre performance robuste et robustesse
pure et on ne considère alors plus la performance ponctuelle d’une solution.

L’approche par ajout d’objectifs permet de choisir a posteriori le degré de robustesse
qu’on souhaite avoir vis-à-vis des performances qui en découlent, alors que dans l’approche
de remplacement d’objectifs le degré de robustesse est fixé a priori (donné au départ ou
induit par l’agrégation des mesures de robustesse et de performance). Cependant, elle
implique de démultiplier le nombre d’objectifs à prendre en considération. Cela peut être
problématique pour résoudre le problème ainsi que pour effectuer un choix final de solution,
la recherche et le parcours d’un front de Pareto en grande dimension n’étant pas aisés.

5.5.3 Ajout de nouvelles contraintes
La troisième et dernière manière de formuler un problème d’optimisation robuste est

d’intégrer la robustesse sous la forme de contraintes ajoutées au problème initial. On
souhaite en effet que les solutions optimales ne soient pas trop sensibles aux incertitudes.
En introduisant de nouvelles contraintes, on peut ainsi quantifier le seuil de sensibilité
qu’on est prêt à accepter. Des contraintes sur la variance des objectifs peuvent être ajoutées
au problème par exemple. Le problème (5.10) devient alors :

minimiser f(x)
s.c. ρ(f(x+ χx)) ≤ λ. (5.15)

Comme dans le cas précédent, le problème fait apparaître les objectifs initiaux qui ne
prennent pas en compte les incertitudes. Il est aussi possible de modifier en plus ces ob-
jectifs avec l’ajout de nouvelles contraintes. L’article [LSN04] définit ainsi la M-robustesse
comme étant le fait de minimiser l’espérance d’un objectif avec une contrainte sur sa va-
riance, et la V-robustesse comme le fait de minimiser la variance avec une contrainte sur
l’espérance.
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Une méthode assez répandue appelée méthode « six-sigma » vise à trouver des solutions
pour lesquelles la performance reste acceptable dans un rayon de six fois l’écart-type autour
de la moyenne des objectifs. Le but est d’obtenir des points avec une variance réduite
dans une plage de performance donnée. Le problème d’optimisation s’écrit comme une
minimisation des objectifs initiaux (ou bien de leur espérance et de leur variance [SOF05])
sous les contraintes suivantes :





E[f(x+ χx)] + n
√

Var(f(x+ χx)) ≤ U,

E[f(x+ χx)]− n
√

Var(f(x+ χx)) ≥ L,
(5.16)

avec U,L ∈ R des constantes fixées qui définissent la plage de performance acceptable et n
le « niveau sigma » à atteindre (on prend par exemple n = 6 pour un niveau « six-sigma »).
Cette méthode permet d’obtenir des solutions dont la performance reste correcte même si
des variations surviennent.

L’utilisation de contraintes sur la robustesse des solutions permet de ne pas augmenter
le nombre d’objectifs du problème initial, mais sa complexité est tout de même accrue car
on augmente le nombre de contraintes.

5.6 Problèmes de test pour l’optimisation robuste
Alors que le domaine de l’optimisation multiobjectifs classique est relativement bien

fourni en problèmes de test, il n’existe à notre connaissance que très peu de cas dédiés à
l’optimisation robuste.

Le but d’une suite de tests est de définir des problèmes qui présentent les diverses diffi-
cultés rencontrées dans les problèmes réels et dont les solutions optimales sont connues. Il
semble difficile de proposer un tel ensemble de cas tests pour l’optimisation robuste du fait
des nombreuses approches existantes pour la notion de robustesse. Aucune mesure de ro-
bustesse ni formulation de problème n’est meilleure que les autres, tout dépend du contexte
de son utilisation. Différentes mesures ou différentes formulations peuvent conduire à des
solutions optimales complètement distinctes pour un même problème initial. Les solutions
dépendent aussi des distributions de probabilité définies sur les paramètres incertains
considérés. Une suite de problèmes de test en optimisation robuste devrait donc fournir
l’ensemble des solutions optimales pour différentes mesures de robustesse, différentes for-
mulations de problème et différentes distributions d’incertitude. Ceci explique qu’aucune
suite de ce type ne soit connue à ce jour.

Les tests des méthodes de résolution de problèmes d’optimisation robuste se font alors
généralement sur des problèmes simples mono-objectifs, ou bien se basent sur des pro-
blèmes issus de l’optimisation déterministe classique (comme dans [Soa08] par exemple).
Quelques problèmes spécifiques d’optimisation robuste existent tout de même dans la lit-
térature. Nous en présentons deux ci-dessous.

Cas test analytique (problème DG2)

L’article [DG06] évoque les difficultés pouvant être rencontrées lors de la recherche de
solutions robustes et présente plusieurs exemples de problèmes analytiques d’optimisation
robuste en lien avec ces difficultés. Dans ces problèmes, on cherche à minimiser la valeur
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Figure 5.15 – Fronts de Pareto théoriques pour le problème DG2 : à gauche le front de
Pareto déterministe, et à droite des fronts de Pareto robustes pour différentes valeurs de δ.

moyenne des objectifs en considérant une incertitude uniforme sur les paramètres d’en-
trée. Nous présentons ici l’énoncé du « problème 2 » de cet article (que nous appellerons
problème DG2).

Il s’agit d’un problème à deux objectifs f1 et f2 avec un nombre quelconque nx de
variables d’entrées x. Le problème déterministe initial est le suivant :

minimiser
x

{f1(x), f2(x)}, (5.17)

avec :

f1(x) = x1,

f2(x) = 1− x2
1 +

( 1
0.2 + x1

+ 10x2
1

) nx∑

i=2

(
10 + x2

i − 10 cos(4πxi)
)
.

Les intervalles de variations pour les paramètres sont x1 ∈ [0, 1] et xi ∈ [−1, 1] pour
2 ≤ i ≤ nx. Le front de Pareto déterministe est donné par la relation : f2 = 1− f2

1 (il est
représenté sur la figure 5.15).

Dans ce problème, les variables x sont affectées d’une incertitude uniforme. On consi-
dère par exemple χx1 ∼ U(−δ, δ) et χxi ∼ U(−2δ, 2δ) pour 2 ≤ i ≤ nx, avec δ ∈ R+

comme proposé dans l’article. On souhaite minimiser l’espérance résultante sur chacun
des objectifs. Le problème d’optimisation robuste à résoudre est donc le suivant :

minimiser
x

{ρ1(f1(x+ χx)), ρ2(f2(x+ χx))}, (5.18)

avec ρi(fi(x+χx)) = E[fi(x+χx)]. Ces espérances peuvent ici être calculées analytique-
ment afin de trouver le front de Pareto robuste théorique :

ρ1(f1(x+ χx)) = x1,

ρ2(f2(x+ χx)) = 1− x2
1 −

δ2

3 +
(

1
2δ log

(0.2 + x1 + δ

0.2 + x1 − δ

)
+ 10x2

1 + 10δ2

3

)

×
nx∑

i=2

(
10 + δ2

3 −
10

4πδ sin(4πδ)
)
.

(5.19)
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L’équation du front de Pareto robuste correspondant peut être obtenue en remplaçant x1
par ρ1 dans l’équation de ρ2 (le front robuste effectif ne constitue le plus souvent qu’une
partie de la courbe décrite par cette équation). Plus la valeur de δ augmente, et plus le
nombre de solutions robustes est restreint. Ces fronts théoriques sont représentés sur la
figure 5.15.

Cas test des deux barres

Un second problème d’optimisation robuste issu d’un cas physique simple est présenté
dans [JDC03]. Il est repris dans [PLRBR09, PLRRB09] sous la forme d’un problème
d’optimisation à la fois robuste et fiabiliste.

Ce problème décrit le comportement d’une structure composée de deux tubes creux de
même dimension, fixés au sol et reliés entre eux à leur sommet (voir la figure 5.16). Une
force ~F dirigée vers le sol est appliquée au sommet de la structure. On souhaite minimiser
le volume total V de matière utilisée en optimisant la longueur L et le diamètre d des tubes,
tout en garantissant la bonne tenue de la structure : la contrainte normale s doit rester
inférieure à la limite d’élasticité smax ainsi qu’à la contrainte critique de flambage scrit. Le
problème déterministe s’écrit donc :

min
d,L

V (T, d, L)

s.c.

{
s(F,L, T, d,B) ≤ smax,
s(F,L, T, d,B) ≤ scrit(E, T, d, L).

(5.20)

Le modèle est décrit par les équations suivantes :

V = 2πTdL× 10−6,

s = FL

2πTd
√
L2 −B2 ,

scrit = π2E(T 2 + d2)
8L2 .

Les variables F , E, B, T et smax sont des paramètres environnementaux fixés. L’en-
semble des variables du problème est détaillé dans le tableau 5.2. La résolution de ce
problème déterministe donne comme point optimal la solution (d, L) = (38, 964) pour
laquelle V = 0.5754 L, s = 399.9931 N.mm−2 et scrit = 404.3131 N.mm−2.

Une étude de cette solution optimale montre qu’elle est très peu fiable lorsqu’on prend
en compte des incertitudes gaussiennes sur certains paramètres du problème (décrites dans
le tableau 5.2) : les contraintes sont alors violées une fois sur deux. Il est donc nécessaire
d’intégrer ces incertitudes au problème pour le transformer en problème d’optimisation
robuste. On cherche à la fois à maximiser le taux de fiabilité (c’est-à-dire la probabilité
pour que les contraintes soient respectées) et à minimiser le quantile à 90% du volume. Le
problème d’optimisation robuste multiobjectifs à résoudre est donc le suivant (en omettant
les variables dont dépendent les fonctions s, scrit et V ) :

minimiser
d,L

{−P ((s ≤ smax) ∩ (s ≤ scrit)),Q0.9(V )}. (5.21)
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Figure 5.16 – Représentation schématique des deux barres à gauche, avec une vue de leur
section à droite.

Variables de décision
d1 Diamètre de la section des tubes d [20,80] mm
d2 Longueur des tubes L [800,1200] mm

Paramètres environnementaux
e1 Force appliquée F 150000 N
e2 Module d’Young E 210000 N.mm−2

e3 Demi-largeur de la structure B 750 mm
e4 Épaisseur de la section des tubes T 2.5 mm
e5 Limite d’élasticité smax 400 N.mm−2

Incertitudes
χd1 Diamètre de la section des tubes d N (0, 1) mm
χd2 Longueur des tubes L N (0, 25) mm
χe1 Force appliquée F N (0, 9× 108) N
χe2 Module d’Young E N (0, 4.41× 108) N.mm−2

χe3 Demi-largeur de la structure B N (0, 25) mm
χe4 Épaisseur de la section des tubes T N (0, 0.01) mm

Objectif
f1 Volume de matière utilisée V minimiser L

Contraintes
g1 Contrainte normale s ≤ smax N.mm−2

g2 Contrainte normale s ≤ scrit N.mm−2

Table 5.2 – Paramètres, objectifs et contraintes du cas test des deux barres.
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5.7 Résolution d’un problème d’optimisation robuste

La résolution d’un problème d’optimisation robuste est relativement simple. Nous ve-
nons en effet de voir comment les incertitudes sur les variables d’entrée (classes A et B)
peuvent être intégrées au problème initial par le biais de mesures de robustesse. On obtient
ainsi une formulation totalement déterministe du problème robuste, qui peut être résolue
par les algorithmes classiques d’optimisation. Ce problème robuste est parfois légèrement
plus complexe que le problème initial du fait de l’ajout d’objectifs ou de contraintes. La
seule difficulté réside dans le fait qu’il faut évaluer des mesures de robustesse au lieu
des objectifs initiaux (ou en plus de ceux-ci). Les méthodes de calcul de robustesse sont
détaillées dans la section suivante.

Nous n’avons par contre pas abordé le cas des incertitudes de classe C qui affectent la
mesure des sorties du système. On peut rencontrer ce type d’incertitudes lors de l’utilisa-
tion de simulations numériques complexes visant à reproduire la physique du système réel.
Outre le fait que ces simulations sont des modèles approchés de la réalité, elles peuvent
être basées sur la description de phénomènes aléatoires et leurs sorties possèdent donc
une certaine variabilité (qui reste tout de même relativement restreinte en général). Des
algorithmes spécifiques ont été développés pour traiter ce genre de problèmes dans le cadre
de « l’optimisation bruitée » (« noisy optimization » en anglais). Les algorithmes d’opti-
misation bruitée cherchent à déterminer la position du minimum d’une fonction entachée
d’un certain bruit d’évaluation. Ce bruit ne peut pas être traité comme les incertitudes
d’entrée, car on n’en a aucun contrôle : les incertitudes de classe C sont internes au sys-
tème et leur source est le plus souvent non maîtrisable. La seule manière de les estimer
est de réaliser plusieurs simulations du système pour un même jeu de paramètres d’entrée.
L’algorithme d’optimisation pourra donc décider d’évaluer plusieurs fois une même solu-
tion afin de déterminer la distribution du bruit en ce point (qui est généralement supposée
gaussienne). Le domaine de l’optimisation bruitée ne sera pas abordé plus en détails ici.
Lorsque les incertitudes de mesure sont de faible amplitude, elles peuvent en effet être
prises en compte par la construction de modèles de substitution régressants des fonctions
objectifs. Ces modèles réalisent un lissage des données d’apprentissage et permettent d’ap-
procher la fonction initiale défaite de son bruit. Nous nous placerons dans ce cadre pour
notre étude.

Des méthodes issues de l’optimisation bruitée ont aussi été transposées à l’optimisa-
tion robuste. On peut en effet considérer que les incertitudes sur les variables d’entrée
produisent un certain bruit supplémentaire sur les objectifs. Dans les travaux de [TG97],
la valeur de l’objectif est ainsi déterminée en évaluant un point choisi aléatoirement dans
le voisinage de la solution considérée. Si on réévalue cette même solution, on obtient plu-
sieurs valeurs différentes qui correspondent aux variations de l’objectif dans le voisinage.
Cette méthode permet donc de trouver des solutions robustes à l’aide d’algorithmes d’op-
timisation bruitée. Néanmoins, la maîtrise des incertitudes d’entrée est beaucoup moins
fine car celles-ci sont masquées et englobées dans l’évaluation des objectifs. L’estimation
de la robustesse d’un point ne peut alors être réalisée qu’à partir d’échantillonnages. Nous
allons voir qu’il existe en fait d’autres méthodes de calcul de la robustesse à partir des
distributions d’incertitude des variables d’entrée.
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Figure 5.17 – Méthodes de calcul des mesures de robustesse à partir d’un modèle de
substitution de l’objectif initial.

5.8 Calcul des mesures de robustesse

La résolution d’un problème d’optimisation robuste nécessite d’évaluer les mesures de
robustesse employées dans sa formulation. Le calcul direct de la robustesse sur l’objectif f
initial est généralement impossible car il demande d’effectuer un grand nombre d’éva-
luations de cette fonction (souvent coûteuses) afin d’approcher les caractéristiques de sa
distribution pour un point donné. C’est donc tout naturellement qu’on préfère construire
un modèle de substitution f̂ de l’objectif sur lequel seront basés les calculs de robustesse
(l’utilisation d’un modèle régressant permet de plus de s’affranchir des incertitudes de
classe C).

Les mesures de robustesse peuvent être calculées de différentes manières sur ce modèle
de substitution. Nous en présentons trois parmi les plus répandues (voir la figure 5.17) :
l’estimation par la méthode de Monte-Carlo, l’utilisation de modèles locaux comme les
polynômes de chaos, et le calcul analytique sur certains modèles particuliers. Dans un
second temps, nous nous intéresserons aussi à l’estimation de l’erreur commise lors de
l’évaluation de la robustesse sur un modèle de substitution.

5.8.1 Monte-Carlo

Le moyen le plus simple et le plus évident pour évaluer la robustesse d’une solution x
est la méthode des tirages de Monte-Carlo. Il s’agit d’une technique assez universelle qui
permet d’estimer l’ensemble des mesures de robustesse présentées plus haut. Elle repose
sur le calcul avec le modèle f̂ d’un ensemble de n échantillons (xi, yi) (1 ≤ i ≤ n, avec
yi = f̂(xi)) choisis dans le voisinage de x. Ces échantillons sont tirés au hasard en suivant la
densité de probabilité des incertitudes χx, et représentent donc des points qui pourraient
être obtenus du fait des incertitudes du problème si on sélectionne la solution x. Plus
le nombre d’échantillons n est grand, plus on a une représentation fidèle du voisinage
probabiliste de x et donc plus l’estimation de la robustesse de cette solution sera précise.
Afin d’assurer une bonne représentativité du voisinage par les échantillons, ceux-ci peuvent
aussi être choisis sur un LHS (voir la section 3.8.1) qui garantit une bonne répartition des
points dans l’espace. Cette méthode est par exemple utilisée dans [MS06].

À partir des échantillons de Monte-Carlo, l’espérance et la variance peuvent être esti-
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mées comme suit :

E[f̂(x+ χx)] ' 1
n

n∑

i=1
yi = ȳ, (5.22)

Var(f̂(x+ χx)) ' 1
n− 1

n∑

i=1
(yi − ȳ)2. (5.23)

Le calcul du quantile d’ordre k nécessite dans un premier temps de classer les échan-
tillons par ordre croissant des yi. Le quantile est ensuite estimé par la valeur du dkne-ième
échantillon :

Qk(f̂(x+ χx)) ' ydkne. (5.24)
Plusieurs autres méthodes proposent d’améliorer cette estimation en prenant par exemple
une valeur comprise entre ybknc et ydkne. Des techniques d’échantillonnage adaptatif per-
mettent aussi d’obtenir une meilleure précision. Il n’existe par contre, à notre connaissance,
aucune autre méthode efficace pour calculer la mesure de quantile sans effectuer des tirages
de Monte-Carlo.

Pour réduire la variance des estimations, on peut utiliser la stratégie CRN (« Common
Random Numbers » [YN91]). Elle consiste à conserver la même répartition d’échantillons
dans le voisinage de chaque solution pour laquelle on évalue la robustesse. On peut par
exemple construire un LHS qui respecte la distribution de probabilité de χx puis le trans-
later autour de chaque point x considéré. Cela introduit un certain biais sur le calcul de
robustesse, mais les estimations seront moins bruitées (ce qui peut être intéressant dans
un contexte d’optimisation).

La méthode de Monte-Carlo est une technique d’estimation de la robustesse très ré-
pandue du fait de sa simplicité et de sa généralité. Elle nécessite par contre de réaliser un
grand nombre d’évaluations du modèle f̂ pour obtenir des estimations fiables. Même si ce
modèle de substitution est très réactif, le calcul répété de la robustesse de différents points
peut alors devenir relativement coûteux. C’est pourquoi nous nous sommes penchés sur
d’autres méthodes d’évaluation des mesures de robustesse.

Il est à noter que des stratégies avancées d’échantillonnage adaptatif ont aussi été
développées afin de limiter le nombre de tirages nécessaires. On peut notamment citer
les méthodes de stratification ou d’échantillonnage préférentiel (voir [Caf98, EL07] par
exemple). Nous ne nous sommes pas intéressés à ce type d’approches ici.

5.8.2 Chaos polynomial
La méthode du chaos polynomial [Wie38] non intrusif est couramment utilisée en

analyse de sensibilité et en propagation d’incertitudes afin d’évaluer les distributions de
probabilité des sorties d’un système. Elle consiste à établir un modèle polynomial local
particulier f̂pc autour d’un point x dont on souhaite évaluer la robustesse. Ce modèle est
construit grâce à une base polynomiale spécifique qui facilite l’estimation de l’espérance
et de la variance de la distribution de f̂pc(x+ χx).

Tout comme les données des modèles de substitution classiques doivent être normali-
sées au préalable, les polynômes de chaos sont généralement définis pour des incertitudes
normalisées (loi normale réduite centrée, loi uniforme sur [0, 1], etc.). On supposera donc
ici que l’espace est transformé a priori de manière à ce que les incertitudes définies sur
chaque dimension soient normalisées. Les résultats pourront ensuite être dé-normalisés
pour retrouver leur valeur dans l’espace initial.
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La base polynomiale utilisée dans un chaos polynomial dépend de la distribution des
incertitudes présentes en entrée. Dans le cas d’une loi normale centrée réduite sur la
variable aléatoire χ, on choisit par exemple une baseH de polynômes d’Hermite normalisés
composée de polynômes d’ordre croissant et définis de manière récursive :

H0(χ) = 1,
H1(χ) = χ,

H2(χ) = χ2
√

2
−
√

2,

H3(χ) = χ3
√

6
− 2

√
2
3χ,

...

Hn(χ) = χ√
n
Hn−1(χ)−

√
n− 1
n

Hn−2(χ).

(5.25)

D’autres bases polynomiales ont été établies pour des distributions de probabilité clas-
siques : polynômes de Legendre pour les lois uniformes, polynômes de Laguerre pour les
lois Gamma et polynômes de Jacobi pour les lois Bêta. Chaque variable (xi+χxi) du pro-
blème peut ainsi être décrite avec la base qui correspond à son incertitude (nous garderons
ici la notation «H » même s’il ne s’agit pas forcément de polynômes d’Hermite).

Lorsque la baseH i de chaque variable (xi+χxi) a été déterminée, le polynôme de chaos
multivarié f̂pc s’écrit comme une combinaison des polynômes de chacune de ces bases :

f̂pc(x+ χx) =
∑

α:‖α‖1≤k
cα

nx∏

i=1
Hαi
i (xi + χxi), (5.26)

avec : 



α = (α1, α2, ..., αnx) ∈ Nnx les ordres des polynômes monovariés,
‖α‖1 =

nx∑
i=1

αi,

k ∈ N l’ordre du polynôme de chaos,
cα ∈ R les coefficients du modèle.

Les coefficients cα peuvent être déterminés comme ceux d’un polynôme classique (voir la
section 3.2) à partir d’une base locale d’échantillons d’apprentissage issus de la fonction
objectif f ou bien de son modèle f̂ . Différentes méthodes existent pour choisir la position de
ces échantillons et déterminer les coefficients correspondants dans le cadre des polynômes
de chaos, mais nous ne nous y attarderons pas ici.

Les bases polynomiales servant à construire les polynômes de chaos sont définies de
manière à avoir la propriété d’orthogonalité suivante (qui est liée à la densité pχ de la
variable aléatoire χ) :

∫ ∞

−∞
Ha(z)Hb(z)pχ(z)dz = δab =

{
1 si a = b,

0 sinon.
(5.27)

Pour les polynômes d’Hermite normalisés relatifs à la loi normale centrée réduite, on a
ainsi :

∫ ∞

−∞
Ha(z)Hb(z)e

− z2
2√

2π
dz = δab. (5.28)
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Cette propriété permet de calculer très facilement l’espérance du polynôme :

E[f̂pc(x+ χx)] =
∫

Rnx
f̂pc(z)px+χx(z)dz

=
∫

Rnx


 ∑

α:‖α‖1≤k
cα

nx∏

i=1
Hαi
i (zi)




nx∏

i=1
pxi+χxi (zi)dzi

=
∑

α:‖α‖1≤k
cα

nx∏

i=1

∫ ∞

−∞
Hαi
i (zi)pxi+χxi (zi)dzi

=
∑

α:‖α‖1≤k
cα

nx∏

i=1

∫ ∞

−∞
Hαi
i (zi)H0

i (zi)pxi+χxi (zi)dzi

=
∑

α:‖α‖1≤k
cα

nx∏

i=1
δαi0

= c0.

(5.29)

On obtient de manière similaire sa variance :

Var(f̂pc(x+ χx)) =
∑

α:‖α‖1≤k
c2
α. (5.30)

L’espérance et la variance s’expriment donc très simplement à partir des coefficients du
polynôme de chaos (comme nous le verrons dans la section suivante, on peut en fait calculer
ces valeurs sur n’importe quel polynôme mais de manière plus lourde).

Le chaos polynomial est une méthode assez simple à mettre en œuvre, même s’il faut
reconstruire un nouveau modèle local autour de chaque solution dont on souhaite évaluer la
robustesse. Son inconvénient est que le nombre d’échantillons d’apprentissage nécessaires
à la construction d’un polynôme croît exponentiellement avec la dimension de l’espace et
l’ordre du polynôme. Cette méthode est donc adaptée aux cas où le nombre de paramètres
incertains est relativement faible (le polynôme de chaos pouvant en effet être construit
uniquement sur les variables incertaines du vecteur d’entrée x, même si nous l’avons décrit
ici dans un cadre général), et lorsque la fonction peut être correctement approchée par un
polynôme local d’ordre restreint.

Pour éviter d’avoir à reconstruire complètement un modèle f̂pc à chaque évaluation
de robustesse, certains auteurs ont imaginé une stratégie de modélisation à deux ni-
veaux [FCLB11]. Il s’agit en fait de construire des polynômes de chaos autour d’un certain
nombre de points répartis dans l’espace de recherche, puis de représenter les variations de
chaque coefficient cα en fonction de la position du point x par un modèle de substitution
global. Lorsqu’on souhaite calculer la robustesse d’une nouvelle solution, on obtient ainsi
les coefficients du polynôme de chaos local correspondant à l’aide des modèles de substi-
tution globaux. Dans notre étude, nous ne nous sommes pas penchés sur ces méthodes
évoluées.

5.8.3 Calcul analytique

Au delà des polynômes de chaos, l’espérance et la variance peuvent être calculées
analytiquement sur certains modèles de substitution à partir de leurs coefficients [Jin04].
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Cela permet d’obtenir une estimation plus précise et parfois plus rapide qu’en passant par
un échantillonnage de Monte-Carlo. Ce calcul est possible sur les modèles de la forme :

f̂(x) = a0 + f̂0(x) = a0 +
m∑

i=1
ai

nx∏

j=1
gij(xj), (5.31)

où les ai ∈ R sont les paramètres du modèle et les gij : R→ R des fonctions monovariées.
Les polynômes, le krigeage, les RBF et les MARS rentrent par exemple dans ce cadre,
mais pas les réseaux de neurones.

On pose :

Iij =
∫ ∞

−∞
gij(zj)pxj+χxj (zj)dzj ,

Ii1i2j =
∫ ∞

−∞
gi1j(zj)gi2j(zj)pxj+χxj (zj)dzj .

(5.32)

En un point x dont on veut calculer la robustesse, on a alors :

E[f̂(x+ χx)] = a0 + E[f̂0(x+ χx)]

= a0 +
∫

Rnx
f̂0(z)px+χx(z)dz

= a0 +
∫

Rnx




m∑

i=1
ai

nx∏

j=1
gij(zj)




nx∏

j=1
pxj+χxj (zj)dzj

= a0 +
m∑

i=1
ai

nx∏

j=1

∫ ∞

−∞
gij(zj)pxj+χxj (zj)dzj

= a0 +
m∑

i=1
ai

nx∏

j=1
Iij ,

(5.33)

et :

Var(f̂(x+ χx)) = Var(f̂0(x+ χx))
= E[f̂2

0 (x+ χx)]− E2[f̂0(x+ χx)]

=
∫

Rnx




m∑

i=1
ai

nx∏

j=1
gij(zj)




2

px+χx(z)dz − E2[f̂0(x+ χx)]

=
∫

Rnx




m∑

i1=1

m∑

i2=1
ai1ai2

nx∏

j=1
gi1j(zj)gi2j(zj)


 px+χx(z)dz − E2[f̂0(x+ χx)]

=




m∑

i1=1

m∑

i2=1
ai1ai2

nx∏

j=1

∫ ∞

−∞
gi1j(zj)gi2j(zj)pxj+χxj (zj)dzj


−




m∑

i=1
ai

nx∏

j=1
Iij




2

=




m∑

i1=1

m∑

i2=1
ai1ai2

nx∏

j=1
Ii1i2j


−

m∑

i1=1

m∑

i2=1
ai1ai2

nx∏

j=1
Ii1jIi2j

=
m∑

i1=1

m∑

i2=1
ai1ai2






nx∏

j=1
Ii1i2j


−

nx∏

j=1
Ii1jIi2j


 .

(5.34)
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Les calculs de l’espérance et de la variance du modèle se ramènent ainsi à une évaluation
d’intégrales simples Iij et Ii1i2j à la place d’intégrales multiples. Selon la distribution
de l’incertitude sur (xi + χxi), ces intégrales peuvent être calculées analytiquement ou
bien approchées numériquement. Nous présentons ci-après des exemples de calcul pour les
polynômes et les modèles de krigeage.

La complexité du calcul de l’espérance est liée au nombre m de coefficients ai du
modèle. Pour la variance, la complexité évolue avec le carré de ce nombre de coefficients
car on a affaire à une double somme sur m. Il est donc plus coûteux d’estimer une variance
qu’une espérance.

Espérance et variance d’un polynôme

Un polynôme s’écrit sous la forme d’une combinaison de puissances de x (voir l’équa-
tion (3.1)) :

f̂(x) = a0 +
m∑

i=1
ai

nx∏

j=1
x
αij
j , (5.35)

avec αij ∈ N. Il rentre donc bien dans le cadre défini ci-dessus en posant gij(xj) = x
αij
j . Les

intégrales Iij et Ii1i2j correspondent alors respectivement au moment mαijj d’ordre kij et
au moment m(αi1j+αi2j)j d’ordre (αi1j +αi2j) de la distribution sur la variable (xj +χxj ).

Si on note k le degré maximal des variables du polynôme, on a les inéquations suivantes :
αij ≤ k et αi1j + αi2j ≤ 2k. La moyenne d’un polynôme est donc définie à partir des k
premiers moments des distributions de probabilité sur x, et sa variance à partir des 2k
premiers moments.

Pour un polynôme f̂ , on a donc finalement :

E[f̂(x+ χx)] = a0 +
m∑

i=1
ai

nx∏

j=1
mαijj , (5.36)

Var(f̂(x+ χx)) =
m∑

i1=1

m∑

i2=1
ai1ai2






nx∏

j=1
m(αi1j+αi2j)j


−

nx∏

j=1
mαi1jj

mαi2jj


 . (5.37)

Espérance et variance d’un krigeage ordinaire

Un modèle de krigeage ordinaire doté d’une fonction de corrélation gaussienne peut
s’écrire sous la forme suivante (voir l’équation (3.12)) :

f̂(x) = µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1
e−θj(xj−s

i
j)2

= a0 +
m∑

i=1
ai

nx∏

j=1
e−θj(xj−s

i
j)2
. (5.38)

Le krigeage ordinaire rentre donc dans le cadre défini ci-dessus, avec gij(xj) = e−θj(xj−s
i
j)2

.
Si la variable (xj + χxj ) est dotée d’une distribution uniforme entre α et β, on aura

par exemple :

Iij = 1
β − α

∫ β

α
e−θj(zj−s

i
j)2
dzj

=
√
π
(
erf
(
(β − sij)

√
θj
)
− erf

(
(α− sij)

√
θj
))

2(β − α)
√
θj

,

(5.39)
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et :

Ii1i2j = 1
β − α

∫ β

α
e−θj(zj−s

i1
j )2−θj(zj−si2j )2

dzj

=

√
π

(
erf
((

β − s
i1
j +si2j

2

)√
2θj
)
− erf

((
α− s

i1
j +si2j

2

)√
2θj
))

e−
θj

(
s
i1
j
−si2
j

)2

2

2(β − α)
√

2θj
.

(5.40)

On obtient ainsi une expression quasi analytique de la moyenne et de la variance. Elle
fait appel à la fonction « erf » qui est directement implémentée numériquement dans les
bibliothèques mathématiques.

Des résultats similaires peuvent être exprimés lorsque l’incertitude d’entrée est gaus-
sienne (un calcul proche sur un kriging simple est par exemple présenté dans [Gir04]). Ce
cas est détaillé en annexe. La figure 5.18 donne un exemple de modèle de krigeage ordinaire
à deux dimensions pour lequel on a défini une incertitude gaussienne de variance 0.01 sur
chacune des variables d’entrée. Les résultats obtenus par calcul analytique sont comparés
à des évaluations par tirages de Monte-Carlo effectuées avec 1000 échantillons. On observe
des résultats similaires mais légèrement bruités dans le cas de l’estimation par Monte-Carlo
(alors que le calcul analytique donne des valeurs exactes).

Nous avons détaillé ici le calcul de l’espérance et de variance sur la valeur moyenne
fournie par le modèle de krigeage F̂ . Nous verrons dans la section 5.8.5 qu’il est possible de
donner une meilleure approximation de ces mesures de robustesse en prenant en compte
le cadre bayésien défini par le krigeage.

Espérance et variance d’un krigeage universel

L’espérance et la variance peuvent aussi être exprimées analytiquement sur un mo-
dèle de krigeage universel doté d’une fonction de corrélation gaussienne et d’une base µ
polynomiale (voir [ALC06] par exemple). Le modèle s’écrit alors comme la somme d’un
polynôme et d’un krigeage simple de moyenne nulle, et entre aussi dans le cadre de la
formulation (5.31) avec des fonctions gij(xj) définies comme pour les polynômes jusqu’à
un certain rang puis comme pour le krigeage ordinaire ensuite.

5.8.4 Autres méthodes de calcul des mesures de robustesse
Nous avons abordé ci-dessus les trois principales méthodes de calcul de mesures de

robustesse. Il en existe bien évidemment d’autres, qui sont notamment dédiées à des cas
particuliers. Nous présentons ainsi ci-dessous des approches pour la mesure du pire cas
et pour les mesures liées à une description des incertitudes par intervalle, ainsi qu’une
méthode utilisée en optimisation fiabiliste.

Mesure du pire cas

La mesure du pire cas correspond à un quantile particulier (le quantile d’ordre 1),
mais néanmoins son évaluation peut être réalisée avec des méthodes différentes de celles
utilisées pour les quantiles classiques. Les quantiles sont généralement estimés grâce à des
tirages de Monte-Carlo, mais ce n’est pas vraiment la meilleure approche à suivre pour
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(a) Modèle de krigeage ordinaire
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(b) Espérance par Monte-Carlo
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(c) Espérance analytique
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(d) Variance par Monte-Carlo
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(e) Variance analytique

Figure 5.18 – Calcul de l’espérance et de la variance sur un modèle de krigeage or-
dinaire (a) avec une incertitude gaussienne sur les entrées par la méthode de Monte-
Carlo (b) (d) et par calcul analytique (c) (e).
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la mesure du pire cas. Le calcul de cette mesure correspond en effet à la résolution d’un
problème d’optimisation (voir l’équation (5.6)) : on cherche à trouver la valeur maximale
de l’objectif dans une certaine région de l’espace, qui est définie par le support de la
densité de probabilité des variables incertaines. Il paraît donc évident que la résolution de
ce problème par tirages aléatoires n’est pas la méthode la plus efficace. Il est généralement
préférable d’utiliser un algorithme d’optimisation classique, quel qu’il soit. On peut de plus
bénéficier d’informations sur la dérivée de l’objectif lorsque cette recherche de maximum
est effectuée sur un modèle de substitution, ce qui peut considérablement accélérer la
résolution du problème.

Analyse par intervalles

Lorsque les incertitudes sont modélisées sous la forme d’intervalles de variation (mo-
délisation déterministe), les seules mesures de robustesse utilisables sont la mesure du
pire cas ainsi que la différence des quantiles d’ordre 1 et 0. Comme dans le cas du para-
graphe précédent, il s’agit donc de calculer des quantiles d’ordre extrême et la méthode
de Monte-Carlo n’est pas la plus efficace. L’évaluation des mesures de robustesse peut ici
aussi être effectuée grâce à un algorithme d’optimisation visant à trouver le minimum ou
le maximum de l’objectif dans une région donnée.

La description déterministe des incertitudes se prête aussi à une autre approche : l’ana-
lyse par intervalles. Elle est par exemple mise en œuvre dans [Soa08]. Il s’agit en fait de
propager les intervalles de variation définis sur les entrées afin d’obtenir les intervalles
résultants sur les objectifs du problème. On définit pour cela une arithmétique des in-
tervalles dotée de différentes opérations (comme l’addition : [a, b] + [c, d] = [a + b, c + d],
ou encore la fonction exponentielle : e[a,b] = [ea, eb] pour ne citer que les plus simples).
Cette arithmétique sert à redéfinir chaque fonction objectif f ou bien leur modèle f̂ si
aucune expression analytique de la fonction n’est connue. L’analyse par intervalles permet
donc de calculer l’image d’un intervalle par f , image à partir de laquelle l’estimation de la
robustesse est aisée. Elle reste toutefois relativement coûteuse même si des méthodes ap-
prochées plus efficaces ont aussi été développées. Un autre désavantage de cette approche
est qu’on ne prend généralement pas en considération la dépendance entre les variables
d’une expression. Ainsi, si une même variable apparaît plusieurs fois dans l’expression de
la fonction f elle sera considérée comme autant de variables différentes pouvant varier
librement. L’intervalle obtenu en sortie sera alors bien plus grand que l’intervalle minimal
réel, et la robustesse de la solution sera sous-évaluée.

Probabilité de défaillance

L’optimisation fiabiliste cherche à prendre en compte les effets des incertitudes sur les
contraintes du problème. On souhaite maximiser les chances que celles-ci restent satisfaites
lorsque les paramètres incertains varient. Il faut pour cela pouvoir évaluer des probabilités
de défaillance, c’est-à-dire la probabilité pour qu’une contrainte g soit violée :

P (g(x+ χx) > 0). (5.41)

On est alors dans le cadre de calcul de mesures de type quantile (sous la forme d’un seuil
probabiliste plus précisément).

Cette probabilité peut être estimée grâce à des tirages de Monte-Carlo, mais d’autres
méthodes approchées plus rapides ont été développées pour ce type d’applications. Il s’agit
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des méthodes FORM (« First Order Reliability Method ») et SORM (« Second Order Re-
liability Method »), qui sont par exemple décrites dans [HM00]. Ces méthodes estiment
la probabilité qu’une solution x ne satisfasse pas la contrainte g à partir de la distance
entre la solution et la contrainte (dans un espace normalisé). En effet, plus la contrainte
est éloignée de la solution considérée et plus la probabilité de défaillance est faible. Cette
distance est obtenue en recherchant le point de défaillance le plus probable x∗, qui corres-
pond au point le plus proche de x et qui soit situé sur la limite imposée par la contrainte g.
Ce point est généralement trouvé à l’aide d’un algorithme de descente. La probabilité de
défaillance pour la solution x est ensuite estimée en faisant une approximation linéaire
(dans le cas de la méthode FORM) ou bien du second ordre (pour la méthode SORM) de
la contrainte g en x∗.

Il s’agit donc de méthodes relativement simples qui permettent d’estimer une mesure
de seuil probabiliste. Leur approximation n’est toutefois valable que sous certaines hy-
pothèses : les contraintes doivent par exemple être suffisamment lisses pour pouvoir être
approchées par un modèle du premier ou second ordre, on considère qu’il n’y a qu’un
seul point de défaillance le plus probable, etc. De nombreuses variantes de ces méthodes
ont été proposées pour affiner ces résultats, mais les calculs se complexifient alors avec la
généralité de l’approche.

5.8.5 Erreur sur l’estimation des mesures de robustesse

Nous venons de présenter plusieurs méthodes utilisées pour calculer des mesures de
robustesse. L’estimation de la robustesse d’une solution se base généralement sur un modèle
de substitution de la fonction objectif initiale, car un calcul direct serait bien trop coûteux.
Comme tout modèle, cette représentation est entachée d’une certaine erreur : on peut
donc se demander quel est l’impact de l’erreur de modélisation de l’objectif sur les valeurs
de robustesse obtenues. La connaissance de cette erreur sur l’estimation des mesures de
robustesse permettra par la suite de mettre en place des techniques de plans d’expériences
adaptatifs dédiées à l’optimisation robuste comme nous le verrons dans la section suivante.

Qu’elles fassent appel ou non à un modèle de substitution, la plupart des méthodes
de calcul ne fournissent en fait que des estimations des mesures de robustesse. L’erreur
d’estimation en elle-même pourrait donc aussi être prise en compte. Nous n’allons pas nous
y intéresser ici, car l’objectif est plutôt d’étudier les effets de l’utilisation d’un modèle de
substitution pour les calculs de robustesse. De plus, cette erreur d’estimation est nulle
lorsque la robustesse est évaluée de manière analytique : la seule erreur à considérer dans
ce cas est l’erreur liée au modèle. C’est notamment sur cette approche que nous allons
nous pencher.

Nous détaillons ci-dessous deux méthodes permettant d’estimer l’erreur due au modèle
de substitution lors de l’évaluation d’une mesure de robustesse ρ. Le but est de calculer
la variance de l’estimateur de cette mesure pour donner un intervalle de confiance à ses
estimations. Les deux approches se basent sur une description du modèle f̂ sous la forme
d’un processus stochastique F̂ qui fournit une estimation de la variance de ses prédictions.
Il peut être obtenu directement dans le cas d’un modèle de krigeage ou bien par bootstrap
(voir la section 3.7.2). Une première possibilité est d’appliquer la méthode générale de
Monte-Carlo, alors que la seconde est plus spécifiquement liée au calcul analytique de la
robustesse sur un modèle de krigeage.
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Estimation de l’erreur par Monte-Carlo

L’approche la plus simple et la plus évidente pour évaluer l’erreur commise sur l’estima-
tion de la robustesse d’une solution x du fait de l’utilisation d’un modèle de substitution f̂
est d’effectuer des tirages de Monte-Carlo.

Le processus stochastique F̂ qui décrit les incertitudes du modèle f̂ est en effet un
modèle aléatoire dont on peut tirer différentes réalisations f̂i. Dans le cas d’un modèle de
krigeage, ces réalisations sont obtenues en faisant des simulations de processus gaussien
à partir des paramètres du modèle (voir la section 3.4.3). Si par contre l’erreur du mo-
dèle est évaluée par bootstrap, les modèles f̂i obtenus avec cette méthode peuvent être
réutilisés directement (cela revient alors à estimer l’erreur sur la mesure de robustesse par
bootstrap). L’évaluation de la robustesse de x sur chacun des modèles f̂i obtenus donne
un ensemble d’échantillons de Monte-Carlo ρ(f̂i(x+χx)) de la mesure de robustesse. Ces
échantillons permettent d’approcher la distribution de l’estimateur de ρ(f(x + χx)) et
donc de déterminer sa variance et son intervalle de confiance.

Le tirage de réalisations possibles de f̂ en fonction de son incertitude permet ainsi
d’évaluer l’erreur commise sur une mesure de robustesse basée sur ce modèle. L’inconvé-
nient de cette méthode est qu’il est nécessaire effectuer un grand nombre de tirages pour
obtenir une estimation fiable, et comme les échantillons sont ici des modèles de substitution
complets, cela peut avoir un coût relativement important.

Calcul analytique de l’erreur

Lorsque la robustesse est évaluée de manière analytique sur un modèle de krigeage, il
est aussi possible de calculer analytiquement l’erreur induite par le modèle sur la mesure
de robustesse. Le krigeage est en effet défini comme un processus gaussien F̂ doté d’une
estimation de son incertitude. Nous avons présenté plus haut le calcul des mesures d’espé-
rance et de variance sur un modèle de krigeage. La robustesse ρ y était évaluée à partir de
la valeur moyenne f̂ du processus F̂ . En se replaçant véritablement dans le cadre bayésien
défini par le krigeage, on peut aussi calculer ces mesures directement sur F̂ . Ce sont alors
des variables aléatoires ρ(F̂ (x+ χx)) dont on peut estimer la moyenne et la variance. Le
détail des calculs abordés ici est présenté en annexe.

Pour plus de clarté, nous noterons « Eχ » l’espérance par rapport aux incertitudes
sur les variables d’entrée (utilisée dans les calculs de robustesse), et « E » représentera
l’espérance relative à la variabilité du modèle stochastique F̂ . L’opérateur de variance
sera indicé de la même manière.

Pour la mesure de l’espérance, l’équation (5.33) correspond ainsi au calcul de :

Eχ[f̂(x+ χx)] = Eχ[E[F̂ (x+ χx)]] = E[Eχ[F̂ (x+ χx)]], (5.42)

car les deux opérateurs d’espérance peuvent être intervertis. Le calcul de la valeur moyenne
de la mesure d’espérance sur F̂ donne donc le même résultat que le calcul de l’espérance
sur f̂ . On peut aussi exprimer la variance Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) de cette mesure de robus-
tesse.

Pour la mesure de la variance (équation (5.34)), on a par contre :

Varχ(f̂(x+ χx)) = Varχ(E[F̂ (x+ χx)])
= E[Varχ(F̂ (x+ χx))] + Var(Eχ[F̂ (x+ χx)])− Eχ[Var(F̂ (x+ χx))].

(5.43)
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Sauf cas particulier, la valeur moyenne de la variance sur F̂ n’est donc pas égale à la valeur
obtenue avec f̂ car les opérateurs de variance ne sont pas interchangeables. Le calcul de
cette mesure de robustesse sur F̂ demande un peu plus de travail. On peut aussi évaluer
sa variance Var(Varχ(F̂ (x+ χx))).

Les calculs analytiques pour les mesures de l’espérance, de la variance ainsi que de
l’agrégation espérance/écart-type sur un modèle de krigeage ordinaire doté d’une fonction
de corrélation gaussienne sont détaillés en annexe pour des incertitudes d’entrée gaus-
siennes. Nous nous sommes basés ici sur les résultats présentés dans [ALC06], mais d’autres
calculs similaires sont donnés dans [OO04, Vil08, JLR12]. À partir de l’estimation d’erreur
fournie par le modèle de krigeage, on peut donc évaluer analytiquement l’erreur commise
sur l’évaluation des mesures de robustesse et calculer leur intervalle de confiance.

La complexité des calculs d’espérance et de variance est liée au nombrem de coefficients
du modèle de substitution. Le coût de l’évaluation de E[Eχ[F̂ (x + χx)]] varie ainsi en
fonction de m, alors que celui de Var(Eχ[F̂ (x + χx)]) et de E[Varχ(F̂ (x + χx))] varie
avec m2. Le calcul de Var(Varχ(F̂ (x + χx))) est quant à lui plus complexe car son coût
est fonction de m4.

5.9 Plans d’expériences adaptatifs pour l’optimisation ro-
buste

La construction adaptative de plans d’expériences est employée en optimisation dé-
terministe classique afin d’améliorer les modèles de substitution dans les zones d’intérêt
(voir la section 4.6.3). Des techniques similaires peuvent être mises en œuvre dans le cadre
de l’optimisation robuste grâce aux estimations d’erreur sur les mesures de robustesse
présentées ci-dessus. La connaissance de ces erreurs permet en effet de guider la sélection
de nouveaux échantillons à ajouter au plan d’expériences dans le but de mieux prédire
la robustesse des solutions. [ALC06] utilisent par exemple cette information pour réduire
l’espace de recherche dans lequel les échantillons sont choisis. Le domaine de l’optimisation
robuste n’étant encore pas totalement mature, les études décrivant des méthodes de plans
d’expériences adaptatifs dédiées sont relativement rares et récentes.

La méthode la plus populaire de construction adaptative de plans d’expériences pour
l’optimisation déterministe mono-objectif est l’algorithme EGO [JSW98], basé sur le critère
EI d’amélioration espérée. Des auteurs ont donc proposé d’étendre ce critère à l’optimisa-
tion robuste :

EI(ρ(F̂ )) = argmax
x∈X

E[max(0, ρmin − ρ(F̂ (x+ χx)))]. (5.44)

L’article [LSN04] développe par exemple un algorithme basé sur ce critère pour résoudre un
problème d’optimisation robuste où l’objectif est de minimiser l’espérance ou la variance
d’une fonction représentée à l’aide d’un modèle de krigeage (cet algorithme peut aussi
prendre en compte une contrainte en multipliant EI par la probabilité que la contrainte
soit respectée au point considéré, comme suggéré dans [Sch97]).

L’utilisation du critère EI nécessite de définir la valeur de référence ρmin par rapport à
laquelle on évalue l’amélioration. En optimisation déterministe classique, on prend généra-
lement la plus petite valeur connue de l’objectif, c’est-à-dire celle du meilleur point évalué
jusqu’alors sur la fonction de référence. La différence est qu’ici l’objectif est une mesure
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de robustesse estimée à partir d’un modèle de cette fonction de référence. Si en optimisa-
tion classique il suffit d’évaluer un échantillon sur la fonction de référence pour connaître
parfaitement la performance d’une solution, pour connaître la robustesse d’une solution il
n’est pas suffisant d’avoir la valeur de sa performance ponctuelle : il faut aussi connaître la
performance des points dans le voisinage défini par les incertitudes. L’objectif de robustesse
ne peut donc pas être connu avec certitude. Comme le font remarquer [WSN00, Jur07],
ρmin peut donc être considérée comme une variable aléatoire (sa moyenne et sa variance
étant fournies par le modèle). Le point minimal qui sert à déterminer la valeur de ρmin est
tout de même généralement choisi parmi les points du plan d’expériences.

Au delà de la nouvelle définition de l’amélioration espérée que nous venons de décrire, il
existe une autre différence par rapport à l’optimisation déterministe classique : on ne peut
pas directement ajouter au plan d’expériences une solution intéressante localisée à l’aide de
ce critère. EI fournit en effet un point repéré par des valeurs nominales uniquement, sans
considération des paramètres incertains. Les incertitudes sont masquées par la mesure de
robustesse ρ qui ne prend en entrée que des valeurs nominales x pour analyser ensuite en
interne leur voisinage défini par les incertitudes χx. Si on ajoute au plan d’expériences la
solution trouvée grâce à EI, on n’évaluera donc jamais la fonction de référence en dehors de
la valeur nominale des paramètres environnementaux par exemple. La recherche de points
améliorants se fait donc généralement en deux temps : on recherche tout d’abord dans
l’espace des valeurs nominales le point qui présente la meilleure espérance d’amélioration
de la robustesse (critère EI), puis on cherche ensuite dans l’espace des incertitudes le point
qui va permettre d’améliorer l’estimation de la robustesse du point précédent. Plusieurs
stratégies existent pour ce second choix. [LSN04] proposent ainsi de prendre le point le plus
éloigné possible des autres échantillons d’apprentissage, [Jur07] choisit le point du voisinage
qui possède la plus grande erreur de modélisation (en la pondérant par la probabilité du
point vis-à-vis des incertitudes du problème), et [WSN00, JLR12] recherchent le point qui,
une fois ajouté au plan d’expériences, va minimiser l’erreur sur la robustesse du point
nominal sélectionné dans la première étape.

L’extension d’algorithmes de type EGO à l’optimisation robuste permet donc de trou-
ver efficacement des solutions optimales en choisissant intelligemment les points à évaluer
sur la fonction de référence. Ces méthodes sont par contre généralement restreintes à l’uti-
lisation de modèles de krigeage et aux mesures de l’espérance et de la variance, du fait des
facilités de calcul que cela apporte. Le cas des plans d’expériences adaptatifs pour l’opti-
misation robuste multiobjectifs est à notre connaissance pratiquement inexistant dans la
littérature.
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Le deuxième cas d’application que nous allons traiter dans cette étude (voir le cha-
pitre 2) est un problème d’optimisation multidisciplinaire. Ce domaine étudie l’optimisa-
tion de systèmes qui font intervenir plusieurs disciplines interdépendantes. Il s’agit géné-
ralement de systèmes complexes pour lesquels les approches classiques sont inapplicables.
Elles se heurtent en effet à la grande taille de ces systèmes, dont l’évaluation globale
est le plus souvent extrêmement coûteuse (voire parfois impossible directement). Le fait
de les décomposer en différents sous-systèmes permet donc de rendre leur optimisation
réalisable. Nous présentons dans ce chapitre diverses méthodes existantes d’optimisation
multidisciplinaire, ainsi que l’utilisation de modèles de substitution pour résoudre ce type
de problèmes. Comme dans le cas de l’optimisation « monodisciplinaire », nous allons
aussi nous intéresser à la prise en compte d’incertitudes dans le problème. La propagation
d’incertitudes au sein des systèmes multidisciplinaires ainsi que l’optimisation multidisci-
plinaire robuste sont décrites dans la dernière partie de ce chapitre.

6.1 Optimisation multidisciplinaire
L’optimisation multidisciplinaire (OMD) est un pan de l’optimisation qui s’intéresse

aux systèmes complexes constitués de plusieurs sous-systèmes interdépendants. En ef-
fet, nous nous sommes situés jusqu’à maintenant dans le cadre de l’optimisation mono-
disciplinaire où l’ensemble du système à optimiser est considéré comme une unique boîte
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noire. Mais certains systèmes sont souvent bien trop importants pour pouvoir être traités
ainsi. Sur ces systèmes, toute approche directe est difficile voire impossible, et il devient
nécessaire de les voir comme des « boîtes grises », c’est-à-dire de décomposer la boite noire
en différents constituants. On décrit donc un système comme un ensemble de sous-systèmes
(aussi appelés « disciplines ») interconnectés.

Les sous-systèmes peuvent être distribués dans différents lieux, ou gérés par différents
départements d’une entreprise par exemple, ce qui rend alors les approches classiques
inapplicables. Des méthodes spécifiques ont donc été développées pour traiter ce type de
problèmes. La difficulté de l’optimisation multidisciplinaire réside dans la prise en compte
des différentes relations entre les sous-systèmes : on ne souhaite pas en effet optimiser
chacune des disciplines une par une, mais bien l’ensemble du système global, c’est-à-
dire les disciplines avec leurs interdépendances. Les systèmes complexes impliquent de
plus des domaines d’expertise variés (comme la mécanique des structures, la mécanique
des fluides, l’énergétique, la thermodynamique, etc.) avec une culture et un vocabulaire
différents pour les spécialistes de chaque discipline, qui n’ont qu’une connaissance très
partielle des autres domaines et des problèmes et contraintes rencontrés. Le but recherché
en optimisation multidisciplinaire est donc de faciliter les échanges entre les disciplines
afin qu’elles convergent ensemble vers une solution optimale globale.

Les problématiques multidisciplinaires sont très répandues dans l’industrie, notamment
dans le secteur aéronautique et spatial. [SSH97] présente une vue d’ensemble du domaine
et de ses récents progrès, et [Bar98] détaille plusieurs exemples de problèmes concrets
qu’on peut rencontrer.

Un exemple simple de système multidisciplinaire comportant deux disciplines seule-
ment est représenté sur la figure 6.1. Le système possède différentes variables d’entrées, qui
peuvent être des variables de décision d ou bien des paramètres environnementaux e fixés.
Les disciplines communiquent entre elles par des variables de couplage l, et on retrouve
en sortie les objectifs f et les contraintes g du problème. Dans le cadre de l’optimisation
multidisciplinaire, les variables d’entrées sont aussi parfois différenciées en variables locales
(pour une variable qui n’affecte qu’une seule discipline) et variables partagées (pour les
autres variables). Dans notre exemple, e serait ainsi un ensemble de variables locales à la
Discipline 1 et d un ensemble de variables partagées par les deux disciplines.

Certaines entrées de disciplines proviennent de sorties d’autres disciplines. Ces liens in-
terdisciplinaires sont représentés par les variables de couplage l (parfois appelées variables
d’interaction). La modification de la sortie de l’une des disciplines peut donc impacter les
autres par l’intermédiaire de ces variables, ce qui va altérer les sorties des autres disciplines
qui pourront à leur tour avoir un effet sur la discipline initiale. Selon l’influence de ces
interactions entre les disciplines et le nombre de variables de couplage dans le système, on
parle de couplage faible ou fort entre les disciplines. Un couplage faible traduit une cer-
taine indépendance entre les disciplines, alors qu’un couplage fort indique que la moindre
modification au sein d’une discipline aura un impact important sur l’ensemble des autres
sous-systèmes. Le problème de l’analyse multidisciplinaire est de parvenir à un équilibre
entre toutes les disciplines en résolvant les différents bouclages présents (c’est-à-dire en
trouvant des valeurs stables pour les variables de couplage l qui conviennent à toutes les
disciplines). Plusieurs méthodes existent pour faire converger ces variables de couplage.
Elles peuvent être gérées par le système lui-même, ou bien être intégrées à la formulation du
problème d’optimisation. Les différentes méthodes d’optimisation multidisciplinaire sont
présentées dans la section suivante.
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Figure 6.1 – Un exemple simple de système multidisciplinaire.

6.2 Méthodes d’optimisation multidisciplinaire
Les systèmes multidisciplinaires ne peuvent pas être traités avec les approches clas-

siques du fait de leurs particularités. Des méthodes spécifiques ont donc été développées.
On distingue deux approches générales pour la résolution de problèmes d’optimisation
multidisciplinaire [TM06] : d’un côté la stratégie mononiveau dans laquelle le système est
optimisé d’un seul tenant par une optimisation globale, et de l’autre la stratégie mul-
tiniveaux où l’optimisation se déroule aussi plus localement au niveau des disciplines.
Nous présentons ci-dessous les principales formulations rencontrées dans chacune de ces
stratégies (voir aussi [Cle09] pour une présentation générale des différentes formulations
d’optimisation multidisciplinaire).

6.2.1 Méthodes mononiveau

Dans les méthodes mononiveau, les choix de conception sont réalisés au niveau global.
Les disciplines permettent quant à elles de modéliser les différents phénomènes physiques
qui entrent en jeu dans le système. Les trois principales formulations mononiveau sont
présentées dans [CDF+94] : il s’agit des formulations MDF (« Multi Discipline Feasible »),
AAO (pour « All At Once ») et IDF (« Individual Discipline Feasible »). Ces méthodes
sont directes et faciles à implémenter, mais elles sont toutefois restreintes aux problèmes
de petite taille car elles impliquent une optimisation globale du système entier.

MDF

La formulation « Multi Discipline Feasible » est la méthode la plus classique et la
plus répandue dans l’industrie. L’optimisation des variables de décision est réalisée à un
niveau global, le système tout entier étant considéré comme une boîte noire. Le couplage
entre les disciplines est résolu par une analyse multidisciplinaire interne au système à
chaque évaluation demandée par l’optimiseur global. C’est donc le système lui-même qui
assure en interne la convergence des variables de couplage. L’avantage de ce procédé est

129



CHAPITRE 6. OPTIMISATION MULTIDISCIPLINAIRE

que la faisabilité du système est garantie durant toute l’optimisation (d’où le nom de
cette méthode). L’analyse couplée effectuée à chaque itération peut toutefois rendre cette
méthode assez coûteuse car elle ne tire pas parti de la décomposition en sous-systèmes.

IDF

Afin de ne pas multiplier le nombre d’analyses couplées, la formulation « Individual
Discipline Feasible » traite les variables de couplage de manière différente. Les liens directs
entre les disciplines sont en effet remplacés par des contraintes d’égalités dans le problème
d’optimisation global. Ces contraintes spécifient que les différentes variables de couplage
doivent avoir la même valeur en entrée et en sortie des disciplines. Il y a ainsi autant
de contraintes d’égalités que de variables de couplage. C’est donc l’optimiseur global qui
contrôle les communications interdisciplinaires et qui garantit la cohésion entre les disci-
plines. Le fait de ne pas réaliser d’analyse couplée en interne permet de gérer le cas de
configurations impossibles pour lesquelles on ne peut pas assurer de cohérence physique du
système et donc trouver de valeur commune pour les variables de couplage. L’optimiseur
n’aura aucun problème avec ce genre de configurations, alors que l’approche MDF pourrait
rester bloquée dans de vaines tentatives de convergence interne. Par contre, si le nombre
de variables de couplage est grand il faut traiter un grand nombre de contraintes et l’opti-
misation devient plus complexe. La faisabilité globale du système n’est ici garantie qu’à la
convergence, mais la faisabilité locale de chaque discipline est maintenue en permanence
(car les disciplines gèrent elles-mêmes leurs contraintes locales). On ne perd ainsi pas de
temps à assurer la faisabilité globale lorsqu’on est loin de l’optimum, mais il est nécessaire
d’attendre la fin de l’optimisation pour obtenir une solution réalisable.

AAO

Comme dans la formulation IDF, la cohésion des variables de conception dans la for-
mulation « All At Once » est assurée par des contraintes d’égalité globales. La différence
est qu’ici les sorties disciplinaires sont aussi déterminées au niveau global. Les équations
régissant le comportement des disciplines sont en effet intégrées au problème général sous
la forme de contraintes d’égalité. Cela permet de gérer directement l’ensemble du problème
afin de converger plus rapidement vers une solution optimale. La totalité du système se
retrouve explicitée au niveau global, qui assure lui-même le calcul de chaque discipline
et la résolution des couplages, d’où le nom de cette méthode. Cette formulation peut
être très efficace pour la résolution de certains problèmes, mais sa convergence n’est pas
toujours assurée. Dans le cas où le nombre de disciplines et de variables de couplage est
important et lorsque les équations disciplinaires sont fortement non linéaires, le problème
devient rapidement complexe. Ici aussi, la faisabilité du système n’est garantie qu’à la
convergence.

6.2.2 Méthodes multiniveaux
Au delà des méthodes mononiveau qui sont restreintes à des problèmes de petite taille,

des méthodes plus élaborées ont été développées afin de mieux tirer parti du découpage
en disciplines et de pouvoir ainsi traiter des systèmes de taille plus importante. Si les mé-
thodes mononiveau utilisent un seul optimiseur global, les méthodes multiniveaux mettent
quant à elles en place des boucles d’optimisation à plusieurs étages différents. On distingue
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le plus souvent deux niveaux : l’un global comme précédemment, et l’autre plus local re-
latif aux disciplines qui prennent à leur charge une partie de l’optimisation. La gestion de
certaines variables est ainsi décentralisée vers les disciplines, qui optimisent elles-mêmes
leurs variables locales par exemple. Ces méthodes permettent à chaque discipline de tra-
vailler indépendamment et de participer aux choix de conception. La cohérence globale du
système est gérée par l’optimiseur global qui fédère le tout et s’assure qu’on se dirige vers
un optimum global. On parle alors de conception distribuée.

La difficulté des approches multiniveaux est d’assurer la convergence globale de l’opti-
misation. Le fait de déléguer certaines optimisations aux disciplines rend en effet le contrôle
global du système beaucoup plus complexe. Dans le cas de systèmes de taille modeste, on
préfère parfois utiliser une approche mononiveau plus simple et qui permet de garantir la
convergence de l’optimiseur. Mais pour des systèmes plus importants la décentralisation
est une nécessité, et différentes stratégies ont donc été proposées pour tenter de converger
vers une « bonne solution ». Le principe des trois principales formulations multiniveaux
utilisées aujourd’hui est présenté ci-dessous.

CO

Au sein de la formulation « Collaborative Optimisation » [AL02], l’optimisation se fait
sur deux niveaux et la gestion des couplages entre disciplines est réalisée par des contraintes
d’égalité au niveau global. Cette formulation reproduit schématiquement le fonctionnement
d’une entreprise, où une entité générale fournit des consignes aux disciplines qui essayent
de les respecter au mieux. Des consignes sur les valeurs des variables de couplage sont
ainsi envoyées par l’optimiseur global aux disciplines. Celles-ci cherchent alors les valeurs
des paramètres de décision pour répondre au mieux à ces consignes (elles réalisent une
minimisation de l’erreur par rapport aux consignes) tout en respectant leurs contraintes
locales. La faisabilité de chaque discipline est donc assurée en permanence. Le système
global tente ensuite de minimiser les objectifs généraux en respectant les contraintes glo-
bales et les contraintes d’égalité pour les variables de couplage et les variables partagées
en réitérant cet envoi de consignes jusqu’à la convergence.

BLISS

La formulation « Bi-Level Integrated System Synthesis » [SSAS98] est elle aussi une
méthode à deux niveaux, mais dans laquelle les variables de couplages sont gérées en interne
par une analyse multidisciplinaire. L’analyse couplée du système pour une solution initiale
donnée permet d’évaluer les fonctions objectifs et les contraintes du problème global en
ce point. Des approximations linéaires de ces fonctions sont alors construites à partir de
leur gradient, et les variables locales aux disciplines sont optimisées par rapport à ces
approximations. On fait de même au niveau global pour ajuster les variables globales. Le
calcul est ensuite poursuivi de manière itérative à partir de la nouvelle solution obtenue,
jusqu’à converger vers une solution intéressante.

CSSO

La formulation « Concurrent Sub-Space Optimisation » [Sob89] est une approche dé-
centralisée dans laquelle chaque discipline tente d’optimiser le problème global en utili-
sant des modèles approchés des autres disciplines. Dans cette méthode, les paramètres

131



CHAPITRE 6. OPTIMISATION MULTIDISCIPLINAIRE

de conception sont distribués entre les disciplines : chaque discipline va ainsi optimiser
certains paramètres du problème. La responsabilité de la satisfaction des contraintes est
aussi répartie entre les différentes disciplines. Pour mener à bien leur optimisation, les
disciplines se basent sur des approximations du second ordre construites à partir des dé-
rivées (ou bien plus généralement des modèles polynomiaux selon les implémentations)
qui leur permettent de modéliser de manière locale le comportement des autres disciplines
du système. Ces modèles approchés sont améliorés progressivement au cours des itéra-
tions de l’optimisation. Au niveau global, l’optimiseur utilise aussi des approximations des
disciplines pour guider le système vers un optimum global.

6.3 Modèles de substitution en optimisation multidiscipli-
naire

L’optimisation d’un système multidisciplinaire est un processus complexe qui peut
très rapidement devenir coûteux dès lors que certaines disciplines font appel à des simu-
lations assez lourdes et peu réactives. Pour accélérer la résolution d’un problème, on peut
alors s’aider de modèles de substitution plus rapides qui vont guider l’optimisation de
manière efficace. Toutes les techniques de modélisation avancée peuvent être employées
dans ce cadre. L’article [STBV08] rappelle l’historique de l’utilisation de modèles de sub-
stitution en optimisation multidisciplinaire et fait le point sur les nouvelles techniques
mises en œuvre aujourd’hui (comme la construction de plans d’expériences, les modèles
multi-fidélité ou encore l’utilisation de mélanges d’experts).

Une première utilisation possible des modèles de substitution est de remplacer une dis-
cipline trop coûteuse. [PLRRB09] présente ainsi une résolution de problème couplé grâce
à des modèles de type POD (« Proper Orthogonal Decomposition ») pour représenter
chacune des disciplines d’un système. Les POD sont des modèles spécifiques partielle-
ment basés sur la connaissance de la physique particulière de la discipline, mais n’importe
quel autre type de modèle pourrait être utilisé pareillement. Les modèles de substitution
sont construits et validés a priori, puis on les intègre au système à la place de la disci-
pline qu’ils représentent. Ces modèles doivent être précis sur l’ensemble du domaine de
variation des entrées de la discipline, car on ne sait pas au préalable la zone qui sera par-
courue au cours de l’optimisation. On peut par exemple utiliser les techniques de plans
d’expériences adaptatifs pour l’amélioration globale de modèles (voir la section 3.8.2) afin
d’obtenir un modèle d’erreur restreinte. Une fois les disciplines coûteuses remplacées, on
peut alors résoudre le problème d’optimisation multidisciplinaire de façon classique avec
n’importe quelle formulation. L’avantage de ces modèles de substitution disciplinaires est
qu’ils peuvent être réutilisés pour différentes optimisations incluant la même discipline,
voire au sein de différents systèmes.

On peut encore construire directement des modèles de substitution des objectifs et
des contraintes du problème afin de faciliter la recherche du point optimal, comme cela se
fait classiquement en optimisation monodisciplinaire. Les modèles construits dans ce but
peuvent bénéficier des techniques de plans d’expériences adaptatifs pour l’optimisation.
Dans le cadre de formulations MDF, [SKMM98] et [Jur09] approchent par exemple les ob-
jectifs par des modèles polynomiaux, des modèles de krigeage ou bien des SVM (« Support
Vector Machines »).

Les formulations multiniveaux ont aussi été adaptées à l’utilisation de modèles de sub-
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stitution pour les rendre plus efficaces. L’article [ZTW09] présente ainsi une version de
CO basée sur des modèles MLS (« Moving Least Squares »). La modélisation y intervient
à la fois au niveau disciplinaire avec des modèles multifidélité, et au niveau global où
l’optimisation est réalisée par une méthode de région de confiance. Une extension de la
formulation BLISS (nommée BLISS 2000 [SSAPS03]) fait aussi utilisation d’approxima-
tions polynomiales pour guider les itérations de l’algorithme. [SBR96] présente enfin une
adaptation de CSSO qui utilise des réseaux de neurones.

6.4 Incertitudes en optimisation multidisciplinaire
Tout comme les autres systèmes plus classiques, les systèmes multidisciplinaires peuvent

être soumis à des incertitudes affectant leurs paramètres d’entrée. Une solution optimale
choisie à partir des résultats d’une optimisation purement déterministe pourra alors voir
ses performances se dégrader du fait de ces incertitudes. Dans un tel contexte, il est im-
portant de quantifier l’impact des paramètres incertains sur les solutions obtenues. Si des
approches classiques de gestion d’incertitudes peuvent être appliquées à certains systèmes
multidisciplinaires (en considérant le système complet sous la forme d’une boîte noire),
elles sont généralement bien trop onéreuses pour être utilisées en pratique. Des méthodes
spécifiques ont donc été développées afin de prendre en compte la décomposition en dif-
férents sous-systèmes. Nous présentons ainsi ci-dessous le principe de la propagation d’in-
certitudes au sein d’un système multidisciplinaire. La quantification des incertitudes et de
leur impact sur le système permet par la suite de rechercher des optima robustes, c’est-à-
dire des solutions relativement peu sensibles aux variations engendrées par les paramètres
incertains.

6.4.1 Propagation d’incertitudes

Pour étudier l’effet des incertitudes sur un système multidisciplinaire, il faut réali-
ser une propagation d’incertitudes au sein du système. La propagation consiste à suivre
l’évolution des incertitudes au travers de l’ensemble du système pour connaître leur effet
final sur les objectifs et les contraintes du problème. Un exemple de système multidis-
ciplinaire soumis à des incertitudes sur les paramètres environnementaux e est présenté
sur la figure 6.2. Les incertitudes en entrée sont définies sous la forme de distributions
de probabilité qui engendrent des distributions résultantes sur les sorties du système. Ces
distributions en sortie ne sont initialement pas connues, et le but de la propagation d’in-
certitudes est donc de les estimer.

Le principe de la propagation d’incertitudes est simple (voir [DWC00] par exemple).
Elle consiste à calculer l’influence des incertitudes sur les sorties d’une discipline don-
née, puis à transmettre cette information aux autres disciplines qui feront de même. Les
incertitudes vont ainsi se propager à travers tout le système. Pour mettre en place une
propagation d’incertitudes, il faut donc que chaque discipline calcule la distribution de pro-
babilité résultante sur ses sorties à partir de l’incertitude présente sur ses entrées. Cette
incertitude de sortie peut ensuite être transmise aux autres disciplines qui prendront à
leur tour ces données comme entrées. La propagation continue ainsi entre les différentes
disciplines jusqu’à ce qu’un équilibre soit atteint dans le système. Au final, on obtient les
distributions de l’incertitude sur les objectifs et les contraintes du problème. La connais-
sance des incertitudes en sortie pour une solution donnée permet d’évaluer sa robustesse
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Figure 6.2 – Exemple de propagation d’incertitudes au sein d’un système multidisci-
plinaire simple. Les incertitudes proviennent des paramètres environnementaux et sont
propagées jusqu’aux objectifs et aux contraintes du problème.

et les possibles variations que pourront subir sa performance et sa fiabilité.
La propagation d’incertitudes nécessite que les disciplines puissent échanger entre elles

des informations sur l’incertitude affectant les variables de couplage l. Dans l’idéal, il fau-
drait que chacune de ces variables soit représentée par une distribution de probabilité dé-
crivant ses possibles fluctuations. Cela semble compliqué en pratique, et on transmet donc
seulement certaines caractéristiques de cette distribution. Dans leurs études, les auteurs
des articles [DC05] et [LCK+06] propagent ainsi uniquement la moyenne et la variance des
distributions en supposant que les incertitudes sont gaussiennes, et [GRB+00] et [LA08]
transmettent l’incertitude entre les disciplines sous la forme d’intervalles de variation. Dans
ce cas, une variable de couplage initiale sera donc remplacée par deux nouvelles variables
différentes. Il faut de plus que chaque discipline soit capable de traiter ces informations
incertaines pour calculer les caractéristiques de ses distributions d’incertitude en sortie.
Cela nécessite à chaque appel de réaliser plusieurs simulations de la discipline afin d’éva-
luer les variations de ses sorties (on peut bien évidemment se baser sur des modèles de
substitution pour faciliter ces calculs). La propagation d’incertitudes au sein d’un système
multidisciplinaire peut donc devenir très coûteuse selon la complexité de ces évaluations.
L’équilibre général du système sera aussi plus long à atteindre du fait du plus grand nombre
de variables de couplage présentes (qui implique un nombre plus important de bouclages
à résoudre).

Comme expliqué dans [CAR+05] par exemple, la mise en œuvre d’une propagation
d’incertitudes au sein d’un système multidisciplinaire déjà existant est relativement dif-
ficile. Elle nécessite en effet d’apporter de nombreuses modifications au système afin que
les disciplines puissent traiter les incertitudes et échanger des informations incertaines les
unes avec les autres. À titre d’illustration, les modifications à apporter au système de
la figure 6.1 pour mettre en place une propagation d’incertitudes sont représentées sous
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la forme de pointillés sur la figure 6.2 : l’ensemble des disciplines ainsi que les variables
de couplage devront être adaptés. Il parait donc plus sage de prévoir la propagation des
incertitudes lors de la phase de conception d’un nouveau système plutôt qu’a posteriori,
afin d’implémenter directement les liens interdisciplinaires essentiels à la prise en compte
des incertitudes ainsi que les traitements afférents à l’intérieur de chaque discipline.

La gestion des incertitudes dans un système multidisciplinaire est un procédé relative-
ment complexe mais c’est le seul moyen de connaître avec précision certaines caractéris-
tiques des distributions des incertitudes sur les objectifs et les contraintes du problème. On
peut alors déterminer la robustesse des solutions étudiées, et incorporer ce calcul dans une
boucle d’optimisation afin de rechercher des solutions robustes vis-à-vis des incertitudes
présentes.

6.4.2 Optimisation multidisciplinaire robuste

Une présentation générale de l’optimisation robuste dans le contexte des systèmes
multidisciplinaires est donnée dans [ASCM06]. La définition d’un problème d’optimisation
multidisciplinaire robuste est similaire au cas monodisciplinaire décrit dans le chapitre 5 et
peut se baser sur les mêmes mesures de robustesse. La seule différence réside dans les mé-
thodes de calcul de ces mesures, qui peuvent ici s’appuyer sur la propagation d’incertitudes
présentée ci-dessus.

Plusieurs articles détaillent l’application de la propagation d’incertitudes à la réso-
lution de problèmes d’optimisation multidisciplinaire robuste. [GRB+00] présentent par
exemple une méthode d’optimisation robuste basée sur la mesure du pire cas, et [LA08]
réalisent une optimisation robuste en imposant une contrainte de variabilité maximale
autorisée pour les objectifs. Dans les deux cas la robustesse est évaluée en propageant
des intervalles d’incertitude dans le problème. Une méthode de propagation approchée est
aussi développée dans [GRP06] pour réaliser une optimisation fiabiliste. La méthode est
appliquée à l’optimisation d’un design d’avion en considérant des mesures de type pire cas
sur les contraintes.

Pour des problèmes de taille plus réduite et qui peuvent être résolus par une ap-
proche mononiveau, la propagation d’incertitudes n’est pas nécessairement obligatoire. Il
est en effet possible de construire directement des modèles de substitution des objectifs
et des contraintes et de calculer la robustesse des solutions sur ces modèles. [AR04] pré-
sentent ainsi une optimisation fiabiliste d’un problème simple de mécanique des structures
en calculant des probabilités de défaillance grâce à des approximations polynomiales des
contraintes. Les travaux de [KWGS02] concernent quant à eux l’optimisation robuste d’un
bateau soumis à des incertitudes qui affectent plusieurs de ses disciplines. L’objectif de ro-
bustesse prend la forme d’une agrégation des mesures d’espérance et de variance, estimées
à l’aide d’un modèle de krigeage de l’objectif initial (des mesures de robustesse similaires
sont utilisées pour les contraintes du problème). Les techniques d’optimisation robuste par
modèles globaux restent toutefois limitées à des systèmes simples et relativement peu coû-
teux pour lesquels les objectifs ont des comportements suffisamment lisses pour pouvoir
être modélisés correctement.

Certaines approches d’optimisation multidisciplinaire déterministe classique se sont
aussi inspirées des techniques utilisées en optimisation robuste. C’est le cas de la méthode
MORDACE (« Multidisciplinary Optimisation and Robust Design Approaches applied to
Concurrent Engineering ») présentée dans [GBM04]. Dans cette approche, chaque disci-
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pline réalise sa propre optimisation locale en utilisant des modèles simplifiés pour repré-
senter les autres disciplines. Un certain degré d’incertitude sur les variables partagées est
pris en compte durant cette optimisation, afin de prévenir de possibles modifications dues
aux choix réalisés simultanément par les autres disciplines. Les interactions avec les autres
sous-systèmes sont en effet considérées comme une possible source de perte de perfor-
mance. Chaque discipline cherche donc à minimiser la variance des fonctions objectifs par
rapport aux variables partagées. On espère ainsi parvenir plus rapidement à une solution
de compromis entre les différentes disciplines. Dans la même idée, [KHL01] utilise des for-
mulations issues de l’optimisation robuste pour diminuer les effets des décisions globales
sur les différentes disciplines. Cela permet d’augmenter la robustesse des sous-systèmes en
les rendant moins dépendants les uns des autres. Ces approches ont pour but de faciliter
la convergence des méthodes d’optimisation multidisciplinaire, mais il ne s’agit toutefois
pas d’optimisation multidisciplinaire robuste à proprement parler car on ne considère pas
d’incertitudes extérieures au système. Les formulations employées au sein des disciplines
devraient toutefois permettre de se prémunir aussi contre de telles incertitudes, mais nous
ne nous intéresserons pas à ces approches ici.
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Chapitre 7

Méthodologie d’optimisation
robuste
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La synthèse de l’état de l’art réalisée au cours de cette étude nous a permis de définir
une méthodologie pratique pour traiter des problèmes d’optimisation sous incertitude. Ce
chapitre présente les différentes étapes à suivre pour poser un problème d’optimisation
robuste et le résoudre.

La figure 7.1 montre le déroulement de la définition d’un problème d’optimisation ro-
buste. Chacune des phases de ce processus est décrite dans la première partie du chapitre,
avec l’aide d’expérimentations sur des exemples analytiques qui permettent de mieux ap-
préhender la problématique de l’optimisation robuste. Le déroulement n’est en réalité pas
nécessairement aussi linéaire que ce qui est représenté car tous les choix à effectuer sont
liés les uns aux autres pour former un tout cohérent.
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Figure 7.1 – Processus de définition d’un problème d’optimisation robuste.

La deuxième partie de ce chapitre se penche sur les stratégies de calcul des mesures de
robustesse et de résolution des problèmes d’optimisation robuste grâce à des modèles de
substitution. Nous les avons mises en application sur un cas test simple qui nous a permis
de valider la plateforme d’expérimentation pour l’optimisation robuste par modèles de
substitution que nous avons développée.

7.1 Identification des incertitudes
La définition d’un problème d’optimisation sous incertitude s’appuie souvent au départ

sur un problème d’optimisation déterministe classique de la forme :

minimiser
d∈D

f(d), (7.1)

avec d les variables de décision et f les objectifs initiaux. La résolution de ce problème
mène parfois à une solution optimale relativement sensible aux fluctuations qui peuvent
apparaître du fait de paramètres incertains. Si on souhaite trouver une solution plus ro-
buste, il faut dans un premier temps expliciter les incertitudes présentes dans le problème.
Cela implique d’identifier les différentes sources d’incertitude puis de quantifier et de mo-
déliser de manière appropriée les variations des paramètres incertains. La définition des
incertitudes permettra alors de transformer le problème initial en un problème stochas-
tique.
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7.1.1 Identification des paramètres incertains
La première chose à faire lorsqu’on est face à un problème d’optimisation pour lequel on

souhaite trouver des solutions robustes est de bien identifier les paramètres qui pourraient
être soumis à des incertitudes. Le plus souvent, on sait déjà quelles sont les variables
incertaines à prendre en compte car on a précisément remarqué une grande variabilité des
solutions par rapport à celles-ci.

Comme présenté dans l’état de l’art, les incertitudes peuvent provenir de différentes
sources (voir la section 5.1). La source la plus courante concerne les variables de décision d :
on souhaite par exemple tenir compte des tolérances de fabrication des machines utilisées
pour réaliser le système à optimiser. Les incertitudes peuvent aussi affecter des paramètres
environnementaux e sous-jacents qui ne sont pas forcément présents dans le problème
d’optimisation déterministe initial. Il faut donc identifier ces paramètres supplémentaires
qui devront être intégrés dans la formulation du problème.

Si la gestion d’incertitudes sur les variables de décision ne pose pas de problème par-
ticulier, cela peut nécessiter un peu plus de travail dans le cas des paramètres environne-
mentaux. Pour pouvoir étudier l’impact de leurs variations sur le système, il faut en effet
pouvoir manipuler ces paramètres comme on le souhaite sur les fonctions de référence. Il
est donc nécessaire de les rendre contrôlables par l’optimiseur alors que ceux-ci n’étaient
que de simples constantes dans le cadre de l’optimisation déterministe classique. La prise
en compte d’incertitudes environnementales peut ainsi nécessiter quelques modifications
dans la simulation numérique du système pour faire ressortir ces paramètres s’ils ne sont
pas directement accessibles.

Lorsqu’on ne sait pas exactement quelles variables incertaines considérer, on peut partir
de la liste complète des paramètres dont dépend la simulation du système et se demander
pour chacun d’entre eux si une variabilité peut exister. Il semble évident que si on oublie
d’identifier certains paramètres incertains les solutions ne seront pas robustes par rapport
à ceux-ci et leur performance pourra donc toujours être affectée par leurs fluctuations. Si
au contraire on ajoute trop de variables incertaines dotées d’une incertitude faible voire
inexistante, cela n’aura pas d’impact sur la robustesse des solutions mais la résolution
du problème deviendra plus ardue car on le complexifie inutilement. En règle générale,
on préfère se concentrer sur quelques paramètres incertains uniquement, choisis parmi les
plus influents sur les performances du système. Si nécessaire, on peut réaliser au préalable
une étude de sensibilité des objectifs du problème par rapport aux différents paramètres
pour faciliter leur sélection.

7.1.2 Modélisation de l’incertitude
Une fois que les variables incertaines du problème ont été identifiées, il faut dans un

second temps modéliser leur incertitude. Nous considérons ici des représentations sous la
forme d’intervalles de variation ou bien de distributions de probabilité, l’utilisation de la
logique floue restant relativement lourde à mettre en œuvre même si elle offre une plus
grande généralité.

La modélisation de l’incertitude doit être réalisée en fonction des données dont on
dispose. Si seules des limites de variation sont connues pour un paramètre sans aucune
information supplémentaire concernant la distribution de son incertitude, il vaut mieux
représenter cette dernière par un simple intervalle plutôt que de supposer qu’elle décrit
une loi uniforme par exemple. Définir une distribution sur un intervalle autorise en effet
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l’utilisation de mesures spécifiques aux distributions comme l’espérance ou la variance,
notions qui n’ont aucun sens dans le cadre des intervalles de variation.

La façon dont sont modélisées les incertitudes va influer sur les mesures de robustesse
qui pourront être considérées par la suite, ainsi que sur les méthodes de calcul qui en
découlent. On aura recours à des mesures et des méthodes éventuellement différentes dans
le cas d’intervalles de variation et dans le cas de distributions de probabilité. Inversement,
on peut aussi fixer la représentation des incertitudes en fonction des mesures de robustesse
qu’on souhaite utiliser ou bien des méthodes de calcul qui peuvent être mises en œuvre.
Il est par exemple inutile de s’efforcer de définir des distributions de probabilité sur les
paramètres incertains pour ne considérer ensuite que le pire cas des objectifs, tout comme
des intervalles de variation seront inappropriés en entrée d’un système qui ne peut calculer
que des valeurs moyennes sur ses sorties. Le choix des mesures de robustesse et leur
calcul (deux autres étapes de la définition d’un problème d’optimisation robuste que nous
détaillerons par la suite) peuvent donc entrer en jeu dès la modélisation des incertitudes.

Choisir la modélisation appropriée pour représenter l’incertitude de chaque paramètre
du problème a son importance. En effet, cela a un impact sur l’estimation de la robustesse
des solutions : la valeur des mesures peut être modifiée selon le type de distribution de
probabilité choisie. La figure 7.2 compare sur une fonction exemple f des distributions
obtenues en sortie à partir d’une incertitude normale ou uniforme en entrée. On observe
que les distributions en sortie sont légèrement différentes selon le choix de modélisation
effectué, ce qui va se retrouver dans la mesure de la robustesse de chaque solution.

La figure 7.3 présente le tracé de l’espérance de cette même fonction dans les deux cas de
modélisation de l’incertitude en entrée (loi normale ou bien uniforme). Si les deux courbes
ont globalement le même comportement car le support des incertitudes reste relativement
restreint par rapport aux variations de la fonction de référence f , on peut remarquer que
la position de l’optimum n’est pas exactement la même dans les deux cas. Le choix d’une
modélisation ou d’une autre va donc modifier les résultats de l’optimisation robuste qui
sera réalisée par la suite. Il est primordial de représenter dès le départ les paramètres
incertains avec une distribution d’incertitude proche de la réalité afin que les solutions
robustes obtenues aient un sens.

7.1.3 Quantification de l’incertitude

De même que le type de modélisation des incertitudes a son importance, leur quan-
tification joue un rôle évident : les solutions robustes seront différentes si l’ampleur des
incertitudes est modifiée. Cette ampleur correspond par exemple à la taille des intervalles
de variation ou bien à la variance des distributions gaussiennes définies sur les paramètres
incertains. Une incertitude surestimée mènera à des solutions trop robustes et peu perfor-
mantes, alors qu’une incertitude sous-évaluée pourra donner des solutions trop sensibles
aux fluctuations. L’incertitude présente sur un paramètre donné doit donc être quanti-
fiée au plus juste. Cela peut être effectué à partir de connaissances d’experts du domaine
d’application, de spécifications techniques existantes ou encore de données expérimentales
(par mesure des variations observées sur des systèmes réels).

Nous présentons ci-après deux exemples illustrant l’influence de la quantification des
incertitudes sur les solutions d’un problème d’optimisation robuste : un cas simple en
deux dimensions sur la fonction de Rosenbrock, et un problème plus complexe issu de la
littérature.

142



7.1. Identification des incertitudes

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

x1 + χx1

px1+χx1

x1

f

1

2
3

pf

f

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

x1 + χx1

px1+χx1

x1

f

1

2
3

pf

f

Figure 7.2 – Exemples de distributions obtenues en sortie d’une fonction f à partir d’une
incertitude gaussienne (en haut) et uniforme (en bas) sur x1. Les graphes des distribu-
tions en sortie ont été renversés afin de conserver le même axe des ordonnées que les
représentations de f .
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Figure 7.3 – Représentation de l’espérance (traits pleins) de la fonction f (en pointillés)
dans le cas d’incertitudes d’entrée gaussienne (en bleu) et uniforme (en vert). La position
de l’optimum est légèrement différente d’un cas à l’autre (points bleu et vert).

Exemple sur la fonction de Rosenbrock

La figure 7.4 présente les résultats d’optimisations robustes réalisées sur la fonction de
Rosenbrock (définie dans l’équation (4.5)) avec une incertitude donnée par des intervalles
de variation sur chacun des deux paramètres d’entrée x1 et x2. La robustesse est évaluée
par la valeur du pire cas au sein de la région d’incertitude (représentée sous la forme
de carrés). On observe que la position de l’optimum robuste change lorsque la taille des
intervalles de variation est modifiée. Si la solution déterministe classique (qui correspond
à des intervalles de taille nulle) est située au point (1,1), l’optimum robuste se déplace peu
à peu le long de la vallée de la fonction et converge autour du point (0,0) pour de grandes
tailles d’intervalles.

Cet exemple met en avant l’importance de la quantification des incertitudes sur les
paramètres d’entrée afin d’obtenir des résultats en accord avec la réalité.

Exemple du problème DG2

Les effets d’une mauvaise quantification de l’incertitude peuvent aussi être visualisés
sur l’exemple un peu plus complexe défini par le problème DG2 (issu de [DG06], voir
l’équation (5.18)). Ce problème vise à minimiser les espérances ρ1 et ρ2 de deux objectifs f1
et f2 dans un espace d’entrée de dimension 5. Chacune des variables de décision xi est
dotée d’une incertitude modélisée par une loi uniforme sur un intervalle de 2δ de large
pour la première variable x1 et de 4δ de large pour les autres. On peut alors observer
l’évolution du front de Pareto robuste pour différentes valeurs de δ ∈ R+. Les résultats
théoriques ont été présentés dans l’état de l’art (sur la figure 5.15).

Pour résoudre ce problème, nous avons utilisé l’algorithme NSGA-II [DPAM02] et
calculé les mesures de robustesse grâce à 500 tirages de Monte-Carlo. Les résultats obtenus
sont présentés sur la figure 7.5. Comme on peut le voir, on retrouve expérimentalement les
fronts théoriques à peu de choses près. Quand il n’y a pas d’incertitude sur les paramètres
d’entrée (δ = 0), on obtient les solutions du front de Pareto déterministe classique. Mais
lorsque la taille des intervalles de variation augmente le front de Pareto robuste évolue.
La valeur de l’espérance des solutions optimales croît et la forme en elle-même du front
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Figure 7.4 – Position des optima robustes (points noir) obtenus avec la mesure du pire cas
sur la fonction de Rosenbrock (courbes de niveau) pour une incertitude sur les paramètres
d’entrée (carrés) définie par des intervalles de variation de différentes tailles (allant de 0
pour le point en haut à droite jusqu’à 0.3 pour le point en bas à gauche, par pas de 0.02).
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Figure 7.5 – Fronts de Pareto du problème DG2 obtenus expérimentalement : front
déterministe classique à gauche, et fronts robustes pour différentes valeurs de δ à droite.

change : à l’origine concave, il devient convexe. Cela a un impact sur l’ensemble des
solutions robustes du problème. En effet, si pour de faibles valeurs de δ les solutions
restent les mêmes que dans le cas déterministe, lorsque l’incertitude augmente la convexité
du front fait disparaître certaines de ces solutions (car elles deviennent dominées par
d’autres). L’évolution de la limite du front robuste est ainsi représentée en pointillées sur
la figure 7.5. Si jamais on définit une incertitude trop grande dans un problème de ce type,
on va donc se priver d’une certaine partie des solutions optimales.

Ces deux exemples montrent l’importance de fixer avec précaution la taille des incer-
titudes sur les paramètres d’entrée d’un problème afin de pouvoir retrouver les solutions
robustes attendues lors de sa résolution.
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7.1.4 Réduction des incertitudes

Après avoir quantifié les incertitudes qui entrent en jeu dans le problème, on peut si
on le souhaite tenter de les faire diminuer avant de formuler véritablement le problème
d’optimisation stochastique auquel on a affaire. De manière générale, moins on a d’incer-
titudes dans un problème et plus le système optimal aura de chances de rester performant
par la suite. Une solution au problème de robustesse serait donc d’arriver à supprimer
toutes les incertitudes présentes en entrée. Cela n’est bien entendu pas toujours possible
car certaines incertitudes proviennent de variabilités intrinsèques de paramètres comme
la température ambiante par exemple (on parle d’incertitudes stochastiques). On ne peut
donc pas réduire ce type d’incertitudes mais simplement les modéliser au mieux pour pou-
voir en tenir compte correctement. Il existe par contre des incertitudes qui traduisent un
manque de connaissance sur certains aspects du problème et qui peuvent donc être amé-
liorées (il s’agit d’incertitudes épistémiques). Il peut par exemple y avoir une incertitude
sur la surface d’une pièce car cette surface est évaluée de manière grossière alors qu’un
calcul plus précis permettrait de connaître sa valeur exacte.

La réduction des incertitudes épistémiques demande un certain investissement. Il peut
être intéressant de déterminer quels efforts seront rentables ou non en termes d’impact
sur les performances et la robustesse du système. Si on veut par exemple réduire certaines
tolérances de fabrication, on peut acheter de nouvelles machines outils plus précises qui
permettront peut-être de construire des systèmes plus robustes et plus performants. Mais
jusqu’à quel point doit-on améliorer la fabrication du système pour obtenir un gain si-
gnificatif ? On peut aussi étudier l’influence des différents paramètres incertains sur les
objectifs du problème (par le biais d’une analyse de sensibilité par exemple) afin de déter-
miner quelles sont les incertitudes qui pénalisent le plus le système. Cela permet d’identifier
les paramètres pour lesquels une diminution d’incertitude serait intéressante.

La réduction d’incertitudes n’est pas l’objet de cette étude. Nous considérons ici que les
efforts possibles pour minimiser les sources d’incertitudes ont déjà été faits. On ne cherche
donc pas à identifier les variables pour lesquelles l’incertitude gagnerait à être réduite,
mais plutôt à prendre en compte les incertitudes existantes afin de trouver des solutions
robustes vis-à-vis de celles-ci.

7.1.5 Définition du problème stochastique

L’identification et la modélisation des incertitudes sur les paramètres d’entrée permet
d’exprimer le problème d’optimisation à résoudre sous sa forme stochastique, c’est-à-dire
sous la forme d’un problème dans lequel interviennent des variables aléatoires χ. On
remplace pour cela les paramètres x (qu’ils soient de décision ou bien environnementaux)
par leur équivalent aléatoire (x+ χx). Le problème (7.1) devient alors :

minimiser
d∈D

f(d+ χd, e+ χe). (7.2)

On différencie désormais l’espace de recherche D ⊆ Rnd (qui est l’espace de variation
des paramètres de décision d du problème d’optimisation) de l’espace incertain Ω ⊆ Rnx
dans lequel évoluent les variables (x + χx). La dimension nx de l’espace incertain est
égale au nombre nd de variables de décision auquel s’ajoute le nombre ne de paramètres
environnementaux incertains. Nous avons aussi introduit dans l’état de l’art l’espace de
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recherche X ⊆ Rnx qui rassemble les variables de décision d et les paramètres environ-
nementaux e dans leur version déterministe (ce sont des constantes), et qui est donc en
correspondance directe avec D.

Le domaine de définition d’une variable x peut différer de celui de (x+χx). L’espace
incertain est en effet généralement plus étendu que l’espace de recherche afin de prendre
en compte les fluctuations possibles des paramètres environnementaux ainsi que celles
des variables de décision au delà des bornes de leur domaine de définition initial. On
a donc X ⊆ Ω. L’espace incertain Ω représente l’espace dans lequel on peut faire varier
l’ensemble des entrées du système en vue d’étudier sa réactivité face aux incertitudes, alors
que l’espace de recherche D (ou X) correspond à l’espace dans lequel seront exprimées
les solutions du problème.

7.2 Choix des mesures de robustesse et formulation du pro-
blème robuste

Afin de trouver des solutions peu sensibles aux incertitudes présentes dans le problème
d’optimisation stochastique (7.2), on va le transformer en un nouveau problème détermi-
niste grâce à des mesures de robustesse ρ qui évaluent différentes caractéristiques de la
distribution de probabilité des incertitudes sur les objectifs f . Il faut pour cela définir les
mesures de robustesse qu’on va faire intervenir et choisir une formulation pour le problème
robuste.

7.2.1 Choix des mesures de robustesse
Une phase importante dans la définition d’un problème d’optimisation robuste est le

choix des mesures de robustesse. C’est au travers de ces mesures qu’on va spécifier les
qualités attendues pour une solution robuste. Le choix de mesures de robustesse adaptées
se fait en fonction de trois points particuliers : le type de modélisation des incertitudes
présentes en entrée, l’adéquation de la signification des mesures au problème à traiter, et
enfin les possibilités de calcul de ces mesures.

Le premier aspect qui peut déterminer le choix des mesures de robustesse est la façon
dont ont été modélisées les incertitudes du problème. On ne peut en effet pas utiliser les
mêmes mesures lorsqu’on a affaire à des intervalles de variation ou lorsque les incertitudes
sont représentées par des distributions de probabilité. Les mesures que nous avons décrites
dans l’état de l’art (mesures basées sur les espérances ou bien sur les quantiles, voir la
section 5.4) font référence à une description probabiliste de l’incertitude. Dans le cas où
les incertitudes sont modélisées avec des intervalles de variation, la plupart de ces mesures
ne sont pas utilisables. Les seules notions qu’on peut définir sur une représentation par
intervalles sont les quantiles d’ordre 0 et 1. On utilisera donc la mesure du pire cas, ou bien
une différence de quantiles pour mesurer la dispersion de l’incertitude sur les objectifs.

La mesure de la robustesse d’un point doit être choisie en fonction des qualités qu’on
souhaite atteindre au niveau des solutions optimales. Les mesures n’ont pas toutes la
même signification, et selon le problème à traiter certaines peuvent avoir plus d’intérêt
que d’autres. Nous avons distingué les mesures basées sur les espérances, qui travaillent sur
un comportement moyen des objectifs, et les mesures basées sur les quantiles qui offrent
certaines garanties de performance. En fonction des résultats qu’on souhaite obtenir (bonne
performance en moyenne ou bien performance garantie), on choisira donc une mesure
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Figure 7.6 – Espérance (en vert) et pire cas (en bleu) de la fonction f (en pointillés)
pour une incertitude uniforme en entrée. Les points représentent les solutions optimales
robustes dans les deux cas.

de robustesse ou une autre. Le choix des mesures a un impact fort sur les résultats de
l’optimisation robuste. La figure 7.6 présente par exemple les mesures d’espérance et de
pire cas sur notre fonction de test f munie d’une incertitude uniforme sur sa variable
d’entrée x1. Les deux optima robustes obtenus sont totalement différents. Si l’espérance
estime que la performance reste correcte en moyenne dans la zone de l’optimum global, le
pire cas privilégie la région du minimum local situé sur la partie droite de la fonction afin
de garantir une bonne performance même dans le cas de variations extrêmes du paramètre
d’entrée. Le but d’une optimisation robuste peut aussi être de trouver une solution dont
les performances varient le moins possible (pour avoir des produits uniformisés dans le cas
d’une production en série par exemple). On s’appuiera alors sur des mesures de robustesse
pure (comme la mesure de variance ou la différence de quantiles) qui évaluent la dispersion
de l’incertitude en sortie. Ces mesures vont focaliser la recherche sur les régions « plates »
des objectifs.

Le dernier paramètre qui entre en compte dans le choix d’une mesure de robustesse
est sa facilité de calcul. Nous avons vu dans l’état de l’art que les mesures pouvaient être
estimées de plusieurs manières différentes (section 5.8). Certaines approches ne sont appli-
cables qu’à un nombre restreint de mesures de robustesse, comme le calcul analytique sur
un modèle de substitution par exemple. De manière générale, les mesures basées sur les es-
pérances sont les plus faciles à évaluer car elles bénéficient d’un grand nombre d’approches
différentes. L’estimation des mesures de quantile repose quant à elle presque uniquement
sur des méthodes à base de tirages de Monte-Carlo. Cela explique peut-être le fait que les
mesures de l’espérance et de la variance soient les plus répandues en optimisation robuste.
Si on souhaite employer une mesure de quantile d’ordre k dans un problème, on peut
aussi tirer parti des facilités de calcul des autres mesures en faisant une approximation
gaussienne de la distribution de l’incertitude sur l’objectif concerné. Le quantile peut alors
être estimé à partir de l’espérance et de la variance de cette distribution. Nous appelons
cette mesure un « quantile approché » noté Q̂k :

ρ(f(x+ χx)) = Q̂k(f(x+ χx)) = E[f(x+ χx)] + Φ−1(k)
√

Var(f(x+ χx)), (7.3)

où Φ−1 représente l’inverse de la fonction de répartition de la loi normale réduite centrée
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(Φ−1(k) =
√

2 erf−1(2k− 1)). On retrouve alors une formulation agrégée de l’espérance et
de la variance très courante dans la littérature (voir l’équation (5.12)). Sa considération
sous la forme d’un quantile approché peut aider à fixer le paramètre α de cette agréga-
tion. Au delà des facilités de calcul des mesures de robustesse elles-mêmes, on peut aussi
considérer les possibilités d’estimation de leur erreur avant de faire un choix. Dans le cadre
de l’utilisation de modèles de substitution, il est en effet intéressant d’avoir accès à des
intervalles de confiance pour les valeurs de robustesse obtenues. Le calcul d’erreur est là
aussi plus ou moins simple en fonction des mesures (voir la section 5.8.5).

7.2.2 Choix d’une formulation pour le problème d’optimisation robuste

Une fois les mesures de robustesse adaptées sélectionnées, la définition du problème
robuste passe ensuite par le choix d’une formulation permettant de les intégrer au sein du
problème stochastique (7.2). Il sera ainsi transformé en un problème déterministe prenant
en compte les incertitudes présentes sur les paramètres d’entrée et qui pourra être résolu
avec des méthodes d’optimisation classiques. Le choix d’une formulation donnée dépend
du résultat recherché pour l’application à traiter, mais aussi de la complexité du problème
initial.

Comme détaillé dans l’état de l’art, on peut utiliser trois approches différentes pour
formuler un problème d’optimisation robuste (voir la section 5.5) : soit en modifiant les
objectifs du problème initial, soit en lui ajoutant de nouveaux objectifs, soit en lui ajoutant
de nouvelles contraintes (ces trois possibilités pouvant aussi être combinées). Le remplace-
ment de chaque objectif par la mesure de robustesse qui lui correspond permet d’obtenir
des solutions robustes qui sont des compromis entre les différents objectifs du problème
comme dans le cas déterministe initial. L’impact des modifications liées à l’intégration de
la robustesse est donc minime pour le décideur. L’ajout de nouveaux objectifs au problème
présente par contre l’intérêt de pouvoir faire a posteriori un arbitrage entre robustesse et
performance. Mais le décideur sera alors face à un choix plus complexe. Quant à l’ajout
de contraintes, il permet de limiter la recherche de solutions optimales parmi les solutions
dont la robustesse est satisfaisante. Le décideur doit pour cela fixer au départ des limites
de robustesse qu’il considère acceptables, mais ensuite les solutions obtenues peuvent être
traitées de manière classique.

Le deuxième critère de choix d’une formulation concerne la complexité du problème.
Il faut en effet tenir compte de la complexité du problème initial : si celui-ci présente déjà
un grand nombre d’objectifs différents, on évitera par exemple d’ajouter des objectifs sup-
plémentaires afin que l’extraction d’une solution finale par le décideur ne se complique pas
davantage. D’autre part, on peut aussi considérer les capacités des algorithmes de résolu-
tion utilisés. Un simple remplacement des objectifs du problème initial ne change pas trop
sa complexité (mis à part qu’il est alors nécessaire d’évaluer des mesures de robustesse au
lieu des objectifs classiques). Les deux autres formulations rendent par contre le problème
plus ardu en y ajoutant des objectifs ou bien des contraintes. Selon les possibilités offertes
par les algorithmes d’optimisation mis en œuvre, on pourra s’autoriser à ajouter un nombre
plus ou moins grand d’objectifs ou de contraintes. Si par exemple le problème initial est
déjà fortement contraint, il est fort probable que les algorithmes spécifiques utilisés pour le
résoudre n’auront aucun mal à prendre en compte des contraintes supplémentaires, alors
que d’autres algorithmes pourront rencontrer des difficultés si le nombre de contraintes à
gérer devient trop important.
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Si on prend l’exemple le plus classique d’un remplacement d’objectifs par leur équi-
valent robuste, le problème d’optimisation robuste une fois formulé devient ainsi :

minimiser
d∈D

ρ(f(d+ χd, e+ χe)). (7.4)

7.3 Choix des stratégies de calcul de la robustesse
Lorsque le problème d’optimisation robuste a été formulé, il peut être résolu grâce à

des algorithmes d’optimisation déterministe classique. La seule difficulté supplémentaire
par rapport au problème initial est qu’il est maintenant nécessaire d’évaluer des mesures
de robustesse. Différentes méthodes existent pour cela : nous avons notamment distingué
dans l’état de l’art l’estimation par tirages de Monte-Carlo, l’utilisation de modèles locaux
comme les polynômes de chaos ainsi que le calcul analytique sur certains modèles de
substitution globaux (voir la section 5.8). Il faut donc sélectionner dans un premier les
approches qui vont être mises en place avant de pouvoir passer à l’étape de résolution.

Les mesures de robustesse du problème ont possiblement été choisies en tenant compte
de leur facilité d’évaluation. Mais une fois ces mesures fixées il reste tout de même plusieurs
options pour les calculer (notamment dans le cas des mesures d’espérance et de variance).
Une méthode de calcul particulière doit être retenue en fonction de sa rapidité d’exécution
et de la précision de ses estimations. On peut aussi privilégier des méthodes faciles à
mettre en œuvre dans le cadre de l’application concernée. Une méthode efficace permettra
à l’algorithme d’optimisation de converger plus rapidement vers les solutions optimales
robustes, et la précision des évaluations garantira quand à elle de se diriger vers des
solutions véritablement robustes. En ce qui concerne les trois approches citées plus haut,
la complexité ainsi que la précision de l’évaluation de la robustesse par la méthode de
Monte-Carlo dépend du nombre de tirages effectués. Ce nombre peut donc être réglé pour
s’adapter au problème à résoudre. De son côté, le chaos polynomial est plus efficace lorsque
le nombre de paramètres incertains est faible, car on a alors besoin de moins d’échantillons
pour construire le modèle local. Sa précision dépend aussi de la non linéarité de la fonction
de référence. Le degré du polynôme peut être adapté pour obtenir de meilleurs résultats
ou bien réduire le temps de calcul de cette approche. Le calcul analytique présente quant à
lui une bonne précision car son évaluation est exacte sur un modèle de substitution global.
Sa complexité dépend du nombre de coefficients du modèle (qui correspond par exemple
au nombre d’échantillons d’apprentissage dans le cas d’un modèle de krigeage classique).
On peut parfois jouer là aussi sur ce nombre de coefficients pour s’adapter à l’application
à traiter.

Au delà du choix d’une approche efficace pour évaluer la robustesse d’une solution, il
faut de plus mettre en place une stratégie générale de calcul qui va prendre en charge les
nombreuses estimations de robustesse que nécessite une optimisation. Différentes stratégies
sont présentées sur la figure 7.7. Si une estimation directe sur la fonction de référence f
peut sembler pratique pour évaluer la robustesse d’une unique solution (en utilisant la
méthode de Monte-Carlo ou bien un polynôme de chaos par exemple), cette approche
devient généralement trop coûteuse dans le cadre d’une optimisation du fait du grand
nombre d’appels de la fonction à réaliser. C’est pourquoi on utilise plutôt un modèle de
substitution f̂ de cette fonction de référence sur lequel on peut effectuer des estimations de
robustesse de manière beaucoup plus rapide (en s’appuyant sur les différentes techniques
évoquées plus haut). Mais il existe aussi une troisième possibilité : construire un modèle
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Figure 7.7 – Stratégies d’évaluation d’une mesure de robustesse ρ sur une fonction de
référence f : estimation directe sur la fonction, utilisation d’un modèle de substitution f̂
de la fonction, ou construction d’un modèle de substitution ρ̂ de la mesure de robustesse.

de substitution ρ̂ de la mesure de robustesse elle-même. On peut en effet faire un parallèle
avec l’optimisation déterministe classique où les objectifs du problème sont approchés par
des modèles de substitution. En optimisation robuste, on a aussi affaire à un problème
déterministe dans lequel les objectifs sont des mesures de robustesse. On peut donc éta-
blir des modèles de ces objectifs et les optimiser ensuite de manière tout à fait ordinaire.
Deux démarches sont offertes pour construire un modèle de substitution ρ̂ de la mesure de
robustesse ρ : on peut évaluer la robustesse au niveau de quelques échantillons d’apprentis-
sage sur la fonction de référence pour construire un modèle ρ̂(f(x+χx)), ou bien utiliser
le modèle f̂ pour évaluer la robustesse des échantillons d’apprentissage et construire un
modèle ρ̂(f̂(x+ χx)). L’inconvénient de la première approche réside dans le coût que re-
présente l’évaluation de la robustesse des échantillons sur la fonction de référence. Dans le
second cas on construit un modèle de substitution à partir de résultats eux-mêmes issus
d’un modèle, ce qui rend la gestion de l’erreur de modélisation relativement complexe.
Mais une fois ces modèles de la robustesse construits l’optimisation peut se dérouler de
façon classique sans nécessiter de calculs supplémentaires à chaque évaluation.

Ces différentes approches pour estimer la robustesse de solutions nécessitent plus ou
moins d’évaluations sur la fonction référence et sur les modèles de substitution. Selon le
coût de ces évaluations, une stratégie pourra être plus intéressante que les autres.

7.4 Exemple sur le cas test des deux barres

Pour illustrer le déroulement de la définition d’un problème d’optimisation robuste que
nous venons de présenter, nous avons choisi l’exemple du cas test des deux barres [JDC03]
détaillé dans la section 5.6 et que nous rappelons ici. Il s’agit dans ce problème d’optimiser
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Figure 7.8 – Représentation schématique des deux barres à gauche, avec une vue de leur
section à droite.

un système assez simple constitué de deux tubes apposés l’un contre l’autre au niveau de
leur sommet et soumis à une certaine force ~F (voir le schéma de la figure 7.8). Le but est de
minimiser le volume V de matière employé tout en garantissant la résistance du système
à la force appliquée. Le problème d’optimisation déterministe initial est le suivant :

min
d,L

V (T, d, L)

s.c.

{
s(F,L, T, d,B) ≤ smax,
s(F,L, T, d,B) ≤ scrit(E, T, d, L),

(7.5)

où d et L sont les variables de décision qui représentent respectivement le diamètre et la
longueur des tubes, et T , F , B, E et smax des paramètres environnementaux fixés. Si on
note :

f1(T, d, L) = V (T, d, L),
g1(F,L, T, d,B, smax) = s(F,L, T, d,B)− smax,

g2(F,L, T, d,B,E) = s(F,L, T, d,B)− scrit(E, T, d, L),

le problème peut se réécrire sous la forme standard :

min
d,L

f1(T, d, L)

s.c.

{
g1(F,L, T, d,B, smax) ≤ 0,
g2(F,L, T, d,B,E) ≤ 0.

(7.6)

Partant de ce problème initial, on peut identifier les incertitudes présentes. Les au-
teurs ont choisi de considérer six paramètres incertains : les deux variables de décision et
quatre paramètres environnementaux (seul le paramètre smax qui est une borne pour une
contrainte est connu avec certitude). Le problème fait déjà intervenir toutes ces variables,
qu’elles soient de décision ou bien environnementales : on n’aura donc pas à rajouter de
paramètre supplémentaire. Les incertitudes ont été modélisées à l’aide de lois de proba-
bilité normales car on considère que ces variables ont une valeur nominale qui reste la
plus probable mais autour de laquelle elles peuvent varier avec une probabilité plus faible
lorsqu’on s’en éloigne. La variance des distributions a été fixée à partir de connaissances
empiriques sur les différents paramètres (le détail de ces distributions est donné dans le
tableau 5.2). Le problème stochastique qui en résulte est similaire au problème détermi-
niste (7.6) mis à part que toutes les variables incertaines sont maintenant exprimées sous
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la forme de variables aléatoires (x+ χx) :

min
d,L

f1(T + χT , d+ χd, L+ χL)

s.c.

{
g1(F + χF , L+ χL, T + χT , d+ χd, B + χB, smax) ≤ 0,
g2(F + χF , L+ χL, T + χT , d+ χd, B + χB, E + χE) ≤ 0.

(7.7)

Pour résoudre ce problème en prenant en compte ses incertitudes, il faut le transformer
en problème d’optimisation robuste grâce à des mesures de robustesse. Les auteurs ont
choisi de retenir le quantile d’ordre 0.9 du volume : on souhaite que le volume de matière
utilisé soit garanti dans 90% des cas lorsque les paramètres incertains varient. On remarque
aussi que la solution déterministe classique de ce problème est très peu fiable dès qu’on
considère les incertitudes. Les contraintes sont en effet violées dans plus de la moitié des cas.
Afin que le système puisse résister à la force qui lui est soumise, il faut donc introduire aussi
une robustesse vis-à-vis des contraintes. La mesure choisie est la probabilité de satisfaction
des contraintes (on souhaite maximiser le taux de fiabilité du système), qui correspond
à un seuil probabiliste. Pour la formulation du problème robuste, les auteurs proposent
de remplacer l’objectif initial par son équivalent robuste ρ1 et de rassembler les deux
contraintes en un second objectif robuste ρ2. Le problème bi-objectifs final s’écrit donc (en
omettant les variables dont dépendent les fonctions f1, g1, g2, V , s et scrit) :

minimiser
d,L

{ρ1(f1(...)),−ρ2(g1(...), g2(...))}, (7.8)

avec :

ρ1(f1(...)) = Q0.9(V (...)),
ρ2(g1(...), g2(...)) = P ((s(...) ≤ smax) ∩ (s(...) ≤ scrit(...))).

Ce problème déterministe peut être résolu par un algorithme d’optimisation classique,
sous réserve de mettre en place une méthode de calcul des mesures de robustesse. Les
quantiles seront ici évalués par la méthode de Monte-Carlo. Nous avons par la suite mis en
œuvre les trois stratégies générales de calcul de la robustesse présentées sur la figure 7.7 :
évaluation directe sur la fonction de référence, utilisation d’un modèle de substitution de
la fonction de référence et construction d’un modèle de la robustesse. Ces trois approches
de résolution sont détaillées ci-dessous.

7.4.1 Évaluation directe de la robustesse sur les fonctions de référence
Bien que cette stratégie soit rarement utilisable en pratique du fait de son coût particu-

lièrement élevé, nous avons tout d’abord résolu le problème (7.8) en calculant la robustesse
des solutions sur les fonctions de référence f1, g1 et g2. Ce calcul n’est pas trop lourd dans
le cadre de cet exemple car le système est décrit par des équations relativement simples.
Cette résolution directe va nous servir de référence pour la suite. Pour peu que le nombre
de tirages de Monte-Carlo soit suffisant, c’est en effet la méthode la plus précise pour
résoudre un problème car on n’utilise aucun modèle de substitution intermédiaire.

Afin de trouver le front de Pareto « idéal », le problème a été résolu grâce à l’algorithme
génétique NSGA-II avec une population de 50 individus sur 1000 générations. La robus-
tesse a été évaluée avec 1000 tirages de Monte-Carlo autour de chaque point considéré,
évalués sur l’objectif et les contraintes du problème initial. Le front obtenu est représenté
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Figure 7.9 – Front de Pareto « idéal » pour le problème des deux barres (points noirs).
ρ1 correspond au quantile du volume (en L) et ρ2 est le taux de fiabilité du système. La
solution déterministe classique est indiquée par un cercle bleu.

sur la figure 7.9. Il offre un choix de solutions plus ou moins fiables. On peut voir que
la solution du problème déterministe classique reste optimale dans le cadre robuste, mais
qu’elle présente un défaut de fiabilité conséquent car la probabilité que les contraintes
soient satisfaites dans cette configuration n’est que de 0.43 environ. On pourra donc lui
préférer une autre solution possédant un volume de matière légèrement plus élevé mais
qui résistera mieux aux contraintes malgré les incertitudes du problème.

7.4.2 Modèles de substitution des fonctions de référence

L’évaluation directe de la robustesse sur les fonctions de référence est généralement
impossible. La seconde stratégie consiste alors à établir des modèles de substitution de
ces fonctions sur lesquels la robustesse pourra être calculée plus rapidement. C’est par
exemple l’approche retenue dans l’article [PLRRB09] qui utilise des modèles de krigeage
pour résoudre le cas test des deux barres.

Les modèles utilisés ici ne sont pas forcément identiques à ceux d’une optimisation
déterministe. En effet, il faut considérer à la fois l’espace de recherche D et l’espace
incertain Ω. La dimension d’entrée des modèles est donc souvent plus importante que dans
le cas déterministe car on doit tenir compte des paramètres environnementaux incertains.
Pour le cas test des deux barres, une optimisation déterministe classique nécessiterait des
modèles à deux entrées (d et L). Pour l’optimisation robuste, on doit aussi pouvoir faire
varier T , F , B et E. Les modèles que nous allons construire auront donc 6 entrées.

Afin de générer un plan d’expériences pour l’apprentissage des modèles, il faut définir
la plage de variation de chacune de ces entrées. Les intervalles de variation doivent être
fixés par rapport à ceux du problème initial en prenant en compte les possibles fluctuations
dues aux incertitudes. Les paramètres environnementaux ont par exemple initialement une
valeur fixée, mais l’incertitude qui les touche les fait varier autour de cette valeur. Dans
le cas de distributions à support infini comme les lois normales du problème qui nous
intéresse, les intervalles de variation des paramètres incertains sont eux aussi infinis en
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Figure 7.10 – Qualité des réseaux de neurones représentant les objectifs (a) et
contraintes (b) (c) initiaux pour le cas test des deux barres : on a représenté sur chaque
graphe la valeur prédite par le modèle par rapport à la valeur réelle en 100 points de test
(points noirs).

155



CHAPITRE 7. MÉTHODOLOGIE D’OPTIMISATION ROBUSTE

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

ρ1
0 0.5 1

ρ2

0

0.5

1

Figure 7.11 – Front de Pareto obtenu grâce aux modèles de substitution des fonctions de
référence. La ligne grise indique le front de Pareto idéal de la figure 7.9, les points noirs le
front de Pareto obtenu grâce aux modèles et les points rouges le même front recalculé sur
les fonctions de référence.

théorie. On préfère néanmoins se restreindre aux valeurs les plus probables uniquement afin
de représenter au mieux les fonctions de référence dans les régions les plus influentes, plutôt
que d’essayer de modéliser des zones quasiment inaccessibles du fait des incertitudes. Nous
avons choisi de prendre ici des échantillons d’apprentissage dans un intervalle de confiance
de ± 3 écarts-type autour de la valeur moyenne ou des bornes de chaque variable incertaine
(ce qui correspond à une probabilité de plus de 99%). La variable de décision d varie ainsi
par exemple dans l’intervalle [20− 3× 1, 80 + 3× 1] = [17, 83].

Nous avons construit trois réseaux de neurones f̂1, ĝ1 et ĝ2 pour représenter l’objectif
et les deux contraintes du problème initial. Comme dans l’article [PLRRB09], un LHS
de 60 échantillons d’apprentissage a été utilisé. Une étude préalable a permis de fixer
le nombre optimal de neurones cachés à 5. Ces modèles ont ensuite été testés à l’aide
de 100 échantillons supplémentaires des fonctions de référence. Le résultat de ces tests est
présenté sur la figure 7.10. Si les modèles ne sont pas parfaits du fait du faible nombre
d’échantillons d’apprentissage disponibles, ils permettent tout de même d’avoir une bonne
représentation des fonctions de référence du problème.

La résolution du problème d’optimisation robuste est réalisée grâce à l’algorithme
NSGA-II avec une population de 20 individus sur 500 générations. Les mesures de robus-
tesse sont évaluées à l’aide de 100 points de Monte-Carlo sur les modèles de substitution.
La figure 7.11 présente le front de Pareto obtenu, ainsi que la valeur « réelle » de ces so-
lutions recalculée grâce à 1000 tirages de Monte-Carlo sur les fonctions de référence. Les
résultats sur les réseaux de neurones sont légèrement différents du front idéal du fait des
erreurs de modélisation (la fiabilité est surestimée par endroits), mais lorsqu’on recalcule
la valeur de la robustesse des points on voit que les solutions trouvées correspondent bien
aux solutions optimales du problème. L’approche par modèle de substitution des fonctions
de référence permet donc de résoudre convenablement le problème d’optimisation robuste.
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(b) ErrMax = 0.17, ErrMoy = 0.023

Figure 7.12 – Qualité des réseaux de neurones représentant les mesures de robustesse
pour le cas test des deux barres : on a représenté sur chaque graphe la valeur prédite par
le modèle par rapport à la valeur réelle (estimée par la méthode de Monte-Carlo) en 100
points de test (points noirs).

7.4.3 Modèles de substitution des mesures de robustesse

La troisième et dernière stratégie envisagée pour résoudre un problème d’optimisation
robuste est la construction de modèles de substitution des mesures de robustesse. Ces
modèles permettent de réaliser ensuite l’optimisation sans se soucier du calcul des mesures.
Cette stratégie est par exemple mise en œuvre dans l’article [LRPG+09] où les auteurs
utilisent un modèle de krigeage de la mesure du quantile pour optimiser un engrenage
soumis à des incertitudes.

Les modèles de la robustesse possèdent le même espace d’entrée que les modèles utilisés
en optimisation déterministe classique : il s’agit de l’espace de recherche D défini par les
variables de décision. Les incertitudes sont en effet prises en compte lors du calcul de la
robustesse et n’apparaissent plus ensuite. La robustesse doit simplement être évaluée au
préalable en un certain nombre d’échantillons d’apprentissage afin d’établir les modèles.
Nous avons choisi ici de calculer la robustesse des échantillons d’apprentissage grâce aux
fonctions de référence directement (mais on peut aussi utiliser des modèles de substitution
de ces fonctions).

Deux réseaux de neurones ρ̂1 et ρ̂2 à deux entrées (et toujours avec 5 neurones cachés)
ont été construits pour représenter le quantile ρ1 du volume et le taux de fiabilité ρ2 du
système. Ces modèles sont basés sur un LHS de 60 échantillons d’apprentissage dont la
robustesse a été estimée grâce à 100 tirages de Monte-Carlo autour de chaque échantillon.
La figure 7.12 présente les résultats du test de ces modèles, réalisé avec 100 autres points
pour lesquels la robustesse a été calculée de la même manière. On remarque que le premier
modèle est quasiment parfait, alors le second est moins précis (particulièrement pour des
taux de fiabilité proches de 0). La probabilité de respect des contraintes est donc plus
difficile à modéliser que le quantile de l’objectif initial, ce qui peut se comprendre car ρ2 se
rapporte à deux contraintes distinctes qui rendent certainement son comportement plus
complexe.

157



CHAPITRE 7. MÉTHODOLOGIE D’OPTIMISATION ROBUSTE

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

ρ1
0 0.5 1

ρ2

0

0.5

1

Figure 7.13 – Front de Pareto obtenu grâce aux modèles de substitution des mesures de
robustesse. La ligne grise indique le front de Pareto idéal de la figure 7.9, les points noirs
le front de Pareto obtenu grâce aux modèles et les points rouges le même front recalculé
sur les fonctions de référence.

Une fois les modèles des mesures de robustesse construits, le problème est résolu par
l’algorithme NSGA-II avec une population de 20 individus sur 500 générations. Le front de
Pareto obtenu est représenté sur la figure 7.13. Les solutions de ce front ont été recalculées
en évaluant leur robustesse à l’aide de 1000 tirages de Monte-Carlo sur les fonctions de
référence. On observe que les deux fronts sont très proches, mis à part dans la zone où le
taux de fiabilité est faible. La prédiction de ρ̂2 est complètement fausse à ce niveau (ce
qu’on avait déjà remarqué lors du test du modèle), et cela fait perdre une partie du front
idéal une fois les solutions recalculées. Cela n’est toutefois pas très grave car on s’intéresse
surtout aux solutions dotées d’une fiabilité supérieure à 0.5 (c’est-à-dire des solutions
plus fiables que l’optimum déterministe). Dans la région de forte fiabilité, les modèles des
mesures de robustesse permettent de trouver des solutions optimales au problème robuste.

Le principal inconvénient de cette stratégie est qu’il est souvent trop coûteux de cal-
culer la robustesse des échantillons d’apprentissage sur les fonctions de référence. Il faut
alors utiliser des modèles de substitution de ces fonctions, mais la robustesse évaluée sur
ces modèles est soumise à leur erreur. Les modèles des mesures de robustesse sont donc
construits à partir de données d’apprentissage approximatives. Sachant que ces modèles
présentent eux-mêmes une certaine erreur, on se rend compte que l’erreur finale sur les
estimations de robustesse peut être importante et difficile à évaluer. Pour cela, il est pos-
sible de mettre en place des techniques de bootstrap sur les deux niveaux de modèles mais
cela reste relativement coûteux. Les seuls travaux qui se sont intéressés à cette probléma-
tique (et dont nous n’avons eu connaissance qu’a posteriori) sont ceux de [DKM09]. Cet
article présente la résolution d’un problème d’optimisation robuste à l’aide de modèles de
krigeage des mesures de robustesse construits avec les deux approches que nous venons
d’évoquer : la robustesse des échantillons d’apprentissage est évaluée par la méthode de
Monte-Carlo directement sur la fonction de référence ou bien sur un modèle de cette fonc-
tion. Sur l’exemple traité, la superposition des deux modèles de substitution donne de plus
mauvaises estimations de robustesse et le front de Pareto est plus éloigné du front idéal.
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Cela explique peut-être pourquoi on préfère généralement évaluer la robustesse directe-
ment sur le modèle de substitution de la fonction de référence plutôt que d’introduire des
imprécisions supplémentaires en construisant un autre modèle à partir de ses prédictions.
Les modèles de substitution étant relativement rapides, des estimations de robustesse ré-
pétées ne représentent pas un coût trop important. L’établissement d’un modèle de la
robustesse peut par contre se justifier lorsqu’on souhaite réaliser un nombre d’estimations
vraiment important. On veillera alors à utiliser suffisamment d’échantillons d’apprentis-
sage pour que les modèles soient de bonne qualité.

7.5 Résolution du problème d’optimisation robuste
Le schéma 7.1 détaillé au cours des sections précédentes a permis de définir un pro-

blème d’optimisation robuste prenant en compte les incertitudes sur les variables d’entrée.
Nous allons maintenant nous attarder plus précisément sur la dernière étape, qui est la
résolution de ce problème. Le problème robuste ayant la forme d’un problème détermi-
niste, sa résolution est similaire à celle d’un problème classique utilisant des modèles de
substitution. Son déroulement est présenté sur la figure 7.14.

À partir d’un plan d’expériences évalué sur les fonctions de référence, on construit
tout d’abord l’ensemble des modèles de substitution nécessaires au calcul des mesures de
robustesse du problème, selon la stratégie qui a été choisie. L’inconvénient de l’utilisa-
tion de ces modèles est qu’ils ne sont parfois pas suffisamment précis (comme on a pu le
constater sur l’exemple du cas test des deux barres). Les résultats obtenus lors de l’opti-
misation sont ainsi plus ou moins approximatifs. Pour remédier à cela, on peut augmenter
le nombre d’échantillons d’apprentissage du plan d’expériences initial, mais bien souvent
le nombre de points qu’il est permis d’évaluer sur les fonctions de référence est limité car
ces évaluations sont relativement coûteuses. Il faut donc les utiliser avec parcimonie. On a
alors recours à des techniques de complétion adaptative du plan d’expériences initial qui
visent à sélectionner de manière astucieuse les échantillons à évaluer pour n’améliorer les
modèles qu’aux endroits où c’est nécessaire. On réalise ainsi plusieurs itérations d’amélio-
ration en ajoutant peu à peu des échantillons à la base d’apprentissage des modèles jusqu’à
ce qu’ils atteignent une qualité suffisante (ou bien jusqu’à ce que le quota d’évaluations
des fonctions de référence soit dépassé). Cette amélioration adaptative peut chercher à
faire diminuer l’erreur des modèles dans leur ensemble ou bien à améliorer les zones pos-
siblement optimales uniquement. Dans ce second cas, la détermination des échantillons à
évaluer fait intervenir le problème d’optimisation robuste à résoudre afin de localiser les
régions d’intérêt. La construction adaptative de plans d’expériences sera développée en
détail dans le prochain chapitre.

Lorsque la qualité des modèles est satisfaisante, on peut ensuite déterminer les solu-
tions optimales du problème. Plusieurs cas de figure se présentent. Une première possibilité
est d’extraire ces solutions parmi les échantillons du plan d’expériences final obtenu, si on
considère que seuls ces points sont recevables car leur robustesse est connue avec plus de
précision que celle des autres points de l’espace. Lorsque la construction adaptative du
plan d’expériences a pour but d’enrichir les zones optimales, les points améliorants sont
choisis en résolvant un problème proche du problème initial. Les solutions optimales font
alors certainement partie du plan d’expériences et elles sont ainsi disponibles sans calcul
supplémentaire. On peut aussi envisager de mener une optimisation plus précise sur les
modèles finaux afin de bien converger vers le front de Pareto idéal du problème. Cette
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Figure 7.14 – Processus de résolution d’un problème d’optimisation robuste à l’aide de
modèles de substitution.
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7.6. Conclusion

optimisation a posteriori est d’autant plus nécessaire quand les modèles sont améliorés de
manière globale sans recherche des zones optimales. Les algorithmes d’optimisation mul-
tiobjectifs retournent par contre en règle générale un nombre assez important de solutions.
Afin de ne pas submerger le décideur avec de multiples propositions différentes, on peut
alors sélectionner quelques solutions optimales parmi les plus représentatives en réalisant
un élagage du front de Pareto obtenu (voir la section 4.4). On obtient au final un certain
nombre de solutions robustes pour le problème posé.

Une dernière étape facultative consiste à analyser plus en détail les solutions optimales
choisies. La robustesse de ces points a en effet été estimée à l’aide de modèles de substitu-
tion. Même si la valeur exacte de leur robustesse n’est pas accessible (car cela nécessiterait
de connaître la valeur des fonctions de référence sur l’ensemble de leur voisinage), on
peut néanmoins la calculer de manière plus précise dans le but de valider les résultats de
l’optimisation. Si cela est possible, leur robustesse peut par exemple être évaluée sur les
fonctions de référence elles-mêmes à l’aide de la méthode de Monte-Carlo ou bien d’un
modèle local de type polynôme de chaos. Dans le cas test des deux barres, nous avons
ainsi recalculé la robustesse des solutions du front de Pareto par tirages de Monte-Carlo
sur les fonctions de référence. Pour un problème réel, cela ne serait bien sûr effectué que
pour les quelques solutions sélectionnées au préalable. Une fois que ces solutions optimales
robustes ont été validées, elles peuvent enfin être transmises au décideur qui fera son choix
final parmi elles.

7.6 Conclusion
Nous avons décrit dans ce chapitre le déroulement de la définition et de la résolu-

tion d’un problème d’optimisation robuste. À partir d’un problème déterministe initial,
l’identification des incertitudes présentes sur les variables d’entrée permet d’exprimer ce
problème sous sa forme stochastique. Les incertitudes doivent être modélisées de manière
réaliste à partir des informations disponibles afin de ne pas fausser les résultats futurs.
Le problème stochastique est ensuite converti en un nouveau problème déterministe (mais
robuste cette fois) à l’aide de mesures de robustesse. Ces mesures visent à quantifier la
sensibilité des solutions par rapport aux fluctuations induites par les paramètres incer-
tains, et doivent être choisies avec soin car elles déterminent les propriétés des solutions
optimales recherchées. Afin de résoudre le problème d’optimisation robuste ainsi formulé,
on met en place une stratégie d’estimation de la robustesse des solutions. Ces stratégies se
basent en général sur des modèles de substitution des fonctions de référence, car un calcul
direct serait bien trop coûteux. Il devient alors nécessaire de pouvoir maîtriser l’erreur de
ces modèles pour garantir la qualité de leurs prédictions. La construction adaptative d’un
plan d’expériences peut ainsi être intégrée à la boucle d’optimisation. C’est ce à quoi nous
allons nous intéresser dans le chapitre suivant.
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Chapitre 8

Plans d’expériences adaptatifs
pour l’optimisation robuste
multiobjectifs

Sommaire
8.1 Plans d’expériences adaptatifs pour l’amélioration globale de modèles . 164

8.1.1 Amélioration d’un unique modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
8.1.2 Ajout de plusieurs échantillons à la fois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
8.1.3 Amélioration simultanée de plusieurs modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

8.2 Plans d’expériences pour l’optimisation déterministe (méthode PareBO)180
8.2.1 Prise en compte de l’erreur des modèles en optimisation multiobjectifs . . . 180
8.2.2 Adaptation de l’algorithme NSGA-II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
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8.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

L’optimisation de fonctions coûteuses est limitée par le nombre restreint d’évaluations
des objectifs qu’il est possible d’effectuer en un temps « raisonnable ». Pour obtenir des
résultats satisfaisants, on se tourne alors vers des modèles de substitution capables de
prédire le comportement de ces fonctions à partir de quelques échantillons seulement.
L’utilisation de modèles pose toutefois le problème de la gestion de leur erreur d’approxi-
mation. Les données exploitées durant l’optimisation sont en effet des valeurs approchées
obtenues grâce aux modèles et non sur les fonctions de référence elles-mêmes. Cela peut
amener l’algorithme d’optimisation à ignorer certaines solutions optimales qu’il considère
comme inintéressantes à cause de l’erreur des modèles, ou bien à sélectionner des solutions
qui sont en réalité peu performantes. Il est ainsi utile de prendre en compte l’erreur de
modélisation durant la résolution d’un problème. Le moyen le plus efficace pour minimiser
son impact sur les résultats de l’optimisation serait d’établir des modèles de substitution
les plus précis possibles à partir d’un grand nombre d’échantillons d’apprentissage. Mais
le quota de points qu’il est permis d’évaluer sur les fonctions de référence est limité, et
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on cherche plutôt à planifier ces évaluations le plus intelligemment possible. Le but est
de calculer uniquement les échantillons les plus pertinents, c’est-à-dire ceux qui amélio-
reront notablement la qualité des modèles et qui permettront de résoudre le problème
d’optimisation avec le moins d’erreur possible.

Peu de solutions ont été proposées à ce sujet dans le cadre de l’optimisation robuste.
La motivation de ce chapitre est donc de définir une méthode de construction adaptative
de plans d’expériences dédiés à l’optimisation robuste. Le contexte multiobjectifs de nos
applications nous oblige de plus à gérer plusieurs modèles de substitution simultanément.
Ces modèles sont construits à partir des sorties d’un même code de calcul, et ils partagent
donc le même plan d’expériences. Les évaluations des fonctions de référence doivent alors
être choisies en vue d’améliorer tous les modèles à la fois. Nous avons enfin la possibilité
d’évaluer plusieurs échantillons en parallèle afin d’accélérer le processus d’optimisation.
La méthode recherchée devra donc tenir compte de toutes ces particularités.

Nous avons développé notre méthode adaptative de façon séquentielle, en complexifiant
le problème considéré peu à peu. Ce parcours est retracé dans ce chapitre. Nous allons ainsi
nous intéresser dans un premier temps à l’amélioration globale de modèles de substitution
dans le but de faire diminuer leur erreur sur l’ensemble de leur domaine de définition.
Nous étudierons ensuite la prise en compte de l’erreur des modèles dans le contexte de
l’optimisation déterministe puis robuste, afin d’améliorer les modèles au niveau des zones
optimales uniquement et de prédire au mieux les solutions d’un problème.

8.1 Plans d’expériences adaptatifs pour l’amélioration glo-
bale de modèles

Avant d’aborder la construction adaptative de plans d’expériences pour l’optimisation
(qui se concentre sur les régions où sont possiblement situés les optima), nous allons nous
intéresser à l’amélioration globale de modèles. Nous cherchons ici à accroître leur qualité
sur l’ensemble de leur espace de définition. Une stratégie d’amélioration globale de modèle
peut par exemple être utilisée dans l’optique de remplacer totalement une fonction par
un modèle de substitution au sein d’un système multidisciplinaire : il faut que le modèle
possède une qualité suffisante sur la totalité de l’espace car on ne sait pas a priori quelles
zones vont être explorées par la suite. On peut aussi employer cette stratégie avant de
réaliser une optimisation, afin de démarrer la recherche de solutions optimales sur un
modèle relativement représentatif de la fonction de référence.

De nombreux travaux se sont penchés sur l’amélioration globale d’un unique modèle
de substitution, en se basant sur différentes mesures de son erreur. Nous revenons dans un
premier temps sur ces méthodes pour ensuite étudier les possibilités offertes par l’évalua-
tion en parallèle de plusieurs échantillons sur les fonctions de référence. Nous étudierons
enfin l’amélioration simultanée de plusieurs modèles.

8.1.1 Amélioration d’un unique modèle

Nous avons décrit dans l’état de l’art les méthodes existantes pour l’amélioration glo-
bale d’un modèle (voir la section 3.8.2). Ces méthodes visent à réduire l’erreur du modèle
et dépendent donc de la mesure d’erreur considérée. Les différentes mesures de l’erreur
globale d’un modèle permettent ainsi de définir différentes stratégies d’amélioration.
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Algorithme 8.1 : Construction d’un plan d’expériences adaptatif pour l’améliora-
tion globale d’un modèle
1 PDE ← PDEinitial

2 Évaluer_avec_fonction_de_référence(PDE)
3 tant que le critère d’arrêt n’est pas vérifié faire
4 f̂ ← Construire_modèle(PDE)
5 p← Chercher_point_à_ajouter(f̂)
6 Évaluer_avec_fonction_de_référence(p)
7 PDE ← PDE ∪ {p}
8 fin

Mesures de l’erreur d’un modèle

La qualité d’un modèle est généralement évaluée en termes d’erreur moyenne (ErrMoy)
ou bien d’erreur maximale (ErrMax). On retrouve ici les deux types de mesures utilisées
en robustesse : soit une espérance pour l’erreur moyenne, soit un quantile pour l’erreur
maximale (on pourrait aussi choisir de considérer l’erreur à 95% par exemple pour avoir
une mesure moins conservatrice). Ces mesures d’erreur peuvent être estimées à partir de
données analytiques fournies par le modèle de substitution (la variance du modèle de
krigeage par exemple), ou bien grâce à des méthodes statistiques (en utilisant une base de
points de test ou bien la méthode du bootstrap).

Amélioration de l’erreur d’un modèle

Le principe de l’amélioration adaptative d’un modèle f̂ est résumé dans l’algorithme 8.1.
En partant d’un plan d’expériences initial PDEinitial (qui peut être un LHS par
exemple), on construit un premier modèle de substitution f̂ de la fonction de référence
puis on recherche le point p qui va permettre d’améliorer le plus possible l’erreur de ce
modèle. Une fois trouvé, ce point est évalué avec la fonction de référence et ajouté au
plan d’expériences. On recommence ensuite la construction de modèle et la recherche de
point améliorant jusqu’à ce qu’un certain critère d’arrêt soit satisfait. Ce critère peut par
exemple être un seuil de qualité du modèle à atteindre, ou bien un quota d’évaluations de
la fonction de référence à ne pas dépasser.

La recherche du meilleur point à ajouter au plan d’expériences est au cœur des mé-
thodes adaptatives. On veut trouver le point qui une fois évalué assurera une erreur de
modèle minimale. Il faut donc résoudre le problème suivant :

argmin
p∈X

Err(f̂+p), (8.1)

avec f̂+p le modèle f̂ auquel on a ajouté l’échantillon d’apprentissage p, et Err une mesure
de l’erreur globale de ce modèle. La difficulté vient du fait que l’image du point p par la
fonction de référence n’est pas connue lors de la résolution de ce problème. On ne peut
donc qu’estimer son impact sur l’erreur globale du modèle (cette erreur devant elle-même
être approchée à partir des données qu’on possède). Si on considère la mesure de l’erreur
maximale ErrMax, le critère d’amélioration correspondant est le critère MMSE pour lequel
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le problème (8.1) revient tout simplement à trouver le point qui possède la plus grande
variance de modélisation sur le processus stochastique F̂ lié au modèle f̂ :

MMSE(F̂ ) = argmax
p∈X

Var(F̂ (p)). (8.2)

La figure 8.1 présente un exemple d’amélioration d’un modèle de krigeage par ajout du
point de plus grande variance à chaque itération. Partant d’un modèle grossier avec de
larges intervalles de confiance, on obtient au final un modèle qui approche relativement
bien la fonction à représenter.

Nous avons expérimenté cette méthode d’amélioration globale avec le critère MMSE
sur un exemple en deux dimensions visant à approcher la fonction de Rosenbrock (définie
par l’équation (4.5)) par un modèle de krigeage. Il s’agit de construire un plan d’expé-
riences de manière adaptative à partir d’un LHS initial de 3 points. Un exemple de plan
final obtenu (constitué de 18 échantillons) est présenté sur la figure 8.2. On voit que ce cri-
tère d’amélioration a tendance à ajouter des points sur les frontières de l’espace, car c’est
souvent dans ces zones que le modèle est le plus mal défini. Les maxima de la fonction de
Rosenbrock sont de plus situés sur des frontières et l’erreur absolue du modèle y est donc
possiblement élevée. Pour modéliser des fonctions possédant une large plage de variation
comme c’est le cas ici, il serait plus judicieux d’utiliser une erreur relative afin que les
régions aux valeurs importantes ne soient pas privilégiées par rapport aux autres lors de
l’enrichissement. Nous avons toutefois employé ici l’erreur absolue afin de rendre les parti-
cularités du critère MMSE plus visibles. La fonction de Rosenbrock est globalement bien
représentée par le modèle final, même si les zones de faible valeur sont moins bien décrites
que les autres (mais leur erreur absolue reste faible). La figure 8.3 présente l’évolution des
erreurs maximale et moyenne du modèle de krigeage lors de l’enrichissement adaptatif du
plan d’expériences. Ces erreurs ont été calculées grâce à une base de test de 1000 points
dont la valeur réelle est connue, et moyennées sur 100 exécutions différentes de l’enrichisse-
ment. Nous avons comparé l’ajout de points selon le critère MMSE à l’utilisation d’un LHS
de taille équivalente sans construction adaptative, ainsi qu’à une amélioration « idéale » de
l’erreur maximale du modèle. Le critère MMSE est en effet basé sur une estimation de la
position du point le plus mal décrit par le modèle (obtenue à partir de la variance du mo-
dèle de krigeage). Sur notre exemple analytique, il est possible d’ajouter le véritable point
de plus grande erreur trouvé en comparant le modèle à la fonction de référence. On obtient
ainsi l’erreur de modèle idéale qui aurait pu être atteinte si on avait eu connaissance de
l’erreur exacte en chaque point. On voit sur le graphique d’évolution de l’erreur maximale
que le critère MMSE n’obtient pas d’aussi bons résultats que l’amélioration idéale du fait
de l’approximation réalisée lors de l’estimation de l’erreur du modèle, mais il permet tout
de même de construire des plans d’expériences donnant de meilleurs modèles qu’un LHS
de même taille. L’erreur moyenne est par contre moins bonne que celle obtenue avec un
LHS, ce qui est normal car on n’a pas cherché à l’améliorer ici en rajoutant le point du
modèle le plus mal décrit. L’amélioration d’un modèle dépend donc du critère utilisé et de
la mesure d’erreur considérée. Ces résultats montrent que l’utilisation du critère MMSE
permet effectivement d’aboutir à des modèles possédant une bonne erreur maximale.

Si on souhaite au contraire réduire l’erreur moyenne du modèle de substitution, on
peut se baser sur le critère IMSE pour rechercher le point qui apportera la plus grande
amélioration moyenne une fois ajouté à la base d’apprentissage. La construction de plans
d’expériences adaptatifs avec ce critère est par contre plus complexe car son optimisation
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Figure 8.1 – Exemple d’amélioration adaptative d’un modèle de krigeage par ajout du
point de variance maximale. La fonction f a modéliser est représentée en gris. Les points
noirs sont les échantillons d’apprentissage, à partir desquels est construit un modèle de
krigeage f̂ représenté en bleu (avec son intervalle de confiance à 95%). La variance du
modèle est tracée en pointillés au bas de chaque graphe (sans respect d’échelle). Le point
maximisant cette variance est indiqué d’une croix rouge.
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Figure 8.2 – Exemple de plan d’expériences (points noirs) construit par amélioration
adaptative à partir d’un LHS initial de trois points (indiqués par des cercles) pour repré-
senter la fonction de Rosenbrock par un modèle de krigeage. Le point possédant la plus
grande variance de modèle a été rajouté à chaque itération. Les courbes de niveau de la
fonction de référence sont représentées en gris et celles du modèle final en couleur.
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Figure 8.3 – Évolution moyenne en fonction du nombre de points d’apprentissage des
erreurs maximale (à gauche) et moyenne (à droite) du modèle de krigeage de la fonction
de Rosenbrock. La méthode MMSE est représentée en bleu, l’approche « idéale » par
ajout du point de plus grande erreur réelle du modèle en vert, et l’utilisation d’un LHS
sans construction adaptative en rouge.
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nécessite de simuler l’ajout de points au modèle (voir la section 3.8.3) afin de voir leur effet
sur son erreur moyenne, alors que le critère MMSE dépend directement de la variance du
modèle en cours.

Le choix d’un critère d’amélioration ou d’un autre se fait en fonction de la manière
dont l’erreur globale du modèle de substitution est mesurée. Dans les problèmes industriels
qui nous intéressent, l’erreur d’un modèle est souvent évaluée en termes de « pire cas » :
on souhaite avoir une erreur de modèle inférieure à un seuil donné (absolu ou bien relatif).
L’amélioration va donc devoir se focaliser sur le point qui présente la plus grande erreur
d’approximation. Nous utiliserons ainsi par la suite le critère MMSE. Ce critère a l’avantage
d’être simple à calculer, mais il a tendance à favoriser les frontières de l’espace de recherche.
On pourrait aussi imaginer des approches mixtes visant à améliorer l’erreur maximale du
modèle dans un premier temps, puis son erreur moyenne. On obtiendrait ainsi des modèles
corrects à la fois en erreur maximale et en erreur moyenne.

8.1.2 Ajout de plusieurs échantillons à la fois

L’approche adaptative que nous venons d’étudier détermine à chaque itération la po-
sition d’un seul et unique point à ajouter au plan d’expériences. Mais on a parfois à
disposition des moyens de calcul qui permettent d’effectuer plusieurs évaluations de la
fonction de référence en parallèle pour obtenir un certain nombre d’échantillons d’appren-
tissage (noté NombrePointsParallèles) dans la durée d’un seul calcul. L’amélioration de
la qualité du modèle est ainsi accélérée grâce à la parallélisation des évaluations. Dans ce
cadre, on cherche à déterminer à chaque itération de l’algorithme adaptatif la position de
plusieurs points prometteurs à calculer simultanément.

La recherche de plusieurs points améliorants nécessite de mettre en place des techniques
plus évoluées que dans le cas d’un point unique. Il faut en effet estimer l’impact sur le
modèle de l’ensemble des points choisis en tentant compte de leurs interactions. Si on
ne prend pas ces dernières en considération, il est possible que deux points sélectionnés
soient très proches l’un de l’autre (voire identiques), et leur évaluation sur la fonction
de référence n’apportera alors pas plus d’information que l’évaluation d’un seul point.
Les échantillons retenus doivent donc être suffisamment distincts pour que chacun puisse
participer à l’amélioration globale du modèle.

Pour sélectionner différents points à ajouter au plan d’expériences, on peut par exemple
découper l’espace en plusieurs parties et rechercher un point améliorant dans chacune
d’elles. Cette approche relativement simple permet d’éviter de rajouter des points trop
proches (sauf si ceux-ci sont situés près de la frontière de deux zones adjacentes), mais son
inconvénient est qu’elle considère au même plan chacune des régions alors que certaines
sont peut-être déjà suffisamment bien décrites par le modèle. Des stratégies plus avancées
de raffinement de la partition de l’espace pourraient être envisagées pour favoriser les zones
difficiles à modéliser par rapport aux régions où le modèle est assez précis.

Une autre approche pour choisir de multiples échantillons à évaluer en parallèle est
de trouver un premier point par les techniques traditionnelles (en utilisant par exemple
le critère MMSE), puis de simuler l’ajout de ce point à la base d’apprentissage du mo-
dèle avant de chercher le point améliorant suivant de la même manière. On prend ainsi
en considération les points sélectionnés précédemment lors de la recherche d’un nouveau
point améliorant, même si ceux-ci n’ont pas encore été réellement évalués avec la fonction
de référence. Le principe de cette méthode est décrit dans l’algorithme 8.2. Elle repose
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Algorithme 8.2 : Construction d’un plan d’expériences adaptatif pour l’améliora-
tion globale d’un modèle avec ajout de plusieurs échantillons à la fois
1 PDE ← PDEinitial

2 Évaluer_avec_fonction_de_référence(PDE)
3 tant que le critère d’arrêt n’est pas vérifié faire
4 f̂ ← Construire_modèle(PDE)
5 NouveauxPoints← ∅
6 pour i ∈ {1, 2, ..., NombrePointsParallèles} faire
7 p← Chercher_point_à_ajouter(f̂)
8 NouveauxPoints←NouveauxPoints ∪ {p}
9 Simuler_ajout(p, f̂)

10 fin
11 Évaluer_avec_fonction_de_référence(NouveauxPoints)
12 PDE ← PDE ∪NouveauxPoints
13 fin

donc sur la simulation de l’ajout d’un nouveau point p au modèle de substitution f̂ . Ce
point sera ainsi pris en compte dans l’estimation de l’erreur du modèle lors de la recherche
du point améliorant suivant. Comme pour tous les échantillons d’apprentissage, l’erreur
sera relativement faible autour de p, ce qui évitera de sélectionner un autre point amé-
liorant dans son voisinage. Les diverses possibilités pour simuler l’ajout d’un échantillon
d’apprentissage à un modèle de substitution sont décrites dans la section 3.8.3. Selon le
type de modèle considéré, cet ajout « virtuel » peut être effectué à partir de la position du
point uniquement ou bien en supposant une valeur fictive pour son image par la fonction
de référence. Le modèle peut aussi être reconstruit ou non après ajout du nouveau point.
Il ne s’agit bien entendu que d’une méthode approchée car elle repose sur une estimation
de l’impact de chaque point sur l’erreur du modèle sans connaître sa vraie valeur sur la
fonction de référence. Les estimations s’éloignent donc de plus en plus de la réalité au fur
et à mesure des ajouts « virtuels » de points. Cette méthode est ainsi à réserver aux cas
où le nombre de calculs en parallèle reste relativement limité.

À titre d’illustration, la figure 8.4 présente une itération de cet algorithme sur un
exemple. Il s’agit de rajouter simultanément deux points d’apprentissage au plan d’expé-
riences initial afin d’améliorer la qualité d’un modèle de krigeage. En suivant le critère
MMSE, on commence donc par sélectionner le point de plus forte variance dont on simule
l’ajout au modèle. La prise en compte de ce point supplémentaire dans l’estimation de l’er-
reur du modèle de krigeage est relativement simple, et permet d’obtenir un second point
améliorant correspondant au nouveau maximum de la variance du modèle (celle-ci étant
devenue nulle au niveau du premier point sélectionné). Une fois ces deux points choisis, ils
sont réellement évalués sur la fonction de référence et le modèle est reconstruit avec ces
nouvelles informations. On peut ensuite continuer à effectuer des itérations d’amélioration
de la même manière jusqu’à ce que le modèle atteigne une qualité suffisante ou bien jusqu’à
ce que le quota d’évaluations qu’il est permis de réaliser sur la fonction de référence soit
atteint.

Nous avons mis en œuvre cette stratégie d’ajout simultané de plusieurs points sur
l’exemple de la fonction de Rosenbrock de la section précédente (figure 8.2). Nous suppo-
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Figure 8.4 – Exemple d’amélioration d’un modèle f̂ par ajout simultané de deux points.
La fonction de référence est représentée en gris, les échantillons d’apprentissage par des
points noirs, le modèle en bleu (avec son intervalle de confiance à 95%) et la variance du
modèle en pointillés (sans respect d’échelle). Un premier point de variance maximale est
sélectionné (croix rouge en haut), puis ajouté « virtuellement » au modèle (cercle noir au
centre) pour rechercher un second point de variance maximale (croix rouge au centre). Les
deux points sont ensuite évalués avec la fonction de référence et le modèle est reconstruit
(en bas).

171



CHAPITRE 8. PLANS D’EXPÉRIENCES POUR L’OPTIMISATION ROBUSTE

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

nb pts
5 10 15

ErrMax

0

1000

2000

3000

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

temps
0 5 10 15

ErrMax

0

1000

2000

3000

Figure 8.5 – Évolution moyenne de l’erreur maximale du modèle de krigeage de la fonction
de Rosenbrock en fonction du nombre de points d’apprentissage (à gauche) et du temps
de calcul (à droite, une unité correspondant au temps d’évaluation d’un échantillon).
L’amélioration point par point est représentée en bleu, et l’amélioration en rajoutant trois
points à la fois en orange.

sons ici que les échantillons peuvent être évalués trois par trois. L’évolution de l’erreur du
modèle obtenu est comparée à l’approche point par point initiale sur la figure 8.5. On peut
voir que les erreurs des deux méthodes sont relativement similaires lorsqu’on les trace en
fonction du nombre de points présents dans le plan d’expérience. L’erreur de la nouvelle
approche évolue par paliers car plusieurs points sont ajoutés simultanément. Elle reste tout
de même légèrement plus mauvaise que l’approche point par point, car à chaque itération
la détermination des trois points améliorants est réalisée à partir des mêmes informations
de départ, alors que dans la stratégie initiale on a connaissance de la valeur réelle de tous
les points un par un. Les estimations par ajout simulé engendrent donc une légère perte
de précision, mais si on compare l’évolution de l’erreur en fonction du temps de calcul on
voit que la parallélisation des évaluations de la fonction de référence permet de construire
un modèle de qualité beaucoup plus rapidement. Ces résultats valident ainsi l’approche
par simulation d’ajout de point qui offre la possibilité d’évaluer plusieurs échantillons en
parallèle pour accélérer l’enrichissement d’un modèle.

8.1.3 Amélioration simultanée de plusieurs modèles

Dans le cadre de simulations numériques complexes comme celles utilisées dans cette
étude, on peut aussi établir plusieurs modèles de substitution en même temps. Chaque
simulation permet en effet d’évaluer simultanément différents observables qui vont être
représentés par autant de modèles. On souhaite alors améliorer l’erreur de tous les mo-
dèles à la fois en ajoutant au plan d’expériences commun des échantillons qui profitent à
tous. À notre connaissance, il y a peu d’études dans la littérature qui visent à améliorer
simultanément plusieurs modèles de substitution de manière globale.

Pour poursuivre dans la même optique que précédemment en considérant le critère
MMSE, nous allons ici chercher à améliorer le plus mauvais point de chaque modèle (des
méthodes similaires pourraient être employées pour améliorer l’erreur moyenne en em-
ployant d’autres critères). On peut imaginer deux stratégies d’amélioration différentes :
soit on améliore chacun des modèles alternativement avec des méthodes classiques, soit
on tente d’améliorer simultanément l’ensemble des modèles. Ces deux possibilités sont
détaillées ci-après.
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Algorithme 8.3 : Construction d’un plan d’expériences adaptatif pour plusieurs
modèles par amélioration alternative
1 PDE ← PDEinitial

2 Évaluer_avec_fonctions_de_référence(PDE)
3 i← 1
4 tant que le critère d’arrêt n’est pas vérifié faire
5 f̂i ← Construire_modèle(PDE, i)
6 p← Chercher_point_à_ajouter(f̂i)
7 Évaluer_avec_fonctions_de_référence(p)
8 PDE ← PDE ∪ {p}
9 i← (i mod n) + 1

10 fin

Amélioration alternative de chaque modèle

Une première idée pour enrichir plusieurs modèles à la fois est d’améliorer chacun
des modèles tour à tour. On peut alors utiliser les méthodes classiques d’amélioration
d’un unique modèle en changeant de modèle considéré à chaque itération. On gère donc
maintenant un vecteur f̂ = (f̂1, f̂2, ..., f̂n) de n modèles de substitution, et la recherche
de point améliorant se fait sur l’un des modèles seulement à chaque étape. Le principe de
cette approche est présenté dans l’algorithme 8.3.

La figure 8.6 illustre cet algorithme sur un exemple simple d’amélioration de deux mo-
dèles de krigeage. Partant d’un plan d’expériences initial composé de quatre échantillons,
on commence par rechercher le point le plus mal décrit par le premier modèle (c’est-à-dire
le point de plus forte variance), puis ce point est calculé avec les fonctions de référence
et les modèles reconstruits. On ajoute alors au plan d’expériences le plus mauvais point
du second modèle, et ainsi de suite alternativement. On obtient au final deux modèles
relativement représentatifs des fonctions initiales.

L’avantage de cette méthode est que la recherche du point à ajouter au plan d’expé-
riences est relativement simple et qu’on n’a besoin de construire qu’un seul modèle de
substitution à chaque itération (celui sur lequel va porter l’amélioration). Mais le point
sélectionné n’est pas toujours le plus adapté à l’ensemble des modèles. Il se peut en effet
qu’un des modèles soit plus précis que les autres à un moment donné, comme c’est le cas
par exemple au niveau du graphe (d) de la figure 8.6. Le modèle amélioré lors de cette
étape approche déjà relativement bien sa fonction de référence, et il aurait peut-être été
profitable de chercher à améliorer le second modèle à la place. On pourrait ainsi imaginer
de modifier l’algorithme pour enrichir de préférence le modèle qui présente la plus grande
erreur. La stratégie alternative fonctionne bien lorsqu’on a peu de modèles à améliorer si-
multanément, mais si leur nombre augmente chacun des modèles n’est considéré que plus
rarement. S’il peut arriver que les points de plus grande variance des modèles soient situés
au même endroit, ce qui permet alors à tous les modèles de bénéficier de l’amélioration ap-
portée par l’évaluation de cet échantillon, ces points ne sont pas nécessairement les mêmes
en règle générale. Chacun doit alors attendre son tour avant de voir son erreur diminuer
significativement. C’est pourquoi nous avons imaginé une autre stratégie d’amélioration
qui prend en compte l’ensemble des modèles à chaque itération.
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Figure 8.6 – Exemple d’amélioration simultanée de deux modèles de krigeage par ajout
du point de plus grande variance de chaque modèle alternativement (visualisé par une croix
rouge). Les fonctions de référence sont représentées en gris, les échantillons d’apprentissage
par des points noirs et les modèles en bleu (avec leur intervalle de confiance à 95%). La
variance du modèle concerné à chaque étape est tracée en pointillés (sans respect d’échelle).
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Amélioration simultanée de tous les modèles

La stratégie d’amélioration alternative présentée ci-dessus favorise un des modèles à
chaque itération. Mais on peut aussi chercher à enrichir tous les modèles de substitution
à la fois en faisant des compromis. Le problème d’amélioration simultanée de plusieurs
modèles peut en effet être vu comme une recherche multiobjectifs, chaque objectif étant
d’améliorer un modèle donné.

L’amélioration d’un unique modèle f̂i revient à déterminer le point qui, une fois éva-
lué, permettra de faire diminuer au maximum son erreur globale (il s’agit par exemple
du point de plus grande variance si on considère le critère MMSE). Nous noterons ce
point PointsÀAmélioreri. Lorsque plusieurs modèles entrent en jeu, on obtient ainsi au-
tant de points qu’on aimerait voir évalués que de modèles. S’il n’est pas possible d’effectuer
des évaluations en parallèle sur la fonction de référence, on ne peut pas connaître la valeur
exacte de tous ces points lors d’une même itération. Mais on peut par contre essayer de
l’estimer aussi précisément que possible : nous allons ainsi chercher à réduire simultané-
ment la taille des intervalles de confiance des prédictions de ces points, ce qui améliorera
par là même l’erreur de tous les modèles à la fois. Le problème à résoudre s’écrit :

minimiser
p∈X





| IC(F̂+p
1 (PointsÀAméliorer1))|,

| IC(F̂+p
2 (PointsÀAméliorer2))|,

...
| IC(F̂+p

n (PointsÀAméliorern))|,

(8.3)

avec F̂+p
i le processus stochastique associé au modèle f̂i auquel on a ajouté l’échantillon

d’apprentissage p, et IC l’intervalle de confiance à 95% de ses prédictions. Dans le cas du
critère MMSE que nous avons choisi ici, cela revient à chercher un point de l’espace qui
améliore la prédiction des points de plus grande variance de chaque modèle. Le fait de
réaliser la recherche de point améliorant en deux temps (on localise d’abord les points de
plus grande variance des modèles puis un point qui améliore les points précédents) sera de
plus adapté au contexte de l’optimisation robuste dans lequel les deux espaces de recherche
ne sont pas forcément les mêmes comme nous le verrons plus loin.

Le principe de la méthode d’amélioration simultanée est résumé dans l’algorithme 8.4.
La seule différence par rapport aux approches précédentes est la recherche du point amé-
liorant général visant à mieux prédire les points les plus mal décrits par chaque modèle
(ligne 8 de l’algorithme). Cette recherche est réalisée en résolvant le problème (8.3). On
ne souhaite toutefois obtenir qu’une seule solution optimale de ce problème multiobjec-
tifs, puisqu’on ne va évaluer qu’un unique point sur les fonctions de référence à chaque
itération. On peut donc agréger les différents objectifs afin de le transformer en problème
mono-objectif. Nous avons choisi ici de normaliser ces objectifs avant de les sommer (on
pourrait aussi utiliser d’autres agrégations comme le produit par exemple). Nous considé-
rons ainsi l’amélioration relative ARi apportée par un échantillon p à la prédiction d’un
point PointsÀAmélioreri sur un modèle f̂i :

ARi(p) = | IC(F̂i(PointsÀAmélioreri))| − | IC(F̂+p
i (PointsÀAmélioreri))|

| IC(F̂i(PointsÀAmélioreri))|
. (8.4)

On peut noter que ARi(p) est nul si p fait déjà partie des échantillons d’apprentissage de f̂i
(ajouter un échantillon déjà présent n’apporte aucune amélioration). Nous recherchons
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Algorithme 8.4 : Construction d’un plan d’expériences adaptatif pour plusieurs
modèles par amélioration simultanée
1 PDE ← PDEinitial

2 Évaluer_avec_fonctions_de_référence(PDE)
3 tant que le critère d’arrêt n’est pas vérifié faire
4 pour i ∈ {1, 2, ..., n} faire
5 f̂i ← Construire_modèle(PDE, i)
6 PointsÀAmélioreri ← Chercher_point_à_ajouter(f̂i)
7 fin
8 p← Chercher_point_améliorant_général(PointsÀAméliorer, f̂)
9 Évaluer_avec_fonctions_de_référence(p)

10 PDE ← PDE ∪ {p}
11 fin

ensuite le point de l’espace qui maximise la somme des améliorations relatives :

argmax
p∈X

n∑

i=1
ARi(p). (8.5)

On a ainsi un simple problème mono-objectif à traiter, dont la résolution fournit un point
améliorant simultanément l’ensemble des modèles de substitution considérés.

La figure 8.7 présente un exemple d’amélioration de deux modèles de krigeage selon
la méthode que nous venons de décrire. On peut constater que lorsque les points de plus
grande variance des deux modèles sont situés au même endroit, c’est ce point qui est choisi
pour être ajouté au plan d’expérience comme dans le cas d’une amélioration alternative
(voir le graphe (a) par exemple). Quand cette situation se présente, on pourrait ainsi
sélectionner directement le point sans effectuer de recherche avancée via le problème (8.5)
afin d’accélérer un peu la procédure. Par contre, lorsque les points de plus grande variance
sont différents, l’approche essaie de trouver un compromis entre les deux modèles. Au
niveau du graphe (c) par exemple, on voit que l’amélioration atteint son maximum entre
les deux points les plus mal décrits. Ce maximum est plus proche du point de gauche qui
possède une variance relativement importante. L’autre modèle étant déjà bien défini, il
ne peut pas bénéficier d’une amélioration aussi significative. Le nouveau point évalué se
trouve donc à proximité du point de plus grande variance, tout en étant décalé en direction
du second point à améliorer. Cette méthode permet ainsi de résoudre les conflits d’intérêt
entre modèles lorsque les points qu’ils souhaitent voir améliorés ne sont pas les mêmes.

Nous avons aussi appliqué cette approche sur un cas test analytique en deux dimen-
sions. Il s’agit de représenter conjointement la fonction de Rosenbrock (équation (4.5)) et la
fonction « chameau » (équation (4.7)) à l’aide de modèles de krigeage. Ces deux fonctions
sont représentées sur la figure 8.8. Partant d’un LHS initial constitué de trois échantillons
d’apprentissage, le plan d’expériences est complété de manière adaptative en vue d’amé-
liorer simultanément les deux modèles. Un exemple de plan d’expériences final obtenu est
donné sur la figure 8.9. On constate que l’amélioration simultanée de plusieurs modèles
a moins tendance à favoriser les frontières de l’espace de définition que l’enrichissement
d’un seul modèle avec le critère MMSE. On est en effet amené à faire des compromis entre
les différents modèles, et ces compromis se situent plus souvent à l’intérieur de l’espace de
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Figure 8.7 – Exemple d’amélioration simultanée de deux modèles de krigeage avec notre
méthode (algorithme 8.4). Les fonctions de référence sont représentées en gris, les échan-
tillons d’apprentissage par des points noirs et les modèles en bleu (avec leur intervalle de
confiance à 95%). On recherche tout d’abord les points de plus grande variance de chaque
modèle (croix rouges) puis on estime l’amélioration apportée en ces deux points par tout
point de l’espace (courbes en pointillés, sans respect d’échelle). Le point maximisant l’amé-
lioration est évalué sur les fonctions de référence et ajouté au plan d’expériences avant de
reconstruire les modèles.
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Figure 8.8 – Les fonctions de Rosenbrock et chameau qu’on souhaite modéliser simulta-
nément.

définition plutôt qu’en bordure du domaine. Les modèles finaux représentent assez bien
les deux fonctions de référence, même si on peut noter que la fonction chameau est plus
difficile à approcher que la fonction de Rosenbrock. La figure 8.10 présente l’évolution
de l’erreur maximale de chacun des modèles lors de la construction adaptative du plan
d’expériences. Ces erreurs ont été calculées grâce à une base de test de 1000 points dont la
valeur réelle est connue, et moyennées sur 100 exécutions différentes de l’enrichissement.
Nous avons comparé l’ajout de points selon notre méthode à l’utilisation d’un LHS de taille
équivalente sans construction adaptative, ainsi qu’à une amélioration alternative des deux
modèles (approche présentée dans l’algorithme 8.3). On note que notre méthode et l’ajout
alternatif ont des comportements similaires en termes d’erreur, et font globalement mieux
qu’un LHS de même taille. L’approche d’amélioration simultanée permet donc de réduire
l’erreur de modèles au même titre que l’amélioration alternative, mais sans pour autant
la surpasser sur cet exemple. Les ressemblances dans l’évolution de l’erreur obtenue avec
chacune des méthodes peuvent être liées au fait qu’il n’y a pas beaucoup de conflits entre
les modèles durant la recherche de points améliorants, car les modèles sont ici en nombre
restreint. Les points les plus mal décrits par chaque modèle peuvent donc se retrouver
fréquemment au même endroit, et quand c’est le cas les deux méthodes deviennent simi-
laires. L’avantage de notre méthode est qu’elle se comporte mieux dans le cas de conflits
entre les modèles en compétition, conflits dont la fréquence augmente avec le nombre de
modèles à prendre en compte.

Nous avons jusqu’ici considéré l’ajout d’un unique point au plan d’expériences à chaque
itération de l’algorithme. S’il est possible d’effectuer plusieurs évaluations des fonctions
de référence en parallèle, on peut imaginer de rechercher différentes solutions du front de
Pareto du problème (8.3), que nous avions transformé en problème mono-objectif (8.5)
pour n’obtenir qu’une seule solution. On aura ainsi plusieurs échantillons à évaluer qui
améliorent plus ou moins chacun des modèles. Mais cette approche n’est pas très inté-
ressante car les points ainsi trouvés ne tiennent pas compte les uns des autres : on peut
donc se retrouver avec des points proches ou bien dont l’évaluation n’apporte pas plus
d’information que celle d’un unique point. Il est alors préférable d’utiliser le même prin-
cipe que lors de la recherche de plusieurs échantillons améliorants pour un seul modèle
(algorithme 8.2) : on choisit d’abord un seul point selon la méthode proposée plus haut,
puis on simule son ajout à la base d’apprentissage des modèles avant de rechercher le
point améliorant suivant. Chaque point obtenu tient ainsi compte de tous ceux qui ont
été sélectionnés auparavant. La figure 8.11 présente l’évolution de l’erreur des modèles des
fonctions de Rosenbrock et chameau de l’exemple précédent lors de l’ajout de trois points
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Figure 8.9 – Exemple de plan d’expériences (points noirs) obtenu par amélioration adap-
tative à partir d’un LHS initial de trois points (indiqués par des cercles) pour représenter
simultanément les fonctions de Rosenbrock (à gauche) et chameau (à droite) par des mo-
dèles de krigeage. Les courbes de niveau des fonctions de référence sont représentées en
gris et celles des modèles finaux en couleur.
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Figure 8.10 – Évolution moyenne en fonction du nombre de points d’apprentissage de
l’erreur maximale des modèles de la fonction de Rosenbrock (à gauche) et de la fonction
chameau (à droite). Notre méthode est représentée en bleu, l’amélioration alternative des
modèles en noir, et l’utilisation d’un LHS sans construction adaptative en rouge.
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Figure 8.11 – Évolution moyenne en fonction du nombre de points d’apprentissage de
l’erreur maximale des modèles de la fonction de Rosenbrock (à gauche) et de la fonction
chameau (à droite). L’amélioration point par point est représentée en bleu, et l’améliora-
tion en rajoutant trois points à la fois en orange.

à la fois à chaque itération. On retrouve une erreur similaire à celle obtenue en ajoutant
les points un par un. L’évaluation d’échantillons en parallèle permet donc une fois de plus
d’accélérer le processus d’amélioration de la qualité des modèles.

8.2 Plans d’expériences adaptatifs pour l’optimisation dé-
terministe multiobjectifs (méthode PareBO)

Après avoir étudié l’amélioration globale de modèles de substitution, nous allons main-
tenant nous intéresser à leur enrichissement dans le cadre d’une optimisation multiobjectifs
déterministe. Le but recherché n’est plus d’obtenir des modèles précis dans leur ensemble
mais de rajouter des points au plan d’expériences au niveau des zones optimales du pro-
blème, afin que ses solutions soient connues avec la plus grande précision possible.

La méthode adaptative la plus répandue en optimisation mono-objectif est l’algorithme
EGO [JSW98]. Quelques adaptations de cette approche à l’optimisation multiobjectifs ont
été proposées dans la littérature (voir la section 4.6.3), mais d’autres auteurs préfèrent
utiliser les intervalles de confiance des prédictions des modèles pour prendre en compte
leur erreur au cours de l’optimisation (comme [EN04] par exemple). C’est sur ce principe
que nous allons nous baser ici. Nous présentons ainsi un procédé pour intégrer l’erreur des
modèles de substitution à une optimisation multiobjectifs, et adaptons l’algorithme NSGA-
II en conséquence. À partir de cela, nous développons ensuite une méthode de construction
adaptative de plans d’expériences pour l’optimisation multiobjectifs, nommée PareBO.

8.2.1 Prise en compte de l’erreur des modèles en optimisation multiob-
jectifs

Plutôt que de considérer lors d’une optimisation que les modèles de substitution utilisés
sont exacts, il est possible de prendre en compte les intervalles de confiance de leurs pré-
dictions afin d’éviter de passer à côté de certaines solutions optimales du fait d’erreurs de
modélisation. Ces intervalles peuvent être obtenus directement comme dans le cas du kri-
geage ou bien évalués par bootstrap. On associe ainsi un intervalle de confiance IC(F̂i(p))
à la prédiction d’un modèle f̂i en un point p. Lorsque plusieurs modèles entrent en jeu,
on obtient une « région de confiance » RC(F̂ (p)) autour de la valeur prédite dans l’es-
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Figure 8.12 – Région de confiance RC (en bleu) autour d’un point A (point noir) définie
à partir des intervalles de confiance IC sur les prédictions des modèles f̂1 et f̂2.

pace des objectifs (F̂ représentant l’ensemble des processus stochastiques correspondant
aux modèles f̂ du problème). Cette région de confiance est un hypercube défini comme
le produit des intervalles de confiance de chacun des modèles f̂i (voir l’équation (4.17)).
Un exemple d’illustration est donné sur la figure 8.12. On distingue notamment les points
inférieur RCINF et supérieur RCSUP de la région de confiance RC.

Pour prendre en compte l’erreur des modèles au cours d’une optimisation multiob-
jectifs, nous allons redéfinir la dominance de Pareto en nous appuyant sur ce concept
de région de confiance. Nous dirons ainsi qu’un point a domine un point b si l’ensemble
des points de la région de confiance de a domine l’ensemble des points de la région de
confiance de b. Cette nouvelle relation de dominance, que nous noterons ≺RC, peut être
déterminée à partir du plus mauvais point de la région de confiance de a (qui correspond à
RCSUP (F̂ (a))) et du meilleur point de la région de confiance de b (soit RCINF (F̂ (b))) :

a ≺RC b⇔ RCSUP (F̂ (a)) ≺ RCINF (F̂ (b)), (8.6)

avec ≺ l’opérateur de la dominance de Pareto classique défini par l’équation (4.3). Il s’agit
là d’une caractérisation relativement conservative de la dominance car on demande que
tout point de la région de confiance de a domine ceux de b. On peut toutefois ajuster la
permissivité de cette relation à l’aide du niveau de confiance considéré pour les modèles.
Nous avons choisi ici d’utiliser des intervalles de confiance à 95% sur les prédictions, mais
des intervalles à 90% auraient par exemple donné des régions de confiance moins étendues
et donc une relation de dominance plus sélective. Il est ainsi possible de jouer sur ce
paramètre si jamais les intervalles de confiance des modèles semblent surestimés au point
qu’il n’est plus possible de distinguer les solutions dominantes des autres.

Avec cette nouvelle définition de la dominance, le front de Pareto devient une « bande
de Pareto ». La figure 8.13 en présente un exemple pour un problème à deux objectifs.
Les solutions qui seraient retenues lors d’une optimisation classique sans considération des
erreurs de modèles sur cet exemple seraient les points A, C et D. Le fait de prendre en
compte les régions de confiance ajoute les points B et E, car ils sont eux aussi possiblement
optimaux. La zone de l’espace dominée par les solutions de la bande de Pareto est définie
par les plus mauvais points des régions de confiance de ces solutions. Pour qu’un point
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Figure 8.13 – Exemple de bande de Pareto dans l’espace des objectifs f̂1 et f̂2. Chaque
point noir est une solution avec sa région de confiance en bleu. Les zones dominées sont
hachées en gris. Tous les points représentés appartiennent à la bande de Pareto sauf le
point F qui est dominé par C.

ne soit pas Pareto-optimal, il faut que sa région de confiance soit totalement incluse dans
cette zone dominée. Le point F est ainsi complètement dominé par C, et ce n’est donc
pas une solution optimale du problème. Le point E n’est par contre que partiellement
dominé par D et il se peut donc qu’il soit Pareto-optimal. Ce sera par exemple le cas
s’il s’avère que sa vraie valeur est le point E lui même et que celle de D correspond
au plus mauvais point de sa région de confiance RCSUP (F̂ (D)). La bande de Pareto
rassemble ainsi toutes les solutions possiblement optimales du problème en prenant en
compte l’erreur des modèles. Si on évalue véritablement ces solutions avec les fonctions de
référence, certaines se révèleront non optimales mais on est par contre assuré de retrouver
les solutions optimales réelles parmi celles de la bande de Pareto (sous réserve que les
intervalles de confiance des prédictions des modèles soient correctement estimés).

8.2.2 Adaptation de l’algorithme NSGA-II

Afin de pouvoir rechercher la bande de Pareto d’un problème d’optimisation, nous
avons intégré la nouvelle définition de la dominance ≺RC au sein de l’algorithme génétique
NSGA-II [DPAM02]. Cette modification est très facile à réaliser car elle nécessite simple-
ment de comparer les points extrêmes des régions de confiance en lieu et place des valeurs
ponctuelles lors du classement des individus de la population (au niveau de la ligne 5 de
l’algorithme 4.2). On obtient ainsi un algorithme d’optimisation multiobjectifs qui prend
en compte l’erreur des modèles de substitution.

Notre but final est d’arriver à améliorer les modèles de substitution dans les régions de
l’espace possiblement optimales. Comme nous le verrons par la suite, ce sont les solutions
de la bande de Pareto qui vont nous permettre de localiser ces régions. Mais il faut pour
cela que les solutions soient bien réparties dans l’espace des variables d’entrée x du pro-
blème afin de n’oublier aucune de ces zones d’intérêt. Si on observe le comportement de
l’algorithme NSGA-II traditionnel, on peut remarquer que les solutions qu’il fournit sont
bien réparties le long du front de Pareto (c’est-à-dire dans l’espace des objectifs f), mais
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pas nécessairement dans l’espace des x. Cela est dû au critère de nichage mis en place
(voir l’algorithme 4.1). En effet, lorsque le nombre de solutions optimales devient trop
important, celles-ci sont triées de manière à éliminer les solutions voisines sur le front de
Pareto. Le nichage permet donc de sélectionner des solutions bien réparties sur le front,
mais sans prendre en considération leur situation dans l’espace de recherche.

Nous avons illustré ce fait sur le problème standard ZDT6 [ZDT00] défini par l’équa-
tion (4.9) avec une dimension d’entrée nx = 2. Il possède un front de Pareto concave
(présenté sur la figure 4.12) dont les solutions constituent dans l’espace des variables de
décision le segment x1 ∈ [0, 1] et x2 = 0. Ce problème a été résolu à l’aide de l’algorithme
NSGA-II classique avec une population de 50 individus sur 500 générations. La figure 8.14
présente les résultats obtenus. Les solutions sont regroupées en quatre classes pour avoir
une meilleure visualisation des régions de l’espace de décision représentées. On voit que
dans le cadre du nichage « classique » réalisé sur l’espace des objectifs, le front obtenu
est effectivement très bien décrit mais ses solutions ne couvrent qu’une faible partie de
la région optimale dans l’espace des x. L’utilisation de ce type de nichage a donc pour
conséquence que les zones définies par les solutions optimales ne représentent pas l’en-
semble des zones potentiellement intéressantes du problème. On peut au contraire baser
le nichage sur les valeurs des variables de décision : les solutions sont alors réparties sur
l’ensemble du segment optimal de l’espace de recherche mais le front de Pareto est mal
représenté dans l’espace des objectifs. La dernière possibilité est de prendre en compte à
la fois les variables de décision et les objectifs dans le processus de nichage pour obtenir
des solutions relativement bien réparties dans les deux espaces.

Cet exemple utilise la dominance de Pareto classique, mais le principe reste exactement
le même dans le cas d’une bande de Pareto. Nous avons donc modifié la procédure de
nichage de NSGA-II afin de prendre en compte à la fois les variables de décision et les
objectifs. On souhaite en effet obtenir des solutions bien réparties dans l’espace des x tout
en offrant une bonne représentation des possibilités offertes dans l’espace des objectifs.
Ce nichage « mixte » reprend le principe du nichage classique mis à part qu’on considère
les valeurs des variables de décision des individus au même titre que les valeurs de leurs
objectifs. Le détail des opérations effectuées pour classer un ensemble de solutions F i est
donné dans l’algorithme 8.5.

Les adaptations de NSGA-II que nous avons réalisées permettent ainsi d’obtenir les
solutions qui constituent la bande de Pareto d’un problème et qui sont représentatives de
l’ensemble des régions possiblement optimales de l’espace des variables de décision.

8.2.3 Enrichissement de modèles pour l’optimisation multiobjectifs

Maintenant que nous sommes à même de déterminer les solutions possiblement opti-
males d’un problème en prenant en compte les erreurs de modélisation, nous allons déve-
lopper une méthode de construction adaptative de plans d’expériences pour l’optimisation
multiobjectifs. Nous avons nommé cette méthode PareBO (pour « Pareto Band Optimi-
zation ») car elle est basée sur l’exploitation des solutions de la bande de Pareto. Ces
solutions permettent en effet de localiser les régions possiblement optimales de l’espace de
recherche. Ces régions contiennent des véritables solutions optimales du problème, ou bien
sont trop mal décrites par les modèles pour qu’on puisse affirmer qu’aucun optimum ne
s’y trouve. Nous allons donc chercher à approcher plus précisément ces zones en ajoutant
de nouveaux échantillons d’apprentissage au plan d’expériences.
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Figure 8.14 – Solutions (figurées par des points) obtenues pour le problème ZDT6 dans
l’espace des variables de décision (à gauche) et dans l’espace des objectifs (à droite) pour
différents types de nichage : en haut un nichage sur les objectifs uniquement, au centre
sur les variables de décision uniquement et en bas sur les deux à la fois.
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Algorithme 8.5 : Classement_nichage_mixte(F i)
1 NombreSolutions← |F i|
2 pour j ∈ {1, 2, ..., NombreSolutions} faire
3 DistancesNichage[j]← 0
4 fin
5 pour j ∈ {1, 2, ..., nf} faire
6 T ← Trier_selon_valeur_objectif(F i, fj)
7 DistancesNichage[T 1]← +∞
8 DistancesNichage[TNombreSolutions]← +∞
9 V ariationGlobalef ← fj(F i[TNombreSolutions])− fj(F i[T 1])

10 pour k ∈ {2, 3, ..., NombreSolutions− 1} faire
11 ∆f ← fj(F i[T k+1])− fj(F i[T k−1])
12 DistancesNichage[T k]←DistancesNichage[T k] + ∆f

V ariationGlobalef

13 fin
14 fin
15 pour j ∈ {1, 2, ..., nx} faire
16 T ← Trier_selon_valeur_variable_de_décision(F i, j)
17 DistancesNichage[T 1]← +∞
18 DistancesNichage[TNombreSolutions]← +∞
19 V ariationGlobalex← F i[TNombreSolutions]j − F i[T 1]j
20 pour k ∈ {2, 3, ..., NombreSolutions− 1} faire
21 ∆x← F i[T k+1]j − F i[T k−1]j
22 DistancesNichage[T k]←DistancesNichage[T k] + ∆x

V ariationGlobalex

23 fin
24 fin
25 Trier_selon_distance(F i,DistancesNichage)

Afin de mieux cerner les différentes régions d’intérêt du problème, nous réalisons tout
d’abord une classification des solutions de la bande de Pareto dans l’espace des x. Nous
allons ensuite rechercher des échantillons permettant d’améliorer les modèles au sein de
chacune de ces classes (notées Si) : le nombre de classes constituées doit donc être égal
au nombre d’évaluations des fonctions de référence qu’il est possible de mener en paral-
lèle (noté NombrePointsParallèles). Une fois la classification effectuée, on considère les
groupes de solutions optimales obtenus les uns après les autres. Pour déterminer quel est
l’échantillon à ajouter au plan d’expériences pour une classe Si donnée, nous reprenons
une idée similaire à celle utilisée pour l’amélioration simultanée de plusieurs modèles. La
seule différence est qu’on s’intéresse désormais à l’amélioration d’une certaine région de
l’espace définie par les solutions de la classe Si plutôt que d’enrichir les modèles dans leur
globalité. Dans l’algorithme 8.4, nous recherchions dans un premier temps les points per-
mettant de réduire l’erreur de chaque modèle (qui correspondent par exemple aux points
de plus grande variance si on utilise le critère MMSE), avant de choisir un point améliorant
général dans le but d’affiner les prédictions des points précédents. Pour rendre l’améliora-
tion locale à une zone d’intérêt particulière, il suffit ici de restreindre la première recherche
aux solutions de la classe Si considérée. Nous allons ainsi déterminer quels sont les points
de Si qui, une fois évalués, permettraient de diminuer l’erreur de chaque modèle sur l’en-
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semble de cette classe. Avec le critère MMSE, cela revient à choisir le point de plus grande
variance parmi ceux de la classe. Cette recherche de la solution de Si la plus mal décrite
est réalisée pour chaque modèle du problème, et on obtient finalement un ensemble de
points qu’on aimerait connaître plus précisément afin de réduire l’erreur de modélisation
au niveau de la région d’intérêt que représentent les solutions de Si. On aurait aussi pu
utiliser un critère du type IMSE en considérant l’erreur moyenne des points de la classe
et en recherchant la solution de Si qui une fois évaluée aurait apporté la plus grande
amélioration de cette erreur. Cette approche est légèrement plus coûteuse et son objectif
est différent. Nous conservons donc ici le critère MMSE dans la lignée de ce qui a été fait
précédemment.

Les différentes solutions de Si qu’on souhaiterait voir améliorées ayant été définies
(une solution par modèle), on recherche ensuite un point améliorant général pour affiner
les prédictions de cet ensemble de solutions. Le point améliorant général est choisi comme
auparavant en résolvant le problème (8.5). Il est à noter que la recherche de ce point est
réalisée dans l’espace tout entier et n’est donc pas restreinte aux seules solutions de Si
(même si le point sélectionné a de grandes chances d’être situé à proximité de la région
d’intérêt définie par cette classe). Lorsque l’échantillon à évaluer pour améliorer la classe Si
a été choisi, on simule son ajout à la base d’apprentissage des modèles avant de passer à la
classe suivante. Chaque échantillon tiendra ainsi compte de ceux qui ont été sélectionnés
avant lui afin d’éviter de choisir des points similaires. On obtient au final autant d’échan-
tillons que de classes de solutions de la bande de Pareto constituées initialement. Après
avoir évalué ces points sur les fonctions de référence, on peut relancer la construction des
modèles de substitution f̂ et la recherche de points améliorants. Les itérations d’enrichis-
sement du plan d’expériences continuent ainsi jusqu’à ce que les modèles aient atteint une
qualité suffisante ou bien jusqu’à ce qu’un quota d’évaluations des fonctions de référence
soit atteint.

Le principe de la méthode PareBO que nous venons de décrire est résumé dans l’algo-
rithme 8.6. La fonction « NSGA-II_avec_erreur_modèles(f̂) » correspond à la résolution
du problème de minimisation des modèles f̂ en prenant en compte leur erreur. Elle est ef-
fectuée grâce à l’algorithme NSGA-II modifié doté de la nouvelle définition de la dominance
de Pareto ≺RC. La fonction « Classification(BandePareto, NombrePointsParallèles) »
correspond quant à elle à la partition de l’ensemble de pointsBandePareto en différentes
classes regroupant des points similaires dans l’espace des x. Le nombre de classes à consti-
tuer est donné par NombrePointsParallèles, et la classification est réalisée ici à l’aide
de l’algorithme des k-moyennes (algorithme 4.3). « Chercher_point_à_ajouter(f̂j , Si) »
correspond à la recherche du point de plus grande variance sur le modèle f̂j parmi
les solutions constituant la classe Si (ce point peut aussi être choisi différemment en
considèrant un autre critère d’amélioration que le critère MMSE). Enfin, la fonction
« Chercher_point_améliorant_général(PointsÀAméliorer, f̂) » correspond à la re-
cherche du point de l’espace permettant de réduire les intervalles de confiance des pré-
dictions des points PointsÀAméliorer par les modèles f̂ (obtenu en résolvant le pro-
blème (8.5)).

La figure 8.15 illustre sur un exemple en une dimension le déroulement d’une itéra-
tion de l’algorithme PareBO. Dans cet exemple, on cherche à minimiser deux fonctions
approchées à l’aide de modèles de krigeage f̂1 et f̂2. On a la possibilité d’évaluer deux
échantillons en parallèle à chaque itération. Du fait d’une erreur de modélisation impor-
tante, la bande de Pareto est au départ relativement large et ne permet pas d’avoir une

186



8.2. Plans d’expériences pour l’optimisation déterministe (méthode PareBO)

Algorithme 8.6 :Méthode PareBO (« Pareto Band Optimization ») de construction
adaptative d’un plan d’expériences pour l’optimisation déterministe multiobjectifs
1 PDE ← PDEinitial

2 Évaluer_avec_fonctions_de_référence(PDE)
3 tant que le critère d’arrêt n’est pas vérifié faire
4 f̂ ← Construire_modèles(PDE)
5 BandePareto← NSGA-II_avec_erreur_modèles(f̂)
6 S ← Classification(BandePareto, NombrePointsParallèles)
7 NouveauxPoints← ∅
8 pour i ∈ {1, 2, ..., NombrePointsParallèles} faire
9 pour j ∈ {1, 2, ..., nf} faire

10 PointsÀAméliorerj ← Chercher_point_à_ajouter(f̂j , Si)
11 fin
12 p← Chercher_point_améliorant_général(PointsÀAméliorer, f̂)
13 NouveauxPoints←NouveauxPoints ∪ {p}
14 Simuler_ajout(p, f̂)
15 fin
16 Évaluer_avec_fonctions_de_référence(NouveauxPoints)
17 PDE ← PDE ∪NouveauxPoints
18 fin

idée précise de la qualité de ses solutions. En vue de l’améliorer, les solutions optimales
sont donc réparties en deux classes différentes qui vont être traitées successivement. On
recherche tout d’abord au sein de la première classe S1 les solutions qui possèdent la plus
forte variance sur les deux modèles : il se trouve qu’il s’agit ici de la même solution. La
recherche d’un point améliorant général indique bien évidemment que c’est l’évaluation de
cette solution elle-même qui permettra de réduire au maximum l’erreur des modèles dans
cette classe. Cet échantillon est donc ajouté « virtuellement » à la base d’apprentissage
des modèles avant d’étudier la seconde classe S2. Selon le même procédé, on détermine
les deux solutions de plus grande variance sur chacun des modèles puis on recherche le
point qui permettra de les améliorer. L’amélioration maximum est apportée par l’une de
ces deux solutions. On peut enfin évaluer en parallèle les deux échantillons sélectionnés
et reconstruire les modèles en y intégrant ces informations supplémentaires. La nouvelle
bande de Pareto obtenue est beaucoup mieux définie qu’initialement, f̂2 approchant de
manière quasi parfaite sa fonction de référence.

Nous avons aussi mis en œuvre cette méthode de construction adaptative de plans
d’expériences pour l’optimisation multiobjectifs sur l’exemple de la section précédente qui
met en jeu les fonctions de Rosenbrock et chameau (figure 8.8). Nous cherchons maintenant
à minimiser simultanément ces deux fonctions. Les solutions « idéales » de ce problème
ont été calculées à l’aide de l’algorithme NSGA-II classique sur les fonctions de référence
avec une population de 100 individus durant 1000 générations. Elles sont présentées sur
la figure 8.16. Ces solutions sont situées dans la partie basse de la vallée de la fonction
de Rosenbrock ainsi qu’à proximité d’un des minima de la fonction chameau. Nous avons
ensuite effectué une optimisation adaptative avec la méthode PareBO à partir d’un LHS
initial constitué de 3 échantillons. Trois points supplémentaires ont été évalués en parallèle
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Figure 8.15 – Exemple d’une itération de la méthode PareBO sur un problème de mi-
nimisation bi-objectifs. Les fonctions de référence sont représentées en gris, les modèles
de krigeage en bleu (avec leur intervalle de confiance à 95%) et les échantillons d’appren-
tissage par des points noirs. Les carrés de couleur figurent les solutions optimales de la
bande de Pareto réparties en deux classes S1 et S2 (a). Dans chaque classe, les solutions
de plus forte variance sont marquées d’une croix rouge (c) (d). L’amélioration générale
apportée en ces solutions par tout point de l’espace est représentée en pointillés (sans
respect d’échelle). L’échantillon ajouté de manière simulée aux modèles lors de l’étude de
la classe S2 est indiqué par un rond noir (d).
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sur les fonctions de référence à chaque itération, pour arriver à un plan d’expériences final
de 15 échantillons. Les deux fonctions à minimiser ont été approchées à l’aide de modèles
de krigeage comme auparavant. La recherche des solutions de la bande de Pareto (ligne 5
de l’algorithme 8.6) a été effectuée grâce à l’algorithme NSGA-II modifié pour prendre
en compte l’erreur des modèles, avec une population de 20 individus sur 300 générations.
La recherche du point améliorant général de chaque classe de solutions (ligne 12 de l’al-
gorithme 8.6) a été réalisée quant à elle avec l’algorithme NSGA-II classique en utilisant
une population de 20 individus sur 200 générations. La figure 8.17 présente le plan d’ex-
périences ainsi que les solutions de la bande de Pareto obtenus au terme des itérations
de l’algorithme. On voit qu’on s’approche assez bien du front de Pareto idéal, même si la
bande de Pareto contient des solutions supplémentaires du fait de l’erreur de modélisation
qui subsiste encore sur le second objectif (la fonction chameau est en effet plus difficile
à approcher). L’algorithme a cerné les deux zones optimales de l’espace de recherche, et
en considère aussi une troisième au niveau du second minimum de la fonction chameau
à cause de l’erreur des modèles dans cette région. Pour vérification, nous avons recalculé
les solutions de la bande de Pareto à l’aide des fonctions de référence (graphe (d) de la
figure 8.17). On retrouve bien une partie des solutions optimales idéales, réparties le long
du front de Pareto idéal. La méthode PareBO a donc correctement résolu ce problème.
À titre de comparaison, nous avons aussi construit des modèles des deux fonctions à op-
timiser à l’aide d’un LHS de 15 échantillons sans enrichissement adaptatif. Les solutions
possiblement optimales ont été recherchées sur ces modèles avec l’algorithme NSGA-II
modifié. Les résultats sont présentés sur la figure 8.18. On constate que l’erreur des mo-
dèles est plus importante que précédemment au niveau des points qui composent la bande
de Pareto. Le front de Pareto idéal est donc moins bien décrit, même si on retrouve tout
de même une partie de ses solutions. Les points de la bande de Pareto sont aussi répartis
différemment dans l’espace de recherche : plusieurs d’entre eux sont situés au niveau des
frontières de l’espace, où l’erreur de modélisation est plus importante. Les modèles n’ayant
pas été améliorés dans ces zones, les intervalles de confiance des prédictions y sont assez
larges et viennent encombrer la bande de Pareto. Cet exemple montre donc l’importance
de raffiner les modèles dans des régions ciblées afin de pouvoir mieux discerner les solutions
optimales d’un problème.

La méthode PareBO permet ainsi de mener une optimisation multiobjectifs à l’aide de
modèles de substitution en prenant en compte leur erreur pour n’oublier aucune solution
optimale. L’enrichissement adaptatif de ces modèles sélectionne les échantillons les plus
pertinents pour améliorer la prédiction des optima tout en limitant le nombre d’évaluations
des fonctions de référence. Plusieurs de ces échantillons peuvent être sélectionnés à chaque
itération en vue de les évaluer en parallèle pour accélérer le processus d’optimisation.

8.3 Plans d’expériences adaptatifs pour l’optimisation ro-
buste multiobjectifs (méthode PareBRO)

Après avoir étudié la construction adaptative de plans d’expériences pour l’optimisa-
tion déterministe classique, nous pouvons maintenant revenir au sujet principal de cette
étude, c’est-à-dire l’optimisation robuste. La difficulté d’un problème d’optimisation ro-
buste réside principalement dans sa formulation et dans le calcul des mesures de robustesse
qu’il fait intervenir. Cela mis à part, le problème peut être résolu à l’aide d’algorithmes

189



CHAPITRE 8. PLANS D’EXPÉRIENCES POUR L’OPTIMISATION ROBUSTE

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

x1
-1 0 1

x2

-1

0

1

(a)

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

x1
-1 0 1

x2

-1

0

1

(b)

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

f1
0 50 100 150 200 250 300

f2

-1
0
1
2
3

(c)

Figure 8.16 – Solutions « idéales » (carrés noirs) dans l’espace de recherche pour le pro-
blème d’optimisation déterministe bi-objectifs des fonctions de Rosenbrock (a) et cha-
meau (b), dont les courbes de niveau sont tracées en couleur. Le graphe (c) présente ces
mêmes solutions au sein de l’espace des objectifs (il s’agit donc du front de Pareto idéal
qu’on cherche à atteindre).
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Figure 8.17 – Plan d’expériences (points noirs) obtenu par amélioration adaptative à
partir d’un LHS initial de trois points (indiqués par des cercles) pour minimiser simulta-
nément les fonctions de Rosenbrock (b) et chameau (c) à l’aide de modèles de krigeage.
Les courbes de niveau des fonctions de référence sont représentées en gris et celles des
modèles finaux en couleur. Les solutions de la bande de Pareto (a) sont figurées par des
carrés bleus. Le graphe (d) présente les valeurs de ces mêmes solutions recalculées sur les
fonctions de référence, avec en gris la position du front de Pareto idéal de la figure 8.16(c).

191



CHAPITRE 8. PLANS D’EXPÉRIENCES POUR L’OPTIMISATION ROBUSTE

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

f̂1
0 50 100 150 200 250 300

f̂2

-1
0
1
2
3

(a)

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

x1
-1 0 1

x2

-1

0

1

(b)

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

x1
-1 0 1

x2

-1

0

1

(c)

 

 

 

 

 

 

 

 

Optimisation robuste multiobjectifs 

 par modèles de substitution 

Vincent Baudoui 

 

f1
0 50 100 150 200 250 300

f2

-1
0
1
2
3

(d)

Figure 8.18 – Bande de Pareto (a) obtenue lors de la minimisation des fonctions de
Rosenbrock (b) et chameau (c) à l’aide de modèles de krigeage construits sur un LHS de
15 points (points noirs). Les courbes de niveau des fonctions de référence sont représentées
en gris et celles des modèles finaux en couleur. Les solutions optimales trouvées sont
figurées par des carrés bleus. Le graphe (d) présente les valeurs de ces mêmes solutions
recalculées sur les fonctions de référence, avec en gris la position du front de Pareto idéal
de la figure 8.16(c).
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d’optimisation tout à fait classiques. Les méthodes adaptatives peuvent ainsi se baser sur
des principes similaires au cas déterministe, avec seulement quelques spécificités liées à la
gestion des incertitudes. Peu de travaux se sont intéressés à l’enrichissement de modèles
de substitution pour l’optimisation robuste (et encore moins dans le cadre de problèmes
multiobjectifs). On peut néanmoins citer ceux de [JLR12, Jur07, LSN04, WSN00] qui dé-
crivent des stratégies de construction adaptative de plans d’expériences pour l’optimisation
robuste mono-objectif. Bien que ces approches soient basées sur le principe d’amélioration
espérée (« Expected Improvement ») que nous n’avons pas utilisé ici, la recherche de point
améliorant y est effectuée en deux étapes successives dans la même idée que ce que nous
proposons. Nous présentons dans cette section l’algorithme PareBRO (« Pareto Band Ro-
bust Optimization »), version adaptée de la méthode PareBO pour l’optimisation robuste
multiobjectifs.

La méthode PareBO est basée sur la recherche des solutions possiblement optimales
qui forment la bande de Pareto d’un problème. Ces solutions sont obtenues en tenant
compte des erreurs sur la prédiction des objectifs approchés par des modèles de substitu-
tion. Dans le cadre de l’optimisation déterministe, on considérait ainsi des intervalles de
confiance fournis par les modèles. En optimisation robuste, les objectifs du problème sont
maintenant des mesures de robustesse. On a donc besoin de déterminer l’erreur réalisée sur
les estimations de robustesse afin de donner des intervalles de confiance autour des valeurs
calculées. La robustesse étant généralement estimée à l’aide de méthodes approchées sur
des modèles de substitution des fonctions de référence, il faut prendre en compte d’une
part l’erreur due à la méthode d’estimation elle-même et d’autre part l’erreur inhérente au
modèle sur lequel sont effectués les calculs. Évaluer l’erreur sur une mesure de robustesse
peut donc être relativement complexe. Il n’y a que dans le cas du calcul analytique des
mesures d’espérance et de variance que la seule source d’erreur à considérer est celle prove-
nant du modèle, car l’évaluation analytique de la robustesse est exacte. Nous avons choisi
ici de ne pas nous attarder sur l’erreur des méthodes d’estimation pour nous concentrer
uniquement sur celle provenant des modèles de substitution. Ce sont en effet ces modèles
que nous allons tenter d’améliorer lors de la complétion adaptative du plan d’expériences.

L’erreur due à l’utilisation d’un modèle de substitution pour estimer une mesure de
robustesse peut être évaluée à l’aide de tirages de Monte-Carlo ou bien analytiquement à
partir des coefficients du modèle, en fonction de la méthode de calcul de robustesse retenue
et du modèle employé (voir la section 5.8.5). Ces techniques permettent de déterminer
des intervalles de confiance autour des valeurs de robustesse prédites. Ces intervalles de
confiance peuvent ensuite être pris en compte au cours de l’optimisation de la même
manière que dans le cas déterministe afin de trouver la bande de Pareto robuste d’un
problème. Le seul inconvénient est que le calcul de l’erreur sur les mesures de robustesse
est généralement plus coûteux que celui de l’erreur d’un objectif classique, ces mesures
étant déjà au départ plus complexes à évaluer que la simple valeur ponctuelle d’un objectif
déterministe. De la même manière qu’un problème d’optimisation robuste est généralement
plus complexe à résoudre qu’un problème déterministe classique, la gestion de l’erreur des
modèles en optimisation robuste demande un temps de calcul plus important que dans
le cadre d’une optimisation déterministe. Le principe de la prise en compte des erreurs
de modélisation grâce à une bande de Pareto reste néanmoins le même, hormis que les
intervalles de confiance concernent maintenant les estimations de robustesse.

Pour adapter la méthode PareBO au contexte de l’optimisation robuste, il faut aussi
tenir compte d’une seconde différence par rapport à l’optimisation déterministe classique.
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Elle se situe au niveau de la recherche des points améliorants. Dans la méthode PareBO, ces
points sont obtenus en deux temps : une première analyse détermine la solution permettant
d’améliorer chaque modèle f̂j sur une classe Si donnée, puis on choisit ensuite un point
améliorant général pour réduire l’erreur d’approximation de ces solutions et améliorer ainsi
l’ensemble des modèles sur la classe considérée. En optimisation robuste, les objectifs du
problème ne sont plus représentés par les modèles f̂ des fonctions de référence eux-mêmes
mais par des estimations de robustesse ρ̂ (dont le calcul est basé sur f̂). On cherche donc à
améliorer les estimations ρ̂ via l’amélioration des modèles f̂ . La séparation de la recherche
des échantillons améliorants en deux étapes est ainsi totalement adaptée à l’optimisation
robuste.

La première recherche est effectuée de manière similaire au cas déterministe : on dé-
termine le point de la classe Si qui permettrait s’il était connu avec exactitude de réduire
l’erreur de prédiction des objectifs sur l’ensemble de la classe. Au lieu de prendre le point
de Si qui présente la plus grande variance du modèle f̂j (dans le cadre du critère MMSE),
on choisit simplement le point de plus grande variance de ρ̂j (ou celui qui présente le plus
grand intervalle de confiance), déterminé à partir des estimations d’erreur sur les mesures
de robustesse abordées plus haut. Les points ainsi sélectionnés appartiennent à l’espace D
des variables de décision sur lequel sont définies les mesures de robustesse ρ̂ (elles asso-
cient une valeur de robustesse à chaque point de l’espace de rechercheD). En optimisation
déterministe, il était possible d’évaluer ces points à l’aide des fonctions de référence pour
connaître leur valeur exacte (même si nous avons préféré dans la méthode PareBO n’éva-
luer qu’un unique échantillon les améliorant tous à la fois). La situation est différente dans
le cadre de l’optimisation robuste. En effet, la robustesse des points sélectionnés ne peut
pas être évaluée avec exactitude sur les fonctions de référence car cela nécessiterait par
exemple de réaliser un nombre infini de tirages de Monte-Carlo. La seule possibilité offerte
reste donc d’améliorer au maximum les estimations de la robustesse en ces points.

On retrouve là le but de la recherche du point améliorant général, qui vise à augmen-
ter la qualité des modèles f̂ pour mieux prédire les mesures de robustesse ρ̂ au niveau
des points considérés. Les modèles de substitution f̂ des fonctions de référence initiales
sont définis sur un espace incertain Ω qui comprend à la fois les variables de décision d
(qui peuvent être incertaines ou non) et les paramètres environnementaux incertains e. Le
point améliorant général qui va être ajouté au plan d’expériences doit ainsi être recher-
ché dans Ω et non dans D uniquement. Sinon, on ne fera jamais varier les paramètres
environnementaux incertains et il sera alors bien difficile d’évaluer leur effet sur les ob-
jectifs du problème déterministe initial. La méthode utilisée pour trouver ce point reste
néanmoins similaire au cas déterministe : on cherche le point de Ω qui une fois ajouté
à la base d’apprentissage des modèles f̂ permettra de réduire au maximum la taille des
intervalles de confiance des estimations de robustesse ρ̂ au niveau des points à améliorer
sélectionnés dans la première étape. On résout pour cela le problème (8.5) en définissant
l’amélioration relative sur les intervalles de confiance des mesures de robustesse plutôt que
de f̂ directement. Le problème devient ainsi :

argmax
p∈Ω

nρ∑

i=1
ARRi(p), (8.7)

avec :

ARRi(p) = | IC(ρ̂i(PointsÀAmélioreri))| − | IC(ρ̂+p
i (PointsÀAmélioreri))|

| IC(ρ̂i(PointsÀAmélioreri))|
. (8.8)
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Algorithme 8.7 : Méthode PareBRO (« Pareto Band Robust Optimization ») de
construction adaptative d’un plan d’expériences pour l’optimisation robuste
1 PDE ← PDEinitial

2 Évaluer_avec_fonctions_de_référence(PDE)
3 tant que le critère d’arrêt n’est pas vérifié faire
4 f̂ ← Construire_modèles(PDE)
5 ρ̂← Mesures_de_robustesse(f̂ ,χ)
6 BandeParetoRobuste← NSGA-II_avec_erreur_modèles(ρ̂)
7 S ← Classification(BandeParetoRobuste, NombrePointsParallèles)
8 NouveauxPoints← ∅
9 pour i ∈ {1, 2, ..., NombrePointsParallèles} faire

10 pour j ∈ {1, 2, ..., nρ} faire
11 PointsÀAméliorerj ← Chercher_point_à_ajouter(ρ̂j , Si)
12 fin
13 p← Chercher_point_améliorant_général(PointsÀAméliorer, ρ̂)
14 NouveauxPoints←NouveauxPoints ∪ {p}
15 Simuler_ajout(p, ρ̂)
16 fin
17 Évaluer_avec_fonctions_de_référence(NouveauxPoints)
18 PDE ← PDE ∪NouveauxPoints
19 fin

Le principe de la méthode PareBRO est décrit dans l’algorithme 8.7. Son déroulement
est similaire à celui de PareBO. La seule instruction qui a été ajoutée est l’établissement des
fonctions de calcul des mesures de robustesse ρ̂ à partir des modèles de substitution f̂ et
des incertitudes χ présentes sur les variables d’entrée du problème (ligne 5 de l’algorithme).

Pour mieux comprendre le fonctionnement de cette méthode, nous l’avons mise en
œuvre sur un exemple en deux dimensions. Cet exemple est basé sur les fonctions de
Michalewicz (équation (4.8)) et chameau (équation (4.7)). La fonction de Michalewicz a
en fait été légèrement adaptée comme suit :

f1(x) = 100− 100 sin(1− 1.5x1) sin2
(2− 3x1

π

)
− 100 sin(1.5 + 1.5x2) sin2

(1.5 + 1.5x2
π

)
.

(8.9)
La fonction chameau est quant à elle notée f2. Ces deux fonctions sont représentées sur
la figure 8.19. Nous considérons dans ce problème que la première variable d’entrée est
une variable de décision d = x1, alors que la seconde est un paramètre environnemental
fixé e = x2 = 0.3. L’optimisation va donc se faire uniquement sur d, mais en considé-
rant une incertitude sur e. Cette incertitude est modélisée à l’aide d’une variable aléa-
toire χe ∼ N (0, 0.0025) ajoutée au paramètre environnemental. Le problème d’optimisa-
tion robuste à résoudre est formulé comme un problème de minimisation de deux agré-
gations des mesures d’espérance et de variance de chacune des fonctions de référence f1
et f2. Ces agrégations sont définies sous la forme de quantiles approchés Q̂0.95 d’ordre 0.95
(voir l’équation (7.3)). Le problème s’écrit ainsi :

minimiser
d∈[−1,1]

{ρ1(f1(d, e+ χe)), ρ2(f2(d, e+ χe))}, (8.10)
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Figure 8.19 – Les fonctions de référence de type Michalewicz (à gauche) et chameau (à
droite) utilisées dans notre problème d’optimisation robuste.

avec :

ρi(fi(d, e+ χe)) = Q̂0.95(fi(d, e+ χe)) ' E[fi(d, e+ χe)] + 1.64
√

Var(fi(d, e+ χe)).

Nous avons tout d’abord recherché les solutions « idéales » de ce problème en réalisant
une optimisation robuste sur les fonctions de référence f1 et f2 directement. La robustesse
de chaque point étudié a été évaluée à l’aide de 1000 tirages de Monte-Carlo et l’optimisa-
tion réalisée grâce à l’algorithme NSGA-II classique avec une population de 100 individus
sur 1000 générations. Les solutions idéales obtenues sont présentées sur la figure 8.20. Elles
recouvrent une zone relativement restreinte de l’espace de recherche (qui correspond au
segment défini par d ∈ [−1, 1] et e = 0.3).

Après avoir déterminé les solutions de référence de notre problème, nous allons main-
tenant réaliser une résolution par enrichissement adaptatif de modèles de substitution à
l’aide de la méthode PareBRO. Nous avons choisi d’utiliser ici des modèles de krigeage
car ils permettent d’évaluer les mesures de robustesse impliquées ainsi que leur erreur de
manière analytique (le détail de ces calculs est donné en annexe). Nous sommes partis
d’un plan d’expériences initial constitué par un LHS de 5 échantillons d’apprentissage.
Ces échantillons doivent être choisis au sein de l’espace incertain Ω = [−1, 1] × R (car
le support de la distribution de l’incertitude sur e est infini) afin de modéliser le com-
portement des fonctions de référence à la fois sur les dimensions de décision et sur les
dimensions incertaines. Il aurait été astucieux de restreindre cet espace autour des valeurs
les plus probables pour e (par exemple dans un voisinage de ±3 écarts-types autour de
sa moyenne comme représenté sur les figures) pour ne pas trop disperser les échantillons
initiaux. Nous avons préféré ici laisser varier e entre -1 et 1 pour mieux observer le com-
portement de notre méthode (qui concentrera par elle-même ses évaluations autour de la
valeur nominale de ce paramètre incertain). On a donc Ω = [−1, 1]2. Nous avons établi
deux modèles de krigeage f̂1 et f̂2 sur cet espace à partir du plan d’expériences initial,
et recherché les solutions de la bande de Pareto correspondantes à l’aide de l’algorithme
NSGA-II modifié pour prendre en compte l’erreur de ces modèles, avec une population
de 20 individus sur 500 générations. La figure 8.21 présente les modèles et les solutions
possiblement optimales obtenues. On voit que l’erreur importante des modèles fait que ces
solutions recouvrent pour l’instant la totalité de l’espace de recherche. Il faut donc enrichir
les modèles à l’aide d’échantillons d’apprentissage supplémentaires judicieusement choisis.
Nous supposons ici que trois échantillons peuvent être évalués en parallèle sur les fonctions
de référence à chaque itération. Les solutions de la bande de Pareto ont donc été séparées
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Figure 8.20 – Solutions « idéales » (carrés noirs) pour le problème d’optimisation ro-
buste 8.10, représentées dans l’espace d’entrée (a) (b) ainsi que dans l’espace des objec-
tifs (c). Les lignes de niveau des fonctions de référence f1 (a) et f2 (b) sont tracées en
couleur. Sur ces graphes, la valeur nominale de la variable incertaine (e+χe) est indiquée
par une ligne grise, et son intervalle de variation à ±3 écarts-types par des pointillés.
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Figure 8.21 – Modèles de krigeage et solutions de la bande de Pareto obtenus à partir
du LHS initial (points noirs entourés d’un cercle). Les courbes de niveau des modèles f̂1
(à gauche) et f̂2 (à droite) sont tracées en couleur, celles des fonctions de référence en
gris. Les solutions possiblement optimales sont représentées par des carrés et réparties en
trois classes distinctes. Les points les plus mal décrits de chaque classe sont indiqués par
des croix rouges sur chaque modèle. Les étoiles représentent les échantillons améliorants
sélectionnés pour être évalués avec les fonctions de référence.

en trois classes S1, S2 et S3 distinctes sur d à l’aide de l’algorithme des k-moyennes. Nous
allons chercher à présent un échantillon améliorant pour chacune de ces classes.

On commence par étudier le premier groupe S1 de solutions possiblement optimales
(les solutions bleues). La figure 8.22 présente la valeur prédite en ces points pour chacun
des objectifs de robustesse ρi. Les mesures de robustesse ainsi que leurs intervalles de
confiance ont été calculées analytiquement sur les modèles de krigeage f̂1 et f̂2. On peut
remarquer que la taille de ces intervalles est légèrement inférieure dans les zones situées à
proximité d’un échantillon d’apprentissage, mais contrairement aux modèles de substitu-
tion interpolants classiques il n’y a pas de point connu avec certitude. Les intervalles de
confiance sur la robustesse permettent de déterminer les solutions de S1 les plus mal dé-
crites pour chacun des objectifs. Ce sont ces deux solutions qu’on va chercher à améliorer
dans le but de réduire l’erreur sur les estimations de robustesse de l’ensemble de la classe.
Pour cela, on recherche dans l’espace incertain Ω le point qui maximise la somme des
améliorations relatives sur la prédiction de la robustesse de ces solutions (problème (8.7)).
Les variations de la valeur de cette somme sont représentées sur le graphe (c) de la fi-
gure 8.22. Son maximum a été déterminé à l’aide de l’algorithme NSGA-II classique avec
une population de 10 individus sur 250 générations. On voit que le point qui promet une
amélioration maximale est situé entre les deux solutions les plus mal décrites, à proximité
de celle qui provient de ρ2. Le point retourné par NSGA-II ne correspond pas exactement
au maximum réel (ce qui est normal car il s’agit d’un algorithme de résolution approchée),
mais il en est tout de même très proche. La valeur de e en ce point est pratiquement égale
à sa valeur nominale, ce qui n’est pas étonnant car celle-ci a une grande influence sur la
précision de l’estimation de la robustesse. S’il y avait eu un échantillon d’apprentissage
présent à proximité, la recherche du point améliorant général aurait aussi bien pu favoriser
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Figure 8.22 – Objectifs de robustesse ρ1 (a) et ρ2 (b) du problème avec leur intervalle de
confiance à 95% (en vert). L’évolution de la taille de ces intervalles est tracée en pointillés
sans respect d’échelle. Les solutions de la classe S1 sont représentées par des carrés bleus,
et la solution la plus mal décrite est indiquée par une croix rouge sur chaque modèle. Le
graphe (c) présente les lignes de niveau de la somme des améliorations relatives pour la
recherche du point améliorant les deux solutions les plus mal décrites (croix rouges). Les
échantillons du LHS initial sont figurés par des points noirs entourés d’un cercle. Le point
améliorant général obtenu est marqué d’une étoile.
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une autre valeur pour ce paramètre. Nous avons donc finalement obtenu un premier point
améliorant pour les solutions de la classe S1. Ce point ne va pas être évalué de suite sur
les fonctions de référence car il faut encore déterminer les échantillons équivalents pour les
deux autres classes. On simule toutefois son ajout aux modèles f̂1 et f̂2 afin qu’il soit pris
en compte dans les futures estimations d’erreur sur les mesures de robustesse.

Nous nous intéressons ensuite au deuxième groupe S2 de solutions de la bande de Pareto
(les solutions oranges). La valeur de ces solutions sur chacun des objectifs du problème est
visualisée sur la figure 8.23. On peut voir sur cette figure que les intervalles de confiance
des estimations de robustesse sont devenus beaucoup moins larges aux alentours du point
que nous avons sélectionné pour S1. L’ajout simulé de ce point à la base d’apprentissage
des modèles va ainsi permettre d’éviter de choisir un autre échantillon trop proche. Comme
auparavant, la recherche du point améliorant général de S2 nécessite dans un premier temps
de déterminer les deux solutions de la classe les plus mal décrites (c’est-à-dire les solutions
pour lesquelles les intervalles de confiance des estimations de robustesse sont les plus
grands), puis de trouver la position du maximum de la somme des améliorations relatives de
ces solutions. Le point obtenu est une fois de plus situé entre les deux solutions à améliorer.
Cet échantillon est alors ajouté aux modèles f̂1 et f̂2 de façon simulée, et on procède de la
même manière pour déterminer l’échantillon améliorant le dernier groupe S3 de solutions
possiblement optimales. Les trois échantillons sélectionnés lors de cette première itération
de l’algorithme PareBRO sont localisés sur la figure 8.21.

Nous avons évalué ces trois échantillons avec les fonctions de référence avant de re-
construire les modèles de krigeage f̂1 et f̂2. Les nouveaux modèles obtenus ainsi que les
solutions possiblement optimales correspondantes sont représentés sur la figure 8.24. Si les
modèles ne sont pas encore de très bonne qualité, on peut tout de même observer qu’un
des échantillons ajoutés a déjà permis d’écarter la partie extrême droite de l’espace de
recherche des zones possiblement optimales. L’erreur des modèles est en effet suffisam-
ment faible dans cette région pour pouvoir affirmer qu’aucune solution optimale ne s’y
trouve. À partir de ces nouveaux modèles, l’algorithme est déroulé selon le même principe
pour déterminer les points les plus mal décrits de chaque classe de solutions ainsi que les
points améliorants généraux correspondants. Les trois échantillons obtenus sont ensuite
évalués et on commence une nouvelle itération. La figure 8.25 présente l’état des modèles
et les solutions de la bande de Pareto trouvées au début de cette itération. On remarque
que l’espace possiblement optimal a été considérablement réduit. Toute la partie droite de
l’espace de recherche n’est ainsi plus considérée lors de l’amélioration des modèles. Trois
échantillons améliorants supplémentaires sont alors sélectionnés et intégrés au plan d’ex-
périences. Les résultats finaux après ajout de ces trois nouveaux points sont présentés
sur la figure 8.26. On voit que les modèles sont maintenant relativement corrects dans
la zone des solutions optimales, où la densité d’échantillons d’apprentissage est la plus
importante. Ces échantillons sont de plus concentrés autour des valeurs les plus probables
du paramètre e. Partout ailleurs, la qualité des modèles est nettement inférieure, mais
il s’agit de régions de l’espace dont la connaissance ne présente pas beaucoup d’intérêt.
La méthode PareBRO a ainsi permis de focaliser les efforts d’amélioration des modèles
dans les zones les plus judicieuses. La partie de l’espace de recherche recouverte par les
solutions de la bande de Pareto reste par contre légèrement plus grande que celle des so-
lutions idéales de la figure 8.20 du fait des erreurs de modélisation qui persistent encore.
Ces erreurs sont visibles sur le tracé de la bande de Pareto dans l’espace des objectifs :
on remarque que certains points sont inclus dans la bande optimale du fait d’intervalles
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Figure 8.23 – Objectifs de robustesse ρ1 (a) et ρ2 (b) du problème avec leur intervalle de
confiance à 95% (en vert). L’évolution de la taille de ces intervalles est tracée en pointillés
sans respect d’échelle. Les solutions de la classe S2 sont représentées par des carrés oranges,
et la solution la plus mal décrite est indiquée par une croix rouge sur chaque modèle. Le
graphe (c) présente les lignes de niveau de la somme des améliorations relatives pour la
recherche du point améliorant les deux solutions les plus mal décrites (croix rouges). Les
échantillons du LHS initial sont figurés par des points noirs entourés d’un cercle, et la
position de l’échantillon améliorant précédent dont l’ajout a été simulé est indiquée par
un cercle. Le nouveau point améliorant général obtenu est marqué d’une étoile.
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Figure 8.24 – Modèles de krigeage et solutions de la bande de Pareto obtenus à partir
de 8 échantillons d’apprentissage (points noirs). Les échantillons provenant du LHS initial
sont entourés d’un cercle. Les courbes de niveau des modèles f̂1 (à gauche) et f̂2 (à droite)
sont tracées en couleur, celles des fonctions de référence en gris. Les solutions possiblement
optimales sont représentées par des carrés et réparties en trois classes distinctes. Les points
les plus mal décrits de chaque classe sont indiqués par des croix rouges sur chaque modèle.
Les étoiles représentent les échantillons améliorants sélectionnés pour être évalués avec les
fonctions de référence.
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Figure 8.25 – Modèles de krigeage et solutions de la bande de Pareto obtenus à partir de
11 échantillons d’apprentissage (points noirs). Les échantillons provenant du LHS initial
sont entourés d’un cercle. Les courbes de niveau des modèles f̂1 (à gauche) et f̂2 (à droite)
sont tracées en couleur, celles des fonctions de référence en gris. Les solutions possiblement
optimales sont représentées par des carrés et réparties en trois classes distinctes. Les points
les plus mal décrits de chaque classe sont indiqués par des croix rouges sur chaque modèle.
Les étoiles représentent les échantillons améliorants sélectionnés pour être évalués avec les
fonctions de référence.
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Figure 8.26 – Solutions de la bande de Pareto obtenus avec le plan d’expériences final
constitué de 14 échantillons d’apprentissage (points noirs). Les échantillons provenant du
LHS initial sont entourés d’un cercle. Les courbes de niveau des modèles f̂1 (b) et f̂2 (c)
sont tracées en couleur, celles des fonctions de référence en gris. Les solutions possiblement
optimales sont représentées par des carrés verts. La graphe (a) présente ces même solutions
dans l’espace des objectifs, et le graphe (d) leur robustesse recalculée avec les fonctions de
référence. La front de Pareto idéal de la figure 8.20 est indiqué par une ligne grise.
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Figure 8.27 – Évolution du temps de calcul (en heures) pour la recherche des points
améliorants en fonction du nombre d’échantillons d’apprentissage déjà présents dans le
plan d’expériences.

de confiance importants (notamment au niveau du premier objectif). Les résultats présen-
tés font néanmoins apparaître clairement cette information, et le choix final du décideur
se portera donc certainement vers des solutions mieux décrites. On aurait aussi pu faire
encore quelques itérations d’enrichissement des modèles pour réduire leur erreur et mieux
se rapprocher du front de Pareto idéal. Afin de vérifier la qualité des solutions obtenues,
nous avons recalculé la robustesse des points de la bande de Pareto grâce à 1000 tirages
de Monte-Carlo réalisés sur les fonctions de référence f1 et f2 directement. Les valeurs
obtenues sont présentées sur le graphe (d) de la figure 8.26. On voit qu’une partie de ces
solutions ne sont effectivement pas Pareto-optimales, mais par contre on obtient bien des
points répartis sur l’ensemble du front de Pareto idéal.

L’inconvénient majeur de la méthode PareBRO reste son coût, qui peut rapidement
devenir prohibitif du fait des multiples boucles d’optimisation imbriquées (l’instruction
la plus coûteuse étant la recherche du point améliorant général à la ligne 13 de l’algo-
rithme 8.7). Dans l’exemple que nous venons de traiter, ce coût est lié à l’évaluation
analytique de la robustesse et de ses intervalles de confiance sur les modèles de krigeage.
En effet, la complexité de l’estimation des mesures de quantile approché évolue relati-
vement au nombre d’échantillons d’apprentissage à la puissance quatre. La figure 8.27
présente l’évolution du temps de calcul mesuré lors de la recherche des points améliorants
de notre problème en fonction du nombre d’échantillons d’apprentissage présents dans le
plan d’expériences (ce nombre augmente de trois en trois au cours de l’enrichissement).
On retrouve bien le comportement quartique du coût des calculs expérimentalement. La
durée de planification entre deux évaluations d’échantillons sur les fonctions de référence
monte ainsi à près de 18h alors que le plan d’expériences contient 14 échantillons seule-
ment. On aurait pu se ramener à une complexité quadratique beaucoup plus acceptable si
le problème d’optimisation robuste à résoudre n’avait fait intervenir que la mesure d’espé-
rance (la mesure de variance présente au sein du quantile approché étant la plus onéreuse
à évaluer).

Il est à noter que ce temps de calcul aurait aussi été important si on avait utilisé un
autre type de modèles de substitution que le krigeage. La recherche des points améliorants
généraux nécessite en effet de simuler l’ajout de points aux modèles, puis d’estimer les
intervalles de confiance des mesures de robustesse associées pour un certain nombre de
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solutions. Les modèles de krigeage ont l’avantage de fournir directement une estimation
de l’erreur de leurs prédictions et de pouvoir prendre facilement en compte de nouveaux
échantillons d’apprentissage. Pour les autres types de modèles, l’erreur doit être évaluée par
des techniques statistiques comme le bootstrap par exemple, et l’intégration de nouveaux
échantillons nécessite généralement une reconstruction complète du modèle. Lors de la
recherche de points améliorants avec des modèles quelconques, il faut donc pour chaque
point considéré reconstruire les modèles en intégrant ce point à leur base d’apprentissage,
puis déterminer l’erreur sur les estimations de robustesse par bootstrap (en construisant
plusieurs modèles sur des bases différentes et en évaluant les mesures de robustesse sur
chacun d’eux). Le processus est donc là aussi relativement coûteux, bien qu’il puisse être
préférable à l’utilisation du krigeage en fonction du nombre d’échantillons d’apprentissage
à considérer ainsi que des techniques de calcul retenues.

La méthode PareBRO nous a ainsi permis d’établir un plan d’expériences ciblant les
zones potentiellement optimales d’un problème d’optimisation robuste multiobjectifs grâce
à la prise en compte de l’erreur des modèles de substitution utilisés pour l’estimation des
mesures de robustesse. Nous avons finalement obtenu un ensemble de solutions contenant
les solutions optimales réelles du problème.

8.4 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre le développement d’une approche de construction

adaptative de plans d’expériences avec évaluation de plusieurs échantillons en parallèle
dédiée à l’optimisation multiobjectifs, aussi bien déterministe avec la méthode PareBO
que robuste avec la méthode PareBRO. Cette approche est basée sur la recherche de la
bande de Pareto d’un problème, une extension de la notion de front de Pareto qui tient
compte des intervalles de confiance des prédictions des modèles de substitution utilisés.
Les solutions qui composent cette bande de Pareto sont représentatives de l’ensemble
des régions possiblement optimales de l’espace de recherche. Ces différentes régions sont
distinguées par classification afin de sélectionner des échantillons améliorant la qualité des
modèles sur chacune d’entre elles.

Ces deux méthodes pourraient être améliorées afin de réduire leur coût, notamment
dans le cadre de l’optimisation robuste où celui-ci peut devenir problématique. L’étape
la plus coûteuse étant la recherche du point améliorant général, c’est sur celle-ci qu’il
faudrait concentrer les efforts. Nous avons vu que cette recherche pourrait parfois être
évitée dans le cadre d’une optimisation déterministe si les points à améliorer de chaque
modèle sont situés au même endroit (on sélectionne alors directement un de ces points). En
optimisation robuste, on pourrait aussi envisager une stratégie plus simple de recherche du
point améliorant général en limitant par exemple la zone de recherche à la classe considérée
(car le point obtenu est souvent situé dans cette région).

Lors de leur mise au point, nous avons testé les méthodes PareBO et PareBRO sur
différents exemples analytiques relativement basiques. Nous allons maintenant les appli-
quer à un cas test réel de taille plus conséquente, dont la résolution est présentée dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 9

Optimisation robuste d’un
système d’injection
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Le premier cas d’application de cette étude concerne l’optimisation d’un système d’in-
jection multipoints en vue de réduire les émissions polluantes d’une chambre de combustion
de turbomachine aéronautique. Le système est soumis à une incertitude sur la répartition
du débit de carburant entre ses différents injecteurs, car il peut arriver que ceux-ci se
bouchent de manière impromptue. Nous avons ainsi affaire à un problème d’optimisa-
tion robuste. Ce chapitre présente la résolution de ce problème à l’aide de la méthode
PareBRO développée précédemment, qui permet de guider la complétion adaptative d’un
plan d’expériences pour l’optimisation robuste multiobjectifs par modèles de substitution.

Après un bref rappel des données de l’application à traiter, nous abordons chacune des
étapes successives de cette résolution. Le déroulement général est présenté sur la figure 9.1.
À partir d’un plan d’expériences initial de taille réduite (30 échantillons d’apprentissage),
nous avons choisi de réaliser tout d’abord une amélioration globale des modèles des fonc-
tions de référence du problème. Cela permet d’obtenir des modèles de départ relativement
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Figure 9.1 – Déroulement de la résolution du cas d’application en combustion.

corrects et qui ont du sens avant de démarrer toute optimisation. 30 échantillons supplé-
mentaires sont ainsi rajoutés au plan d’expériences dans ce but. Les modèles établis sont
ensuite utilisés pour comparer les différentes approches de calcul des mesures de robus-
tesse afin de définir la formulation finale du problème d’optimisation robuste auquel nous
allons nous intéresser. Ce problème est résolu de manière adaptative à l’aide de la méthode
PareBRO. Le plan d’expériences qui en résulte contient 200 échantillons des fonctions de
référence, à partir desquels nous déterminons un ensemble de solutions optimales robustes
choisies. Ces solutions sont enfin analysées plus en détail pour valider leur robustesse et
comparer leurs caractéristiques.

9.1 Bref rappel du problème
Nous nous intéressons à l’optimisation du système d’injection multipoints présenté

dans le chapitre 1. Ce système permet d’alimenter en kérosène la chambre de combustion
d’une turbomachine aéronautique. Le comportement du foyer est simulé à l’aide du code
CEDRE [CCD+05] de l’Onera via une modélisation simplifiée 2D RANS axisymétrique qui
permet de bénéficier d’un temps de calcul réduit. Chaque évaluation d’une configuration
donnée prend tout de même deux jours environ sur une machine standard, mais on a
la possibilité d’effectuer dix simulations en parallèle. La représentation numérique de la
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Figure 9.2 – Visualisation des variables de décision et des objectifs du système d’injection
à optimiser.

Variables de décision
d1 Angle de la vrille [30,60] ˚
d2 Position de l’injecteur pilote [0.00341,0.0101] m
d3 Position de l’injecteur principal [0.0018,0.0249] m

Paramètre environnemental
e1 Répartition du carburant entre les deux injecteurs 0

Incertitude
χe1 Répartition du carburant entre les deux injecteurs N (0, 0.000576)

Objectifs
f1 Température maximale à l’intérieur de la chambre Tmax minimiser K
f2 Écart-type de la température en sortie Tstdev minimiser K

Table 9.1 – Variables et objectifs du problème d’optimisation du système d’injection.

physique du système fait intervenir des modélisations stochastiques, ce qui peut engendrer
un léger bruit sur les résultats obtenus.

Le but de l’optimisation de ce système d’injection est de minimiser la température
maximale Tmax dans la chambre de combustion ainsi que son écart-type Tstdev en sortie,
afin de réduire autant que possible les émissions de gaz polluants. Pour cela, il est possible
de jouer sur l’angle de la vrille d’une des entrées d’air de la chambre, ainsi que sur la
position des injecteurs pilote et principal. Il peut par contre arriver de manière aléatoire
que ces injecteurs se bouchent partiellement au cours du fonctionnement de la turboma-
chine, modifiant alors le partage du kérosène entre les deux points d’injection. On souhaite
donc prendre en compte une incertitude sur la répartition du débit de carburant entre les
injecteurs. Cette incertitude est modélisée sous la forme d’une variable aléatoire χe1 dotée
d’une loi de probabilité normale. Sa valeur moyenne correspond à la répartition nomi-
nale du kérosène lorsque les deux injecteurs fonctionnent correctement. Le problème à
résoudre possède ainsi trois paramètres de conception d, un paramètre environnemental
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incertain χe1 et deux objectifs f1 et f2. Ils sont rappelés sur la figure 9.2 ainsi que dans
le tableau 9.1. Les deux objectifs sont calculés simultanément par la simulation numé-
rique du système à partir des valeurs spécifiées pour les paramètres d’entrée. Le problème
stochastique multiobjectifs auquel on est confronté s’exprime comme suit :

minimiser
d

{f1(d, χe1), f2(d, χe1)}. (9.1)

9.2 Amélioration globale des modèles de substitution
La simulation numérique du fonctionnement de la chambre de combustion étant assez

coûteuse, il semble évident que l’optimisation ne pourra pas être menée directement sur
celle-ci. Nous avons donc commencé par établir deux modèles de krigeage f̂1 et f̂2 pour
représenter les objectifs du problème (9.1). Le krigeage a été choisi ici car il permet d’ob-
tenir de bonnes représentations de fonctions dont les caractéristiques sont inconnues dans
un espace de dimension restreinte, et car il offre de plus des possibilités de formulation
analytique de certaines mesures de robustesse. Afin de nous prémunir contre le léger bruit
sur les résultats de la simulation du système, nous avons utilisé des modèles de krigeage
régressants qui sont à même d’effectuer un lissage des données d’apprentissage (voir la
section 3.4.4).

Les modèles initiaux sont construits grâce à un LHS de 30 points dans un espace de
dimension 4 afin de considérer les variations des trois variables de décision d ainsi que
du paramètre incertain χe1 . Malgré le support infini de la distribution de probabilité de
ce dernier, sa plage de variation a été limitée pour cette étude à l’intervalle [−0.05, 0.05]
qui recouvre tout de même en probabilité plus de 95% des valeurs possibles. Le plan
d’expériences évolue donc dans l’espace :

Ω = [30, 60]× [0.00341, 0.0101]× [0.0018, 0.0249]× [−0.05, 0.05] ⊂ R4.

Au lieu de démarrer directement l’optimisation sur ces modèles initiaux, il nous a sem-
blé préférable de les améliorer dans un premier temps sur l’ensemble de leur domaine de
définition Ω. Cette étape n’est pas obligatoire, mais elle permet de s’assurer que les modèles
ont une qualité suffisante et que leurs prédictions ont un sens avant de lancer le processus
d’optimisation. Celui-ci est en effet basé sur les valeurs ponctuelles et les intervalles de
confiance estimés par les modèles, et il peut donc être souhaitable d’affiner légèrement ces
prédictions en amont plutôt que d’effectuer des calculs complexes d’optimisation adap-
tative avec des estimations trop fantaisistes. Grâce aux possibilités de parallélisation des
évaluations des fonctions de référence, nous avons ainsi ajouté des séries de dix points
au plan d’expériences initial en vue d’améliorer globalement f̂1 et f̂2. Nous avons utilisé
pour cela la méthode d’amélioration simultanée de plusieurs modèles présentée dans l’al-
gorithme 8.4 du chapitre précédent. Son principe dans le cadre de cette application est
schématisé sur la figure 9.3.

À chaque itération de la méthode adaptative, dix échantillons améliorants sont sélec-
tionnés pour être évalués avec la simulation numérique du système. La sélection de chacun
de ces échantillons se déroule en deux temps : on détermine tout d’abord les points qui
maximisent la variance de chaque modèle de krigeage (il s’agit des deux points les plus mal
décrits dont on souhaiterait améliorer la prédiction afin de réduire l’erreur des modèles),
puis on recherche l’échantillon qui maximise l’amélioration des intervalles de confiance des
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Figure 9.3 – Méthode d’amélioration globale simultanée de modèles de substitution uti-
lisée pour notre cas d’application.

211



CHAPITRE 9. OPTIMISATION ROBUSTE D’UN SYSTÈME D’INJECTION

nb éch.
30 40 50 60

max |IC|

0

10

20

30

40

nb éch.
30 40 50 60

max |IC|

0

5

10

15

Figure 9.4 – Évolution de la taille maximale des intervalles de confiance des prédictions
des modèles f̂1 (à gauche) et f̂2 (à droite) en 100 points d’observation en fonction du
nombre d’échantillons d’apprentissage présents dans le plan d’expériences au cours de
l’amélioration globale de ces modèles.

prédictions de ces points (en résolvant le problème (8.5)). Quand cet échantillon améliorant
sera évalué, il viendra ainsi préciser la prédiction des deux points de plus forte variance
et par conséquent améliorer f̂1 et f̂2 à la fois. Pour l’instant, son image par les fonctions
de référence n’est pas connue et on ne peut donc que simuler son ajout à la base d’ap-
prentissage des modèles afin qu’il soit pris en compte lors de la recherche des échantillons
améliorants suivants. Ces échantillons sont déterminés exactement de la même manière, le
calcul de la variance des modèles tenant compte à chaque fois des échantillons sélectionnés
précédemment afin d’éviter de choisir deux points trop proches. Lorsque dix échantillons
améliorants ont été désignés, ils sont évalués avec la simulation numérique et les modèles
sont reconstruits. On démarre alors de nouvelles itérations d’enrichissement jusqu’à ce que
les modèles aient atteint une qualité suffisante. Pour rechercher les points de variance maxi-
male des modèles ainsi que les échantillons améliorants, nous avons utilisé ici l’algorithme
NSGA-II classique avec une population de 30 individus sur 500 générations (n’importe
quel autre algorithme d’optimisation mono-objectif aurait pu être employé sous réserve de
considérer la présence de nombreux minima locaux dans les problèmes à résoudre).

La figure 9.4 présente l’évolution de la taille maximale des intervalles de confiance
des prédictions des modèles f̂1 et f̂2 en 100 points d’observation (choisis au hasard dans
l’espace de définition des modèles) au cours des itérations d’amélioration. Nous rappelons
qu’il s’agit ici d’estimations de l’erreur des modèles de krigeage à partir des intervalles de
confiance qu’ils fournissent autour de leurs prédictions, ce qui explique une certaine varia-
bilité des résultats (la courbe remonte par exemple légèrement au niveau de 50 échantillons
pour f̂2). On peut voir que l’erreur du premier modèle diminue visiblement avec l’ajout
de nouveaux points au plan d’expériences, alors que l’amélioration est moins significative
sur le second modèle. Nous avons arrêté l’algorithme adaptatif dès que l’erreur de f̂1 a
commencé à stagner, car nous ne souhaitions pas évaluer trop de points durant cette étape
préliminaire. Le plan d’expériences final est ainsi constitué de 60 échantillons d’apprentis-
sage. Cette amélioration globale des modèles a pris moins d’une semaine (soit l’équivalent
de l’évaluation successive de trois échantillons avec la simulation numérique) grâce aux
calculs réalisés en parallèle.

La figure 9.5 illustre les changements engendrés sur la modélisation des objectifs par
l’ajout des nouveaux échantillons d’apprentissage. Les valeurs prédites par les modèles
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Figure 9.5 – Valeurs prédites (avec leur région de confiance à 95% en bleu) en 100 points
d’observation par les modèles initiaux basés sur 30 échantillons d’apprentissage (en haut)
et par les modèles obtenus après amélioration (60 échantillons d’apprentissage, en bas).
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Figure 9.6 – Fonctions de répartition de la taille des intervalles de confiance en 100
points d’observation prédits par les modèles f̂1 (à gauche) et f̂2 (à droite). Les courbes
en pointillés représentent les résultats obtenus avec les modèles initiaux (30 échantillons
d’apprentissage) et les traits pleins ceux des modèles après amélioration (60 échantillons
d’apprentissage).

initiaux au niveau des 100 points d’observation y sont comparées à celles des modèles
obtenus après amélioration. On remarque que les régions de confiance ont globalement
rétréci comme on s’y attendait. La figure 9.6 indique la répartition de la taille des intervalles
de confiance dans les deux cas de figure (avant et après amélioration des modèles). Même si
effectivement l’erreur maximale de f̂2 n’a pas beaucoup évolué au cours de l’enrichissement,
on voit que les intervalles de confiance de ses prédictions ont tout de même diminué. Le
second objectif semble d’ailleurs mieux prédit que le premier car ses intervalles de confiance
sont relativement plus fins par rapport à l’étendue de sa plage de variation.

Cette première étape d’amélioration adaptative des modèles de substitution dans leur
ensemble a permis d’établir une bonne base de représentation des fonctions de référence du
problème stochastique (9.1). Nous allons maintenant formuler le problème d’optimisation
robuste correspondant.

9.3 Formulation du problème d’optimisation robuste

Afin de pouvoir résoudre le problème stochastique (9.1), nous allons le transformer
en problème d’optimisation déterministe robuste au moyen de mesures de robustesse. Ces
mesures permettent de quantifier les incertitudes présentes sur les objectifs du fait des
fluctuations du paramètre χe1 . Le choix des mesures à utiliser se fait en premier lieu en
lien avec l’application concernée. Dans notre cas, il est souhaitable que les émissions de
polluants restent en dessous d’un seuil donné quel que soit l’état d’obstruction des injec-
teurs. Le fait que la température des gaz en sortie de la chambre demeure aussi basse et
homogène que possible malgré les incertitudes évitera de plus d’endommager la turbine si-
tuée juste derrière. La mesure de robustesse qui semble adaptée à notre problème est donc
une mesure de quantile. On pourra ainsi considérer les quantiles à 95% de chacun des deux
objectifs (le pire cas n’a pas d’intérêt ici car la distribution de l’incertitude a un support
infini). Mais le choix d’une mesure de robustesse doit aussi être effectué en fonction des ses
possibilités de calcul, afin que l’optimisation se déroule en un temps raisonnable tout en
bénéficiant d’estimations suffisamment précises. Nous avons ainsi réalisé des tests d’éva-
luation de robustesse selon différentes méthodes sur les modèles de substitution construits
à l’aide du plan d’expériences de 60 échantillons obtenu précédemment.
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9.3.1 Comparaison des méthodes de calcul de la robustesse
Nous avons tout d’abord comparé les différentes approches d’estimation de la robus-

tesse présentées dans la section 5.8 : calcul analytique, polynômes de chaos et méthode de
Monte-Carlo. Les mesures de quantile ne pouvant être estimées qu’à partir de tirages de
Monte-Carlo, nous avons utilisé pour ces essais un quantile approché Q̂0.95 qui correspond
à une agrégation des mesures d’espérance et de variance (voir l’équation (7.3)) :

Q̂0.95(fi(d, χe)) ' E[fi(d, χe)] + 1.64
√

Var(fi(d, χe)). (9.2)

Cette mesure peut être considérée comme une approximation du quantile classique sous
l’hypothèse que la distribution de l’incertitude sur les objectifs est gaussienne. Elle a
surtout l’avantage de pouvoir être estimée avec les trois méthodes qui nous intéressent.
Nous les avons comparées sur l’évaluation de la robustesse de 100 points de test à l’aide
du modèle f̂1 du premier objectif. La valeur analytique du quantile approché est calculée
directement à partir des coefficients de ce modèle. Un polynôme de chaos d’ordre 4 est
ensuite construit le long de la dimension incertaine au niveau de chaque point de test
grâce à 10 échantillons d’apprentissage évalués sur f̂1 (l’ordre optimal du polynôme a été
déterminé par une étude préalable). Enfin, la robustesse est estimée par la méthode de
Monte-Carlo à l’aide de 1000 puis 10000 tirages sur f̂1. L’erreur commise ainsi que le temps
de calcul de chaque approche sont indiqués dans le tableau 9.2. Les erreurs sont évaluées
en prenant comme référence le calcul analytique (qui est exact par définition).

On constate que chacune de ces trois méthodes d’estimation de la robustesse est rela-
tivement précise, mais que par contre leurs temps de calcul diffèrent. L’approche la plus
efficace pour l’application qui nous concerne est le chaos polynomial, qui bénéficie du fait
qu’il n’y a qu’une seule dimension incertaine dans le problème. On peut donc approcher
convenablement f̂1 sur cette dimension par un modèle polynomial d’ordre restreint, qui
nécessite peu d’échantillons pour sa construction et dont les calculs de l’espérance et de
la variance sont très rapides. L’estimation par la méthode de Monte-Carlo est la plus coû-
teuse. Son coût peut être réduit en jouant sur le nombre de tirages réalisés, mais on perd
alors en précision (car la qualité des résultats obtenus dépend directement de ce nombre
de tirages). D’autres techniques d’échantillonnage avancé ont aussi été développées afin de
limiter la quantité de points utilisés, mais nous ne nous y sommes pas intéressés ici (voir
la section 5.8.1). L’approche analytique est quant à elle assez efficace, son atout majeur
étant son erreur nulle. Son temps de calcul est par contre sensible au nombre d’échantillons
d’apprentissage utilisés pour construire le modèle de krigeage. Dans le cas de la mesure du
quantile approché, la complexité du calcul analytique est par exemple relative au nombre
d’échantillons à la puissance quatre. Il faut en tenir compte car le nombre d’échantillons
du plan d’expériences évolue au cours de l’enrichissement des modèles.

Pour visualiser l’influence de ce paramètre, nous avons réalisé a posteriori les mêmes
calculs de robustesse sur un modèle construit avec les 200 échantillons d’apprentissage
obtenus à la fin de cette étude. Les résultats en termes de temps de calcul sont présentés
dans la partie basse du tableau 9.2. On voit clairement que la durée des calculs analytiques
augmente de manière importante avec la complexité du modèle, cette approche devenant
même plus coûteuse que la méthode de Monte-Carlo basée sur un faible nombre de tirages.
Le temps de calcul des autres approches est lui aussi modifié (mais de manière moins
conséquente) car l’évaluation d’un point sur le modèle de krigeage est plus longue lorsqu’il
y a plus d’échantillons d’apprentissage.
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Calcul Chaos poly. Monte-Carlo
analytique ordre 4, 10 pts 1000 pts 10000 pts

KRIGEAGE 60 ÉCH.
Erreur sur ρ 0.0% 0.00012% 0.012% 0.0044%(moyenne sur 100 éval.)

Temps de calcul 0.30 s 0.0049 s 0.47 s 4.05 s(pour 1 évaluation)

Durée d’une optim. 50 min 49 s 1h19 11h15(estim. pour 10000 éval.)

KRIGEAGE 200 ÉCH.
Durée d’une optim. 9h12 2 min 3h17 29h13(estim. pour 10000 éval.)

Table 9.2 – Test du calcul de la mesure du quantile approché par différentes approches
sur un modèle de krigeage doté de 60 puis 200 échantillons d’apprentissage. La robustesse
a été évaluée de manière analytique, puis en utilisant un polynôme de chaos d’ordre 4
construit à partir de 10 points d’apprentissage, et enfin par la méthode de Monte-Carlo
en effectuant 1000 et 10000 tirages.

Espérance Variance Quantile appr.
Anal. M.-C. Anal. M.-C. Anal. M.-C.

KRIGEAGE 60 ÉCH.
Erreur sur ρ 0.0% 0.012% 0.0% 64.11% 0.0% 0.12%(moyenne sur 100 éval.)

Erreur sur |IC(ρ)| 0.0% 2.70% 0.0% 7.04% 0.0% 7.99%(moyenne sur 100 éval.)

Temps de calcul 0.012 s 144.70 s 816.58 s 131.11 s 940.73 s 124.89 s(pour 1 évaluation)

Durée d’une optim. 2 min 17 j 95 j 15 j 109 j 14 j(estim. pour 10000 éval.)

Table 9.3 – Test du calcul des mesures d’espérance, de variance et de quantile approché
avec leur intervalle de confiance sur un modèle de krigeage doté de 60 échantillons d’ap-
prentissage. Les mesures ont été évaluées de manière analytique puis par la méthode de
Monte-Carlo en effectuant 500 tirages sur 500 réalisations du processus gaussien défini par
le modèle.
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Ces tests permettent de conclure que l’approche par polynômes de chaos serait la plus
adaptée pour réaliser une optimisation robuste avec la mesure du quantile approché sur
notre cas d’application. Si on souhaite utiliser la mesure du quantile classique calculée par
Monte-Carlo, l’optimisation prendra quelques heures (avec un nombre de tirages restreint).
Mais il s’agit là d’optimisations qui ne prennent pas en considération l’erreur des modèles
de substitution sur lesquels elles s’appuient. Pour s’assurer de la qualité des résultats
obtenus, il est nécessaire de pouvoir estimer des intervalles de confiance autour des valeurs
de robustesse prédites.

9.3.2 Comparaison des méthodes d’estimation d’erreur sur la robustesse

Les possibilités d’estimation de l’erreur commise sur la robustesse sont une autre com-
posante du choix d’une mesure. L’intégration de l’erreur de modélisation aux calculs de
robustesse permettra en effet de réaliser par la suite une optimisation robuste adaptative
en améliorant les modèles dans les zones d’intérêt. Le calcul d’intervalles de confiance pour
les prédictions de robustesse reste néanmoins relativement complexe. Nous avons comparé
ici les deux approches décrites dans la section 5.8.5 (calcul analytique et méthode de
Monte-Carlo) sur des estimations de robustesse et d’intervalles de confiance en 100 points
de test. Ces estimations sont basées sur le modèle de krigeage f̂1 construit avec 60 échan-
tillons d’apprentissage. Elles ont d’abord été effectuées de manière analytique à partir des
coefficients du modèle, puis par la méthode de Monte-Carlo en simulant 500 réalisations
du processus gaussien F̂1 associé à f̂1 (voir l’exemple de la figure 3.7) et en estimant la
robustesse à l’aide de 500 tirages de Monte-Carlo sur chacune de ces réalisations. On pro-
duit ainsi 500 évaluations différentes de la robustesse d’un point, dont la distribution est
représentative de la variabilité induite par le modèle de krigeage. Les résultats obtenus
pour les mesures d’espérance, de variance et de quantile approché sont présentés dans le
tableau 9.3. Nous précisons que l’erreur importante affichée sur la prédiction de la variance
par Monte-Carlo est due au fait que dans notre exemple les valeurs prises par cette mesure
sont moins élevées que celles des autres mesures (la variance varie ainsi entre 0 et 300 alors
que l’espérance et le quantile approché évoluent entre 2500 et 2700 environ). Les écarts
sur la variance sont donc plus marqués dans le calcul de l’erreur relative, même s’il est vrai
que cette mesure reste plus difficile à estimer que les autres. L’erreur sur l’évaluation du
quantile approché est quant à elle plus importante qu’auparavant car le nombre de tirages
utilisés est différent.

Si la robustesse est globalement bien évaluée (hormis pour la mesure de variance), on
peut noter que l’erreur sur l’estimation des intervalles de confiance par la méthode de
Monte-Carlo n’est pas négligeable. Il aurait fallu augmenter le nombre de tirages effectués
pour obtenir des résultats plus précis. Mais les temps de calcul sont déjà très élevés :
cette approche demande ainsi une quinzaine de jours environ pour réaliser les évaluations
de robustesse nécessaires à une optimisation (quelle que soit la mesure considérée). Les
durées sont encore plus importantes dans le cas du calcul analytique, mis à part pour l’es-
pérance dont les calculs sont beaucoup plus légers. Nous avons en effet pu constater dans
un exemple du chapitre précédent qu’une optimisation adaptative utilisant la mesure du
quantile approché pouvait être relativement coûteuse (voir la figure 8.27). Une troisième
solution qui n’a pas été envisagée lors de cette étude aurait été de modifier l’approche par
Monte-Carlo en calculant la robustesse à l’aide de polynômes de chaos sur les réalisations
du processus gaussien F̂1. Les polynômes de chaos permettent en effet d’évaluer la ro-
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bustesse de manière plus rapide que des tirages de Monte-Carlo (voir le tableau 9.2). Les
intervalles de confiance obtenus ne prendraient toutefois pas en compte l’erreur commise
lors de l’approximation locale du modèle de krigeage par un polynôme. Cette stratégie
nécessite en effet de construire un modèle de substitution à partir de données fournies
par un autre modèle, ce qui complexifie la gestion des erreurs. Le temps de calcul d’une
telle approche resterait tout de même relativement important. Si on l’estime à partir de la
durée d’une évaluation du quantile approché par chaos polynomial (sachant qu’elle serait
similaire pour les autres mesures), en la multipliant par les 500 réalisations du processus
gaussien F̂1 sur lesquelles elle doit être effectuée (sans tenir compte du temps nécessaire à
la création de ces réalisations) et par les 10000 évaluations requises lors d’une optimisation
standard, on arrive à 6h48 de calcul environ. Ce résultat est relativement intéressant pour
la mesure du quantile approché par rapport aux autres méthodes, mais il représente tout
de même une durée conséquente sachant qu’une optimisation de ce type va être réalisée à
chaque itération de l’algorithme adaptatif (le nombre d’évaluations nécessaires étant aussi
multiplié par le nombre de modèles qui entrent en jeu).

Au vu des résultats obtenus lors de ces tests, il apparaît que l’utilisation des mesures de
quantile approché ou de quantile classique (évalué par Monte-Carlo) engendre des temps de
calcul élevés dès lors qu’on souhaite prendre en compte l’erreur des modèles de substitution.
Nous avons donc décidé de réaliser ici l’optimisation adaptative sur l’espérance des objectifs
initiaux seulement. Le calcul analytique de cette mesure offre en effet des durées bien
plus raisonnables. Même si son temps de calcul va évoluer avec l’augmentation du nombre
d’échantillons (la complexité de l’estimation de l’espérance avec son intervalle de confiance
étant liée au carré du nombre d’échantillons d’apprentissage du modèle de krigeage), celui-
ci restera négligeable à côté de la durée d’une simulation numérique du système et en tout
cas inférieur à la durée d’un calcul par une approche de type Monte-Carlo. Le problème
que nous allons résoudre de manière adaptative comprend donc deux objectifs d’espérance
à minimiser :

minimiser
d

{ρ1(f1(d, χe1)), ρ2(f2(d, χe1))}, (9.3)
avec :

ρi(fi(d, χe1)) = E[fi(d, χe1)].
Nous allons ainsi optimiser dans un premier temps les performances moyennes du système.
La variance et le quantile des solutions obtenues ne seront considérés qu’a posteriori en
vue de sélectionner les points les plus intéressants.

9.4 Optimisation robuste adaptative à l’aide de la méthode
PareBRO

Pour résoudre le problème (9.3) que nous venons de formuler, nous disposons d’un
plan d’expériences de départ composé de 60 échantillons. Les modèles de krigeage f̂1 et f̂2
construits grâce à ces échantillons permettent d’estimer de manière analytique la valeur
des objectifs ρ1 et ρ2 ainsi que les intervalles de confiance correspondants. Nous avons
réalisé une première résolution du problème à l’aide de ces modèles afin de déterminer
la bande de Pareto robuste initiale. Celle-ci est représentée sur la figure 9.7. Elle a été
obtenue à l’aide de l’algorithme NSGA-II modifié pour prendre en compte les intervalles
de confiance des objectifs (voir la section 8.2.2), avec une population de 20 individus sur
500 générations. On remarque que la bande de Pareto est pour l’instant très grossière du
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Figure 9.7 – Bande de Pareto robuste initiale obtenue grâce aux modèles f̂1 et f̂2
construits avec le plan d’expériences de 60 échantillons.

fait de l’erreur des modèles. Il est en effet difficile de distinguer des solutions réellement
optimales. Nous allons donc améliorer la prédiction des objectifs en mettant en place une
stratégie d’enrichissement adaptatif.

Nous avons utilisé pour cela la méthode PareBRO présentée dans la section 8.3 (voir
l’algorithme 8.7). Cette approche vise à déterminer les zones possiblement optimales de
l’espace afin d’affiner leur description par les modèles de substitution en ajoutant au plan
d’expériences des échantillons judicieusement choisis. Le déroulement de cette méthode
dans le cadre de notre application est présenté sur la figure 9.8. Les solutions de la bande
de Pareto que nous venons de déterminer grâce aux modèles de départ représentent l’en-
semble des régions possiblement optimales qu’on va chercher à améliorer. Comme nous
avons la capacité d’évaluer dix échantillons en parallèle avec la simulation numérique
du système, nous séparons ces solutions en dix classes Si à l’aide de l’algorithme des k-
moyennes. Un échantillon améliorant les modèles est ensuite recherché sur chacune de ces
classes. La recherche est effectuée en deux temps comme lors de l’amélioration globale des
modèles (la seule différence est qu’on chercher ici à améliorer les solutions de la classe
considérée uniquement). On commence tout d’abord par déterminer les points de la classe
qui possèdent le plus grand intervalle de confiance sur chaque objectif de robustesse ρi,
puis on recherche ensuite dans l’espace Ω tout entier l’échantillon qui permettra d’amélio-
rer les prédictions de ces points (en résolvant le problème 8.7). Nous avons utilisé pour cela
l’algorithme NSGA-II classique avec une population de 10 individus sur 250 générations.
Lorsque l’échantillon améliorant est trouvé, on simule son ajout aux modèles afin qu’il
soit pris en compte lors de l’étude de la classe suivante. Une fois que les dix échantillons
améliorants correspondant aux dix classes de solutions de la bande de Pareto ont été ainsi
sélectionnés, ils sont évalués avec la simulation numérique du système et les modèles sont
reconstruits. On peut alors déterminer la nouvelle bande de Pareto de la même manière
que pour la bande initiale. Les itérations d’enrichissement continuent ainsi jusqu’à ce que
la bande de Pareto obtenue soit suffisamment fine.
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Figure 9.8 – Méthode PareBRO d’optimisation robuste adaptative utilisée pour notre
cas d’application, où il est possible d’évaluer 10 échantillons en parallèle.
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9.4. Optimisation robuste adaptative à l’aide de la méthode PareBRO
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Figure 9.9 – Évolution de la taille maximale des intervalles de confiance sur ρ1(f̂1) (à
gauche) et ρ2(f̂2) (à droite) des solutions de la bande de Pareto en fonction du nombre
d’échantillons présents dans le plan d’expériences au cours du déroulement de la méthode
PareBRO.

La figure 9.9 présente l’évolution de la taille maximale des intervalles de confiance de la
robustesse des solutions de la bande de Pareto au cours de l’amélioration adaptative. On
remarque une forte baisse de l’étendue de ces intervalles dès la première itération, puis elle
continue par la suite à diminuer à un rythme de moins en moins soutenu. Les itérations
ont été arrêtées lorsque cette erreur commençait à stagner sur les deux objectifs. Nous
avons ainsi ajouté 140 nouveaux points au plan d’expériences, pour obtenir au final un
ensemble de 200 échantillons d’apprentissage. On voit que l’enrichissement aurait aussi pu
être stoppé lorsque le plan d’expériences était composé de 140 échantillons, car la taille
des intervalles de confiance n’évolue plus beaucoup au delà de cette limite.

Pour se rendre compte de l’amélioration apportée, la figure 9.10 compare les valeurs de
robustesse prédites en 100 points d’observation pris au hasard calculées avec les modèles de
départ dotés de 60 échantillons d’apprentissage et les modèles finaux avec 200 échantillons
d’apprentissage. Nous précisons que ces points d’observation sont différents des points
précédents visualisés sur la figure 9.5 car on ne se trouve plus dans le même espace.
L’espace de recherche pour les objectifs de robustesse est ici de dimension 3 (pour les
trois variables de décision uniquement), alors qu’auparavant on se situait dans l’espace Ω
de dimension 4. Cette figure montre que l’incertitude sur les mesures de robustesse a
été notablement réduite dans les zones optimales grâce à l’enrichissement des modèles de
substitution. Les régions moins intéressantes ont quant à elles conservé des intervalles de
confiance plus larges. La méthode PareBRO a donc effectivement permis d’améliorer les
zones d’intérêt du problème.

Le fait de réaliser cette optimisation adaptative avec des mesures d’espérance a permis
de limiter la durée des calculs visant à trouver les échantillons améliorants. La figure 9.11
présente l’évolution de cette durée en fonction du nombre d’échantillons présents dans le
plan d’expériences. On retrouve expérimentalement le comportement quadratique dû au
calcul des intervalles de confiance de la mesure d’espérance. L’augmentation du temps
de calcul au cours des itérations d’amélioration est beaucoup moins importante que dans
le cas du quantile approché dont la complexité est quartique (voir la figure 8.27). Le
nombre d’échantillons qu’il est possible d’évaluer avec des simulations coûteuses comme
celle utilisée ici reste généralement limité, et les durées obtenues sont donc tout à fait
raisonnables en regard de celle d’une simulation numérique.
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Figure 9.10 – Valeurs de robustesse prédites (avec leur région de confiance à 95% en
vert) en 100 points d’observation grâce aux modèles de départ basés sur 60 échantillons
d’apprentissage (en haut) et par les modèles obtenus après optimisation adaptative avec
la méthode PareBRO (200 échantillons d’apprentissage, en bas).
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9.5. Détermination des solutions optimales robustes
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Figure 9.11 – Évolution du temps de calcul (en heures) pour la recherche des points
améliorants de la méthode PareBRO en fonction du nombre d’échantillons d’apprentissage
déjà présents dans le plan d’expériences.

9.5 Détermination des solutions optimales robustes

La construction adaptative du plan d’expériences que nous venons de mener a permis
de mettre en avant les zones optimales du problème (9.3). Nous allons maintenant étudier
les solutions robustes obtenues avant d’en sélectionner quelques-unes pour une analyse
plus approfondie.

9.5.1 Étude des solutions obtenues grâce à l’enrichissement adaptatif

Afin de trouver l’ensemble des solutions optimales du problème (9.3), nous avons lancé
une optimisation finale à l’issue des itérations d’enrichissement de la méthode PareBRO.
Cette optimisation a été menée à l’aide des modèles construits avec le plan d’expériences
de 200 échantillons d’apprentissage et grâce à l’algorithme NSGA-II modifié doté d’une
population de 100 individus sur 1000 générations (pour bien converger vers les solutions op-
timales). La bande de Pareto robuste obtenue est présentée sur la figure 9.12. On constate
que les solutions sont maintenant très bien décrites. Seuls quelques points non Pareto-
optimaux au sens classique du terme sont présents du fait des légères erreurs de modéli-
sation qui subsistent encore. Notre approche d’amélioration adaptative a donc permis de
déterminer les solutions optimales du problème en prenant en compte l’erreur des modèles
de substitution utilisés.

En recalculant la valeur de ces solutions dans l’espace des objectifs initiaux f1 et f2
à l’aide de leur modèle de substitution respectif (voir le graphe du bas de la figure 9.12),
nous avons par contre remarqué que la valeur de la performance déterministe est tout à
fait comparable à celle de son espérance. Cela est certainement dû à un comportement
symétrique de f1 et f2 de part et d’autre de la valeur nominale de la variable incertaine χe1 .
Si ce fait avait été détecté auparavant, nous aurions donc pu réaliser une optimisation
classique sur les objectifs initiaux et obtenir les mêmes résultats. Pour nous en convaincre,
nous avons effectué cette optimisation déterministe sur les modèles de krigeage finaux,
toujours à l’aide de l’algorithme NSGA-II modifié avec 100 individus sur 1000 générations.
La bande de Pareto déterministe obtenue est représentée sur la figure 9.13. On retrouve
comme prévu des points similaires aux solutions robustes précédentes.
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Figure 9.12 – Bande de Pareto robuste finale obtenu après amélioration des modèles
(plan d’expériences de 200 échantillons, en haut), et valeur de ces points dans l’espace
des objectifs initiaux (en bas). Les losanges représentent les solutions optimales qui seront
sélectionnées par la suite.
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Figure 9.13 – Bande de Pareto déterministe classique obtenue à partir des modèles de
substitution finaux (200 échantillons d’apprentissage).

L’optimisation robuste du système d’injection n’a donc pas mené à des solutions diffé-
rentes des optima déterministes classiques, mais elle a tout de même eu l’intérêt de montrer
que ces solutions sont effectivement robustes en termes de performance moyenne. Nous al-
lons maintenant étudier leur variance et leur quantile pour en sélectionner quelques-unes
parmi les plus intéressantes.

9.5.2 Sélection de quelques solutions intéressantes

Au delà d’une bonne performance moyenne, nous souhaitions en effet que les solutions
du problème stochastique (9.1) soient aussi robustes du point de vue du quantile à 95% des
objectifs initiaux. Avant d’estimer ce quantile, nous nous sommes tout d’abord penchés
sur la variance des solutions de la bande de Pareto. Celle-ci a été évaluée de manière
analytique à partir des modèles de krigeage finaux. Les valeurs obtenues sont présentées
sur la figure 9.14. On observe que si les solutions optimales sont Pareto-équivalentes au
regard de leur espérance, elles se distinguent par contre en ce qui concerne leur variance.
La différence se fait surtout sur la variance de f1 car celle du second objectif est plutôt
faible (pour ne pas dire quasi nulle). Nous avons ainsi accès à un choix de solutions dont
la température maximale Tmax à l’intérieur de la chambre est plus ou moins sensible au
niveau d’obstruction des injecteurs.

La connaissance de ces variances nous a ensuite permis d’évaluer les quantiles approchés
des solutions de la bande de Pareto. Il sont présentés sur la figure 9.15. Le front obtenu est
relativement similaire à celui de l’espérance (figure 9.12), mais les solutions sont néanmoins
décalées en fonction de leur variance le long de la dimension correspondant au premier
objectif. Par exemple, les solutions notées D et E se retrouvent ainsi très proches sur
l’axe du quantile de f1 alors que leurs espérances étaient beaucoup plus espacées. On peut
vérifier que le point E possède une variance très faible alors que celle de D est plus élevée, ce
qui explique les valeurs de quantiles analogues. On constate sur cette figure que toutes les
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Figure 9.14 – Variance des solutions de la bande de Pareto robuste de la figure 9.12. Les
losanges représentent les solutions optimales qui seront sélectionnées par la suite.
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Figure 9.15 – Quantile approché des solutions de la bande de Pareto robuste de la fi-
gure 9.12. Les couleurs différencient les cinq classes constituées. Les solutions sélectionnées
sont représentées par des losanges et identifiées par une lettre.
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9.6. Analyse des solutions optimales obtenues

d1 d2 d3 f1 f2 Q0.95(f1) Q0.95(f2)
A noir 30.05 0.01010 0.0248 2471.8 432.5 2483.2 437.1
B orange 46.96 0.00357 0.0249 2515.8 415.3 2519.1 416.8
C bleu 38.32 0.00472 0.0078 2539.8 399.6 2560.0 401.3
D vert 46.44 0.00792 0.0038 2578.3 354.0 2599.1 356.1
E rouge 60.00 0.00460 0.0018 2594.3 304.2 2599.7 304.6

Table 9.4 – Valeurs des variables de décision, des objectifs déterministes ainsi que des
quantiles à 95% pour les cinq solutions sélectionnées.

solutions de la bande de Pareto restent relativement intéressantes en termes de quantiles
(d’autant plus qu’on n’a pas ici accès aux régions de confiance correspondantes du fait
de leur coût de calcul élevé). La prise en compte de la variance n’a donc pas modifié en
profondeur l’ensemble des solutions à considérer, mais elle nous a servi toutefois à mettre
en évidence des différences entre ces optima.

Pour faire ressortir quelques solutions représentatives de la bande de Pareto, nous
avons réalisé une classification sur les valeurs des variables de décision d et celles des deux
quantiles approchés Q̂0.95 à l’aide de l’algorithme des k-moyennes. Le nombre de classes
a été fixé à 5 pour obtenir un nombre raisonnable de solutions à présenter au décideur
final. Les classes ainsi trouvées sont représentées en couleur sur la figure 9.15. Une solution
caractéristique a ensuite été sélectionnée dans chacune d’elle. Le détail des cinq solutions
choisies est donné dans le tableau 9.4, et elles sont indiquées par des losanges sur les
figures précédentes. Ces solutions optimales décrivent l’ensemble des valeurs prises par les
quantiles des deux objectifs initiaux. On peut aussi remarquer qu’aucune règle simple ne se
dessine au niveau des variables de décision : leurs valeurs sont dispersées sur leur domaine
de variation. Seule la position de l’injecteur principal d3 semble être liée aux objectifs
car ils varient de concert. Ces cinq solutions robustes seront donc exposées au choix du
décideur final, mais nous allons auparavant les analyser de manière plus approfondie.

9.6 Analyse des solutions optimales obtenues
L’optimisation réalisée nous a permis de distinguer cinq solutions robustes pour notre

application. Avant de comparer les qualités de ces optima, nous procédons à des évaluations
complémentaires avec la simulation numérique du système afin de valider leur robustesse.

9.6.1 Validation par Monte-Carlo
La robustesse des solutions sélectionnées ayant été déterminée à partir de modèles de

substitution (aussi précis soient-ils), il peut être intéressant de la recalculer a posteriori sur
les fonctions de référence. Cette étape relativement onéreuse n’est bien sûr pas obligatoire,
mais elle permet de valider les résultats obtenus et de donner au décideur des informa-
tions plus précises sur les solutions qu’on lui fournit. Dans le cadre d’une optimisation
déterministe classique, la valeur exacte de la performance d’un point optimal peut être
obtenue par une simple évaluation des fonctions de référence. Mais pour une optimisation
robuste le problème est différent. L’estimation de la robustesse d’une solution n’est en
effet jamais parfaite et nécessite une bonne connaissance de l’ensemble de son voisinage
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Figure 9.16 – Valeur des échantillons (points) évalués le long de la dimension incertaine
au niveau des cinq solutions optimales sélectionnées. La ligne en pointillés indique la valeur
nominale du paramètre incertain χe1 , et les traits pleins sont les prédictions des modèles
de krigeage finaux f̂1 et f̂2 pour chacune de ces solutions.

le long des dimensions incertaines. On peut donc évaluer de nouveaux points au sein de
ce voisinage afin d’en avoir une description plus précise. Il est par ailleurs probable que
certains échantillons du plan d’expériences construit de manière adaptative en fassent déjà
partie, et ils peuvent alors être pris en compte lors de l’ajout des points supplémentaires.

Afin de valider les valeurs de robustesse prédites par les modèles de substitution, nous
avons ici estimé la robustesse « réelle » des cinq solutions choisies précédemment à l’aide
de tirages de Monte-Carlo sur la simulation numérique du système. 51 échantillons ont
ainsi été évalués pour chacune de ces solutions en faisant varier le paramètre incertain χe1

entre -0.05 et 0.05. Les points obtenus sont présentés sur la figure 9.16. On remarque
tout de suite que le comportement des objectifs initiaux est effectivement globalement
symétrique autour de la valeur nominale de χe1 (à part peut-être pour la solution C),
ce qui confirme les résultats donnés par la mesure d’espérance. Malgré le bruit engendré
par les simulations autour de certaines solutions, la variance du second objectif est aussi
très faible comme nous avions pu le constater. Les solutions ont par contre des variances
différentes sur f1. Les modèles de krigeage avaient donc bien cerné les caractéristiques des
fonctions de référence du problème.

La figure 9.16 indique par ailleurs les prédictions des modèles f̂1 et f̂2 au niveau des
solutions sélectionnées. On observe que ces modèles sont assez fidèles à la réalité même
si certaines imperfections sont visibles, notamment pour le premier objectif qui est plus
difficile à approcher. Les modèles régressants n’ont eu aucun mal à s’affranchir du bruit
existant sur f2. La figure 9.17 compare enfin les valeurs estimées par les modèles pour
les quantiles approchés à 95% des solutions choisies par rapport aux valeurs de quantiles
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Figure 9.17 – Comparaison des valeurs de quantiles Q̂0.95(f̂i) prédites par les modèles et
Q0.95(fi) calculées par Monte-Carlo pour le premier objectif initial (à gauche) et le second
(à droite) au niveau des cinq solutions sélectionnées (losanges).

classiques calculées grâce aux échantillons de Monte-Carlo que nous venons d’évaluer. On
peut voir que les quantiles sont relativement bien prédits malgré les erreurs de modèles
qui persistent. Les simulations numériques complémentaires effectuées permettent donc de
valider les résultats obtenus lors de l’optimisation robuste.

9.6.2 Comparaison des solutions

Après avoir vérifié la robustesse des solutions que nous avons sélectionnées, nous allons
finalement comparer les configurations qu’elles décrivent en visualisant les résultats de
leurs simulations numériques.

Nous avons tout d’abord observé l’impact des variations du paramètre incertain χe1

dans la configuration centrale du front de Pareto (point C). La figure 9.18 présente la
répartition de la température des gaz dans la chambre de combustion pour les valeurs
extrêmes de χe1 . On voit que l’obstruction des injecteurs a un effet conséquent sur le
déroulement de la combustion. Dans le cas où χe1 = 0.05, une plus grande quantité de
kérosène est pulvérisée par l’injecteur pilote situé sur l’axe de la turbomachine. L’évapo-
ration de ce carburant refroidit la zone à proximité de l’injecteur, et la combustion a lieu
plus en aval avec une température moindre. Lorsque χe1 = −0.05, la zone d’allumage se
rapproche de l’injecteur pilote et les températures atteintes sont plus élevées. Le carburant
supplémentaire issu de l’injecteur principal vient alors alimenter l’extérieur de la flamme.
Cela peut engendrer des émissions de polluants ou bien des imbrûlés en sortie car on
voit que certaines gouttes parviennent jusqu’au milieu de la chambre avant de s’évaporer.
La combustion de ce kérosène va éventuellement se faire de manière incomplète, et il est
aussi possible que quelques gouttes atteignent directement la sortie de la chambre (ce qui
est bien entendu à éviter). Les imbrûlés ne sont pas simulés ici, et ils ne pouvaient donc
pas être pris en compte durant l’optimisation. Malgré l’impact de χe1 sur la combustion
à l’intérieur de la chambre, la distribution de la température en sortie reste quant à elle
relativement similaire dans les deux cas. Il était donc intéressant de prendre en compte l’in-
certitude sur la répartition du carburant entre les deux injecteurs afin d’éviter d’atteindre
des températures inattendues dans la chambre. Les températures élevées entraînent en
effet une production accrue de gaz polluants et peuvent aussi détériorer des éléments de
la turbomachine si elles ne sont pas suffisamment anticipées.
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Figure 9.18 – Comparaison des iso-valeurs de la température des gaz (Tgaz) et des gouttes
de carburant (Tgouttes) à l’intérieur de la chambre de combustion pour des variations
extrêmes du paramètre incertain χe1 autour de la solution C.
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Figure 9.19 – Comparaison des iso-valeurs de la température des gaz (Tgaz) et des gouttes
de carburant (Tgouttes) à l’intérieur de la chambre de combustion pour les deux solutions
extrêmes du front de Pareto robuste (solution A sur la moitié haute, et solution E sur la
moitié basse).
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9.7. Conclusion

Nous avons ensuite visualisé les résultats de simulation pour les solutions extrêmes
du front de Pareto (les points A et E). Ils sont présentés sur la figure 9.19. On voit bien
sur cette figure les différences de température maximale ainsi que de distribution de la
température en sortie qui existent entre ces deux solutions. Pour la configuration A, l’in-
jection est réalisée très en aval dans la chambre. Cela permet d’obtenir des températures
de combustion moins élevées, mais implique aussi une distribution de température peu
homogène en sortie. Cette solution possède comme le point C un angle de vrille d1 relati-
vement faible, et peut donc de la même manière que précédemment produire des imbrûlés
si l’air entrant ne permet pas d’évaporer correctement l’ensemble du carburant injecté. La
solution E définit au contraire une très large zone transversale de gaz à haute température
dans laquelle se déroule la combustion. Les gaz brûlés à cet endroit ont ensuite le temps de
se refroidir avant d’atteindre l’extrémité de la chambre. On obtient ainsi un faible écart-
type en sortie, mais les températures à l’intérieur de la chambre sont plus élevées. Dans
cette configuration, on peut aussi noter que l’injecteur principal est placé assez haut dans
sa veine d’air. Il est alors possible que le carburant ruisselle le long de la paroi, ce qui
viendrait affecter les performances du système. Le ruissellement n’est pas visible ici car
il n’y a pas de modélisation des films liquides dans la simulation numérique utilisée. Il
faudra donc y prêter attention si cette solution est retenue.

Le choix final d’une solution optimale robuste unique est relativement complexe car il
faut prendre en compte de nombreux paramètres complémentaires qui ne sont pas nécessai-
rement exprimés (ou exprimables) dans le problème d’optimisation initial. C’est pourquoi
nous avons conservé ici les cinq solutions possibles que nous venons d’analyser. Un expert
du domaine pourra déterminer par la suite la configuration du système d’injection la plus
convenable en toute connaissance de cause.

9.7 Conclusion
La résolution de ce problème d’optimisation sous incertitude d’un système d’injection

nous a permis de mettre en œuvre sur une application industrielle l’approche adaptative
que nous avons développée. La méthode PareBRO a ainsi conduit à un ensemble de solu-
tions robustes dont les qualités ont ensuite été vérifiées à l’aide de la simulation numérique
du système. Ces configurations pourraient dans un second temps être simulées de manière
plus précise avec une modélisation 3D qui gère la production des polluants afin de vali-
der le fait que les solutions trouvées permettent effectivement d’obtenir des chambres de
combustion plus propres.

Nous avons aussi pu expérimenter lors du traitement de cette application les limites de
notre approche. La prise en compte des erreurs sur les estimations de robustesse entraîne
en effet des temps de calcul relativement importants. Cela nous a donc obligés à réaliser
l’enrichissement adaptatif avec des mesures d’espérances alors que des quantiles auraient
été plus adaptés au problème. Afin de réduire le coût de notre méthode, il pourrait être
envisagé de simplifier l’estimation des intervalles de confiance sur la robustesse. Ceux-
ci pourraient par exemple être fixés a priori au début de chaque itération à partir de
quelques évaluations réelles, ou bien définis de manière empirique en fonction de l’erreur
« classique » des modèles aux points considérés. Ce genre d’approximations permettrait de
réaliser des optimisations adaptatives tout en limitant le nombre d’estimations coûteuses
d’erreur sur la robustesse. Il faudrait tout de même pouvoir valider ces approximations
afin que les résultats obtenus avec l’approche PareBRO gardent leur sens.
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Nous nous sommes intéressés dans les chapitres précédents à des problèmes d’optimi-
sation robuste multiobjectifs faisant intervenir des fonctions de type « boîte noire » dont
aucune caractéristique n’est connue. Dans le cas où le système à optimiser est de taille
importante, il peut s’avérer judicieux de le considérer sous la forme d’une « boîte grise »,
c’est-à-dire d’une entité contenant plusieurs sous-systèmes interconnectés (voir l’exemple
de la figure 10.1). On se situe alors dans le contexte plus général de l’optimisation multi-
disciplinaire (voir le chapitre 6) auquel est liée la seconde application de cette étude. Elle
concerne en effet l’optimisation d’un design conceptuel d’avion modélisé par un ensemble
de disciplines en interaction. Le but recherché est de maximiser les performances de l’ap-
pareil sur une mission déterminée, tout en prenant en compte une certaine incertitude sur
l’estimation de la surface de son empennage vertical. Nous allons ainsi étudier maintenant
la résolution d’un problème d’optimisation robuste multidisciplinaire.

Après un bref rappel de l’application à traiter, nous développons dans ce chapitre une
méthode heuristique pour tenir compte des incertitudes dans une optimisation multidis-
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Figure 10.1 – Exemple simple d’un système multidisciplinaire incluant deux disciplines.

ciplinaire. Pour résoudre un problème d’optimisation robuste multidisciplinaire, on met
habituellement en place une propagation d’incertitudes au sein du système. La propaga-
tion d’incertitudes est un procédé coûteux qui demande des modifications importantes
au niveau de chaque discipline ainsi que des variables de couplage. Mais des solutions
robustes peuvent aussi être obtenues plus facilement lorsque les disciplines affectées par
les incertitudes jouent un rôle important sur les objectifs du problème. Nous introduisons
ainsi le principe de la méthode LOUP (pour « LOcal Uncertainty Processing ») basée
sur une gestion locale de l’incertitude au sein des disciplines qu’elle affecte directement,
sans effectuer de propagation dans tout le système. Cette méthode permet de résoudre
de manière approchée certains problèmes d’optimisation multidisciplinaire robuste avec
des changements mineurs sur le système initial. Nous la mettons ici en œuvre sur le cas
de conception avion qui nous intéresse. Dans un deuxième temps, nous proposons un cri-
tère pour vérifier a posteriori l’applicabilité de la méthode LOUP à un problème donné.
Ce critère permet de valider les résultats obtenus avec cette approche sur notre cas-test.
Nous analysons enfin à l’aide de nouvelles évaluations du système les optima identifiés, de
manière à confirmer leur robustesse.

10.1 Bref rappel du problème

Le problème de l’optimisation d’un design d’avion lors de la phase d’étude conceptuelle
a été abordé dans le chapitre 2. Les variables, objectifs et contraintes qui interviennent
dans ce problème sont rappelés dans le tableau 10.1. Il s’agit de dimensionner un appareil
à l’aide de 10 paramètres de conception d en vue de minimiser sa masse à vide équipée f1
ainsi que la masse de carburant f2 à emporter pour réaliser une mission moyen-courrier
donnée. Les performances de l’avion sont évaluées à l’aide d’une simulation qui regroupe
un ensemble de codes de calcul modélisant les différentes disciplines impliquées (structure,
aérodynamique, etc.) au sein d’un logiciel d’optimisation multidisciplinaire. Le problème
initial est ainsi résolu par un algorithme génétique avec une approche globale MDF qui
permet d’assurer la convergence vers les solutions optimales.
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10.1. Bref rappel du problème

Variables de décision
d1 Allongement λ [5,15]
d2 Effilement ε [0.1,0.5]
d3 Flèche ϕ [0,30] m
d4 Surface de la voilure S [90,200] m2

d5 Position de la cassure Yk [5,10] m
d6 Épaisseur relative de la voilure à l’emplanture Ee [0.12,0.16]
d7 Épaisseur relative de la voilure au niveau [0.1,0.14]

de la cassure Ek
d8 Épaisseur relative de la voilure à 70% de l’envergure Er [0.09,0.12]
d9 Altitude de croisière de la mission de référence Hréf [9448,12450] m
d10 Altitude de croisière de la mission optimale Hopt [9448,12450] m

Paramètre environnemental
e1 Erreur sur la surface de l’empennage vertical 0 m2

Sortie disciplinaire affectée par e1

D1,1 Masse de l’empennage vertical WempV kg

Incertitude
χe1 Erreur sur la surface de l’empennage vertical U(−5, 5) m2

Objectifs
f1 Masse à vide équipée MTOW minimiser kg
f2 Masse de fuel pour la mission optimale Wfuel minimiser kg

Contraintes
g1 Vitesse d’approche Vapp < 72 m.s−1

g2 Longueur de décollage Ldéco < 2200 m
g3 Envergure B < 35.95 m
g4 Différence entre les cordes à la cassure > 0 m

et à l’extrémité (Ck − Ct)
g5 Différence entre les épaisseurs relatives à l’emplanture > 0

et à la cassure (d6 − d7)
g6 Différence entre les épaisseurs relatives à la cassure > 0

et à 70% de l’envergure (d7 − d8)

Table 10.1 – Variables, objectifs et contraintes du problème d’optimisation multidiscipli-
naire du design d’un avion.
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On souhaite désormais considérer dans ce problème une incertitude sur l’estimation de
la surface de l’empennage vertical de l’appareil. L’erreur commise lors de cette estimation
est modélisée par une variable aléatoire χe1 dotée d’une loi de probabilité uniforme. Cette
incertitude affecte directement le calcul de la masse de l’empennage, et par là même l’esti-
mation de la masse totale et de la consommation de l’avion. Le problème multidisciplinaire
stochastique auquel nous sommes confrontés est donc le suivant :

minimiser
d

{f1(d, χe1), f2(d, χe1)},

s.c. g(d, χe1) ≤ 0.
(10.1)

10.2 Prise en compte simplifiée des incertitudes (méthode
LOUP)

La résolution d’un problème d’optimisation robuste issu du problème (10.1) nécessite
de réaliser une propagation d’incertitudes dans le système, afin de déterminer la distribu-
tion des incertitudes engendrées par les fluctuations de la surface de l’empennage vertical
sur les objectifs et les contraintes. Comme expliqué dans la section 6.4.1, cette propagation
ne peut se faire qu’au prix de nombreuses modifications. La figure 10.2 présente ainsi un
exemple des éléments du système de la figure 10.1 qu’il faudrait adapter afin de propager
des incertitudes provenant des paramètres environnementaux. Si la gestion des incerti-
tudes peut être envisagée lors de la conception d’un nouveau système multidisciplinaire,
la question de son utilité se pose quand on a affaire à un système déjà existant. En effet,
les disciplines sont parfois des boîtes noires impossibles à modifier (car on ne possède pas
les sources de leur code par exemple), ou bien le coût de ces modifications est prohibitif.
L’ajout de nouvelles variables de couplage au sein d’une implémentation existante peut
être coûteux lui aussi.

C’est pourquoi nous nous sommes intéressés au développement d’une méthode appro-
chée qui permette de faciliter la prise en compte d’incertitudes dans un système multidis-
ciplinaire. Bien sûr, seule une propagation complète des incertitudes à travers le système
peut assurer une bonne connaissance des distributions d’incertitude en sortie. Mais nous
avons remarqué que pour certains problèmes cette propagation n’était pas forcément néces-
saire pour trouver des solutions robustes. Nous proposons donc une méthode heuristique
simple à implémenter pour tenir compte des incertitudes dans un système multidiscipli-
naire existant. Cette méthode nommée LOUP peut être vue comme un premier pas vers
l’optimisation robuste multidisciplinaire, avant d’intégrer directement la propagation des
incertitudes dans la construction de nouveaux systèmes.

10.2.1 Problèmes multidisciplinaires concernés
Notre méthode de prise en compte simplifiée de l’incertitude ne peut être appliquée

qu’à certains problèmes spécifiques d’optimisation robuste multidisciplinaire. Pour pouvoir
faciliter la gestion des incertitudes, il faut en effet que les sorties des disciplines affectées
par des paramètres incertains aient une influence significative sur les objectifs du problème
à traiter. Autrement dit, il faut que les variations des objectifs soient corrélées à celles des
disciplines qui possèdent des variables de décision d ou des paramètres environnemen-
taux e incertains comme entrées (nous appellerons celles-ci les disciplines « incertaines »).
Sur l’exemple de la figure 10.2, la discipline incertaine est ainsi la Discipline 1 car elle
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Figure 10.2 – Exemple de propagation d’incertitudes dans le système de la figure 10.1.
Les incertitudes proviennent des paramètres environnementaux et sont propagées jus-
qu’aux objectifs et aux contraintes du problème. Les éléments affectés sont représentés en
pointillés.

est directement affectée par l’incertitude des paramètres environnementaux, alors que la
Discipline 2 est influencée par le biais des variables de couplage uniquement. Les variations
de la sortie de la Discipline 1 doivent donc être corrélées aux variations des objectifs f .
Nous n’aborderons pas ici le cas des contraintes g, mais elles pourraient néanmoins être
traitées de manière similaire.

Grâce à l’hypothèse que nous venons de poser sur le problème à résoudre, on peut
raisonnablement considérer de traiter l’incertitude localement au sein des disciplines in-
certaines au lieu de la propager dans tout le système. Cela a l’avantage de rendre la gestion
des incertitudes beaucoup plus facile comme nous allons le voir. Cette hypothèse sera va-
lidée (ou réfutée) par la suite grâce à un critère d’applicabilité de la méthode que nous
allons développer.

10.2.2 Traitement local des incertitudes
Le but final d’une optimisation robuste est de trouver des solutions dont la perfor-

mance ne sera pas affectée par les fluctuations des paramètres incertains. Ces fluctuations
pénètrent tout d’abord dans le système au niveau des disciplines incertaines qui sont di-
rectement en lien avec les paramètres d’entrée concernés. L’incertitude se propage ensuite
vers les autres disciplines via les variables de couplage avant d’atteindre finalement les
fonctions objectifs. Les fluctuations dues aux incertitudes interviennent donc dans le sys-
tème par le biais des sorties des disciplines incertaines. Hors, nous savons que les variations
de ces sorties sont ici directement liées aux variations des objectifs du fait de l’hypothèse
précédente. On peut en déduire qu’il faut que ces sorties restent aussi stables que possible
pour modérer les variations des objectifs. La variance des objectifs peut ainsi être réduite
en minimisant la variance des sorties des disciplines incertaines.
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Figure 10.3 – Principe de la gestion locale des incertitudes : l’incertitude provenant des
paramètres environnementaux est ici traitée par la Discipline 1 uniquement alors que le
reste du système demeure inchangé. Les éléments affectés sont représentés en pointillés.

C’est sur ce principe qu’est basée la méthode LOUP (pour « LOcal Uncertainty Pro-
cessing »). L’idée est d’estimer la robustesse d’une solution de manière locale au sein de
chaque discipline affectée par les incertitudes. Ces robustesses locales seront ensuite prises
en compte au niveau du problème d’optimisation global. Les solutions dotées des plus
petites valeurs de variance des sorties disciplinaires vont être considérées comme plus ro-
bustes que les autres, car on sait qu’en ces points les incertitudes n’auront pas un grand
impact sur le système. La figure 10.3 illustre cette prise en compte locale de l’incerti-
tude sur l’exemple de la figure 10.1. On voit que les modifications à apporter au système
multidisciplinaire initial sont ici marginales. Seules les disciplines incertaines doivent être
adaptées afin de pouvoir gérer l’incertitude, et le reste du système demeure inchangé.

Si on note Di,j la je sortie de la ie discipline du système, la robustesse locale ρlocDi,j
correspondant à cette sortie est définie comme suit :

ρlocDi,j (d+ χd, e+ χe) = Var(Di,j(d+ χd, e+ χe, l̇(d, e))), (10.2)

où χd et χe représentent respectivement l’incertitude sur les variables de décision et les
paramètres environnementaux du problème, et l̇(d, e) la valeur des variables de couplage l
une fois que le système a convergé en prenant les valeurs de d et e comme entrées globales.
La robustesse locale de chaque sortie des disciplines incertaines du problème peut être
exprimée de la sorte. Dans le cadre de l’exemple de la figure 10.3, on peut ainsi considérer
la robustesse locale ρlocD1,1

de la première et unique sortie de la Discipline 1. l correspond
alors à D2,1, la première sortie de la Discipline 2 (celle qui est une entrée de la Discipline 1).
Il est à noter que le calcul de variance ne prend pas en compte les variations de D2,1
induites par les fluctuations des paramètres environnementaux, car cela reviendrait alors
à considérer une propagation d’incertitude complète à travers le système.
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10.2.3 Formulation du problème d’optimisation robuste
La méthode LOUP vise à réduire la variance des objectifs du problème multidiscipli-

naire initial. Pour un problème stochastique de la forme :

minimiser
d

f(d+ χd, e+ χe), (10.3)

nous considérons ainsi le problème d’optimisation robuste suivant :

minimiser
d

{f(d, e),ρ(f(d+ χd, e+ χe))}, (10.4)

avec :
ρi(fi(d+ χd, e+ χe)) = Var(fi(d+ χd, e+ χe)).

Ce problème définit de nouveaux objectifs de robustesse aux côtés des objectifs détermi-
nistes initiaux afin d’obtenir un ensemble de solutions de compromis entre performance et
robustesse.

Pour trouver ces solutions, nous allons nous appuyer sur les robustesses locales ρlocDi,j
des sorties des disciplines incertaines. Leur intégration au processus d’optimisation dépend
de la stratégie utilisée. Il existe en effet deux approches générales pour résoudre un pro-
blème multidisciplinaire (voir la section 6.2) : la stratégie mononiveau où le système global
est optimisé d’un seul tenant, et la stratégie multiniveaux où l’optimisation se déroule aussi
localement au niveau disciplinaire.

Dans le cas de l’optimisation mononiveau, les robustesses locales peuvent être prises
en compte au niveau global directement. Nous définissons alors un nouvel objectif glo-
bal ρloc qui est une agrégation de l’ensemble des robustesses locales du système. Toutes
ces robustesses locales doivent être minimisées en même temps afin de réduire la variance
des objectifs initiaux. On pose par exemple :

ρloc(d+ χd, e+ χe) =
∑

i,j

γi,j ρlocDi,j (d+ χd, e+ χe), (10.5)

où les γi,j ∈ R sont des paramètres utilisés pour normaliser les mesures locales avant
de les sommer. D’autres agrégations similaires pourraient aussi être envisagées. Le pro-
blème (10.4) devient ainsi :

minimiser
d

{f(d, e), ρloc(d+ χd, e+ χe)}. (10.6)

On ne rajoute donc qu’un unique objectif de robustesse au problème de départ. Le front
de Pareto de ce nouveau problème sera composé des solutions optimales déterministes
standards ainsi que d’autres solutions moins performantes mais plus robustes (des solutions
avec des variances locales inférieures).

Dans le cas d’une stratégie d’optimisation multiniveaux, plusieurs boucles d’optimisa-
tion sont présentes à différents niveaux hiérarchiques du système. Il existe de nombreuses
formulations multiniveaux différentes. Dans l’approche bi-niveaux par exemple, chaque
discipline possède sa propre boucle d’optimisation locale et un optimiseur global vient
ensuite fédérer le tout. Dans ce cadre, les robustesses locales peuvent être intégrées au
problème local de la discipline à laquelle elles sont rattachées en vue de favoriser des so-
lutions robustes pour cette discipline, ou bien renvoyées au niveau supérieur pour être
agrégées en un objectif global comme dans le cas de la stratégie mononiveau.
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Nous nous sommes concentrés ici sur l’approche mononiveau car c’est la stratégie utili-
sée dans l’application qui nous concerne. Une fois le problème d’optimisation robuste (10.6)
ainsi formulé, il peut être résolu avec le même optimiseur que celui employé pour le pro-
blème déterministe initial : on a simplement ajouté un nouvel objectif de robustesse au
problème. Celui-ci est donc un peu plus complexe à résoudre, mais il reste traitable par
les solveurs standards d’optimisation multidisciplinaire. Il suffit simplement de mettre en
place le calcul des variances locales ρlocDi,j en se basant par exemple sur des modèles de
substitution des sorties des disciplines incertaines.

10.3 Recherche de designs d’avion robustes avec la méthode
LOUP

Nous allons utiliser la méthode LOUP pour trouver des solutions robustes à notre
problème de conception avion (son applicabilité à ce problème sera vérifiée a posteriori).
L’incertitude présente sur l’estimation de la surface de l’empennage vertical n’affecte direc-
tement que le calcul de la masse de cet empennage. Cette masse, que nous noterons D1,1,
correspond donc à l’unique sortie disciplinaire incertaine du système. Le problème d’opti-
misation robuste défini par la méthode LOUP est donc le suivant :

minimiser
d

{f1(d, e1), f2(d, e1), ρlocD1,1
(d, e1 + χe)},

s.c. g(d, e1) ≤ 0.
(10.7)

Nous rappelons que nous ne prenons pas ici en compte l’effet des incertitudes sur la fiabilité
du système (c’est-à-dire la robustesse vis-à-vis des contraintes).

Pour estimer la variance ρlocD1,1
de la masse de l’empennage vertical, nous utilisons

un modèle de krigeage D̂1,1 de cette sortie disciplinaire. Ce modèle possède trois entrées :
le paramètre incertain χe1 et deux variables de couplage l (qui correspondent à la masse
maximale au décollage et à la corde de l’empennage). Le modèle de substitution a été
construit à partir d’un LHS de 11 échantillons d’apprentissage évalués sur la discipline
réelle D1,1. Le comportement de cette discipline étant suffisamment simple, il n’a pas
été nécessaire de mettre en place une stratégie adaptative de construction de plan d’ex-
périences pour l’amélioration globale de modèle comme présenté dans la section 8.1. La
qualité du modèle de substitution a été évaluée grâce à 100 échantillons de test supplé-
mentaires choisis au hasard et calculés sur la discipline initiale. Les valeurs réelles de ces
échantillons sont comparées aux valeurs prédites par le modèle sur la figure 10.4. Ce graphe
montre que le modèle établi est de bonne qualité, les points de test étant situés près de la
diagonale y = x. L’obtention de tels résultats à partir d’un nombre restreint d’échantillons
d’apprentissage s’explique par le fait que le calcul de la masse de l’empennage vertical
est réalisé par un modèle simplifié réservé à la phase d’étude conceptuelle d’un avion. Les
variations de cette sortie disciplinaire sont donc relativement faciles à approcher.

À partir de ce modèle précis de la masse de l’empennage vertical, nous pouvons main-
tenant estimer sa variance vis-à-vis du paramètre incertain χe1 . Comme détaillé dans la
section 5.8, la mesure de variance peut être calculée de diverses manières. Nous avons
comparé ici le calcul par la méthode de Monte-Carlo au calcul analytique sur une base
de 100 points de test choisis au hasard. L’approche par polynôme de chaos n’a pas été
considérée. Le tableau 10.2 indique les résultats de ces tests en termes d’erreur et de temps
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Figure 10.4 – Vérification de la qualité du modèle de krigeage D̂1,1 : la valeur de 100
échantillons de test (points noirs) prédite par le modèle est comparée à la valeur réelle
donnée par la fonction de référence.

Calcul Monte-Carlo
analytique 1000 pts

Erreur sur ρ 0.0% 2.23%(moyenne sur 100 éval.)

Temps de calcul 0.0054 s 0.13 s(pour 1 évaluation)

Table 10.2 – Comparaison des méthodes de calcul de la variance en 100 points de test
sur le modèle de krigeage D̂1,1 doté de 11 échantillons d’apprentissage.

de calcul (l’erreur étant définie par rapport à l’approche analytique qui est par définition
exacte). On constate que le calcul analytique permet d’obtenir plus rapidement des esti-
mations plus précises. C’est donc cette méthode qui a été retenue ici. Elle bénéficie du
faible nombre d’échantillons d’apprentissage du modèle, nombre auquel sa complexité est
liée.

Une fois le calcul de variance mis en place, le problème (10.7) a été résolu à l’aide d’un
algorithme génétique au sein du logiciel d’optimisation multidisciplinaire Model Center.
Nous avons utilisé une population de 50 individus sur 200 générations. Cette optimisation
a duré environ deux jours sur un ordinateur personnel standard. Le problème possédant
trois objectifs, elle a permis d’obtenir un front de Pareto en trois dimensions, composé de
301 solutions optimales. Ces solutions sont représentées sur la figure 10.5 dans l’espace des
deux objectifs initiaux f1 et f2 (la valeur de l’objectif de robustesse étant visualisée par un
dégradé de couleur). À des fins de comparaison nous avons par la suite réalisé de la même
manière une optimisation déterministe classique du problème initial à deux objectifs. Les
solutions déterministes obtenues sont affichées sur la même figure.

On peut voir que certaines solutions du front de Pareto robuste sont proches des
solutions déterministes. Cela confirme le fait que la méthode proposée retourne bien des
solutions déterministes optimales (car on a conservé les objectifs initiaux du problème),
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Figure 10.5 – Fronts de Pareto obtenus pour les problèmes déterministe (croix) et robuste
(carrés) dans l’espace des objectifs initiaux. La couleur des carrés permet de visualiser
l’évolution de la valeur de l’objectif de robustesse locale ρlocD1,1

(plus les carrés sont foncés,
plus les solutions sont robustes). Les losanges et les points représentent quant à eux les
solutions qui seront analysées par la suite.

mais aussi d’autres solutions plus robustes (du moins au niveau local pour l’instant). Les
solutions déterministes optimales fournies par la méthode LOUP ne sont toutefois pas aussi
précises que celles obtenues grâce à l’optimisation déterministe, car le problème est plus
difficile à résoudre avec trois objectifs qu’avec deux. Dans le front de Pareto robuste, plus
on s’éloigne du front déterministe, plus la performance se dégrade pour les objectifs initiaux
mais plus la variance locale ρlocD1,1

est faible (ce qui correspond à une robustesse globale
accrue). On retrouve donc des solutions de compromis entre performance et robustesse.

La résolution du problème (10.7) a donné un ensemble de solutions parmi lesquelles
le concepteur peut choisir celle qui répond le mieux à ses attentes en termes de perfor-
mance et de robustesse. Mais avant de pouvoir les exploiter, il faut tout d’abord vérifier
l’applicabilité de la méthode LOUP au cas traité afin de valider ces résultats.

10.4 Expression d’un critère d’applicabilité de la méthode

Comme nous l’avons vu précédemment, le principe de la méthode LOUP n’est valable
que dans les problèmes où les disciplines incertaines ont un effet visible sur les variations
des objectifs. Nous proposons maintenant un critère pour vérifier cette hypothèse pour un
problème donné. Ce critère est basé sur la corrélation qui peut exister entre les sorties
des disciplines incertaines et les objectifs. Si le test d’applicabilité se révèle positif, il est
possible de traiter l’incertitude localement à l’aide de la méthode LOUP. Sinon, la méthode
n’est pas applicable et il faudra avoir recours à une propagation d’incertitudes complète
pour obtenir des solutions robustes (voir la figure 10.6).
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Problème déterministe initial
minimiser f(x)

Problème stochastique
minimiser f(x+ χx)

Problème robuste
minimiser {f(x),ρ(f(x+ χx))}

Méthode LOUP

Formulation LOUP
minimiser {f(x), ρloc(x+ χx)}

Vérification
de l’applicabilité

(∆d, ∆Ḋi,j) non corrélés
(∆Ḋi,j , ∆fk) corrélés

Solutions
déterministes

Optimisation
déterministe

Solutions
robustes

Propagation
d’incertitudes

KO OK

Figure 10.6 – Processus d’optimisation robuste multidisciplinaire par la méthode LOUP.

10.4.1 Évaluation de corrélations a posteriori
Le but du critère d’applicabilité de la méthode LOUP est d’estimer la corrélation entre

les variations des sorties des disciplines incertaines et celles des objectifs. Si ces variations
sont liées, alors on pourra en conclure que les disciplines incertaines ont effectivement
un impact direct sur les variations des objectifs du problème. De larges variations des
sorties disciplinaires correspondront alors à des variations importantes des objectifs, et
c’est pourquoi il sera intéressant dans ce cas de minimiser les variations des disciplines
incertaines pour réduire la variance des fonctions objectifs.

Afin d’éviter de lancer des calculs coûteux supplémentaires sur le système multidiscipli-
naire, nous proposons d’estimer les variations des disciplines et des objectifs par différences
finies à partir des données récoltées lors de l’optimisation. En effet, l’optimiseur a exploré
de nombreux points avant de trouver les solutions optimales, et ces points qui ont été éva-
lués avec le système peuvent être sauvegardés pour être réutilisés a posteriori. Dans le cas
d’un algorithme génétique, la population peut ainsi être copiée dans une archive à chaque
itération sans entraver le bon déroulement de l’optimisation. La vérification de l’applica-
bilité de la méthode LOUP peut aussi être réalisée a priori si on a accès à des données
issues par exemple d’une précédente optimisation déterministe réalisée sur le système.

On note x = (d, e) l’ensemble des entrées du système multidisciplinaire. À partir de
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deux points x et x′ évalués durant l’optimisation, il est possible de calculer les variations
correspondantes pour chaque sortie de discipline incertaine Di,j et chaque objectif fk (nous
utilisons ici la notation « Ḋi,j » car les valeurs des sorties disciplinaires sauvegardées sont
celles obtenues à la convergence du système) :

∆Ḋi,j(x,x′) = Ḋi,j(x)− Ḋi,j(x′),
∆fk(x,x′) = fk(x)− fk(x′).

(10.8)

Les variations que nous souhaitons observer ici devraient si possible être dues aux in-
certitudes du problème. Il faudrait donc sélectionner des points qui possèdent des valeurs
identiques au niveau des variables déterministes et distinctes au niveau des variables incer-
taines : x et x′ ne devraient différer que sur les variables incertaines. Cette sélection peut
être réalisable lorsque l’incertitude n’affecte que des variables de décision, mais quand on
a affaire à des incertitudes environnementales (comme dans la figure 10.3 par exemple)
des valeurs différentes des variables incertaines e ne sont pas disponibles car le processus
d’optimisation modifie uniquement les variables de décision d. En effet, l’optimisation du
problème (10.6) est menée comme une optimisation déterministe classique sans considé-
rer de variations pour les paramètres incertains. Ceux-ci sont pris en compte localement
dans l’estimation de la variance des sorties des disciplines incertaines mais ne sont pas
visibles au niveau global. Les calculs de différences finies ne peuvent donc pas se baser
sur des points possédant des valeurs de paramètres incertains distinctes. Dans ce cas, les
variations ∆Ḋi,j et ∆fk peuvent être estimées à partir de points avec une petite diffé-
rence ∆d sur les variables de décision : plutôt que de comparer les points (d, e) et (d, e′),
nous utiliserons donc (d, e) et (d′, e) car la valeur de e reste fixe durant l’optimisation.
Les fluctuations des variables de décision affectent les sorties des disciplines incertaines
et donc influencent le système tout entier de la même manière que le feraient les para-
mètres incertains. Si les valeurs des variables de décision des points sélectionnés sont assez
proches l’une de l’autre, leur effet sur les autres disciplines non incertaines peut être né-
gligé. Tous les couples (x,x′) possibles provenant des données de l’optimisation peuvent
ainsi être triés afin de sélectionner ceux dont la distance entre x et x′ ne dépasse pas un
certain seuil t ∈ R (il est préférable que les données soient normalisées avant de calculer
ces distances) :

∆d(x,x′) = dist(d,d′) ≤ t. (10.9)

La valeur du seuil t doit être définie de telle sorte que la distance entre x et x′ soit
aussi faible que possible, mais tout en autorisant la sélection d’un nombre suffisant de
couples pour les calculs de corrélation à venir. De plus, les variations des variables de
décision d et celles des sorties disciplinaires Di,j ne doivent pas être corrélées sur les
données sélectionnées afin que leurs effets sur fk puissent être distingués (même si les
fluctuations de d restent faibles). On peut ainsi tracer ∆Ḋi,j en fonction de ∆d pour voir si
une corrélation existe entre les deux. Cela permet aussi d’avoir une aide visuelle pour fixer
la valeur de t comme nous le verrons dans l’application de la section suivante. Finalement,
les valeurs de ∆Ḋi,j et ∆fk sont obtenues pour chaque couple (x,x′) sélectionné parmi
les données d’optimisation disponibles.

La relation entre les disciplines incertaines et les objectifs peut être estimée en calculant
un coefficient de corrélation Ci,j,k pour chaque paire (∆Ḋi,j ,∆fk). Nous avons utilisé ici le
coefficient standard de corrélation de Pearson. Il ne permet de mettre en évidence que des
relations linéaires et il pourrait donc être intéressant d’utiliser d’autres coefficients plus
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sophistiqués, mais celui-ci reste relativement simple et facile à évaluer :

Ci,j,k = corr(∆Ḋi,j ,∆fk) = cov(∆Ḋi,j ,∆fk)
Var(∆Ḋi,j) Var(∆fk)

. (10.10)

Si le coefficient de corrélation Ci,j,k est proche de ±1, cela signifie que ∆fk ' β∆Ḋi,j

avec β ∈ R. La minimisation des variations de Di,j (ou leur maximisation, selon le signe
de β) induira donc une minimisation des variations de fk. β est la plupart du temps positif,
et c’est pourquoi les variations des sorties disciplinaires Di,j sont minimisées dans notre
méthode. Bien sûr, si β est faible il n’est pas très utile de chercher à minimiser les variations
de Di,j car le gain sur fk sera insignifiant, mais nous n’avons pas abordé ce cas particulier
ici. On peut noter que l’approximation effectuée lors du calcul des variations ∆Ḋi,j et ∆fk à
partir de données avec une faible différence sur d au lieu de modifications sur les paramètres
incertains e ne conduit qu’à une sous-estimation du coefficient de corrélation Ci,j,k. En
effet, si les variations de d ne sont pas aussi infimes qu’escompté et ont un effet direct sur
les variations de fk par le biais des autres disciplines (en plus de leur effet sur Di,j), cela
aura plutôt tendance à réduire la corrélation entre les deux. Certaines disciplines corrélées
avec les objectifs pourront ne pas être repérées à cause de cela, mais quand on trouve un
coefficient Ci,j,k élevé on peut conclure qu’une corrélation existe bel et bien. Cela n’est
pas vrai lorsque ∆d et ∆Ḋi,j sont corrélés (ce qui a été vérifié auparavant) : dans ce cas,
la corrélation entre ∆Ḋi,j et ∆fk ne peut pas être estimée correctement et on considère
donc que Ci,j,k vaut zéro.

Nous venons de détailler une méthode de calcul a posteriori des corrélations Ci,j,k des
couples (∆Ḋi,j ,∆fk) d’un problème. Nous pouvons maintenant les utiliser pour vérifier
l’applicabilité de la méthode LOUP. Cette méthode nécessite que les variations de chaque
objectif fk soient corrélées avec celles de toutes les disciplines incertaines Di,j afin que
la minimisation de l’objectif de robustesse ρloc ajouté dans le problème (10.6) amène à
une minimisation de la variance de fk. Si un objectif donné n’est pas corrélé avec une des
disciplines incertaines (au moins), rien ne peut être affirmé concernant la robustesse des
solutions obtenues par rapport à cet objectif. Les paramètres incertains qui affectent la
discipline non corrélée peuvent en effet venir perturber l’objectif de manière incontrôlable.
La méthode LOUP produira donc plus facilement des résultats exploitables pour les pro-
blèmes où le nombre de disciplines incertaines est limité, car les chances de trouver des
corrélations seront plus importantes. D’autres disciplines non incertaines dans le système
peuvent aussi être corrélées aux objectifs, mais elles ne sont pas prises en compte ici car
elles ne jouent pas de rôle dans le problème résolu vu qu’elles ne sont pas affectées direc-
tement par les variables incertaines. L’incertitude ne peut entrer dans le système qu’au
travers des disciplines incertaines, et comme il n’y a pas de propagation elle n’atteint pas
les autres disciplines. De plus, les effets des disciplines non incertaines sont pris en compte
dans l’étude des variations des objectifs, car la valeur des objectifs dépend aussi de ces
disciplines.

Lorsque la corrélation d’un objectif avec une des disciplines incertaines est faible, la
méthode LOUP n’est pas capable de donner des solutions robustes relativement à cet
objectif. Les solutions obtenues peuvent toutefois être intéressantes pour les autres objectifs
du problème qui sont corrélés avec toutes les disciplines incertaines. Dans le cas où aucun
des objectifs ne présente de corrélation élevée avec l’ensemble de ces disciplines, l’objectif
de robustesse ρloc ajouté au problème (10.6) ne doit pas être pris en compte car son lien
avec la robustesse des objectifs n’est pas vérifié. Mais comme les objectifs initiaux ont
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Figure 10.7 – Variations de la masse D1,1 de l’empennage vertical par rapport à celles
des variables de décision d normalisées. Le seuil t = 0.1 choisi pour sélectionner les couples
considérés est représenté en pointillés.

été conservés dans le problème, les solutions déterministes standard peuvent toujours être
extraites du front de Pareto obtenu. On peut donc récupérer des solutions optimales comme
si on avait mené une optimisation déterministe du système. Pour trouver les solutions
robustes d’un tel problème, la méthode LOUP ne peut pas être appliquée et une méthode
de propagation d’incertitude devra être utilisée à la place.

10.4.2 Vérification de l’applicabilité pour le cas-test de conception avion

Revenons maintenant au problème d’optimisation d’un design d’avion, pour lequel la
méthode LOUP a permis de trouver un ensemble de solutions optimales. Afin de valider ces
résultats, il faut vérifier l’applicabilité de cette méthode dans le cadre de notre problème.
On doit estimer pour cela la corrélation entre les variations ∆Ḋ1,1 de la sortie de la
discipline incertaine et celles ∆f1 et ∆f2 des deux objectifs. Ces corrélations peuvent être
estimées à partir des 10000 points explorés par l’algorithme génétique durant la résolution
du problème (10.7). Ces données définissent ainsi jusqu’à 100002 couples (x,x′) possibles,
mais nous ne considèrerons pas ici les couples (x,x) composés d’un même point, ni les
couples symétriques (si (x,x′) est pris en compte, alors (x′,x) sera ignoré).

La première étape est de vérifier qu’il n’y a pas de corrélation entre les variations ∆d
des variables de décision et celles ∆Ḋ1,1 de la discipline incertaine. Nous rappelons que ∆d
correspond à la distance entre deux points x et x′ relativement aux variables de décision d
normalisées. Prendre en compte l’ensemble des couples (x,x′) disponibles serait assez
coûteux (et inutile). Nous avons tracé sur la figure 10.7 les variations observées pour les
couples à une distance ∆d maximale de 0.2 (dans l’espace normalisé). Grâce à ce graphe,
nous avons finalement choisi de considérer les couples avec une distance ∆d inférieure à
t = 0.1. Nous aurons ainsi 8636 couples à prendre en compte dans les prochains calculs. Ce
seuil de distance permet de s’assurer que les points des couples choisis sont relativement
proches les uns des autres, et autorise la sélection de suffisamment de données pour pouvoir
calculer correctement les corrélations sur les objectifs par la suite. Sur cet ensemble de
points, la corrélation entre ∆d et ∆Ḋ1,1 est de 0.04. Les variations des variables de décision
ne sont donc pas corrélées à celles de la masse de l’empennage vertical, et il sera ainsi
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Figure 10.8 – Variations des objectifs f1 (à gauche) et f2 (à droite) par rapport à celles
de la masse D1,1 de l’empennage vertical.

possible de distinguer leur effet respectif sur les variations des objectifs du problème.
La figure 10.8 présente les variations ∆f1 et ∆f2 des objectifs par rapport à celles ∆Ḋ1,1

de la masse de l’empennage vertical pour les 8636 couples sélectionnés. La corrélation entre
la sortie D1,1 de la discipline incertaine et l’objectif de masse de l’avion f1 est relativement
élevée (0.94), alors qu’elle est moindre pour l’objectif de consommation f2 (0.42). Cela
signifie que la masse de l’empennage est bien liée au premier objectif mais qu’elle ne joue
pas un rôle prépondérant sur le second. Ainsi, la minimisation de la variance locale de cette
masse d’empennage a résulté en une réduction de la variance de la masse à vide équipée de
l’avion. Rien ne peut par contre être conclu concernant la variance de la masse de carburant
nécessaire à la réalisation de la mission. Les solutions obtenues avec la méthode LOUP
sont donc robustes en termes de masse de l’avion, mais pas nécessairement en termes de
consommation. Si on recherche de la robustesse par rapport à ce second objectif, il faudra
passer par une propagation d’incertitudes complète dans le système. Nous ne l’avons pas
mise en place ici car il ne nous était pas possible d’effectuer de modifications au sein
du système multidisciplinaire utilisé, et aussi car les solutions robustes que nous avons
trouvées pour le premier objectif sont satisfaisantes. Nous en avons sélectionné quelques
une pour une étude plus approfondie.

10.5 Analyse des solutions optimales obtenues

Afin d’analyser les résultats obtenus et de valider la démarche LOUP, nous avons
évalué la robustesse de certaines solutions par des tirages de Monte-Carlo sur la simulation
multidisciplinaire de l’avion. Cette étape n’est bien entendu pas obligatoire, mais elle
permet de vérifier les résultats approchés fournis par la méthode LOUP et son critère
d’applicabilité, et reste un bon moyen de préciser le comportement des objectifs autour
des solutions optimales sélectionnées.

La meilleure façon de valider notre approche dans le cadre de ce cas-test aurait été
de lancer une optimisation robuste sur le système tout entier considéré comme une boîte
noire (en calculant la variance globale des objectifs par Monte-Carlo) puis de comparer
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Figure 10.9 – Comparaison des variances locale ρlocD1,1
et globales ρi(fi) des solutions

sélectionnées au niveau de l’objectif de masse à vide équipé (à gauche) et de celui de masse
de carburant emporté (à droite).

les résultats obtenus à ceux de la méthode LOUP. Mais l’estimation globale de variance
par Monte-Carlo est très coûteuse, ce qui rend impraticable son utilisation au sein d’une
boucle d’optimisation. C’est pourquoi nous avons simplement lancé quelques évaluations
de variance sur un ensemble choisi de points d’intérêt. Trois points ont ainsi été extraits du
front déterministe de la figure 10.5, et huit autres du front de Pareto robuste. Ces solutions
ont été choisies de manière à être représentatives de l’ensemble des fronts (nous aurions pu
réaliser une classification pour cela). La variance globale des objectifs en chacune de ces
solutions a été estimée grâce à 1000 tirages de Monte-Carlo. Pour chaque tirage, une valeur
de la surface de l’empennage vertical a été choisie au hasard relativement à la distribution
de χe1 et les objectifs ont été évalués en utilisant cette valeur pour le paramètre incertain.
Les calculs ont duré environ 3 heures pour chaque solution étudiée.

La figure 10.9 montre les valeurs obtenues pour les variances globales des objectifs f1
et f2 en fonction de la variance locale ρlocD1,1

de chaque solution. On constate que l’optimi-
sation robuste avec la méthode LOUP a permis de trouver des solutions avec une variance
du premier objectif inférieure à celle des solutions déterministes. On peut aussi voir que
la robustesse globale varie à peu près linéairement avec la robustesse locale pour f1, pour
lequel on avait trouvé une corrélation forte avec la discipline incertaine. La minimisation
de la variance de cette discipline a donc bel et bien mené à une minimisation de la variance
du premier objectif. Pour le second objectif, qui avait au contraire un coefficient de corré-
lation faible, la robustesse globale ne semble pas être clairement liée à la variance locale
de la discipline incertaine. Ces résultats valident donc l’utilisation du critère de validation
a posteriori de l’applicabilité de la méthode LOUP.

Nous avons finalement comparé les profils d’aile obtenus pour cinq de ces solutions.
Le détail des valeurs des paramètres et des objectifs en ces points est donné dans le ta-
bleau 10.3 (ils sont aussi repérés par des lettres sur les figures précédentes). Les solutions A
et B sont les solutions optimales extrêmes du problème déterministe. Elles sont tracées sur
la figure 10.10. On peut voir qu’elles correspondent à des designs de voilure assez différents
même si leur surface est similaire. La solution A correspond à une aile assez courte qui
permet d’obtenir un avion de masse minimale, alors que la voilure de la solution B est
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λ ε ϕ S Yk Ee Ek Er Hréf Hopt

A 7.67 0.18 29.59 124.0 5.43 0.15 0.13 0.11 10606 9448
B 9.92 0.27 28.08 129.8 5.60 0.14 0.10 0.11 10728 10166
C 6.83 0.17 26.32 146.2 5.36 0.14 0.11 0.11 10575 9974
D 7.13 0.17 28.98 171.6 7.41 0.15 0.12 0.11 11074 10297
E 6.58 0.21 29.94 199.9 6.99 0.15 0.12 0.11 11105 10290

MTOW Wfuel ρlocD1,1
ρ1(f1) ρ2(f2)

A 33084.72 22205.93 665.57 3271.38 13907.63
B 34620.37 20398.19 623.42 3177.59 10280.29
C 34068.55 22321.32 544.82 2782.27 12367.61
D 35153.91 22049.09 444.52 2501.82 11548.24
E 36457.28 22979.79 385.78 2458.81 11576.28

Table 10.3 – Valeurs des variables de décision, des objectifs ainsi que des variances locale
et globales pour les cinq solutions sélectionnées.

plus aérodynamique afin de minimiser la consommation de l’appareil. Les solutions C, D
et E sont quant à elles issues du front de Pareto robuste avec des valeurs croissantes de ro-
bustesse locale ρlocD1,1

. Elles sont représentées sur la figure 10.11. Ces solutions emportent
une masse de carburant globalement équivalent à celle de la solution A, et leur design
est ainsi de même type. Ces trois solutions possèdent un allongement comparable, mais
on peut par contre remarquer que leur surface augmente avec le degré de robustesse. Il
semblerait donc que la diminution de la variance sur la masse à vide équipée de l’appareil
soit réalisée grâce à une augmentation de la surface de la voilure.

L’ensemble des solutions que nous venons d’analyser sont fournies au concepteur afin
que celui-ci puisse décider du compromis à effectuer entre les performances du futur ap-
pareil et leur robustesse vis-à-vis des incertitudes du problème.

10.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une nouvelle méthode appelée LOUP qui permet
de prendre en compte des incertitudes dans un problème d’optimisation multidisciplinaire
de manière facilitée par rapport à une propagation d’incertitudes complète. Un certain
degré de gestion des incertitudes peut ainsi être intégré aux processus d’optimisation
multidisciplinaire existants sans avoir à effectuer de lourdes modifications. La méthode
LOUP est basée sur un traitement local des incertitudes au sein des disciplines directement
affectées par des paramètres incertains. La recherche des solutions robustes est réalisée en
minimisant la variance des sorties de ces disciplines aux côtés des objectifs initiaux du
problème déterministe. Elle mène à des résultats approchés qui peuvent être validés a
posteriori grâce à un critère évaluant l’applicabilité de la méthode au problème. Ce critère
est basé sur l’estimation de la corrélation entre les variations des sorties des disciplines
incertaines et celles des objectifs, et peut être calculé grâce aux données récoltées lors de
l’optimisation.
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Figure 10.10 – Voilures des solutions déterministes sélectionnées.

C
D
E

Figure 10.11 – Voilures des solutions robustes sélectionnées.
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10.6. Conclusion

Nous avons appliqué cette méthode LOUP à un cas-test de conception avion pour lequel
elle a permis de trouver des configurations plus robustes que les designs déterministes
initiaux (du moins par rapport au premier objectif du problème pour lequel le critère était
validé). Ces résultats ont été confirmés à l’aide d’estimations des variances globales des
objectifs par Monte-Carlo au niveau de certaines solutions intéressantes.

L’inconvénient de la méthode LOUP est qu’il s’agit d’une approche heuristique qui
ne fournit que des solutions approchées. Il est donc préférable de les valider a posteriori.
Seule une propagation d’incertitudes complète à travers le système pourrait donner des
résultats précis, mais il n’est pas toujours possible de la mettre en place. Notre méthode
n’est de plus pas applicable à tous les problèmes d’optimisation robuste multidisciplinaire :
son applicabilité doit être vérifiée avant d’exploiter ses résultats.

Dans le futur, la méthode LOUP pourrait être implémentée au sein d’un processus d’op-
timisation multiniveaux afin d’évaluer ses apports dans cet autre contexte (l’application
présentée ici utilisant une stratégie de résolution mononiveau). Des critères de validation
plus sophistiqués pourraient aussi être formulés en vue de dépasser les limitations du co-
efficient de corrélation linéaire que nous avons employé, et d’étendre ainsi l’applicabilité
de la méthode à un plus grand nombre de problèmes. Enfin, la prise en compte de la
robustesse relative aux contraintes pourrait être développée sur le même principe que celle
des objectifs pour répondre aux attentes de fiabilité des systèmes.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse a permis de mieux appréhender les méthodes de prise en compte des incer-
titudes d’un problème d’optimisation. Nous avons ainsi présenté dans un premier temps
une synthèse des processus de définition et de résolution d’un problème d’optimisation
robuste. À partir d’un problème déterministe initial, l’intégration des incertitudes pré-
sentes sur les différents paramètres d’entrée permet d’exprimer le problème sous sa forme
stochastique. On peut ensuite choisir des mesures de robustesse adaptées et formuler le
problème d’optimisation robuste final en lien avec les possibilités de calcul de ces mesures.
La résolution du problème en elle-même est réalisée à l’aide d’algorithmes d’optimisation
déterministe classiques.

Les résultats principaux mis en évidence dans cette thèse sont les deux approches de
résolution de problèmes d’optimisation robuste que nous avons proposées. La première
est basée sur l’enrichissement adaptatif de plans d’expériences, et la seconde permet de
prendre en compte les incertitudes dans le cadre des problèmes multidisciplinaires.

Nous avons développé tout d’abord une méthode d’optimisation multiobjectifs adap-
tative par modèles de substitution permettant d’optimiser des fonctions coûteuses. Cette
approche localise les points les plus judicieux à ajouter au plan d’expériences afin de cer-
ner au mieux les zones optimales de l’espace de recherche. Elle peut être utilisée aussi
bien dans le cadre de l’optimisation déterministe (méthode PareBO) que de l’optimisation
robuste (méthode PareBRO). L’approche est basée sur la recherche de la bande de Pareto
d’un problème, qui est un ensemble de solutions possiblement optimales si on considère les
intervalles de confiance des prédictions des modèles. Ces solutions déterminent différentes
régions de l’espace possiblement optimales, que nous distinguons par classification. On
recherche alors un échantillon améliorant la qualité des modèles sur chacune de ces zones.
Comme on a affaire à un problème multiobjectifs, ces échantillons sont choisis comme des
solutions de compromis entre les améliorations de tous les modèles établis. L’approche
détermine ainsi plusieurs échantillons améliorants à chaque itération (un par classe), qu’il
est ensuite possible d’évaluer en parallèle. Les méthodes PareBO et PareBRO permettent
de ce fait de résoudre des problèmes d’optimisation multiobjectifs en limitant le nombre
d’évaluations des fonctions de référence.

La méthode PareBRO a été appliquée avec succès à un problème industriel. Il consistait
à optimiser une chambre de combustion de turbomachine en vue de réduire ses émissions
polluantes, tout en considérant une incertitude sur la répartition du carburant entre ses
différents injecteurs. Les résultats obtenus avec la méthode PareBRO sur les modèles de
substitution ont été confirmés par des simulations numériques du système.
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CONCLUSION

L’inconvénient majeur de la méthode PareBRO reste son coût, qui devient très vite
prohibitif si on utilise d’autres mesures de robustesse que la mesure d’espérance. Diverses
adaptations pourraient être envisagées pour remédier à cela, en simplifiant par exemple
la recherche du point améliorant général ou en estimant les intervalles de confiance des
mesures de robustesse de manière approchée. On pourrait aussi utiliser des modèles de
substitution pour lesquels la complexité des évaluations de robustesse ne dépend pas du
nombre d’échantillons d’apprentissage présents dans le plan d’expériences, contrairement
au krigeage. Comme le nombre d’échantillons augmente au cours de l’enrichissement adap-
tatif, le coût de l’approche croît aussi dans la méthode actuelle. Si on se basait par exemple
sur des fonctions à base radiales (RBF), la durée de la recherche des échantillons amé-
liorants pourrait être la même à chaque itération. L’erreur de ces modèles devrait par
contre être évaluée par bootstrap, ce qui peut représenter un coût supplémentaire non
négligeable.

La seconde approche que nous avons développée est une méthode approchée nommée
LOUP qui vise à faciliter la prise en compte d’incertitudes en optimisation multidiscipli-
naire. Elle permet d’éviter d’avoir à réaliser une propagation d’incertitudes coûteuse au
sein du système, et est donc particulièrement adaptée au cas de systèmes multidiscipli-
naires existants pour lesquels toute modification est relativement lourde. Cette méthode
s’appuie sur un traitement local de l’incertitude au niveau des disciplines directement affec-
tées par les paramètres incertains. Les solutions robustes du problème sont ainsi obtenues
en minimisant la variance des sorties de ces disciplines, dans le but de limiter l’impact des
incertitudes sur le système. Le problème fait aussi intervenir les objectifs déterministes
initiaux pour avoir accès aux solutions optimales déterministes si nécessaire. La méthode
LOUP n’est en effet applicable que sous certaines hypothèses. Nous avons ainsi proposé
un critère de vérification de son applicabilité à un problème donné. Ce critère est basé
sur l’estimation de la corrélation entre les variations des sorties des disciplines incertaines
et celles des objectifs, et peut être calculé a posteriori grâce aux données récoltées lors
de l’optimisation. Si ce critère est vérifié, les solutions robustes renvoyées par la méthode
peuvent être exploitées. Sinon, il faudra se contenter des solutions déterministes ou bien
s’orienter vers une propagation d’incertitudes pour obtenir des solutions robustes.

La méthode LOUP a permis de résoudre un cas-test industriel visant à optimiser
un design d’avion. L’incertitude provenait de l’estimation de la surface de l’empennage
vertical. La méthode a fourni des solutions plus robustes que les solutions déterministes
initiales, relativement au premier objectif de minimisation de la masse de l’appareil. La
robustesse vis-à-vis du second objectif de consommation de carburant n’a par contre pas
pu être attestée car le critère d’applicabilité n’était pas vérifié dans ce cas. Ces résultats
ont été validés par la suite à l’aide de simulations complémentaires du système.

Cette méthode reste toutefois une heuristique permettant de trouver des solutions ap-
prochées à un problème d’optimisation robuste multidisciplinaire. Il est donc préférable de
valider ses résultats par une étude approfondie des solutions optimales sélectionnées. Elle
ne s’applique pas non plus à l’ensemble des problèmes qu’on peut rencontrer. La gamme
de cas traitables pourrait néanmoins être étendue en définissant des critères d’applicabilité
plus sophistiqués. Il faudrait enfin étudier l’intégration la méthode LOUP au sein d’une
stratégie de résolution multiniveaux.
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La prochaine étape consisterait à comparer ces approches à d’autres approches exis-
tantes dont le but est plus ou moins similaire. Dans le cadre de la méthode PareBO, il
serait par exemple possible d’effectuer des comparaisons avec des méthodes d’optimisation
adaptatives multiobjectifs inspirées de l’algorithme EGO, mais sans considérer de calculs
de points en parallèle. On pourrait encore examiner les méthodes mono-objectif qui sé-
lectionnent plusieurs points à la fois. Les méthodes existantes dédiées à l’optimisation
robustes sont elles aussi limitées au cas mono-objectif, à notre connaissance. Concernant
la méthode LOUP, on pourrait évaluer son efficacité sur un nombre plus important de cas
en la comparant aux résultats obtenus par propagation d’incertitudes, voire par d’autres
méthodes de résolution approchée semi-intrusives.

Dans le futur, il serait possible d’étendre ces méthodes à la gestion de la fiabilité des
systèmes, en étudiant la robustesse vis-à-vis des contraintes des problèmes en plus de celle
des objectifs. Les approches fiabilistes sont par contre presque exclusivement basées sur des
mesures de quantile, qui permettent d’estimer la probabilité de violation d’une contrainte.
Il serait donc intéressant d’établir des méthodes efficaces de calcul des quantiles, car ils
demeurent pour l’instant les mesures les plus difficiles à évaluer. Nos recherches à ce
sujet sont d’ailleurs restées vaines. Il existe par exemple des méthodes d’échantillonnage
adaptatif qui ont été développées dans ce sens, mais elles sont généralement trop lourdes
pour pouvoir être intégrées dans un processus d’optimisation du type de ceux que nous
avons développés ici.

L’optimisation robuste est finalement un domaine relativement jeune, notamment en
ce qui concerne les aspects multiobjectifs. La prise en compte d’incertitudes lors de la
conception de nouveaux systèmes commence à peine aujourd’hui à intégrer les processus
industriels. Il est donc certain que l’optimisation sous incertitude a encore de beaux jours
devant elle !
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Annexe A

Mesure de l’espérance sur un
modèle de krigeage

Cette annexe détaille le calcul de la mesure de l’espérance Eχ sur un modèle de kri-
geage ordinaire f̂ doté d’une fonction de corrélation R gaussienne, vis-à-vis d’incerti-
tudes gaussiennes définies sur ses variables d’entrées x par l’intermédiaire de variables
aléatoires indépendantes χx. Nous allons exprimer l’espérance E[Eχ[F̂ (x + χx)]] et la
variance Var(Eχ[F̂ (x+χx)]) de cette mesure de robustesse par rapport au processus sto-
chastique F̂ associé au modèle f̂ , d’après les résultats présentés dans [ALC06].

Nous rappelons qu’un modèle de krigeage ordinaire peut s’écrire sous la forme suivante
(d’après l’équation (3.12)) :

f̂(x) = µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si) = µ̂+

ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1
e−θj(xj−s

i
j)2
. (A.1)

Nous noterons µj la moyenne et σ2
j la variance de l’incertitude définie sur la je dimen-

sion de l’espace d’entrée, ainsi que pxj+χxj la densité de probabilité de la variable aléa-
toire (xj + χxj ) ∼ N (µj , σ2

j ) correspondante :

pxj+χxj (zj) = 1
σj
√

2π
e
− 1

2

(
zj−µj
σj

)2

. (A.2)

Ces variables aléatoires étant indépendantes, la densité de probabilité multivariée px+χx
vaut :

px+χx(z) =
nx∏

j=1
pxj+χxj (zj). (A.3)

Espérance

Intéressons-nous tout d’abord à l’espérance de la mesure d’espérance. Les deux opéra-
teurs d’espérance E et Eχ pouvant être intervertis, on a :

E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] = Eχ[E[F̂ (x+ χx)]] = Eχ[f̂(x+ χx)]. (A.4)
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ANNEXE A. MESURE DE L’ESPÉRANCE SUR UN MODÈLE DE KRIGEAGE

D’où :

E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] =
∫

Rnx
f̂(z)px+χx(z)dz

= µ̂+
∫

Rnx




ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1
e−θj(zj−s

i
j)2




nx∏

j=1
pxj+χxj (zj)dzj

= µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−s

i
j)2
pxj+χxj (zj)dzj

= µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1
Iij ,

(A.5)

avec :

Iij =
∫ ∞

−∞
e−θj(zj−s

i
j)2
pxj+χxj (zj)dzj

= 1
σj
√

2π

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−s

i
j)2
e
− 1

2

(
zj−µj
σj

)2

dzj

= 1√
2σ2

j θj + 1
e
−
θj(µj−s

i
j

)2

2σ2
j
θj+1

.

(A.6)

Variance

Afin de pouvoir estimer l’intervalle de confiance de la mesure d’espérance, il faut main-
tenant calculer sa variance :
Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) = E[(Eχ[F̂ (x+ χx)]− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]])2]

= E[(Eχ[F̂ (x+ χx)]− Eχ[E[F̂ (x+ χx)]])2]
= E[E2

χ[F̂ (x+ χx)− E[F̂ (x+ χx)]]]
= E[Eχ[F̂ (x+ χx)− E[F̂ (x+ χx)]] Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)− E[F̂ (x+ χ′x)]]]
= E[Eχ[Eχ′ [(F̂ (x+ χx)− E[F̂ (x+ χx)])(F̂ (x+ χ′x)− E[F̂ (x+ χ′x)])]]]
= Eχ[Eχ′ [E[(F̂ (x+ χx)− E[F̂ (x+ χx)])(F̂ (x+ χ′x)− E[F̂ (x+ χ′x)])]]]
= Eχ[Eχ′ [Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
= Eχ[Eχ′ [σ2

KR(x+ χx,x+ χ′x)

− σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

= σ2
K Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]]

− σ4
K Eχ[Eχ′ [

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]],

(A.7)
d’après l’équation (3.13). On précise que les variables aléatoires (xj + χ′xj ) qui ont été
introduites ici possèdent la même densité de probabilité que les variables (xj +χxj ) corres-
pondantes (donc la même moyenne et la même variance), mais tout en étant indépendantes
de celles-ci.
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On a :

Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]] =
∫

Rnx

∫

Rnx
R(z, z′)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
∫

Rnx

∫

Rnx

nx∏

j=1
e−θj(zj−z

′
j)2
pxj+χxj (zj)pxj+χ′xj (z

′
j)dzjdz′j

=
nx∏

j=1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−z

′
j)2
pxj+χxj (zj)pxj+χ′xj (z

′
j)dzjdz′j

=
nx∏

j=1
Jj ,

(A.8)
avec :

Jj =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−z

′
j)2
pxj+χxj (zj)pxj+χ′xj (z

′
j)dzjdz′j

= 1
2πσ2

j

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−z

′
j)2
e
− 1

2

(
zj−µj
σj

)2

e
− 1

2

(
z′
j
−µj
σj

)2

dzjdz
′
j

= 1√
4σ2

j θj + 1
,

(A.9)

On remarque que Jj dépend uniquement de la variance σ2
j de l’incertitude, et il peut donc

être calculé indépendamment de la valeur de xj .
On a aussi :

Eχ[Eχ′ [
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

=
∫

Rnx

∫

Rnx

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(z, si)R(z′, sj)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

(∫

Rnx
R(z, si)px+χx(z)dz

)(∫

Rnx
R(z′, sj)px+χ′x(z′)dz′

)

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

(
nx∏

k=1

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2

pxk+χxk (zk)dzk
)(

nx∏

k=1

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sjk)2

pxk+χxk (zk)dzk
)

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
IikIjk.

(A.10)

On obtient donc finalement :

Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) = σ2
K

nx∏

j=1
Jj − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
IikIjk. (A.11)

La variance de la mesure d’espérance se calcule ainsi au prix d’une double boucle sur le
nombre ns d’échantillons d’apprentissage du modèle de krigeage. Sa complexité évolue
donc relativement à n2

s.
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On peut noter que les intégrales simples Iij et Jj peuvent intervenir plusieurs fois avec
les mêmes indices au cours des calculs. Il est donc possible de stocker leur résultat afin
d’éviter de les réévaluer, et d’accélérer ainsi l’estimation de robustesse.
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Annexe B

Mesure de la variance sur un
modèle de krigeage

Cette annexe détaille le calcul de la mesure de la variance Varχ sur un modèle de
krigeage ordinaire f̂ doté d’une fonction de corrélation R gaussienne, vis-à-vis d’incer-
titudes gaussiennes définies sur ses variables d’entrées x par l’intermédiaire de variables
aléatoires indépendantes χx. Nous allons exprimer l’espérance E[Varχ(F̂ (x + χx))] et la
variance Var(Varχ(F̂ (x + χx))) de cette mesure de robustesse par rapport au processus
stochastique F̂ associé au modèle f̂ , d’après les résultats présentés dans [ALC06]. Les
notations utilisées sont les mêmes que pour l’annexe précédente.

Espérance

Intéressons-nous tout d’abord à l’espérance de la mesure de variance :

E[Varχ(F̂ (x+ χx))]
= E[Eχ[F̂ 2(x+ χx)]− E2

χ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[E[F̂ 2(x+ χx)]]− E[E2

χ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[E[F̂ 2(x+ χx)]]− Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]] + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E[E2

χ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))] + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E[E2

χ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))] + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E[E2

χ[F̂ (x+ χx)]] + E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]]
− E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]]

= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))] + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]−Var(Eχ[F̂ (x+ χx)])− E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))]−Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))]−Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E2

χ[E[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))]−Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) + Varχ(E[F̂ (x+ χx)]).

(B.1)

Il faut donc évaluer ces trois différents termes. Le deuxième correspond à la variance de
la mesure d’espérance exprimée dans l’équation (A.11).
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ANNEXE B. MESURE DE LA VARIANCE SUR UN MODÈLE DE KRIGEAGE

D’après l’équation (3.14), on a :

Eχ[Var(F̂ (x+ χx))] = Eχ[σ2
K − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χx, sj)]

= σ2
K − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

∫

Rnx
R(z, si)R(z, sj)px+χx(z)dz

= σ2
K − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2

pxk+χxk (zk)dzk

= σ2
K − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
Iijk,

(B.2)
avec :

Iijk =
∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2

pxk+χxk (zk)dzk

= 1
σk
√

2π

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2

e
− 1

2

(
zk−µk
σk

)2

dzk

= 1√
4σ2

kθk + 1
e
−
θk(µk−s

i
k

)2+θk(µk−s
j
k

)2+2σ2
k
θ2
k

(si
k
−sj
k

)2

4σ2
k
θk+1 .

(B.3)

D’autre part :

Varχ(E[F̂ (x+ χx)]) = Varχ(f̂(x+ χx))
= Varχ(f̂(x+ χx)− µ̂)
= Eχ[(f̂(x+ χx)− µ̂)2]− E2

χ[f̂(x+ χx)− µ̂]

=
∫

Rnx

(
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

k=1
e−θk(zk−sik)2

)2

px+χx(z)dz − (Eχ[f̂(x+ χx)]− µ̂)2

=
∫

Rnx




ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

nx∏

k=1
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2


 px+χx(z)dz

− (E[Eχ[F̂ (x+ χx)]]− µ̂)2

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

nx∏

k=1

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2

pxk+χxk (zk)dzk

−
(
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

k=1
Iik

)2

, d’après l’équation (A.5)

=




ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

nx∏

k=1
Iijk


−

ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

nx∏

k=1
IikIjk

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

((
nx∏

k=1
Iijk

)
−

nx∏

k=1
IikIjk

)
.

(B.4)
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On peut ainsi évaluer E[Varχ(F̂ (x+χx))]. Cette expression fait intervenir des double
sommes sur le nombre ns d’échantillons d’apprentissage du modèle de krigeage. Sa com-
plexité évolue donc relativement à n2

s.

Variance

Afin de pouvoir estimer l’intervalle de confiance de la mesure de variance, il faut main-
tenant calculer sa variance. Il s’agit d’un développement complexe que nous n’avons pas
détaillé ici. Nous adaptons simplement le résultat fourni dans [ALC06] :

Var(Varχ(F̂ (x+ χx))) = 2 Eχ[Eχ′ [Cov2(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
− 4 Eχ[E2

χ′ [Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
+ 2 Var2(Eχ[F̂ (x+ χx)])
+ 4 Eχ[Eχ′ [(E[F̂ (x+ χx)]− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]])
× (E[F̂ (x+ χ′x)]− E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]])
× Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]].

(B.5)

Il y a donc quatre termes à calculer ici. Le troisième correspond au carré de la variance
de l’espérance, donnée dans l’équation (A.11).

Pour le premier terme, on a :

Eχ[Eχ′ [Cov2(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [(σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)− σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))2]]

= σ4
K Eχ[Eχ′ [R2(x+ χx,x+ χ′x)]]

− 2σ6
K Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

+ σ8
K Eχ[Eχ′ [(

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))2]],

(B.6)

avec :

Eχ[Eχ′ [R2(x+ χx,x+ χ′x)]] =
∫

Rnx

∫

Rnx
R2(z, z′)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
∫

Rnx

∫

Rnx

nx∏

j=1
e−2θj(zj−z′j)2

pxj+χxj (zj)pxj+χ′xj (z
′
j)dzjdz′j

=
nx∏

j=1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−2θj(zj−z′j)2

pxj+χxj (zj)pxj+χ′xj (z
′
j)dzjdz′j

=
nx∏

j=1

1√
8σ2

j θj + 1
, d’après l’équation (A.9),

(B.7)
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Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

=
∫

Rnx

∫

Rnx
R(z, z′)

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(z, si)R(z′, sj)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

∫

Rnx

∫

Rnx
R(z, z′)R(z, si)R(z′, sj)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

∫

Rnx

∫

Rnx

nx∏

k=1
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2−θk(z′k−s

j
k
)2
pxk+χxk (zk)pxk+χ′xk

(z′k)dzkdz′k

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2−θk(z′k−s

j
k
)2
pxk+χxk (zk)pxk+χ′xk

(z′k)dzkdz′k

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
Jijk,

(B.8)
avec :

Jijk =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2−θk(z′k−s

j
k
)2
pxk+χxk (zk)pxk+χ′xk

(z′k)dzkdz′k

= 1
2πσ2

k

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2−θk(z′k−s

j
k
)2
e
− 1

2

(
zk−µk
σk

)2

e
− 1

2

(
z′
k
−µk
σk

)2

dzkdz
′
k

= 1√
(2θkσ2

k + 1)(6θkσ2
k + 1)

e
−θk

4θ2
k
σ4
k

(si
k
−sj
k

)2+(6θkσ
2
k

+1)((si
k
−µk)2+(sj

k
−µk)2)

(2θkσ2
k

+1)(6θkσ2
k

+1) ,

(B.9)

Eχ[Eχ′ [(
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))2]]

=
∫

Rnx

∫

Rnx




ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(z, si)R(z′, sj)




2

px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
∫

Rnx

∫

Rnx

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl R(z, si)R(z′, sj)R(z, sk)R(z′, sl)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

∫

Rnx
R(z, si)R(z, sk)px+χx(z)dz

∫

Rnx
R(z′, sj)R(z′, sl)px+χ′x(z′)dz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

nx∏

m=1

∫ ∞

−∞
e−θm(zm−sim)2−θm(zm−skm)2

pxm+χxm (zm)dzm

×
∫ ∞

−∞
e−θm(z′m−sjm)2−θm(z′m−slm)2

pxm+χ′xm (z′m)dz′m

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

nx∏

m=1
IikmIjlm.

(B.10)
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L’équation (B.6) peut donc s’écrire :

Eχ[Eχ′ [Cov2(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]] = σ4
K

nx∏

j=1

1√
8σ2

j θj + 1

− 2σ6
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
Jijk

+ σ8
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

nx∏

m=1
IikmIjlm.

(B.11)

Pour le deuxième terme de l’équation (B.5), on a :

Eχ[E2
χ′ [Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[E2
χ′ [σ2

KR(x+ χx,x+ χ′x)− σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

= Eχ[(σ2
K Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]− σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si) Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)])2]

= Eχ[σ4
K E2

χ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]

− 2σ6
K Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si) Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)]

+ σ8
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl R(x+ χx, si)R(x+ χx, sk)

× Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)] Eχ′ [R(x+ χ′x, sl)]]
= σ4

K Eχ[E2
χ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]]

− 2σ6
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)R(x+ χx, si)]] Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)]

+ σ8
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl Eχ[R(x+ χx, si)R(x+ χx, sk)]

× Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)] Eχ′ [R(x+ χ′x, sl)]

= σ4
K Eχ[E2

χ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]]− 2σ6
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
JikIjk

+ σ8
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

nx∏

m=1
IikmIjmIlm,

(B.12)
avec :

Jik =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2

pxk+χxk (zk)pxk+χ′xk
(z′k)dzkdz′k

= 1√
4θ2
kσ

4
k + 6θkσ2

k + 1
e
−θk

(si
k
−µk)2(4θkσ

2
k

+1)
4θ2
k
σ4
k

+6θkσ2
k

+1 ,
(B.13)
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et :

Eχ[E2
χ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]] =

∫

Rnx

(∫

Rnx
R(z, z′)px+χ′x(z′)dz′

)2
px+χx(z)dz

=
∫

Rnx

nx∏

i=1

(∫ ∞

−∞
e−θi(zi−z

′
i)2
pxi+χ′xi

(z′i)dz′i
)2
px+χx(z)dz

=
∫

Rnx

nx∏

i=1



e
− θi(zi−µi)

2

2σ2
i
θi+1

√
2σ2

i θi + 1




2

px+χx(z)dz, d’après le calcul de Iij

=
∫

Rnx

nx∏

i=1

e
− 2θi(zi−µi)

2

2σ2
i
θi+1

2σ2
i θi + 1 px+χx(z)dz

=
nx∏

i=1

1
2σ2

i θi + 1

∫ ∞

−∞
e
− 2θi(zi−µi)

2

2σ2
i
θi+1 pxi+χxi (zi)dzi

=
nx∏

i=1

1
2σ2

i θi + 1

√
2σ2

i θi + 1
6σ2

i θi + 1

=
nx∏

i=1

1√
(2σ2

i θi + 1)(6σ2
i θi + 1)

.

(B.14)

Pour le quatrième et dernier terme de l’équation (B.5), on a :

Eχ[Eχ′ [(E[F̂ (x+ χx)]− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]])(E[F̂ (x+ χ′x)]− E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]])
× Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))
− E[F̂ (x+ χx)] E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))
− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))
+ E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
− E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]] Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
+ E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]] Eχ[Eχ′ [Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
− 2 E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
+ E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]] Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]),

(B.15)

Il reste à calculer le premier terme de cette équation, ainsi que la deuxième partie du
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deuxième terme (le reste étant déjà connu). On a ainsi :

Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [(µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))(µ̂+

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si))

× (σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)− σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

= Eχ[Eχ′ [µ̂2σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)]]

− Eχ[Eχ′ [µ̂2σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

+ Eχ[Eχ′ [µ̂σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si)]]

− Eχ[Eχ′ [µ̂σ4
K(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))(

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

+ Eχ[Eχ′ [µ̂σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si)]]

− Eχ[Eχ′ [µ̂σ4
K(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si))(

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

+ Eχ[Eχ′ [σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si))]]

− Eχ[Eχ′ [σ4
K(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si))

× (
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

= µ̂2σ2
K

nx∏

i=1
Ji

− µ̂2σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
IikIjk

+ 2µ̂σ4
K

ns∑

i=1
γi

nx∏

j=1
Jij

− 2µ̂σ6
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1
C−1
ij γk

nx∏

l=1
Jijkl

+ σ2
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγj

nx∏

k=1
Jijk

− σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
γiγjC

−1
kl

nx∏

m=1
Jijklm,

(B.16)
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avec :

Jijkl =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θl(zl−s

i
l)

2−θl(z′l−s
j
l
)2−θl(zl−skl )2

pxl+χxl (zl)pxl+χ′xl (z
′
l)dzldz′l

= e
−θl

4θ2
l
σ4
l

(si
l
−sk
l

)2+(si
l
−µl)

2+(sk
l
−µl)

2+(4θlσ
2
l

+1)(sj
l
−µl)

2+4θlσ
2
l

((sk
l

)2+(si
l
)2−si

l
sk
l
−si
l
µl−s

k
l
µl+µ

2
l

)

(2θlσ2
l

+1)(4θlσ2
l

+1)

√
(2θlσ2

l + 1)(4θlσ2
l + 1)

,

(B.17)
et :

Jijklm =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θm(zm−sim)2−θm(z′m−sjm)2−θm(zm−skm)2−θm(z′m−slm)2

× pxm+χxm (zm)pxm+χ′xm (z′m)dzmdz′m

= e
−θm 2θmσ2

m((sjm)2+(slm)2+(sim)2+(skm)2−2sims
k
m−2sjms

l
m)+(sim−µm)2+(sjm−µm)2+(skm−µm)2+(slm−µm)2

4θmσ2
m+1

4θmσ2
m + 1 ,

(B.18)
puis :

Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [(µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))

× (σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)− σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

= Eχ[Eχ′ [µ̂σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)]]− Eχ[Eχ′ [µ̂σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

+ Eχ[Eχ′ [σ4
KR(x+ χx,x+ χ′x)

ns∑

i=1
γiR(x, si)]]

− Eχ[Eχ′ [σ6
K(

ns∑

i=1
γiR(x, si))(

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

= µ̂σ2
K

nx∏

i=1
Ji − µ̂σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

i=1
IikIjk + σ4

K

ns∑

i=1
γi

nx∏

j=1
Jij − σ6

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1
C−1
ij γk

nx∏

l=1
Jijkl.

(B.19)

On peut ainsi calculer la valeur Var(Varχ(F̂ (x+ χx))) de la variance de la mesure de
variance. Elle fait apparaître des sommes quadruples sur le nombre ns d’échantillons du
modèle, et a donc une complexité en n4

s.
Ces expressions analytiques ont été validées expérimentalement en les comparant à

des estimations de Monte-Carlo (en faisant des tirages pour évaluer la robustesse sur des
réalisations du processus gaussien F̂ comme présenté dans la section 5.8.5).

Mesure de l’écart-type

Pour calculer la mesure du quantile approché, on a besoin de connaître l’espérance
et la variance de la mesure de l’écart-type σχ. Celles-ci peuvent se déduire facilement à
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partir des données de la mesure de variance, si on suppose que l’écart-type suit une loi
gaussienne (comme expliqué dans [ALC06]).

Pour une variable aléatoire χ qui suit une loi gaussienne χ ∼ N (µ, σ2), le moment
d’ordre n s’écrit : E[χn] = (n− 1)σ2 E[χn−2] + µE[χn−1].

On a donc par exemple :
E[χ2] = σ2 + µ2, (B.20)

et :

Var(χ2) = E[χ4]− E2[χ2]
= 3σ2 E[χ2] + µE[χ3]− (σ2 + µ2)2

= 3σ2(σ2 + µ2) + µ(2σ2 E[χ] + µE[χ2])− σ4 − 2σ2µ2 − µ4

= 2σ4 + σ2µ2 + µ(2σ2µ+ µ(σ2 + µ2))− µ4

= 2σ4 + σ2µ2 + 2σ2µ2 + µ2σ2 + µ4 − µ4

= 2σ4 + 4σ2µ2.

(B.21)

Comme Var(F̂ (x+χx)) = σ2
χ(F̂ (x+χx)), alors en supposant que σχ(F̂ (x+χx)) suit

une loi gaussienne on a :

E[Varχ(F̂ (x+ χx))] = E[σ2
χ(F̂ (x+ χx))]

= Var(σχ(F̂ (x+ χx)) + E2[σχ(F̂ (x+ χx))],
(B.22)

et :

Var(Varχ(F̂ (x+ χx))) = Var(σ2
χ(F̂ (x+ χx)))

= 2 Var2(σχ(F̂ (x+ χx)))
+ 4 Var(σχ(F̂ (x+ χx))) E2[σχ(F̂ (x+ χx))].

(B.23)

On peut ainsi en déduire l’espérance et la variance de la mesure de l’écart-type :

E[σχ(F̂ (x+ χx))] = 4

√

E2[Varχ(F̂ (x+ χx))]− Var(Varχ(F̂ (x+ χx)))
2 ,

Var(σχ(F̂ (x+ χx))) = E[Varχ(F̂ (x+ χx))]

−
√

E2[Varχ(F̂ (x+ χx))]− Var(Varχ(F̂ (x+ χx)))
2 .

(B.24)
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Annexe C

Mesure du quantile approché sur
un modèle de krigeage

Cette annexe présente le calcul de la mesure du quantile approché Q̂χ sur un modèle
de krigeage ordinaire f̂ doté d’une fonction de corrélation R gaussienne, vis-à-vis d’incer-
titudes gaussiennes définies sur ses variables d’entrées x par l’intermédiaire de variables
aléatoires indépendantes χx. Nous allons exprimer l’espérance E[Q̂χ(F̂ (x + χx))] et la
variance Var(Q̂χ(F̂ (x + χx))) de cette mesure de robustesse par rapport au processus
stochastique F̂ associé au modèle f̂ , d’après les résultats présentés dans [ALC06]. Les
notations utilisées sont les mêmes que pour les annexes précédentes.

Le quantile approché est défini comme une agrégation de l’espérance et de l’écart-type
(voir l’équation (7.3)) :

Q̂χ(F̂ (x+ χx)) = Eχ[F̂ (x+ χx)] + ασχ(F̂ (x+ χx)), avec α ∈ R. (C.1)
Son espérance vaut ainsi :

E[Q̂χ(F̂ (x+ χx))] = E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] + αE[σχ(F̂ (x+ χx))], (C.2)
et sa variance :

Var(Q̂χ(F̂ (x+ χx))) = Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) + α2 Var(σχ(F̂ (x+ χx)))
+ 2αCov(Eχ[F̂ (x+ χx)], σχ(F̂ (x+ χx))).

(C.3)

Il reste à calculer le dernier terme de covariance entre les mesures d’espérance et
d’écart-type. L’article [ALC06] indique qu’elle peut être obtenue à partir de la covariance
entre l’espérance et la variance :

Cov(Eχ[F̂ (x+ χx)], σχ(F̂ (x+ χx))) = Cov(Eχ[F̂ (x+ χx)],Varχ(F̂ (x+ χx)))
2 E[σχ(F̂ (x+ χx))]

, (C.4)

qui vaut :
Cov(Eχ[F̂ (x+ χx)],Varχ(F̂ (x+ χx))) = 2 Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

− 2 E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]).
(C.5)

Toutes ces formules ont déjà été exprimées précédemment. La complexité de l’estimation
du quantile approché (aussi bien pour obtenir son espérance que sa variance) est relative
au nombre d’échantillons du modèles à la puissance quatre.
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Je ne sais rien avec certitude,
mais la simple vue des étoiles me fait rêver.
– Vincent Van Gogh



 

 

 

 
 

 
 

 

 
Optimisation robuste multiobjectifs par modèles de substitution 

 

 

Cette thèse traite de l'optimisation sous incertitude de fonctions coûteuses dans le cadre de 

la conception de systèmes aéronautiques.  

Nous développons dans un premier temps une stratégie d'optimisation robuste 

multiobjectifs par modèles de substitution. Au-delà de fournir une représentation plus 

rapide des fonctions initiales, ces modèles  facilitent le calcul de la robustesse des solutions 

par rapport aux incertitudes du problème. L'erreur de modélisation est maîtrisée grâce  

à une approche originale d'enrichissement de plan d'expériences qui permet d'améliorer 

conjointement plusieurs modèles au niveau des régions de l'espace possiblement optimales. 

Elle est appliquée à la minimisation des émissions polluantes d'une chambre de combustion 

de  turbomachine dont les injecteurs peuvent s'obstruer de façon imprévisible. 

Nous présentons ensuite une méthode heuristique dédiée à l'optimisation robuste 

multidisciplinaire. Elle repose sur une gestion locale de la robustesse au sein des disciplines 

exposées à des paramètres incertains, afin d'éviter la mise en place d'une propagation 

d'incertitudes complète à travers le système. Un critère d'applicabilité est proposé pour 

vérifier a posteriori le bien-fondé de cette approche à partir de données récoltées lors de  

l'optimisation. La méthode est mise en œuvre sur un cas de conception avion où la surface 

de l'empennage vertical n'est pas connue avec précision.  

 

Mots-clés : optimisation robuste, incertitudes, modèles de substitution, optimisation 

multiobjectifs, optimisation multidisciplinaire, plan d'expériences, combustion, conception 

avion  

 

 

 

Multiobjective robust optimization via surrogate models 

 

 
This PhD thesis deals with the optimization under uncertainty of expensive functions in the 

context of aeronautical systems design.  

First, we develop a multiobjective robust optimization strategy based on surrogate models. 

Beyond providing a faster representation of the initial functions, these models facilitate the 

computation of the solutions' robustness with respect to the problem uncertainties. The  

modeling error is controlled through a new design of experiments enrichment approach that 

allows improving several models concurrently in the possibly optimal regions of the search 

space. This strategy is applied to the pollutant emission minimization of a turbomachine  

combustion chamber whose injectors can clog unpredictably.  

We subsequently present a heuristic method dedicated to multidisciplinary robust 

optimization. It relies on local robustness management within disciplines exposed to 

uncertain parameters, in order to avoid the implementation of a full uncertainty propagation 

through the system. An applicability criterion is proposed to check the validity of this 

approach a posteriori using data collected during the optimization. This methodology is 

applied to an aircraft design case where the surface of the vertical tail is not known 

accurately.  
 

Keywords: robust optimization, uncertainty, surrogate models, multiobjective optimization, 

multidisciplinary optimization, design of experiments, combustion, aircraft design  
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