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Résumé

Cette thèse traite de la diffusion par des surfaces rugueuses monodimensionnelles. Les surfaces
présentant des petites échelles de variations nécessitent une discrétisation fine pour représenter
les effets de diffusion sur le champ diffracté, ce qui augmente les coûts numériques. Deux aspects
sont considérés : la réduction de la taille du problème en construisant une condition aux limites
équivalente traduisant les effets des variations rapides et la réduction du nombre d’itérations
nécessaires pour résoudre le système linéaire issu de la méthode des moments par une méthode
basée sur les sous-espaces de Krylov. En ce qui concerne la réduction de la taille du problème, une
technique d’homogénéisation est utilisée pour transformer la condition aux limites posée sur la
surface rugueuse par des paramètres effectifs. Ces paramètres sont déterminés par des problèmes
auxiliaires qui tiennent compte des échelles fines de la surface. Dans le cas de surfaces parfai-
tement métalliques, la procédure est appliquée en polarisation Transverse Magnétique (TM) et
Transverse Électrique (TE). Une impédance équivalente de Léontovich d’ordre 1 est déduite.
Le procédure est automatique et les ordres supérieurs sont dérivés pour la polarisation TM. La
procédure d’homogénéisation est aussi appliquée pour des interfaces rugueuses séparant deux
milieux dielectriques. En ce qui concerne la réduction du nombre d’itérations, un précondition-
neur, basé sur des considérations physiques, est construit à partir des modes de Floquet. Bien
que le préconditionneur soit initialement élaboré pour des surfaces périodiques, nous montrons
qu’il est aussi efficace pour des surfaces tronquées éclairées par une onde plane. L’efficacité des
deux aspects présentés dans cette thèse est numériquement illustrée pour des configurations
d’intérêt.

Mots clés : surface rugueuse, homogénéisation, préconditionneur physique, développement
asymptotique, condition aux limites équivalente, modes de Floquet

Abstract

This work is about the scattering by monodimensional rough surfaces. Surfaces presenting small
scales of variations need a very refined mesh to finally capture the scattering field behaviour
what increases the computational cost. Two aspects are considered : the reduction of the pro-
blem size through an effective boundary condition incorporating the effect of rapid variations
and the reduction of the number of iterations to solve the linear system arising from method
of moments by a method based on Krylov subspace. Firstly, an homogenization process is used
to convert the boundary condition on the rough interface into effective parameters. These para-
meters are determined by the solutions of auxiliary problems which involve the detailed profile
of the interface. In the case of perfectly metallic surfaces, the process is applied to the E- and
H-polarization and an Leontovich impedance of order 1 is deduced. The process is automatic
and higher orders are derived for E-polarization. The homogenization process is also applied to
dielectric rough interfaces. Secondly, a physically-based preconditioner is built with Floquet’s
modes. Although the preconditioner has been designed for periodical surfaces, it was shown to
be efficient in the case of truncated surfaces illuminated by a plane wave. The efficiency of both
aspects is numerically illustrated for some configurations of interest.

Key words : rough surfaces, homogenization, physically-based preconditioner, asymptotic
expansion, effective boundary conditions, Floquet’s modes
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toutes ces opportunités que tu m’as offertes, pour avoir toujours écouté et expliqué, parfois laissé
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dimanche midi.

iii



Remerciements

– les gens que j’ai croisés dans les couloirs du LAPLACE ; en particulier : David pour m’avoir
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tellement extraordinaire.

Mais il restait le monde entier à explorer,
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1.1 Schéma général du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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profil créneau et triangle : hmax = 0.001m et d = 0.002m. . . . . . . . . . . . . . 57

2.19 Comparaison en fonction de la fréquence du coefficient de réflexion de référence
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Req. Incidence 45̊ – profil sinusöıdal : hmax = 0.001m et d = 0.002m. Incidence
0̊ – profil quadratique : hmax = 0.001m et d = 0.002m. . . . . . . . . . . . . . . . 81
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kl = 8 (Cas 2 du Tab. 4.12) pour différentes longueurs : 32.8λ, 65.7λ et 131.1λ . 123

4.18 Valeurs Propres numériques de Z et celles de ZY ε
M dans le plan complexe pour
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Notations

Polarisation :
TM Transverse Magnétique : u = Ez
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convention : e−iωt

(x̂, ŷ, ẑ) : vecteur unitaire du repère cartésien
ẑ direction d’invariance

γδ : profil de la surface
(soit γδ = δs [homogénéisation] ou soit γδ = ks [préconditionneur])

ks : hauteur quadratique moyenne (rms) normalisée
kl : longueur de corrélation normalisée
Γ ou Γδ : frontière définie par le profil
N : nombre points échantillonnant la surface (N + 1 points)
L : “grande” période de la surface : γδ(x+ L) = γδ(x)
n̂ : vecteur normal (entrant)

N : facteur de normalisation : N = 1/
√
1 + γ′δ

k : nombre d’onde
θinc, θR et θT : angle d’incidence, de réflexion et de transmission
αn = 2 π

Ln+ kx
γn =

√
k2 − α2n , |αn| ≤ k ou i

√
α2n − k2 , |αn| ≥ k

R0 et T0 : coefficient de réflexion et de transmission pour une interface plane

d : “petite” période de la surface
δ : paramètre de changement d’échelle
Σ : frontière avec changement d’échelle
(σ, τ) = (x/δ, y/δ) : coordonnées dans le changement d’échelle
Π = Π(x, σ, τ) : correcteur de couche limite

u(m) et Π(m) : champ effectif et correcteur à l’ordre m

R(m) et T (m) : coefficient de réflexion et de transmission asymptotique à l’ordre m

et Rm =
∑

m

R(m)δm et Tm =
∑

m

T (m)δm

C.L. : condition aux limites
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Introduction

Le travail de thèse rapporté dans ce document est une contribution au calcul de la diffusion
des ondes électromagnétiques par des surfaces rugueuses, c’est-à-dire des surfaces présentant
des irrégularités. Ces surfaces peuvent se classer en deux catégories : celles dont les irrégularités
présentent une périodicité et celles dont les irrégularités sont aléatoires. Sans être exhaustif, dans
les problèmes de diffusion électromagnétique, les surfaces possédant des rugosités périodiques
modélisent par exemple les antennes réseaux, les composants micro-ondes ou les composants
optiques, les circuits imprimés ou encore les éléments urbains, . . . Quant aux surfaces possédant
des rugosités aléatoires, elles modélisent par exemple la surface du sol ou de la mer, les surfaces
de végétations (écorce des arbres, feuilles, . . .) ou encore les surfaces métalliques, . . . Le caractère
rugueux d’une surface n’est pas un paramètre intrinsèque à la surface mais dépend de l’onde
électromagnétique éclairant celle-ci.

L’évaluation de la diffusion électromagnétique est nécessaire dans de nombreuses applications
allant du domaine optique au domaine radar, en passant par la télédétection ou les télécommu-
nications. En particulier, ce calcul représente un grand intérêt pour les problèmes directs comme
le dimensionnement d’équipements (par exemple les télécommunications en milieu urbain) ou
l’évaluation d’algorithmes de télédétection. De plus, la connaissance de la diffusion est souvent
un paramètre d’entrée pour les problèmes inverses : à partir de l’effet (le champ diffusé obtenu
par simulations ou par mesures), on tente de retrouver les caractéristiques du diffuseur.

La diffusion électromagnétique par des surfaces rugueuses est en général évaluée à partir de
méthodes asymptotiques. À partir d’hypothèses simplificatrices, le champ diffracté par la surface
est approché de manière analytique. Toutefois, leur domaine de validité n’est pas toujours connu,
et surtout, ces méthodes ne recouvrent pas nécessairement tous les domaines d’intérêts ci-dessus.
Par exemple elles ne rendent pas compte de toutes les quantités d’intérêts (comme la phase).

Une alternative est l’utilisation de méthodes rigoureuses comme par exemple la méthode des
Différences Finies (FDTD), ou la Méthode des Moments (MoM ou aussi appelée méthode de
résolution des Équation Intégrale) et plus rarement la méthode des Éléments Finis. Cependant,
ces méthodes présentent, elles aussi, des limitations en terme de champ d’application. Elles
nécessitent des capacités de calculs importantes, en terme de complexité calculatoire et en terme
de mémoire requise. Certaines configurations ne sont pas abordables par ces techniques. Traiter
des échantillons de surface rugueuse, suffisamment étendus en terme de longueur d’onde tout en
prenant en compte les multiples échelles de rugosités fines, est un défi numérique difficile.

Généralement, pour le calcul de la diffusion, la MoM est préférée : seule la surface est discré-
tisée au lieu de tout le volume de calcul, et par conséquent la condition de radiation bornant le
domaine de calcul est déjà inclue dans la formulation. Toutefois, toutes les méthodes rigoureuses
conduisent à la résolution d’un système linéaire, et celui issu de la MoM est dense. Finalement
deux problèmes connexes se posent.
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• Le premier concerne la taille du système linéaire. Pour représenter les échelles de plus
en plus “petites”, la surface doit être discrétisée de plus en plus finement. Ceci mène
inéluctablement à l’augmentation de la taille N du problème numérique à résoudre.

• Le second concerne le coût numérique pour résoudre le système linéaire. Les méthodes
de résolution directe, comme la méthode Gauss ou la factorisation LU, restent limitées
en terme de performances, autant en terme de mémoire en O(N2) qu’en terme de temps
de calcul en O(N3). Les méthodes de résolution itératives basées sur les sous-espace de
Krylov sont bien plus efficaces car leur temps de calcul est en O(NiterN

2). Plus le nombre
d’itérations Niter est petit et plus la méthode itérative devient intéressante.

De plus, il faut noter que dans le cas de surfaces aléatoires, une méthode de Monte-Carlo, exa-
cerbant les difficultés, est souvent utilisée pour obtenir une statistique représentative.

L’objectif de cette thèse est d’établir des outils pour prendre en compte efficacement les
rugosités fines dans le calcul de la diffusion électromagnétique à partir de méthodes rigoureuses.
Conformément aux problèmes soulevés ci-avant, deux directions complémentaires sont suivies.

Le premier axe s’attachera à réduire la nombre de degrés de liberté N en cherchant une condi-
tion équivalente représentant les rugosités fines périodiques (ou aléatoires). Cette condition équi-
valente est construite en s’appuyant sur les travaux antérieurs menés sur l’homogénéisation des
rugosités surfaciques. Poirier [56] a obtenu des résultats pour des surfaces mono-dimensionnelles
parfaitement métalliques éclairées par une onde plane en polarisation Transverse Magnétique
(TM). La condition aux limites équivalente est exacte pour des surfaces possédant des rugosités
périodiques et les heuristiques évaluées dans le cas de surfaces aléatoires sont encourageantes.
Pour éviter de se cantonner à un problème particulier et risquer de se restreindre à des spécificités
de celui-ci, nous chercherons dans le cadre de surfaces 1D présentant des irrégularités périodiques
à établir une condition équivalente pour l’autre polarisation (Transverse Électrique TE), puis
pour des interfaces rugueuses séparant deux milieux diélectriques. Nous souhaitons mettre en
évidence la possibilité d’une condition équivalente pour traiter les rugosités périodiques.

Le deuxième axe se consacrera à réduire le nombre d’itérations dans la méthode itérative
de type Krylov. La stratégie classique est de transformer le système linéaire issu de la MoM
en un système linéaire équivalent numériquement plus facile à résoudre : le nouveau système
linéaire nécessite un nombre d’itérations Niter plus petit. Pour réaliser cette transformation,
un préconditionneur est utilisé et généralement il est construit à partir de propriétés purement
algébriques. Partant de considérations physiques, nous proposerons un préconditionneur adapté
aux rugosités quasi-planaires pour diminuer le coût dans la résolution du problème issu de la
MoM.
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Organisation du manuscrit

Le Chapitre 1 est consacré à une présentation générale du cadre de cette étude. Les sur-
faces considérées sont invariantes suivant une direction et éclairées par une onde plane soit en
polarisation TM soit en polarisation TE. Le problème de diffusion (diffraction) se simplifie en
un problème en deux dimensions. À partir des équations de Maxwell en régime harmonique, les
différents systèmes d’équations intervenant dans le reste du document sont exposés. Ensuite, les
rugosités surfaciques considérées ici sont illustrées. Puis, les différentes méthodes usuelles pour
résoudre un problème de diffusion sont succinctement présentées.

Dans le Chapitre 2, la méthode basée sur l’homogénéisation est présentée. L’idée de la mé-
thode d’homogénéisation est de substituer la condition aux limites posée sur la surface rugueuse
par une condition aux limites modifiée posée sur un plan. En effet, les rugosités fines engendrent
un problème numériquement difficile. Cette procédure d’homogénéisation repose sur trois outils :
une séparation des différentes échelles, un développement asymptotique et un développement de
Taylor. Pour finir, l’évaluation de cette condition aux limites modifiée passe par la résolution
d’un problème auxiliaire qui ne dépend ni de la fréquence, ni de l’angle d’incidence. Dans un
premier temps, nous prolongeons les résultats obtenus dans [56] pour le cas de surfaces parfai-
tement métalliques éclairées en polarisation TM. Dans un deuxième temps, nous appliquons la
procédure au problème d’une surface métallique 1D éclairée par une onde plane en polarisation
TE. La condition aux limites du problème en polarisation TM est de type Dirichlet et celle du
problème en polarisation TE est de type Neumann. Par conséquent, la présence de la dérivée
normale dans la condition aux limites implique des modifications dans le système auxiliaire ainsi
que dans son obtention. Une analyse des résultats obtenus par la procédure d’homogénéisation
à l’ordre 1 pour des surfaces métalliques éclairées dans les deux polarisations est faite.

Le Chapitre3 étend la technique d’homogénéisation au cas d’interfaces rugueuses séparant
des milieux diélectriques éclairées par une onde plane en polarisation TM. Dans cette configu-
ration, le problème devient un problème de transmission. Les relations de continuité du champ
électromagnétique impliquent deux conditions aux limites : l’une de type Dirichlet et l’autre
de type Neumann. Ce problème de transmission peut être vu comme une combinaison des pro-
blèmes traités au Chapitre 2. La procédure d’homogénéisation mise en place au Chapitre 2 est
alors appliquée de manière systématique au cas d’une interface rugueuse séparant deux milieux
diélectriques. Les problèmes auxiliaires ne dépendent ni de la fréquence ni de l’angle d’incidence.

Dans le Chapitre 4, un préconditionneur physique, exploitant la nature quasi-planaire de
la surface rugueuse, a été développé et intégré dans un code traditionnel d’Équation Intégrale
2D (métallique parfait en polarisation TM). Dans le cas particulier d’un plan infini, le problème
électromagnétique peut être résolu analytiquement et l’information spectrale est déduite (modes
de Floquet). Cette information spectrale n’est pas assez précise pour donner une solution au
problème de diffraction par une surface rugueuse. En revanche, elle est une approximation rai-
sonnable de la matrice impédance associée à la surface (moyennement) rugueuse, et elle est
injectée lors de la résolution itérative (type Krylov) du système linéaire, aidant à avoir une
meilleure convergence.
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de méthodes rigoureuses – REE, n̊ Juin 2010.
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L’objectif de ce chapitre est d’introduire le problème de diffraction ainsi que de donner les
conséquences de l’invariance, et par conséquent les systèmes d’équations qui interviennent dans
la suite du document. Sans être exhaustif, nous rappelons ensuite quelques éléments sur les
surfaces rugueuses et nous précisons le cadre dans lequel les chapitres suivant se positionnent.

1.1 Le problème 2D de diffraction électromagnétique

1.1.1 Généralités

Les problèmes que nous cherchons à modéliser électromagnétiquement concernent les surfaces
rugueuses. Nous sommes intéressés par la modélisation de surfaces naturelles (par exemple les
sols) comme par la modélisation de surfaces artificielles (par exemple des circuits imprimés ou un
toit recouvert de tuiles). Toutefois, nous supposerons l’hypothèse simplificatrice d’une invariance
de la surface suivant une direction. De plus, nous supposerons les milieux linéaires et isotropes.

Géométrie du problème : surface 1D

La géométrie que nous considérons présentent une invariance suivant la direction de l’axe
ẑ. De plus, pour s’affranchir des effets de diffraction sur les deux bords de la surface, le pro-
blème est “périodisé”. En outre, cette périodisation donne le cadre mathématique adéquat pour
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Chapitre 1. Présentation générale

la procédure d’homogénéisation (voir par exemple section 4.6 de [56]). Une alternative serait
l’utilisation d’un faisceau à bande limitée (tapered beam) comme les faisceaux gaussiens.

1

2

x̂

ŷ

L

n̂

Figure 1.1 – Schéma général du problème

Dans le cas considéré Fig. 1.1 , l’interface séparant deux milieux se définit en toute généralité
par la relation S(x, y) = 0. Cette surface a une période L suivant la direction x̂, c’est-à-dire
S(x+ L, y) = S(x, y). Les extrema de la surface sont respectivement notés hmax et hmin.

Le vecteur n̂ normal à cette interface est défini par,

n̂ =
∇rS

||∇rS||

où ∇r représente l’opérateur gradient pris au point r = (x, y, z).
Sans perdre en généralité, la surface sera supposée de la forme : S(x, y) = y − γδ(x) = 0.
Implicitement, nous considérons le vecteur normal allant du milieu 2 vers le milieu 1, ou encore
n̂ = n̂2→1. Ainsi, l’expression du vecteur normal dans le repère (x̂, ŷ, ẑ) est,

n̂ = N

∣∣∣∣∣∣

−γδ ′
+1
0

∣∣∣∣∣∣

avec γ′δ =
dγδ
dx (x) et N = 1√

1+γ′
δ
2
. Le terme N est un facteur de normalisation. Il dépend de la

position x.
La dérivée normale d’un champ scalaire u est définie par le produit scalaire,

∇ru · n̂ =

∣∣∣∣∣∣

∂xu
∂yu
∂zu

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

−Nγ′δ
N
0

∣∣∣∣∣∣
= −Nγ′δ∂xu+N∂yu := ∂n̂u (1.1)

Cette surface sépare deux milieux supposés non-magnétiques. Les deux milieux considérés
ici sont des milieux diélectriques, avec ou sans perte. Typiquement, le milieu 1 est de l’air et
le milieu 2 est : soit un métal parfait (de conductivité infinie), soit un diélectrique parfait (de
permittivité purement réelle) soit un diélectrique à perte (de permittivité complexe).

L’invariance suivant la direction de l’axe ẑ simplifie le problème. Vu qu’il n’y a pas de
variations suivant cette direction, les termes portant les dérivées de cette direction ∂z sont nuls.
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1.1. Le problème 2D de diffraction électromagnétique

Polarisations

L’onde incidente est une onde plane et cette onde peut avoir deux polarisations. Dans le
cas de problème sans invariance, la définition des différentes polarisations est claire. Mais la
terminologie concernant la polarisation Transverse Magnétique (TM) ou Transverse Électrique
(TE) est ambiguë dans le cas de surface 1D. Pour clarifier la nomenclature et éviter les confusions,
nous utilisons les définitions suivantes (e.g., section 2.1.2 de [75]),

• dans le cas de surfaces 1D, le problème 2D correspondant est identifié par TM lorsque le
champMagnétique est transverse à la direction d’invariance, c’est-à-direHz = 0. Toutefois,
dans le cas de surfaces 2D, la polarisation TM correspond à un champ Électrique dans
le plan d’incidence (celui contenant la direction de propagation incidente). Elle est aussi
appelée v-polarisation, ou p-polarisation ou encore H-polarisation.

• dans le cas de surfaces 1D, le problème 2D correspondant est identifié par TE lorsque le
champ Électrique est transverse à la direction d’invariance, c’est-à-dire Ez = 0. Cependant,
pour les surfaces 2D, la polarisation est dite TM quand le champ Électrique est perpen-
diculaire au plan. Cette polarisation est aussi appelée h-polarisation, ou s-polarisation, ou
encore E-polarisation.

En d’autres termes, entre les surfaces 1D et les surfaces 2D, la nomenclature sur la polarisation
est en quelque sorte inversée.

Pour résumer dans le cas de surfaces 1D, les deux polarisations sont : TM (Hz = 0) ou TE
(Ez = 0). Le champ incident sera dans l’une ou l’autre polarisation, et du fait de l’invariance le
champ diffracté sera dans cette même polarisation. Il ne peut pas y avoir de polarisation croisée
car les problèmes sont découplés.

Équations de Maxwell

Le champ électromagnétique est régi par les équations de Maxwell [45]. En régime harmonique
de pulsation ω (convention e−iωt) et en considérant les milieux non-magnétiques, linéaires et
isotropes, ces équations sont,

∇r ×Etot − iωµ0Htot = 0 (1.2)

∇r ×Htot + iωǫEtot = J (1.3)

∇r · (ǫEtot) = ̺

∇r ·Htot = 0

où∇r représente l’opérateur gradient pris au point r = (x, y, z). Dans le repère cartésien (x̂, ŷ, ẑ),
il s’écrit : ∇r = ∂x x̂+ ∂y ŷ + ∂z ẑ. L’invariance suivant la direction ẑ implique qu’il n’y a pas
de dépendance par rapport à la coordonnée z, ou en d’autre terme ∂z = 0. Ainsi l’opérateur
gradient se réduit à ∇ = ∂x x̂+ ∂y ŷ.

Les quantités Etot et Htot désignent respectivement le champ électrique total et le champ
magnétique total, J et ̺ désignent respectivement les densités de courant et de charge. Les
paramètres ǫ et µ0 sont les paramètres constitutifs des milieux et ils sont respectivement la
permittivité électrique et la perméabilité magnétique (du vide car le milieu est non-magnétique).

Les milieux considérés sont des milieux diélectriques, par conséquent ils sont dépourvus
de densité de charge électrique : ̺ = 0. De plus, si les milieux sont des milieux purement
diélectriques, alors dans ce cas la densité de courant J est nulle. Pour des milieux diélectriques
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à perte conductrice, la loi d’Ohm locale s’écrit,

J = σEtot

où σ représente la conductivité électrique du milieu considéré. Ainsi, l’équation de Maxwell-
Ampère Eq. (1.3) se réécrit,

∇×Htot + iω ǫ Etot = 0 (1.4)

avec ǫ = ǫ + iσ/ω la permittivité équivalente complexe. Les milieux peuvent aussi être à perte
diélectrique, c’est-à-dire que la permittivité ǫ caractéristique du diélectrique possède une partie
imaginaire. Dans la suite, la permittivité est notée ǫ et peut prendre des valeurs complexes.

Dû fait de l’invariance, les deux polarisations conduisent à des simplifications différentes.

• Polarisation TM (Hz = 0) : l’équation de Maxwell-Ampère Eq. (1.4) se réduit à,
∣∣∣∣∣∣

0
0

∂xHy − ∂yHx

∣∣∣∣∣∣
= −iωǫ

∣∣∣∣∣∣

Ex

Ey

Ez

∣∣∣∣∣∣
=⇒

{
Ex = 0 = Ey

∂xHy − ∂yHx = −iωǫEz

De plus, l’équation de Maxwell-Faraday Eq. (1.2) devient,
∣∣∣∣∣∣

∂yEz

−∂xEz

0

∣∣∣∣∣∣
= +iωµ0

∣∣∣∣∣∣

Hx

Hy

0

∣∣∣∣∣∣
(1.5)

Finalement, la connaissance de la composante Ez suffit pour connâıtre tout le champ
électromagnétique. Éliminant les composantes magnétiques dans l’équation de Maxwell-
Ampère, il vient l’équation de Helmholtz suivante,

{
∇2 + ǫrk

2
}
Ez = 0 (1.6)

avec k2 = ω2ǫ0µ0 le nombre d’onde dans le vide, et ǫr = ǫr+iσ/ωǫ0 la permittivité relative
complexe.

• Polarisation TE (Ez = 0) : de manière quasiment symétrique, de l’équation Maxwell-
Faraday Eq. (1.4) est déduit : Hx = 0 = Hy, puis l’équation de Maxwell-Ampère Eq.
(1.3) implique que seule la connaissance de la composante Hz suffit pour connâıtre tout le
champ électromagnétique. En toute clarté, cela s’écrit,

∂xEy − ∂yEx = +iωµ0Hz et

∣∣∣∣
∂yHz

−∂xHz

∣∣∣∣ = −iωǫ
∣∣∣∣
Ex

Ey

∣∣∣∣ (1.7)

Combinant ces deux dernières équations, la composante Hz vérifie l’équation de propaga-
tion suivante,

∇ ·
( 1
ǫr
∇Hz

)
+ k2Hz = 0

Dans le cas où le milieu est homogène, cette équation devient l’équation d’Helmholtz,
{
∇2 + ǫrk

2
}
Hz = 0 (1.8)

Dans la suite du document, pour simplifier les notations, les quantités seront indicées par le
milieu. Par exemple, les nombres d’onde seront pour chaque milieu,

k2p = ǫrpk
2 p = 1, 2
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1.1. Le problème 2D de diffraction électromagnétique

Conditions aux Limites

Le champ électromagnétique satisfait les équations de Maxwell. Elles impliquent qu’il vérifie
des équations de continuité à la traversée de l’interface,

n̂×
(
Etot
1 −Etot

2

)
= 0 (1.9)

n̂×
(
Htot
1 −Htot

2

)
= Js (1.10)

où Js représente la densité surfacique de courant. Lorsque les milieux sont des milieux diélec-
triques, ce courant surfacique est nul. Les milieux sont non-magnétiques donc la composante
normale du champ magnétique est continue : n̂ · (Htot

1 −Htot
2 ) = 0.

Il faut aussi distinguer les deux polarisations.

• Polarisation TM : en tenant compte des simplifications induites par l’invariance, l’équa-
tion de continuité sur le champ électrique (1.9) donne,

Ez1 − Ez2 = 0 (1.11)

et l’équation de continuité sur le champ magnétique (1.10) donne, en considérant l’équation
de Maxwell-Faraday (1.5) et la définition de la dérivée normale Eq. (1.1),

∂n̂Ez1 − ∂n̂Ez2 = 0 (1.12)

• Polarisation TE : de façon quasiment symétrique, l’équation de continuité sur le champ
magnétique (1.10) donne,

Hz1 −Hz2 = 0 (1.13)

et l’équation de continuité sur le champ électrique (1.9) donne en simplifiant grâce à
l’équation de Maxwell-Ampère (1.7),

∂n̂Hz1

ǫr1
− ∂n̂Hz2

ǫr2
= 0 (1.14)

Si le milieu 2 est un métal parfait, les équations se réduisent à seulement,

TM : Ez1 = 0 et TE : ∂n̂Hz1 = 0 (1.15)

Dans le cas de surfaces 1D, les problèmes de diffraction électromagnétique et de diffraction
acoustique sont identiques. Ils se résument à la résolution d’une équation de propagation scalaire
(Eq. (1.6) ou Eq. (1.8)) avec des conditions aux limites (CL) de Dirichlet (Eq. (1.11) ou Eq.
(1.13)) et de Neumann (Eq. (1.12) ou Eq. (1.14)). Dans la suite du document, le champ est
déterminé par la variable scalaire u qui représente :

• la composante suivant l’axe ẑ du champ électrique (Ez) pour la polarisation TM
• la composante suivant l’axe ẑ du champ magnétique (Hz) pour la polarisation TE.

La connaissance du champ scalaire u (une seule composante) permet de déterminer complètement
le champ électromagnétique.
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1.1.2 Condition de Radiation

Pour caractériser le champ électromagnétique, les équations de Maxwell et les conditions aux
limites ne suffisent pas. Une condition sur le comportement du champ à l’infini doit être ajoutée.
Le champ doit vérifier une condition de radiation, et la plus utilisée est celle de Sommerfeld,
écrite ici en 2D,

lim
r→∞

√
r
(
∂ru − i|k|u

)
= 0

où r est la coordonnée sphérique d’un point. Ici, le champ u représente le champ diffracté. Cette
condition de radiation exprime l’adaptation du champ diffracté u à l’infini.

La condition de radiation est traduite pour la géométrie périodique. Pour cela, les modes de
Floquet sont utilisés. Pour ne pas alourdir la présentation des modes de Floquet, nous n’indice-
rons pas par les milieux.

Modes de Floquet ([55] p.298-301)

L’onde plane n’est pas périodique mais elle est kx-quasi-périodique, c’est-à-dire,

uinc(x+ L, y) = e+ikxLuinc(x, y)

Par conséquent, comme l’onde plane est considérée comme champ incident, les champs considérés
sont aussi kx-quasi-périodiques.

Nous posons v(x, y) = e−ikxxu(x, y) alors la fonction v est de période L, et ainsi elle se
décompose en série de Fourier,

v(x, y) =
∑

n

vn(y)e
i2πn
L

x avec vn(y) =
1

L

∫ L

0
v(x, y)e

−i2πn
L

x dx

et par suite, le champ u s’écrit,

u(x, y) =
∑

n

un(y)e
iαnx et un(y) =

1

L

∫ L

0
u(x, y)e−iαnx dx

avec αn = 2π
L n + kx. Ce développement est injecté dans l’équation d’Helmholtz (équation de

propagation Eq. (1.6) ou Eq. (1.8)), ce qui donne l’équation différentielle, pour y > hmax ou
y < hmin,

u′′n(y) +
(
k2 − α2n

)
un(y) = 0

dont les solutions générales sont,

un(y) = u+n e
+iγny + u−n e

−iγny avec γn =





√
k2 − α2n , |αn| ≤ k

i
√
α2n − k2 , |αn| > k

Du point de vue du milieu 1, les ondes indexées “+” correspondent à des ondes s’éloignant de
la surface : ceux sont des ondes sortantes, et les ondes indexées “−” correspondent à des ondes
s’approchant de la surface : ceux sont des ondes entrantes. Les ondes diffractées par la surface
sont nécessairement sortantes, seuls les modes indexés “+” sont conservés.
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1.1. Le problème 2D de diffraction électromagnétique

Du point de vue du milieu 2, c’est l’inverse. Seules les ondes sortantes indexées “−” sont
conservées. Pour ce qui suit, nous nous restreignons au milieu 1 et les éléments concernant le
milieu 2 seront adaptés en conséquence.

Finalement, le champ diffracté se décompose en mode de Floquet au dessus de la surface
(y > hmax),

u(x, y) =
∑

n

une
iαnxeiγny (1.16)

Dans la zone γδ(x) ≤ y ≤ hmax, la décomposition en mode de Floquet n’est plus rigoureusement
valable. La supposer revient à faire l’hypothèse de Rayleigh.

Si les milieux sont à pertes, le développement en modes de Floquet précédent reste valable.
En revanche, l’interprétation en terme de modes propagatifs et évanescents est plus délicate,
puisque les constantes de propagation γn ne sont plus purement imaginaire ou purement réelle.
Dans ce cas, le nombre d’onde k est complexe. Cependant, deux directions de propagation se
distinguent tout de même. Et dû fait des pertes le champ s’amortit, c’est-à-dire que suffisamment
loin de la surface, ce champ est nul. Par conséquent, la discussion sur la condition de radiation
a peu d’importance.

Si les milieux ne sont pas homogènes, le développement en modes de Floquet reste possible.
Toutefois, l’équation différentielle fait intervenir la permittivité et sa solution n’est plus directe
car ses coefficients deviennent variables. Mais il est généralement possible de se placer sur la ligne
y = +H loin de la surface telle que la permittivité soit constante, auquel cas le développement
précédent est valable.

Condition de radiation périodique

Les modes ayant une constante de propagation γn purement imaginaire sont évanescents,
c’est-à-dire qu’ils ne contribuent pas au champ loin de la surface. Les modes propagatifs sont
ceux dont la constante de propagation γn est purement réelle, et ils contribuent au champ loin
de la surface.

Sur une ligne y = +H > hmax, le champ diffracté s’écrit,

u(x,H) =
∑

n∈Mpropa

une
iαnxeiγnH +

∑

n∈Mevane

une
iαnxe−|γn|H (1.17)

avec Mpropa l’ensemble représentant les modes propagatifs. Cet ensemble n’est pas vide (il
contient au moins le mode fondamental : n = 0) et il est fini.

Pour le problème périodique, la condition de radiation (CR) sur le champ diffracté est donnée
par Eq. (1.17). Sur la ligne y = +H, la condition de Sommerfeld est vérifiée par chaque mode.

Opérateur Dirichlet-Neumann : domaine tronqué

Le domaine de travail comporte deux bords périodiques et l’interface séparant les deux
milieux. Ce domaine n’est pas borné dans la direction ŷ . Dans la suite du document, le domaine
devra parfois être tronqué. Par fermer le domaine, nous définissons les deux frontières suivantes,

1. ΓH
1 =

{
(x, y) ∈ R2 | x ∈]0, L[ , y = +H > hmax

}

2. ΓH
2 =

{
(x, y) ∈ R2 | x ∈]0, L[ , y = −H < hmin

}
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sur lesquelles un opérateur est appliqué pour représenter le milieu infini et la condition de
radiation. L’opérateur adapté est l’opérateur Dirichlet-to-Neumann,

∂yu|ΓH = Tk(u|ΓH )

où k représente le nombre d’onde. Cet opérateur est défini par,

Tk(w)(x) =
∑

n

iγnwne
iαnx avec wn =

1

L

∫ L

0
w(x)e−iαnxdx (1.18)

où w(x) = u|ΓH = u(x,H) est le champ diffracté loin de la surface. Il faut être vigilant car pour
le milieu 2, les ondes sortantes ont une direction opposée, c’est-à-dire Tk2(w) =

∑−iγ2nwne
iα2n .

La CR est donnée sur le champ diffracté et elle s’exprime en fonction du champ total,

∂y

(
utot − uinc

)∣∣∣
ΓH

= Tk(
(
utot − uinc

)∣∣∣
ΓH
)

Dans le cas limite à fréquence nulle (k = 0), la décomposition, similaire à celle de Fourier, s’écrit,

u(x, y) =
∑

n≥0

une
i 2πn

L
xe−

2πn
L

y

et l’opérateur pour borner le domaine devient,

T0(w)(x) =
∑

n≥0

−2πn
L
wne

i 2πn
L

x avec wn =
1

L

∫ L

0
w(x)e−i

2πn
L

x (1.19)

sans oublier la modification du signe dans le cas du milieu 2.

1.1.3 Cas Transverse Magnétique – E-polarisation (u = Ez)

Le système d’équations régissant le problème de diffraction en polarisation TM correspond
à l’équation de Helmholtz Eq. (1.6) avec une CL de Dirichlet Eq. (1.11) et une CL de Neumann
Eq. (1.12) ainsi que deux CR, c’est-à-dire que le problème à résoudre est,





{
∇2 + k21

}
utot1 = 0 ∀(x, y) ∈ Ωδ

1 = {(x, y) ∈ R2 | x ∈]0, L[ , y > γδ(x)}[
utot1,2

]
= 0 ∀(x, y) ∈ Γδ = {(x, y) ∈ R2 | x ∈]0, L[ , y = γδ(x)}[

∂n̂u
tot
1,2

]
= 0 ∀(x, y) ∈ Γδ

{
∇2 + k22

}
utot2 = 0 ∀(x, y) ∈ Ωδ

2 = {(x, y) ∈ R2 | x ∈]0, L[ , y < γδ(x)}
+CRs

(1.20)

où les crochets [•] représentent les sauts pris en y = γδ(x), autrement dit les continuités sur le
champ,

[utot1,2] = 0 ⇐⇒ utot1
∣∣
Γδ − utot2

∣∣
Γδ = 0

[
∂n̂u

tot
1,2

]
= 0 ⇐⇒ ∂n̂u

tot
1

∣∣
Γδ − ∂n̂u

tot
2

∣∣
Γδ = 0

Le champ utot représente le champ total qui se décompose en une partie diffractée notée respec-
tivement udiff dans le milieu 1 et uT dans le milieu 2, et une partie incidente uinc,

utot1 = udiff + uinc et utot2 = uT
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1.1. Le problème 2D de diffraction électromagnétique

avec uinc le champ incident donné par une onde plane.

Pour obtenir le système Eq. (1.20), aucune hypothèse sur les caractéristiques des milieux
n’est faite. Par ailleurs, la permittivité ǫr n’intervient pas dans les CL mais uniquement dans
l’équation de propagation.

Loi de Descartes – Coefficient de Fresnel (Réflexion et Transmission)

Dans la partie concernant l’homogénéisation, nous serons amenés à analyser les résultats à
l’aide des coefficients de Fresnel. Comme les résultats numériques ne traitent que les milieux
homogènes sans pertes, la présentation des coefficients de réflexion et de transmission, aussi dits
coefficients de Fresnel, est restreinte à ces cas (homogènes sans perte). Pour une présentation
générale, nous renvoyons à [55].

Une interface plane séparant deux milieux diélectriques sans pertes est considérée et illustrée
par la Fig. 1.2. Le “contraste” ǫc entre le 2 milieux est défini par,

ǫc =
ǫ2
ǫ1

et par conséquent les nombres d’onde sont reliés par la relation : k2 =
√
ǫck1. Si l’interface sépare

les milieux air/diélectrique, alors le paramètre est : ǫc = ǫr.
L’interface est éclairée par une onde plane dont la direction est donnée par le vecteur d’onde

kinc1 . Cette onde incidente engendre une onde réfléchie dans la direction kR1 et une onde transmise
dans la direction kT2 .

θinc

ŷ

x̂

θT

θR

kinc1

kR1

kT2

Figure 1.2 – Schéma illustrant les lois de Descartes (ici ǫr1 < ǫr2)

Les exposants {inc,R,T} signifie respectivement incident, réfléchi et transmis. Les modules des
vecteurs d’onde, notés kp, correspondent aux nombres d’onde kp des milieux.

Le vecteur d’onde kinc1 s’écrit dans la repère cartésien (x̂, ŷ, ẑ),

kinc1 = k1sin θ
incx̂− k1cos θincŷ

où θinc = ̂(ŷ,kinc1 ) ∈]− π/2, π/2[ est l’angle d’incidence orienté.
De façon analogue, les vecteurs d’onde réfléchi et transmis sont,

kR1 = k1sin θRx̂+ k1cos θRŷ avec θR =
̂(ŷ,kR1 )

kT2 = k2sin θTx̂− k2cos θTŷ avec θT =
̂(−ŷ,kT2 )

13



Chapitre 1. Présentation générale

À partir des relations de continuité à travers une interface plane se déduit la deuxième loi
de Descartes-Snell qui donne la relation suivante entre les angles,

θR = −θinc
k1 sin θ

inc = k2 sin θT

ainsi nous définissons le rapport angulaire,

Θc(θ
inc, ǫc) =

cos θT
cos θinc

=

√
1− (sin θinc)2

ǫc

cos θinc
(1.21)

Le cas limite d’incidence rasante θinc = ±π/2 doit être manipulé avec précaution. L’autre cas
limite : milieu à très fort contraste ǫc →∞, ne pose pas de difficulté ici.

L’interface est plane (en y = 0) et infinie, les champs réfléchi et transmis s’écrivent,

(y ≥ 0)

{
udiff = R0e

+ik1yye+ik1xx

uinc = e−ik1yye+ik1xx ; (y ≤ 0) uT = T0e
−ik2yye+ik2xx

où R0 et T0 sont respectivement le coefficient de réflexion et de transmission pour le plan infini.
En injectant dans les relations de continuité (CL), il vient directement,

[
utot1,2

]
= 0 ⇐⇒ 1 +R0 = T0[

∂ŷu
tot
1,2

]
= 0 ⇐⇒ k1y(1−R0) = k2yT0

où l’on reconnâıt les deux relations classiques liant les coefficients de réflexion et de transmission.
L’expression des coefficients se déduisent,

R0 =
k1y − k2y
k1y + k2y

=
1−Θc

√
ǫc

1 + Θc
√
ǫc

et T0 =
2k1y

k1y + k2y
=

2

1 + Θc
√
ǫc

(1.22)

Ces deux coefficients dépendent de l’angle d’incidence θinc et des permittivités. À incidence
rasante (θinc = ±π/2), les coefficients deviennent, R0 = −1 et T0 = 0, c’est-à-dire que toute
l’onde est réfléchie (dans une direction rasante θR = ∓π/2).

Dans les applications que nous considérons, l’onde va toujours d’un milieu moins réfringent
vers un milieu plus réfringent (c’est-à-dire que nous avons toujours ǫc > 1). Par conséquent,
il n’y pas d’angle incidence limite. Cependant, l’angle limite de transmission, qui correspond à
l’angle de l’onde transmise lorsque l’onde incidente est rasante, est donné par : si θinc = ±π/2,
alors sin θT = ±1/

√
ǫc. Ces deux angles limites signifient : l’onde transmise ne peut jamais être

rasante, et pour toutes les valeurs possibles d’angle d’incidence, l’angle de transmission sera
toujours compris dans l’intervalle [0, asin

(
1/
√
ǫc
)
].

Dans cette polarisation, le coefficient de réflexion ne peut pas s’annuler (à part pour le cas
limite ǫc = 1 sans intérêt pratique). En d’autres termes, il n’existe pas d’angle de Brewster.

Cas métallique

Si le milieu 2 est un métal parfait, alors le milieu 1 considéré est de l’air et la CL se réduit
à une seule condition de Dirichlet Eq. (1.15). Le problème de diffraction consiste au système
suivant, 




{
∇2 + k2

}
utot = 0 dans Ωδ

utot = 0 sur Γδ

+CR
(1.23)
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1.1. Le problème 2D de diffraction électromagnétique

Lorsque l’interface Γδ est plane, le coefficient de réflexion peut être calculé et il donne classi-
quement R0 = −1. Ce résultat se retrouve par passage à la limite (ǫc → i∞) des coefficients
précédents Eq. (1.22).

1.1.4 Cas Transverse Électrique – H-polarisation (u = Hz)

Les milieux sont considérés ici homogènes, par conséquent le système d’équations régissant le
problème de diffraction en polarisation TE correspond à l’équation de Helmholtz Eq. (1.8) avec
une CL de Dirichlet Eq. (1.13) et une CL de Neumann Eq. (1.14) ainsi que deux CR, c’est-à-dire
que le problème à résoudre est,





{
∇2 + k21

}
utot1 = 0 dans Ωδ

1[
utot1,2

]
= 0 sur Γδ

[
∂n̂u

tot
1,2/ǫr1,2

]
= 0 sur Γδ

{
∇2 + k22

}
utot2 = 0 dans Ωδ

2

+CRs

Pour les milieux hétérogènes, la modification de l’équation de propagation est présentée section
1.1.1 (p.8). Et contrairement à la polarisation TM, la permittivité des milieux intervient dans
une CL.

Le cas d’une interface séparant deux diélectriques éclairée par une onde plane en polarisation
TE n’est pas traité dans la suite du document. Toutefois, dans le cas d’une interface plane, les
coefficients de réflexion et de transmission sont donnés par,

R0 =
1−Θc/

√
ǫc

1 + Θc/
√
ǫc

et T0 =
2/
√
ǫc

1 + Θc/
√
ǫc

Dans cette polarisation, il existe un angle de Brewster où toute l’onde est transmise, l’onde
réfléchie est nulle (R0 = 0). Cet angle d’incidence est donné par,

tan θinc =
√
ǫc

L’analyse sur les angles limites d’incidence et de transmission ne dépendent pas de la polarisation,
mais uniquement de la deuxième loi de Descartes-Snell. Elle est par conséquent identique dans
les deux polarisations.

Cas métallique

Si le milieu 2 est un métal parfait, les deux conditions aux limites se simplifient Eq. (1.15)
et le problème à résoudre est le suivant,





{
∇2 + k2

}
utot1 = 0 dans Ωδ

∂n̂u
tot = 0 sur Γδ

+CR
(1.24)

Lorsque l’interface Γδ est plane, le coefficient de réflexion vaut R0 = +1.
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Chapitre 1. Présentation générale

1.1.5 Coefficient de diffusion et Surface Équivalente Radar

Généralement une quantité d’intérêt est le coefficient de diffusion. Par exemple, il est un des
paramètres utilisés dans les problèmes inverses, en particulier en télédétection. Il est défini pour
des surfaces de taille finie (A est l’aire de la surface considérée), et il est évalué en connaissant
le champ diffracté Ediff dans une direction θ par,

σ(θ, θinc) = lim
r→∞

r2

A

|Ediff|2
|Einc|2

En d’autres termes, il correspond à la portion de puissance diffusée par la surface dans une
direction d’observation, par rapport à la puissance incidente. Il est donc sans dimension. Ce
coefficient est évalué, par définition, en champ lointain. Dans le cas où la direction d’observation
est la direction d’incidence (θ = θinc), le coefficient est appelé coefficient de rétro-diffusion. Et
la direction spéculaire correspond à θ = −θinc.

L’invariance de la surface suivant une direction implique des simplifications (voir p. 8) et tout
le champ électromagnétique peut être calculé à partir d’une seule composante u (soit Ez pour
la polarisation TM, soit Hz pour la polarisation TE). Par conséquent, le coefficient de diffusion
est donné par l’évaluation de |udiff|2, c’est à dire,

σ(θ, θinc) = lim
r→∞

r

A

|udiff|2
|uinc|2

Un coefficient de diffusion en transmission se définit de manière équivalente avec le champ trans-
mis. Dans les applications considérant les sols par exemple, il est peu utilisé car il est souvent
difficile d’accès.

Dans le domaine radar, une définition similaire est utilisée,

SER = 4πA σ(θ, θinc) = lim
r→∞

4πr
|udiff|2
|uinc|2

appelée Surface Équivalente Radar, homogène comme son nom l’indique à une surface. La pré-
férence des radaristes va à la SER car souvent ils ne connaissent pas la taille de l’objet diffusant.

La SER est utilisée dans deux configurations : monostatique et bistatique. Dans le cas mono-
statique, le point d’émission et de réception est identique. L’appareil émetteur est aussi l’appareil
récepteur. Dans le cas bistatique, la direction d’émission est fixée et la direction de réception est
quelconque. L’appareil émetteur et l’appareil récepteur sont distincts, et généralement plusieurs
appareils récepteurs sont utilisés.

Coefficient de réflexion et surface périodique

Les surfaces considérées sont périodiques. Ainsi le champ diffracté se décompose en mode de
Floquet Eq. (1.16). Les directions sont données par ,

sin θn = − sin θinc + n
λ

L

où λ = 2π/k correspond à la longueur d’onde. L’amplitude du mode correspond au coefficient
de réflexion Rn de cette direction.

16



1.2. Surfaces rugueuses

Lorsque la période L est petite devant la longueur d’onde, un seul mode de Floquet est
propagatif : le mode fondamental (n = 0) dans la direction spéculaire. Lorsque la période est
plus grande que la longueur d’onde, le champ diffracté se décompose alors en plusieurs modes
caractérisés par leur amplitude complexe Rn. À chaque mode correspond une direction de pro-
pagation.

Coefficient de réflexion et surface tronquée

Les amplitudes complexes données précédemment considèrent une surface invariante et de
période L, donc de taille infinie. La direction d’invariance ne pose pas de difficulté puisqu’il
suffit de choisir une longueur unité. Considérant une surface finie de longueur L, nous souhaitons
connâıtre le coefficient de diffusion ou la SER.

Si cette longueur L est très grande devant la longueur d’onde, la diffraction par les deux bords
est négligeable. Établir le coefficient de diffusion ou la SER en considérant la surface infinie (de
période L) est une approximation raisonnable.

En revanche, si la longueur L est du même ordre de grandeur que la longueur d’onde, alors
les effets de diffraction par les bords ne sont plus négligeables. Le coefficient de diffusion (ou la
SER) peut tout de même être déduit des amplitudes complexes. Il suffit d’utiliser la transformée
de Fourier spatiale du profil. Dans notre cas, il faut multiplier les amplitudes complexes par le
sinus cardinal,

σ(θ, θinc) =
1

L

∑

n∈Mpropa

Rn

sin
(
k1

L
2

(
sin θ − sin θn

))

k1
L
2

(
sin θ − sin θn

)

Même si les paramètres en transmission sont peu utilisés, ils s’obtiennent en adaptant sans
difficulté ces résultats.

1.2 Surfaces rugueuses

Dans cette section, certaines surfaces rugueuses, utilisées dans le reste du document, sont
présentées. Nous distinguons deux types de surfaces rugueuses : celles dont les rugosités sont
périodiques et celles dont les rugosités suivent un profil aléatoire. Toutes les surfaces possèdent
une période L.

1.2.1 Rugosités périodiques

Sous cette dénomination sont regroupées les surfaces présentant deux échelles de variation :
l’une dite rapide et l’autre par opposition dite lente. Les variations rapides forment des rugosités
périodiques et présentent une période d = L/M .

L’exemple représentatif de cette catégorie de surface est le “sinus double échelle” illustré sur
la Fig. 1.3.

Le “sinus double échelle” est la superposition de deux fonctions sinusöıdales,

y = γδ(x) = h1 sin
(
2πx/L

)
+ h2 sin

(
2πx/d

)

où la hauteur h2 est petite devant la hauteur h1. Pour que la surface définie par γδ soit de
période L, la période rapide d en est une fraction entière : d = L/M .

Cette catégorie de surface est le cadre mathématique adéquat pour appliquer les méthodes
d’homogénéisation.
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Figure 1.3 – Profil : sinus double échelle

1.2.2 Rugosités aléatoires

Les scènes naturelles sont souvent représentées par des surfaces ayant un profil stochastique
dont seules certaines caractéristiques statistiques sont connues, par exemple la loi de distribution
des hauteurs ou la fonction d’autocorrélation du profil.

Bien que des lois de distribution non-gaussienne des hauteurs possèdent des applications
[36, 69], nous intéressons uniquement au profil dont la hauteur γδ(x) suit une loi de probabilité
gaussienne,

p(γδ) =
1

m2

√
2π

e
−1
2

(
γδ −m1

)2

m2
2

où les paramètres m1 et m2 sont respectivement la moyenne et l’écart type définis par,

m1 = m(γδ) =

∫

R

γδ p(γδ) dγδ et m2
2 = m

((
γδ −m1

)2)

=
1

L

∫ L

0
γδ(x) dx = m

(
γδ
2
)
−m2(γδ)

La moyenne est choisie nulle (m1 = 0). Dans ce cas, l’écart type m2 correspond à la hauteur
quadratique moyenne notée s qui peut se réécrire sous la forme,

s = m

( √
1

L

∫ L

0
γδ2(x) dx

)

La densité de probabilité gaussienne est souvent utilisée car elle donne une description naturelle
de la majorité des surfaces réelles.

De plus, une distribution gaussienne possède la propriété remarquable que le profil stochas-
tique correspondant est entièrement déterminé par sa loi de distribution des hauteurs et par sa
fonction d’autocorrélation.

La fonction d’autocorrélation C représente, comme son nom l’indique, la corrélation entre
deux points du profil, c’est-à-dire,

C(X) = m
(
γδ(x)γδ(x+X)

)

La fonction C vérifie la propriété : C(0) = s2.
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1.2. Surfaces rugueuses

Les deux grands types de profils les plus utilisées [52] sont ceux dont la fonction d’autocor-
rélation suit : soit une loi gaussienne, soit une loi exponentielle. Par abus de langage, nous les
appellerons respectivement : surface gaussienne ou surface exponentielle. La fonction d’autocor-
rélation suit une loi du type,

Gaussienne : C(X) = s2 e−
X2

l2 Exponentielle : C(X) = s2 e−
|X|
l

où la paramètre l s’appelle longueur de corrélation défini par la relation, C(l) = 1/e. Le coefficient
de diffusion (ou la SER) doit être calculé pour un échantillon de profil suffisamment étendu pour
être statistiquement représentatif.

Pour résumer, dans la suite du document, les surfaces rugueuses aléatoires utilisées seront
caractérisées par :

• une loi de probabilité des hauteurs gaussienne, de moyenne nulle et de hauteur rms s,
• une fonction d’auto-corrélation gaussienne ou exponentielle avec une longueur de corréla-
tion l.

Les paramètres de hauteur rms s et de longueur de corrélation l sont souvent donnés normalisés
par le nombre d’onde k, c’est-à-dire que qu’ils sont exprimés en terme de hauteur rms normalisées
ks et de longueur de corrélation normalisée kl.
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Profil gaussien : ks=2 , kl=8
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Figure 1.4 – Profils : fonction auto-corrélation gaussienne de paramètres ks = 2, kl = 8 et
ks = 2, kl = 5

Sur Fig. 1.4 sont représentés deux profils de surfaces aléatoires avec une fonction d’auto-
corrélation gaussienne. Les hauteurs rms normalisées sont identiques et prises à ks = 2. La
longueur de corrélation normalisée est prise pour deux valeurs différentes : kl = 8 et kl = 5.
À hauteur rms fixée, plus la longueur de corrélation est petite et plus la surface présente des
irrégularités.
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Figure 1.5 – Profils : fonction auto-corrélation gaussienne et exponentielle de paramètres ks = 2
et kl = 8

Sur Fig. 1.5 sont représentés deux profils de surfaces aléatoires dont les paramètres hau-
teur rms normalisée et longueur de corrélation normalisée sont identique mais dont la fonction
d’auto-corrélation est différente : l’une est gaussienne et l’autre est exponentielle. Les surfaces à
auto-corrélation exponentielle présentent plus d’irrégularités que les surfaces à auto-corrélation
gaussienne.

Généralement, pour obtenir une statistique représentative d’une surface aléatoire, un grand
nombre de profils doit être tiré.

1.2.3 Critère de Rayleigh

Une surface n’est pas intrinsèquement rugueuse. La“taille”de la rugosité (et son effet) dépend
de la longueur d’onde du champ incident. Le paramètre représentatif pour quantifier les rugosités
d’une surface est le déphasage induit par deux points P1 =

(
x1, γδ(x1)

)
et P2 =

(
x2, γδ(x2)

)

appartenant à la surface.

Le déphasage ∆φ entre les deux rayons réfléchis par les points P1 et P2 est donné par,

∆φ = k

(
(
γδ(x1)− γδ(x2)

)(
cos θinc + cos θR

)
+

(
x1 − x2

)(
sin θinc − sin θR

)
)

où les angles sont ici non-orientés. Le nombre d’onde k est celui du milieu 1. Dans la direction
spéculaire (θR = θinc), cette différence de phase devient,

∆φ = 2k
(
γδ(x1)− γδ(x2)

)
cos θinc
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ŷ
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Figure 1.6 – Schéma illustrant le critère de Rayleigh

Le déphasage dépend de la hauteur séparant les points P1 et P2. Généralement [51], si la hauteur
est telle que le déphasage soit ∆φ < π/2, alors les rayons interagissent de manière constructive
et la surface est considérée comme peu rugueuse (lisse). A contrario, si la hauteur est telle que
∆φ > π/2 alors les ondes interfèrent de manière destructive et la surface est considérée comme
rugueuse.

Le paramètre de Rayleigh [51] tient compte du caractère stochastique du profil de la surface.
En prenant la variance du déphasage et en considérant que les hauteurs de deux points éloignés
(|x1 − x2| ≫ 0) ne sont pas corrélées, le paramètre de Rayleigh est défini par,

CRayleigh = 2ks cos θinc = 4π
s

λ
cos θinc

Le paramètre est défini ici dans la direction spéculaire, il peut aussi se définir dans une direction
arbitraire : CRayleigh = ks

(
cos θinc+cos θR

)
. Un paramètre similaire pourrait aussi être défini en

considérant la transmission.
Le critère de Rayleigh permet de quantifier les rugosités d’une surface : si CRayleigh < π/2

alors la surface est peu rugueuse et si CRayleigh > π/2 alors la surface est considérée comme

rugueuse. À partir de ce critère, une surface est considérée peu rugueuse si sa hauteur rms
vérifie,

s <
1

8

λ

cos θinc

Le paramètre de Rayleigh dépend de la longueur d’onde et de la hauteur de la surface
mais aussi de l’angle d’incidence (et de l’angle d’observation). Par conséquent, une surface peut
être considérée comme rugueuse à une faible incidence et être considérée comme lisse pour une
incidence rasante.
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1.3 Méthodes de résolution : présentation non-exhaustive

Il faut deux distinguer deux types de problèmes : ceux où la surface est déterministe et
ceux où la surface est stochastique. Ces deux types de problèmes dépendent de la connaissance
de la surface. Dans certaines applications, le profil de la surface n’est pas connu mais seuls
des paramètres statistiques de celui-ci le sont (section 1.2.2). Le champ diffracté est alors une
variable aléatoire (stochastique) et ses moments statistiques sont cherchés. Par exemple, sa
moyenne (moment d’ordre 1) correspond à la composante cohérente du champ ou sa variance
(moment d’ordre 2) correspond à la puissance incohérente.

Les deux types de problèmes sont de nature très différents. Cependant, deux classes de
méthodes se distinguent pour connâıtre le champ diffracté :

• celles basées sur une approximation des équations de Maxwell,
• celles basées sur une résolution dite rigoureuse des équations de Maxwell.

Ces deux classes de résolution se complètent, en terme de domaine de validité, de précision, de
configurations abordables ou même en terme de ressources numériques nécessaires. Les premières
sont plus rapides et numériquement beaucoup moins coûteuses mais souvent au détriment de la
précision ou du domaine de validité. Les deuxièmes sont généralement utilisées pour valider les
premières en terme de précision et de domaine de validité, mais, même en tenant compte de la
montée en puissance des calculateurs, elles permettent difficilement des applications embarquées
(temps-réel, . . .).

Dans le cas où la surface est stochastique, une approche classique est d’utiliser une méthode
de Monte-Carlo. De nombreuses variantes plus ou moins élaborées ont été utilisées, cependant
l’idée générale de cette approche est la suivante : un grand nombre de profils de la surface sont
tirés pour avoir un échantillon statistiquement représentatif, puis le problème est résolu (soit
par une méthode approchée soit par une méthode rigoureuse) pour chaque profil (déterministe)
et enfin les moments statistiques des quantités d’intérêts (coefficient de diffusion, SER, . . .) sont
extraits. Certaines méthodes basées sur des approximations permettent d’accéder de manière
analytique directement aux moments statistiques cherchés.

1.3.1 Méthodes basées sur une approximation

Les méthodes basées sur une approximation sont les plus nombreuses et les plus anciennes.
Même si la séparation n’est pas franche, deux approches peuvent être distinguées :

• l’une se base sur une formulation intégrale et rigoureuse du champ électromagnétique puis
la résolution de cette formulation est faite en utilisant un développement en série (par
rapport à un petit paramètre). Généralement, le domaine de validité de cette approche est
directement relié au rayon de convergence de la série.

• l’autre suppose des mécanismes de diffraction (diffusion) basés sur des considérations heu-
ristiques.

Nous donnons très succinctement quelques références sur les méthodes utilisées dans la commu-
nauté des surfaces rugueuses. La dénomination des méthodes dépend des auteurs, et souvent
deux appellations recouvrent la même mise en œuvre.

Elfouhaily et Guérin [26] donnent une présentation complète (Topical Review) des différentes
méthodes basées sur des approximations dans une notation unifiée. En particulier, ils s’attachent
à montrer les connexions entre les différentes méthodes.

Dans le cas où la surface possède des rugosités périodiques (une échelle de variation), les
premiers travaux de résolution sont dûs à Rayleigh [59] puis largement étendus (par exemple
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1.3. Méthodes de résolution : présentation non-exhaustive

voir Ishimaru [37] chapitre 21).

Par exemple la méthodes des petites pertubations [51], la méthode small-slope approxmia-
tion [74] ou parfois appelé operator expansion model sont basés sur la première approche. Les
méthodes basées sur l’approximation de l’optique géométrique (ray tracing, méthode haute-
fréquence, . . .) ou celles basées sur l’approximation de Kirchoff [29, 76] appartiennent à la
deuxième approche.

1.3.2 Approche rigoureuse

Le problème de diffraction est un problème d’équations aux dérivées partielles (EDP) avec
des conditions aux limites. Donc toutes les méthodes numériques de résolution d’EDP sont
applicables : des méthodes basées sur les éléments finis aux méthodes basées sur les volumes
finis en passant par l’approche Galerkin discontinu. La préférence de la communauté des surfaces
rugueuses est portée sur les méthodes basées sur les différences finies (FDTD) et sur les méthodes
basées sur des équations intégrales. Dans le reste du document, comme la méthode basée sur
une représentation intégrale du champ est utilisée, quelques points de celle-ci sont détaillés.

Méthodes de Moments (MoM)

Dans la MoM, seule la surface doit être échantillonnée et cette méthode conduit à chercher
le vecteur densité de courant sur la surface. La MoM consiste à discrétiser une représentation
intégrale du problème de diffraction ce qui mène à la résolution d’un système linéaire. Dans le
cas d’un problème périodique, la MoM est présentée en détail à la section 4.1.1 (p. 90).

Le nombre d’inconnues, directement lié à l’échantillonnage de la surface, est souvent impor-
tant et le système linéaire est résolu par une méthode itérative : soit basée sur les sous-espaces
de Krylov (présentée à la section 4.1.2), soit basée sur une décomposition judicieuse de la ma-
trice impédance associée au système linéaire. Les principales méthodes itératives appliquées aux
surfaces rugueuses sont discutées dans la section 4.1.4.

La matrice impédance issue de la MoM est dense et ses coefficients sont complexes, c’est
pourquoi elle a longtemps été peu utilisée. Les performances des calculateurs ne permettaient
pas d’accéder à des tailles de problème conséquent. De plus, la matrice étant dense, la résolution
par une méthode directe (décomposition LU avec substitution, décomposition de Choleski, . . .)
est numériquement difficile. Les méthodes itératives sont préférées et le coût numérique est gé-
néralement concentré dans l’évaluation du produit matrice-vecteur. La montée des performances
des calculateurs et les travaux sur l’évaluation rapide du produit matrice-vecteur l’ont rendue
populaire.

Au lieu de calculer puis de stocker la matrice du système linéaire pour au final n’utiliser que
le produit matrice-vecteur dans la résolution itérative, seul un produit matrice-vecteur approché
est construit en essayant de réduire son coût. Sans être exhaustifs, nous pouvons citer quelques
travaux dans cette voie. Canning [14] et La Bourdonnaye [23] cherchent à creuser la matrice en
utilisant respectivement des fonctions de base qui ne rayonnent pas dans des directions privilé-
giées ou une méthode basée sur une discrétisation micro-locale complétée par la théorie de la
phase stationnaire. Abboud, Nédélec et Zhou [2] cherchent à réduire la dimension de l’espace
de discrétisation en évaluant la phase du courant grâce aux théories asymptotiques et en ne
discrétisant que le module du courant, ceci permettant de relâcher le critère de discrétisation.
La technique la plus performante à l’heure actuelle est la méthode multi-pôle rapide (Fast Mul-
tipole Method) proposée par Greengard et Rokhlin [20, 31] et amélioré par Song et Chew [67].
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Chapitre 1. Présentation générale

La FMM permet de réduire le complexité calculatoire du produit matrice-vecteur de O(N2) à
seulement O(N logN). Toutefois, les méthodes de type FMM sont inefficaces pour les problèmes
périodiques. Pour accélérer le produit matrice-vecteur, une méthode alternative basée sur une
décomposition QR de la matrice a été proposée par Poirier dans [58]. Même si nous avons étendu
cette méthode alternative aux problèmes périodiques [71], dans le reste du document, le produit
matrice-vecteur n’est pas accéléré et reste en O(N2) (en terme de nombre d’opérations).

Pour finir, la difficulté dans les méthodes itératives est le nombre d’itérations nécessaire pour
obtenir la convergence. Dans la section 4.1.3 sont présentés les préconditionneurs qui sont la mé-
thode classique pour réduire le nombre d’itérations Une méthode alternative est la construction
d’une représentation intégrale du problème de diffraction qui mène à des matrices bien précon-
ditionnées. Levadoux [43] présente un formalisme pour l’équation d’Helmholtz puis a été étendu
aux équations de Maxwell dans [11, 12]. Cette approche est aussi utilisée dans [21, 18, 53].
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Homogénéisation de surfaces
rugueuses métalliques
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2.1.2 Les différents outils . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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2.4.5 Analyse en terme de coefficients de réflexion . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.5 Commentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Beaucoup de problèmes physiques dépendent de “petits” paramètres. La recherche de coeffi-
cients effectifs pour représenter ces fines variations est depuis longtemps étudiée. De nombreuses
méthodes suivant les cadres d’application ont été proposées, et généralement, elles reposent sur
un développement asymptotique conduisant à une procédure d’homogénéisation. L’effet du “pe-
tit”paramètre est en quelque sorte“moyenné”. Une présentation détaillée de différentes méthodes
est faite dans les livres de Bensoussan et al. [10], ou de Sanchez-Hubert et Sanchez-Palencia [63],
ou encore de Sanchez-Palencia [64].
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Dans le cadre de l’électromagnétisme, deux techniques se distinguent : celle d’un développe-
ment asymptotique raccordé et celle d’un développement double-échelle. L’idée des développe-
ments asymptotiques raccordés est de scinder la solution en une partie locale (problème intérieur)
et en une partie globale (problème extérieur). Puis ces deux solutions sont judicieusement rac-
cordées. Cette technique a été appliquée à plusieurs types de problème comme celui des couches
minces [5], ou des fentes [39], ou encore des problèmes liés aux antennes [9]. Dans le cas de
surface présentant des irrégularités périodiques, Nevard et Keller ont proposé cette technique
dans [50], puis Kristensson [41] l’a étendue aux géométries 3D. De notre point de vue, le raccor-
dement est le point délicat dans la procédure car il n’existent pas de stratégie unique pour tous
les problèmes.

L’autre technique est celle d’un développement double-échelle ou parfois appelée dévelop-
pement par correcteurs. Dans ce cas, la solution recherchée est séparée en une partie globale
(champ effectif) et en une partie locale (correcteur de couche limite). Le nom de couche limite
s’illustre dans l’application de la technique en mécanique des fluides, où une loi de paroi ef-
fective est cherchée [4]. Dans le cas d’objet métallique (parfait ou non) recouvert d’une couche
diélectrique comportant des billes métalliques, Achdou [3] puis Abboud et Ammari [1] ont utilisé
cette technique pour traiter le problème. Concernant les surfaces comportant des irrégularités
périodiques, Holloway et Kuester [34] proposent des développements similaires à ceux présen-
tés dans ce document. Pour illustrer les différences et similitudes, leurs développements sont
succinctement présentés en Annexe A.

La procédure que nous allons suivre, conduisant à l’évaluation asymptotique du champ, est
basée sur un développement double-échelle en tenant compte de variations lentes des irrégulari-
tés. Initialement, nous cherchons à dériver une condition équivalente à partir de cette évaluation.
Toutefois, cette évaluation peut aussi être utilisée en tant que telle.

Avant de rentrer dans les détails techniques, nous présentons les idées directrices de la mé-
thode “homogénéisation”. Nous donnons quelques détails sur la procédure générale. Puis afin de
se familiariser avec la méthode, nous rappelons succinctement le cas de la polarisation Trans-
verse Magnétique (TM), traité en détail à l’ordre 1 par Poirier [56]. Toutefois, la mise en œuvre
numérique est nouvelle et les résultats numériques à l’ordre 1 sont présentés différemment de
[56].

2.1 Présentation générale de la méthode

2.1.1 Les grandes lignes

La difficulté majeure lors du calcul de la diffraction par des surfaces rugueuses à partir de
méthodes rigoureuses est le nombre de détails nécessaires pour décrire correctement toutes les
échelles de rugosités. Ceci entrâıne, dans les méthodes rigoureuses, une augmentation significative
du nombre d’inconnues (degré de liberté), qui rend souvent impossible le calcul.

L’idée générale est donc de transformer la Condition aux Limites (C.L.) posée sur la surface
rugueuse (notée Γδ) en une Condition aux Limites Équivalente ou Effective (C.L.E.) représentant
les rugosités et posée sur une surface numériquement plus accessible (par exemple un plan noté
Γ0).

La stratégie que l’on cherche à mettre en place est donc la suivante (voir Fig. 2.1). Le
problème initial de taille N est divisé en M cellules, puis sur chaque cellule p nous évaluons
la C.L.E.. En d’autres termes, nous résolvons 1 sous-problèmes de taille Np puis un problème
(numériquement plus facile) de taille M , au lieu de résoudre un seul problème de taille N (qui
peut-être numériquement inaccessible).
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Figure 2.1 – Schéma présentant l’idée générale de la procédure d’homogénéisation

Pour évaluer la C.L.E., une méthode d’homogénéisation est utilisée. En outre, la technique
employée est basé sur deux conditions :

• périodicités des cellules,
• dépendance d’un “petit” paramètre.

Dans le cadre de surfaces à une échelle de périodicité, ces deux conditions sont bien respectées
(voir Fig. 2.1(b)). Les techniques d’homogénéisations sont mêmes construites pour traiter ce type
de problèmes. Les surfaces présentant deux échelles de variations, l’une lente et l’autre rapide
(en terme de longueur d’onde), et dont la variation rapide est aussi périodique, vérifient aussi les
deux conditions. Dans une cellule, la variation lente est faible et par conséquent elle peut être
négligée.

Dans le cadre de surfaces rugueuses ayant un profil aléatoire, les cellules ne seront évidemment
pas périodiques. La première condition n’est plus respectée. Toutefois, Poirier et al. [57] ont
montré l’intérêt numérique de cette approche. La C.L.E. sera établie comme si chaque cellule
était périodique.
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

La deuxième condition impose un profil pour les surfaces dites homogénéisables. La taille des
rugosités doit être liée à la taille des cellules. La longueur totale de la surface est notée L, et
nous définissons la taille des cellules comme d = L/M ainsi que le paramètre δ = d/L, et nous
nous supposons la surface a le profil suivant,

γδ(x) = δs(x, σ) avec σ = x/δ (2.1)

La fonction s(x, σ) est de période L suivant x et de période d suivant σ. PourM entier, la surface
définie par γδ est bien de période L,

γδ(x+ L) = δs(x+ L, σ)
∣∣∣σ=x+L

δ

= δs(x, σ)
∣∣∣σ=x

δ
+M2d

= δs(x, σ)
∣∣∣σ=x

δ

Ce profil modélise des surfaces rugueuses pour lesquelles le domaine de validité des méthodes
classiques reste incertain. De plus, il explicite le caractère double échelle des surfaces. Dans le cas
de surfaces à une échelle de périodicité (Fig. 2.1(b)), le profil de la surface se réduit à seulement,
γδ(x) = δs(σ).

Le paramètre δ représente le changement d’échelle. Il est par définition sans dimension. Pour
les surfaces à une échelle de périodicité, il n’y a pas à proprement parler de grande période L et
de petite période d. Toutefois, un grand nombre de périodes sont considérées pour conserver le
rapport δ = d/L petit devant 1.

Pour finir sur les grandes lignes de la méthode, précisons que la technique employée utilise
trois outils, à savoir :

• Séparation des “effets lents” et des “effets rapides” (noté u+Π)
• Développement Asymptotique (DA) par rapport au (petit) paramètre δ
• Développement de Taylor (DT) sur la partie lente uniquement.

Puis ces outils sont introduits dans les équations initiales que l’on cherche à résoudre. Les grandes
lignes de la méthode sont résumées par la procédure suivante :

1. u+Π + DA → EP ⇒ 2 Equations

2. u+Π + DA + DT → C.L. ⇒ 1 C̃.L

3. Regroupement des Puissances de δ

4. Résolution des sous-problèmes

où C̃.L signifie une Condition aux Limites Modifiée, et EP signifie Équation de Propagation.

Par cette procédure, nous avons transformé le problème initial en deux problèmes : l’un relatif
aux effets globaux (u) et l’autre relatif aux effets locaux (Π). Ces deux nouveaux problèmes sont

liés par la C̃.L.

L’information des rugosités fines est contenues dans les problèmes auxiliaires“rapides”(relatif
aux effets locaux). Ainsi en résolvant le problème relatif aux effets locaux (Π) nous espérons ca-

ractériser la C̃.L et prendre en compte l’effet des rugosités fines. Puis, nous pourrons l’ introduire
dans le problème relatif aux effets globaux (u).
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2.1. Présentation générale de la méthode

2.1.2 Les différents outils

Avant d’appliquer la procédure aux surfaces parfaitement métalliques dans les deux cas de
polarisation, nous allons détailler les trois outils et préciser les différentes notations utilisées par
la suite.

Séparation lents/rapides (noté u+Π)

Le champ total utot est décomposé en deux parties :

utot(x, y) = u(x, y) + Π(x, σ, τ) (2.2)

où :
• la partie u correspond à la contribution des effets globaux (partie lente). C’est la partie
qui nous intéresse pour calculer par exemple le coefficient de réflexion. Nous l’appelons le
champ effectif.

• la partie Π correspond à la contribution des effets locaux (partie rapide). Celle-ci donne une
information sur ce qui se passe près de la surface (dans la couche limite). Nous l’appelons
le correcteur (de couche limite).

Et les variables correspondantes sont,
• (x, y) sont les variables lentes
• (σ = x/δ , τ = y/δ) sont les variables rapides. Elles correspondent à un changement
d’échelle, entre l’échelle globale et l’échelle locale.

Pour préciser les notations, le champ effectif u “évolue” dans le même domaine Ωδ que le
champ total utot, à savoir :

Ωδ =
{
(x, y) ∈ R

2 | x ∈]0, L[ , H > y > 0
}

et le correcteur de couche limite Π “évolue” dans le domaine avec le changement d’échelle δ,

D =
{
(σ, τ) ∈ R

2 | σ ∈]0, d[ , HD > τ > s(x, σ)
}

Ce domaine D représente une cellule, et comme la fonction s(x, σ) possède une période d suivant
σ, la cellule a aussi une taille d.

Le problème est périodique, par conséquent le champ se décompose en modes de Floquet Eq.
(1.16). Cette séparation peut être motivée par cette décomposition. Dans la cellule D, le mode
Φn d’ordre n s’écrit,

Φn(x, y) = eiα
′
nxei

√
k2−α′2n y

avec α′n = kx+2πn/d. Par conséquent, les modes rapides, c’est-à-dire avec n suffisamment grand,
peuvent être approchés par,

Φn(x, y) ≈ eikxxei
2πn
d

xe−
2πn
d

y

Or la relation de changement d’échelle est d = δL. Le mode est alors écrit,

Φn(x, y) ≈ eikxxei
2πn
L

σe−
2πn
L

τ = φn(x, σ, τ)

Le correcteur Π correspond physiquement aux modes évanescents et s’atténue exponentiel-
lement pour τ → ∞. Le correcteur Π représente les effets locaux, c’est-à-dire les effets proches
de la surface. Il est donc raisonnable qu’il soit nul loin de la surface, ce qui s’écrit,

lim
τ→∞

Π(x, σ, τ) = 0 (2.3)
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

que l’on notera : Π
∞
= 0. En outre, la même conséquence est tirée sur les dérivées du correcteur,

et inclue dans la notation Π
∞
.

Rigoureusement, le correcteur de couche limite devrait être Π = Π(x, y, σ, τ). Cependant,
nous venons d’illustrer que le correcteur n’ a pas de dépendance en y, i.e., Π = Π(x, σ, τ). D’un
point de vu physique, cela parait naturel car ce terme représente les effets locaux, ce qui se passe
dans la couche limite (i.e., ce qui est proche de la surface). La dépendance en x du terme Π,
relatif au comportement interne à la couche limite, est destiné à prendre en compte le fait que
la période locale de la frontière peut varier d’une zone à l’autre. De plus, il faut noter que la
variable x est considérée comme un paramètre fixé pour le problème local.

   
   
!!!
!!!

   
   
!!!
!!!

   
   
!!!
!!!

   
   
!!!
!!!

   
   
!!!
!!!

   
   
!!!
!!!

   
   
!!!
!!!

   
   
!!!
!!!

                       
                       
                       

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

 
 
 
 
 
 

!
!
!
!
!
!

       !!!!!!!

périodique

Ωδ

L

x

Γδ

y

D

Γ
H

d
Σ

n

Figure 2.2 – Schéma du problème métallique

La Condition aux Limites (C.L.) pour le champ effectif u est posée sur la surface,

Γδ =
{
(x, y) ∈ R

2 | x ∈]0, L[ , y = δs(x, σ)
}

et celle du correcteur Π est posée sur :

Σ =
{
(σ, τ) ∈ R

2 | σ ∈]0, d[ , τ = s(x, σ)
}

Fig. 2.2 illustre ces différentes notations.
Pour finir, précisons que le domaine Ωδ et le domaine D sont des domaines bornés. Une

C.L. sur la frontière fermant les domaines doit donc être précisée. La condition de radiation
décrite dans la section 1.1.2 est utilisée.
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2.1. Présentation générale de la méthode

Développement Asymptotique

Nous cherchons (ansatz) la solution sous la forme d’un développement asymptotique,

u(x, y) =
∑

n≥0

u
(n)
(x,y)δ

n et Π(x, σ, τ) =
∑

n≥0

Π
(n)
(x,σ,τ)δ

n (2.4)

En choisissant le paramètre δ petit devant 1, peu de termes sont nécessaires pour avoir une
représentation correcte de la solution.

Ce développement asymptotique est motivé par deux remarques :
• le calcul du coefficient de réflexion d’un plan périodique déphasée (y = +hmax ∀x ∈]0, d[).

Nous considérons ici une surface à une échelle de périodicité dont la période d est petite
devant la longueur d’onde. Ceci implique que seul le mode de Floquet fondamental est
propagatif, c’est-à-dire que le champ total admet la décomposition,

utot(x, y) = uinc(x, y) +Rδ e
ikxx+ikyy + termes évanescents (2.5)

Le coefficient Rδ peut être interprété comme le coefficient de réflexion du champ incident.
L’onde incidente est prise ici en polarisation TM. Cependant, les résultats sont similaires
pour l’autre polarisation. Le calcul du coefficient de réflexion du plan déphasé donne :
Rδ = −ei2kyhmax . En considérant la hauteur de déphasage hmax petite devant la longueur
d’onde, le développement limité donne,

Rδ = −1 + 2ikyhmax − 4(kyhmax)
2 + o

(
(khhmax)

2
)

En choisissant, comme définition alternative pour le paramètre δ, de prendre δ = kyhmax,
le coefficient de réflexion s’écrit,

Rδ = R(0) + δR(1) + δ2R(2) +O(δ3) (2.6)

avec R(0) = −1, R(1) = 2 et R(2) = −4.

• le calcul numérique (Méthode des Moments) du coefficient de réflexion.

Fig. 2.3(a) et Fig. 2.3(b) montrent le coefficient de réflexion Rδ à incidence normale cal-
culé par la MoM pour une surface à une échelle de périodicité. La première chose est
qu’une surface n’est pas intrinsèquement rugueuse mais que l’effet de la rugosité dépend
du champ incident (en terme de la longueur d’onde et d’angle d’incidence). Comme la hau-
teur du profil est fixée, le coefficient de réflexion varie avec la longueur d’onde, c’est-à-dire
que la taille de la rugosité devient plus importante (en terme de longueur d’onde) lorsque
la fréquence augmente. Ensuite, sur ces deux courbes, un développement asymptotique
s’esquisse. Le coefficient de réflexion à l’ordre 0 (lorsque la fréquence tend vers 0) corres-
pondrait au coefficient de réflexion d’un plan, c’est-à-dire que nous attendons R(0) = −1
pour la polarisation TM et R(0) = +1 pour la polarisation TE.

Pour cette même surface, nous traçons la partie réelle et imaginaire du coefficient Rδ−R
(0)

δ
(Fig. 2.3(c) et Fig. 2.3(d)). En utilisant la formule suivante,

R(1) = lim
δ→0

Rδ −R(0)

δ
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

nous nous attendons à obtenir un coefficient de réflexion pour l’ordre 1 purement ima-
ginaire, c’est-à-dire que le coefficient R(1) correspondrait à la valeur lorsque la fréquence
tend vers 0 ( Fig. 2.3(d)). La pente de la partie réelle (Fig. 2.3(c))) correspondrait au
coefficient d’ordre 2.
Remarquons qu’en combinant Eq. (2.5) et Eq. (2.6), nous en déduisons,

u(0)(x, y) = R(0) eikxx+ikyy + uinc(x, y)

u(1)(x, y) = R(1) eikxx+ikyy

γδ(x) = hmax sin(2πx/d)

(
= δ
( 1
ky

sin(
2πkyhmax

d

x

δ
)
)
= δs(σ)

)

hauteur période fréquence varie de longueur d’onde
h = 0.001m d = 0.002m 0.1GHz à 46GHz 6.52 10−3 à 3m
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(a) Partie réelle de Rδ en fonction de la fréquence

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45

Im
(R

δ)

frequence (GHz)

Partie imaginaire Rδ

(b) Partie imaginaire de Rδ en fonction de la fré-
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(d) Partie imaginaire : évaluation de R(1) en fonc-
tion du paramètre δ

Figure 2.3 – Illustration du développement asymptotique sur le coefficient de réflexion d’une
surface à une échelle de périodicité.
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2.2. Équation de Propagation

Développement de Taylor

Un développement de Taylor est introduit pour “ramener” le problème lent posé sur Γδ en
un problème posé sur un plan Γ0 (i.e., posé sur y = 0) :

u(n)
∣∣∣
Γδ

=
δs→0

u
(n)
|y=0 +

N∑

k=1

δk
sk

k!

(
∂kyu

(n)(x, y))
)
|y=0

+O(δN+1)

ce qui s’écrit, explicitement, en puissances de δ :

utot
∣∣
Γδ =

δ0 u
(0)
|y=0

+ δ1 u
(1)
|y=0

+ s
(
∂yu

(0)(x, y)
)
|y=0

+ δ2 u
(2)
|y=0 + s

(
∂yu

(1)(x, y)
)
|y=0

+ s2

2

(
∂2yu

(0)(x, y)
)
|y=0

...

+ δn u
(n)
|y=0 +

n∑

k=1

sk

k!

(
∂kyu

(n−k)(x, y)
)
|y=0





(2.7)

Nous choisissons de “ramener” le problème lent sur un plan Γ0 car la résolution finale devient
plus facile (méthode de collocation). Un autre choix possible, qui n’est pas envisagé dans ce
document, serait une moyenne locale (dépendant des paramètres lents). Cependant, la résolution
finale serait numériquement plus coûteuse.

Maintenant que les différentes notations et outils ont été précisés, nous pouvons réaliser la
procédure.

2.2 Équation de Propagation

La première étape de la procédure, à savoir injecter la séparation u+Π et le développement
asymptotique dans l’équation de propagation, est identique quelle que soit la polarisation.

Comme le correcteur de couche de limite Π dépend des deux types de variables, il faut utiliser
la formule de la châıne,

∂xΠ → δ−1∂σΠ + ∂xΠ
∇2Π → δ−2∇2

στΠ + 2δ−1∂x∂σΠ + ∂2xΠ
∂yΠ → δ−1∂τΠ

(2.8)
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L’équation de propagation {∇2 + k2}utot = 0 devient,

δ−2 ∇2
στΠ

(0)

+ δ−1
(
∇2

στΠ
(1) + 2∂x∂σΠ

(0)
)

+
∑
n≥2

δn−2
(
{∇2

xy + k2}u(n−2)

+∇2
στΠ

(n) + 2∂x∂σΠ
(n−1)

+{∂2x + k2}Π(n−2)
)

= 0





(2.9)

Nous obtenons donc deux équations pour chaque ordre du développement asymptotique, l’une
régissant les effets globaux en u(n), et l’autre régissant les effets locaux en Π(n). Le “découplage”
de ces deux équations résulte de la condition à l’infini imposée pour les correcteurs de couche
limite Π(n).

Il est important de noter que l’équation régissant le champ effectif u(n) est une équation de
Helmholtz, tandis que l’équation régissant le correcteur de couche limite Π(n) est une équation
de Laplace, c’est-à-dire qu’elle ne dépend pas de la fréquence.

2.3 Polarisation TM (u = Ez)

Le cas de cette polarisation est traité en détail à l’ordre 1 dans [56]. Nous en reprenons
les grandes lignes pour illustrer les étapes de la méthode d’homogénéisation. La procédure est
appliquée au problème (1.23).

2.3.1 Injection des Éléments

Le deuxième étape de la procédure concerne le traitement de la C.L. : utot
∣∣
Γδ = 0. Nous

commençons par y introduire le développement asymptotique, ce qui donne,
∑

n≥0

(
u(n)

∣∣∣
Γδ
+ Π(n)

∣∣∣
Σ

)
δn = 0 ou encore u(n)

∣∣∣
Γδ
+ Π(n)

∣∣∣
Σ
= 0 , ∀n

puis en injectant le Développement de Taylor Eq. (2.7), nous obtenons,

δ0 Π(0)
∣∣∣
Σ
+ u

(0)
|y=0

+ δ1 Π(1)
∣∣∣
Σ
+ u

(1)
|y=0 + s(x, σ)

(
∂yu

(0)(x, y)
)
|y=0

+ δ2 Π(2)
∣∣∣
Σ
+ u

(2)
|y=0

+s
(
∂yu

(1)(x, y)
)
|y=0

+ s2

2

(
∂2yu

(0)(x, y)
)
|y=0

...
= 0





(2.10)

34



2.3. Polarisation TM (u = Ez)

Pour chaque puissance de δ , ces C.L. sont les Conditions aux Limites Modifiées pour chaque
ordre (C̃.L.(n)).

Finalement, nous rassemblons les termes suivant leur puissance de δ. Nous avons bien décou-
plé le problème en deux sous-problèmes reliés par une condition aux limites (C̃.L.(n)). Les deux
premiers ordres sont,

Ordre 0




∇2
στΠ

(0) = 0

Π(0)
∣∣∣
Σ

= −u(0)|y=00

Π
∞

(0) = 0

(2.11)





{∇2
xy + k2}u(0) = 0

u
(0)
|y=0 = − Π(0)

∣∣∣
Σ

Condition de radiation

Ordre 1





∇2
στΠ

(1) = −2∂x∂σΠ(0)

Π(1)
∣∣∣
Σ

= −u(1)|y=0
−s

(
∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

Π
∞

(1) = 0

(2.12)





{∇2
xy + k2}u(1) = 0

u
(1)
|y=0 + s

(
∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

= − Π(1)
∣∣∣
Σ

Condition de radiation

Pour les problèmes en Π(n), les différentes inconnues relatives à u(n) sont considérées comme des
constantes, car celles-ci ne dépendent pas des variables rapides (σ, τ).

Suivant la méthodologie présentée à la section 2.1.1, nous résolvons d’abord le problème
rapide en Π(n), puis l’information ainsi obtenue est injectée dans le problème lent en u(n).

2.3.2 Résolution

Pour finir la présentation de la méthode appliquée au problème de diffraction en polarisation
TM, nous allons résoudre les deux premiers ordres (ordre 0 et ordre 1).

Ordre 0

Dans [56], Poirier démontre que la solution du problème (2.11) en Π(0) ne peut être que 0.

Nous avons ainsi caractérisé la C̃.L.(0) : u
(0)
|y=0 = 0. Donc, l’ordre 0 est celui d’un plan métallique.

Ceci signifie qu’à l’ordre 0, la surface rugueuse peut être vue comme une surface lisse, i.e. ne
présentant pas d’irrégularités fines.

À ce stade, l’ordre 0 est entièrement déterminé : Π(0) = 0 et u(0) peut être déterminé de façon
analytique. Il est important de noter que u est un champ total, donc u(0) contient l’information
sur le champ incident,

u(0) = uinc + ũ(0)

où ũ(0) est le champ diffracté (réfléchi) par un plan métallique. Par conséquent, nous déduisons
l’expression analytique du champ,

u(0)(x, y) = eikxx−ikyy − eikxx+ikyy =⇒
(
∂2yu

(0)(x, y)
)
|y=0

= 0 (2.13)

Cette dernière implication permet des simplifications dans des calculs ultérieurs (p.42).
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

Ordre 1

Maintenant, il faut résoudre le problème (2.12) en Π(1). Pour cela, nous utilisons une variable
auxiliaire α. Si on pose que la solution du problème en Π(1) est de la forme,

Π(1)(x, σ, τ) = α(x, σ, τ) ∂yu
(0)
|y=0 − u

(1)
|y=0 (2.14)

alors la variable auxiliaire α doit vérifier le système suivant,





∇2
στα = 0
α|Σ = −s(x, σ)
α borné à l’∞

(2.15)

Ce nouveau problème auxiliaire est résolu numériquement à l’aide d’une méthode Élements Finis
périodiques.

Nous notons cette solution à l’infini,

lim
τ→∞

α(x, σ, τ) = hTM (x)

et par conséquent, en utilisant le fait que le correcteur est nul loin de la surface : Π
∞

(1) = 0, nous

avons caractérisé la C̃.L.(1),

u
(1)
|y=0 − hTM ∂yu

(0)
|y=0 = 0 (2.16)

Dans le cas de surfaces à une échelle de périodicité (Fig. 2.1(b)), le paramètre hTM ne dépend
plus de la variable lente x.

2.3.3 Conclusion : C.L.E.

À partir des C̃.L., nous cherchons à expliciter la Condition aux Limites Effective (C.L.E.)

sur le plan Γ0. Pour l’ordre 0 et l’ordre 1, nous avons les C̃.L.,

C̃.L.(0) : u
(0)
|y=0 = 0 et C̃.L.(1) : u

(1)
|y=0 − hTM ∂yu

(0)
|y=0 = 0

et de plus le champ total s’écrit à l’ordre 1 : utot = u(0) + δu(1) + O(δ2). Nous en déduisons la

C.L.E. = C̃.L.(0) + δC̃.L.(1) +O(δ2) d’ordre 1,

utot|y=0 − δ hTM ∂yu
tot
|y=0 = O(δ2) (2.17)

Finalement, au lieu de résoudre le problème initial (1.23), nous résolvons alors ce problème,





{∇2
xy + k2}utot = 0

utot|y=0 − δ hTM ∂yu
tot
|y=0 = 0

Condition de radiation

(2.18)

Le problème (2.18) est numériquement plus facile à résoudre que le problème initial. Du fait que
la Condition aux Limites de ce nouveau problème (i.e., la C.L.E.) soit posée sur un plan, il peut
être résolu par une méthode numériquement peu coûteuse comme une méthode de collocation.
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2.3. Polarisation TM (u = Ez)

2.3.4 Analyse en terme de coefficients de réflexion

Une surface à une échelle de périodicité est considérée ici. Le champ est cherché sous la forme
d’un développement asymptotique, c’est-à-dire utot = u(0)+ δu(1)+O(δ2). Or le champ total est
donné par Eq. (2.5) qui s’écrit,

utot(x, y) = uinc(x, y) +Rδ e
ikxx+ikyy + termes évanescents

ainsi nous explicitons les termes du développement,

u(0)(x, y) = R(0) eikxx+ikyy + uinc(x, y)

u(1)(x, y) = R(1) eikxx+ikyy

où R(0) et R(1) peuvent respectivement s’interpréter comme les coefficients de réflexion à l’ordre
0 et à l’ordre 1.

La C̃.L.(0) établie précédemment donne directement le coefficient R(0). Le calcul est immédiat
puisque l’ordre 0 correspond à la réflexion par un plan,

R(0) = −1

Pour établir le coefficient R(1), la C̃.L.(1) est utilisée. De Eq. (2.16) est déduit,

R(1) = +2ikyhTM

Comme nous l’attendions (p.31), le coefficient de réflexion d’ordre 1 est purement imaginaire.
L’ordre 1 apporte une correction sur la phase. Le coefficient de réflexion se développe asympto-
tiquement à l’ordre 1,

R1 = −1 + 2ikyhTM δ +O(δ2) (2.19)

En utilisant la C.L.E. (Eq. (2.17)), une approximation à l’ordre 1 du coefficient Rδ s’écrit,

Req ∼ −
1 + ikyhTMδ

1− ikyhTMδ
(2.20)

Illustration numérique

La même surface utilisée pour illustrer le développement asymptotique (voir Fig. 2.3 p.32)
est considérée ici. C’est une fonction sinusöıdale de hauteur hmax = 0.001m et de période d =
0.002m. La solution de référence est calculée par la MoM en prenant un nombre de point dans
la discrétisation du sinus de N = 200.

Sur la Fig. 2.4 sont tracées la partie réelle et la partie imaginaire du coefficient de réflexion
Rδ ainsi que les deux évaluations obtenues par la procédure d’homogénéisation. Dans la région
linéaire du coefficient de réflexion, c’est-à-dire lorsque le paramètre δ est petit, la prédiction du
coefficient de réflexion par un développement asymptotique est pertinente. Lorsque le paramètre
δ augmente, la prédiction linéaire n’est plus suffisante : le coefficient de réflexion possède des
non-linéarités. L’approximation Req à l’ordre 1 en utilisant la C.L.E. reproduit le comportement
du coefficient de réflexion.

Le paramètre hTM calculé par la procédure d’homogénéisation ne dépend pas de la fréquence
ni de l’angle d’incidence. Par conséquent, la même résolution du système auxiliaire permet de
comparer l’évolution du coefficient de réflexion en fonction de la fréquence pour une incidence
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9

R
e
(R

)

δ

Partie reelle Coeff. Reflex.

Rδ MoM
R1 asymp.

R eq.

(a) Partie réelle
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Figure 2.4 – Comparaison en fonction du paramètre δ du coefficient de réflexion de référence
Rδ avec celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Incidence normale.
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Figure 2.5 – Comparaison en fonction de la fréquence du coefficient de réflexion de référence Rδ

avec celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Incidence 80̊ – profil sinusöıdal :
h = 0.001m et d = 0.002m.

de 80̊ (Fig. 2.5). Pour les deux approximations, la partie imaginaire est bien prédite. La partie
réelle est bien approchée par le coefficient de réflexion équivalent.

Sur Fig. 2.6 sont tracées la partie réelle et la partie imaginaire du coefficient de réflexion
en fonction de la fréquence pour un profil sinusöıdal de période d = 0.002m mais dont la
hauteur est de hmax = 0.002m. Trois incidences sont comparées : 0̊ , 60̊ , 80̊ . Le domaine
fréquentiel où les coefficients approchés R1 et Req représentent correctement le coefficient de
référence Rδ augmente avec l’angle d’incidence. Ceci s’explique par le fait que l’effet de la rugosité
diminue avec l’incidence (critère de Rayleigh). À hauteur hmax fixée, en considérant le paramètre
δ = kyhmax (par analogie avec un plan déphasé), il est clair que l’augmentation de l’angle
d’incidence diminue le paramètre δ ; c’est-à-dire que les domaines de développement ne sont pas
les mêmes.

Sur Fig. 2.7, la hauteur et la période de la fonction sinusöıdale sont fixées à 0.002m et nous
traçons la partie imaginaire du coefficient de réflexion en fonction de kyhmax, donc en tenant
compte de l’angle d’incidence. Toutes les courbes sont superposées ; c’est-à-dire que le modèle
asymptotique proposé donne une approximation pertinente à l’ordre 1 du coefficient de réflexion.
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Figure 2.6 – Comparaison en fonction de la fréquence du coefficient de réflexion de référence
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sinusöıdal : hmax = 0.002m et d = 0.002m.
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Figure 2.7 – Comparaison en fonction de kyhmax du coefficient de réflexion de référence Rδ

avec celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Incidence 0̊ , 60̊ et 80̊ – profil
sinusöıdal : hmax = 0.002m et d = 0.002m.
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

Sur la Fig. 2.8, la période est fixée d = 0.002m, et nous considérons une fonction sinusöıdale
avec trois hauteurgs différentes : hmax = 0.001m, hmax = 0.002m et hmax = 0.004m. Nous
traçons l’erreur relative commise sur le coefficient de réflexion en fonction de kyhmax,

Erreur = |Rδ −R1| ou Erreur = |Rδ −Req|

en remarquant la conservation de l’énergie : |Rδ| = 1.
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Figure 2.8 – Erreur en fonction de kyhmax entre le coefficient de réflexion de référence Rδ

avec celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Profil sinusöıdal : d = 0.002m et
hmax = 0.001m, 0.002m et 0.004m.

À période fixée, l’erreur dépend sensiblement de la hauteur (Fig. 2.8).

La hauteur du profil sinusöıdal est fixée à hmax = 0.001m et nous faisons varier la période.
Les résultats sont rassemblés sur Fig. 2.9. À hauteur fixée, l’erreur dépend de la période.
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Figure 2.9 – Erreur en fonction de kyhmax entre le coefficient de réflexion de référence Rδ avec
celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Profil sinusöıdal : hmax = 0.001m et
d = 0.001m, 0.002m et 0.003m.

L’erreur est comparée sur trois profils : sinusöıdal, créneau et triangulaire. Ces deux derniers
profils sont déphasés, c’est-à-dire qu’ils varient entre γδ(x) = 0 et γδ(x) = hmax. La forme du
profil influe peu sur l’erreur (Fig. 2.10).

De ces courbes, nous pouvons tirer une heuristique restreinte puisque l’erreur dépend de la
hauteur, de la période et de la forme du profil. L’erreur commise par le coefficient de réflexion
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Figure 2.10 – Erreur en fonction de kyhmax entre le coefficient de réflexion de référence Rδ avec
celui évalué asymptotiquement R1 et celui approchéReq. Profil sinusöıdal, créneau et triangulaire
(hmax = 0.001m et d = 0.002m).

équivalent Req est inférieure à 10
−2 lorsque que,

kyhmax / 0.3 c’est à dire hmax /
λ

20 cos θinc

Pour le coefficient R1, le domaine est plus réduit et se limite à environ hmax / λ/60cos θinc.

Pour une erreur de l’ordre de 10%, la hauteur des rugosités est de l’ordre de,

kyhmax / 0.7 c’est à dire hmax /
λ

10 cos θinc

et pour le coefficient R1, elle se limite à environ hmax / λ/20cos θinc.

Pour trois types de profils, nous faisons varier la hauteur et la période, et nous calculons
le paramètre hTM . Nous remarquons que la valeur du paramètre hTM dépend du rapport hau-
teur/période (Tab. 2.1). Cependant, aucune heuristique n’est exploitable.

hTM

hmax/d sin. cré. tri.

1/4 -0.544 -0.839 -0.671
1/2 -0.719 -0.9167 -0.720
1 -0.839 -0.958 -0.822
2 -0.912 -0.979 -0.899

Table 2.1 – Influence du rapport hmax/d sur le paramètre hTM .

Remarque

Les performances numériques entre la MoM et la méthode d’homogénéisation ne sont pas
comparables. La MoM requiert une résolution pour chaque point de fréquence ainsi que pour
chaque angle d’incidence. Une résolution (code MoM en Fortran) est de l’ordre de 20s pour
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

une fonction sinusöıdale de N = 200 points avec une hauteur hmax = 0.001m et une période
d = 0.002m. De plus, dans l’assemblage de la matrice dépend de la fréquence : plus la fréquence
est basse et plus le temps d’assemblage est long car la fonction de Green périodique devient
numériquement coûteuse. La résolution du système auxiliaire (code FEM en Matlab) pour
obtenir le paramètre hTM est de l’ordre 1.6s.

2.3.5 Ordres supérieurs

Les ordres supérieurs sont cherchés pour augmenter le domaine où la méthode est précise ;
c’est-à-dire qu’à précision fixée, nous cherchons à pouvoir traiter des rugosités plus importantes
(en terme de longueur d’onde).

Caractérisation de C̃.L.(2)

Pour l’ordre 2 en polarisation TM, il faut résoudre le système régissant le correcteur de
couche limite Π(2), 




∇2
στΠ

(2) = −2∂x∂σΠ(1)

Π(2)
∣∣∣
Σ

= −u(2)|y=0 − s
(
∂yu

(1)
(x,y)

)
|y=0

− s2

2

(
∂2yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

Π
∞

(2) = 0

Premièrement il faut remarquer la simplification de
(
∂2yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

= 0 donnée par Eq. (2.13).

Ensuite, le terme Π(1) est déjà calculé par Eq. (2.14), c’est-à-dire que le système à résoudre est,





∇2
στΠ

(2) = −2 ∂σα
(
∂x∂yu

(0)
)
|y=0

Π(2)
∣∣∣
Σ

= −u(2)|y=0 − s ∂yu
(1)
|y=0

Π
∞

(2) = 0

La solution est cherchée sous la forme,

Π(2)(x, σ, τ) = −u(2)|y=0 + α(1)(σ, τ)∂yu
(1)
|y=0 + α

(0)
int(σ, τ)

(
∂x∂yu

(0)
)
|y=0

où les variables auxiliaires sont données par,

α(1) ≡ α et





∇2
στα

(0)
int = −2 ∂σα

α
(0)
int

∣∣∣
Σ

= 0

α
(0)
int
∞

borné à l’∞

Et en utilisant le fait que le correcteur est nul loin de la surface, nous en déduisons la C̃.L.(2),

u
(2)
|y=0 − hTM∂yu

(1)
|y=0 − h

(0)
int

(
∂x∂yu

(0)
)
|y=0

= 0 (2.21)
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2.3. Polarisation TM (u = Ez)

À partir de cette C̃.L.(2), nous pouvons déduire une condition aux limites équivalente d’ordre
2 : C.L.E.= C̃.L.(0) + δC̃.L.(1) + δ2C̃.L.(2) +O(δ3)

utot|y=0 − δ hTM∂yu
tot
|y=0 − δ2 h

(0)
int∂x∂yu

tot
|y=0 = O(δ3)

Coefficients de réflexion

De l’Eq. (2.21), est déduit le coefficient R(2) qui s’écrit,

R(2) = ikyhTMR
(1) − kxkyh(0)int

(
R(0) − 1

)
= −2

(
kyhTM

)2
+ 2kxkyh

(0)
int

Le coefficient à l’ordre 2 est purement réel. Le coefficient de réflexion se développe asymptoti-
quement à l’ordre 2 comme R2 = R(0) + δR(1) + δ2R(2) +O(δ3), ou encore

R2 = −1 + 2ikyhTMδ −
(
2
(
kyhTM

)2 − 2kxkyh
(0)
int

)
δ2 +O(δ3)

De la C.L.E. d’ordre 2 est déduit un coefficient de réflexion équivalent,

Req ∼ −
1 + ikyhTMδ − kxkyh(0)intδ

2

1− ikyhTMδ + kxkyh
(0)
intδ

2

Le terme kxky s’écrit aussi k
2sin θinccos θinc. À incidence normale, le coefficient de réflexion équi-

valent établi précédemment (Eq. (2.20)) est donc déjà d’ordre 2.

Sur la Fig. 2.11, la partie réelle du coefficient de réflexion est tracée en fonction de la
fréquence pour un profil sinusöıdal de hauteur h = 0.002m et de période d = 0.002m.
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Figure 2.11 – Comparaison en fonction de la fréquence du coefficient de réflexion de référence
Rδ avec celui évalué asymptotiquement R2 et celui approché Req. Incidence 0̊ – profil sinusöıdal :
hmax = 0.002m et d = 0.002m.

Le coefficient R2 permet d’approcher la partie quadratique du coefficient de réflexion.

Pour cette même surface, l’erreur en fonction du paramètre δ est tracée sur Fig. 2.12. Nous
comparons l’erreur entre le coefficient de réflexion de référence Rδ, et les coefficients calculés
asymptotiquement à l’ordre 0, à l’ordre 1 et à l’ordre 2, et aussi l’erreur entre le coefficient de
référence et celui approché par la condition équivalente. L’ordre d’approximation, c’est-à-dire
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Figure 2.12 – Erreur en fonction du paramètre δ entre le coefficient de réflexion de référence Rδ

avec ceux évalués asymptotiquement R2, R1 et R0 et aussi avec celui approché Req. Incidence
0̊ – profil sinusöıdal : hmax = 0.002m et d = 0.002m.

l’ordre du développement asymptotique, est retrouvé et il est donné par les pentes des courbes.
Pour l’ordre 2, l’erreur relative (|Rδ| = 1) s’écrit,

Erreur = |Rδ −R2| ∼ O(δ3)

et la pente est bien de 3 unités par décade. De plus, sur Fig. 2.12, l’incidence est normale et la
pente du coefficient de réflexion équivalent Req est de 3 unité par décade, c’est-à-dire que c’est
bien une approximation d’ordre 2.

À incidence non-normale, le coefficient de réflexion dépend du paramètre h
(0)
int. Toutefois, en

première approximation ce terme est négligé. Le paramètre h
0)
int est multiplié par kxky, c’est-à-

dire par sin θinccos θinc. Pour valider cette approximation, l’erreur sur le coefficient de réflexion
est tracée dans deux configurations et pour deux profils de surface.

Dans le cas d’un profil sinusöıdal, Fig. 2.13 trace l’erreur à l’ordre 2 sur le coefficient de
réflexion en fonction de kyhmax pour deux incidences : l’une normale et l’autre de 60̊ .
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Figure 2.13 – Erreur en fonction de kyhmax entre le coefficient de réflexion de référence Rδ avec
celui évalué asymptotiquement R2 et aussi avec celui approché Req. Incidence 0̊ et 60̊ – profil
sinusöıdal : hmax = 0.002m et d = 0.002m.
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2.3. Polarisation TM (u = Ez)

Les courbes d’erreur à incidence normale et à incidence de 60̊ se superposent, ce qui justifie la

pertinence de l’approximation : le paramètre h
(0)
int peut être négligé.

Nous vérifions ensuite que cette approximation est aussi pertinente sur un autre profil de
surface. La contribution du terme sin θinccos θinc est la plus importante pour θinc =45̊ . Sur la
Fig. 2.14, nous comparons l’erreur à incidence normale et à une incidence de 45̊ pour un profil

créneau. Les courbes d’erreur se superposent aussi, c’est-à-dire que le terme h
(0)
int contribue peu,
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Figure 2.14 – Erreur en fonction de kyhmax entre le coefficient de réflexion de référence Rδ avec
celui évalué asymptotiquement R2 et aussi avec celui approché Req. Incidence 0̊ et 45̊ – profil
créneau : hmax = 0.001m et d = 0.002m.

voire pas, à la correction d’ordre 2.
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Figure 2.15 – Erreur en fonction de kyhmax entre le coefficient de réflexion de référence Rδ avec
celui évalué asymptotiquement R2 et aussi avec celui approché Req. Incidence 0̊ – profil sinus,
créneau et triangle : hmax = 0.001m et d = 0.002m.

Sur la Fig. 2.15, nous comparons l’erreur en fonction de kyhmax à incidence normale sur

trois profils : sinusöıdal, créneau et triangle. À l’ordre 2, pour les trois profils, les coefficients
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

de réflexion approchés par la condition équivalente Req ou évalué asymptotiquement R2 sont en
accord avec le coefficient de réflexion de référence Rδ calculé par la MoM.

Pour conclure, ces courbes montrent que le calcul d’un seul paramètre d’homogénéisation
hTM permet d’obtenir une approximation du coefficient de réflexion à l’ordre 2. L’évaluation de
ce paramètre ne dépend ni de la fréquence ni de l’angle d’incidence, uniquement du profil de la
surface.

Caractérisation de C̃.L.(n)

La procédure présente un caractère automatique. La montée en ordre suit toujours le même
mécanisme : le correcteur de couche limite Π(n) est cherché en séparant la solution en deux
parties,

• l’une concernant la surface (et le développement de Taylor),
• l’autre concernant les correcteurs d’ordre inférieur.

En d’autres termes, les systèmes auxiliaires à résoudre sont de la forme,




∇2
στα

(n) = 0

α(n)
∣∣∣
Σ

= −s
n

n!
α(n) borné à l’∞

et





∇2
στα

(n)
int = −2∂x∂σΠ(n−1) + {∂x2 + k2}Π(n−2)

α
(n)
int

∣∣∣
Σ

= 0

α
(n)
int borné à l’∞

Ainsi, avec l’utilisation de la condition à l’infini : lim
τ→∞

α(n) = h
(n)
TM et lim

τ→∞
α
(n)
int = h

(n)
int ,

les C̃.L.(n) se déduisent.

À partir de ces C̃.L.(n), le développement asymptotique du coefficient de réflexion peut être
construit. Par exemple, il s’écrit à l’ordre 4,

R4 = R(0) + δR(1) + δ2R(2) + δ3R(3) + δ4R(4) +O(δ5)

et les différentes erreurs s’écrivent,

en = |Rδ −Rn| ∼ O(δn+1) (2.22)

La Fig. 2.16 compare l’erreur sur le coefficient de réflexion pour les quatre premiers ordres,
l’ordre 0 étant simplement un plan. Les erreurs suivent bien le modèle donné par Eq. (2.22), à
savoir que les pentes des courbes donnent l’ordre de l’approximation. Par exemple, la pente de
l’erreur d’ordre 4 est bien de 5 unité par décade.

À précision fixée, monter en ordre permet de traiter des rugosités de taille plus importante.
À taille de rugosité fixée, les ordres supérieurs donnent une précision plus importante. Quan-
titativement, pour une précision de 10−2, suivant les ordres, le domaine est de précision est
approximativement donné par Tab. 2.2.

À partir du coefficient de réflexion de référence Rδ, nous pouvons évaluer les coefficients de
son interpolation polynômiale en fonction du paramètre δ et les comparer avec ceux que nous
calculons par la procédure d’homogénéisation. Le coefficient de réflexion Rδ est écrit sous la
forme,

R
(N)
δ =

N∑

n=0

r(n)δn avec r(n) = lim
δ→0

Rδ −R(n−1)
δ

δ
et r(0) = −1

Les coefficients r(n) et R(n) sont comparés dans le Tab. 2.3. Les résultats sont en accord.
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Figure 2.16 – Erreur en fonction du paramètre δ entre le coefficient de réflexion de référence
Rδ avec ceux évalués asymptotiquement R4, R3, R2, R1 et R0. Incidence 0̊ – profil sinusöıdal :
hmax = 0.002m et d = 0.002m.

Ordre kyhmax hmax

1 0.1 λ / 60cos θinc

2 0.2 λ / 30cos θinc

3 0.4 λ / 15cos θinc

4 0.6 λ / 10cos θinc

Table 2.2 – Précision en fonction de l’ordre

Ordre r(n) R(n) |r(n) −R(n)|
1 i 1.6771879 i 1.677421 2.23 10−4

2 1.4066619 1.406877 2.15 10−4

3 -i 0.8190628 -i 0.791399 2.76 10−2

4 -0.3937800 -0.329740 6.64 10−2

Table 2.3 – Comparaison coefficient de réflexion évalué r(n) et celui calculé R(n). Incidence 0̊ –
profil sinusöıdal : hmax = 0.002m et d = 0.002m .
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Chapitre 2. Homogénéisation de surfaces rugueuses métalliques

2.4 Polarisation TE (u = Hz)

Maintenant, la méthode est appliquée au problème (1.24) en polarisation TE. La condition
aux limites de Neumman rend l’application un peu plus calculatoire, bien entendu que la dé-
marche décrite précédemment reste la même.

La surface γδ étant définie par la fonction s qui dépend de la variable rapide σ, il faut donc
aussi utiliser la formule de la châıne,

γ′δ(x) =
d

dx
γδ(x) =

d

dx

(
δs(x, σ)

)
= ∂σs+ δ ∂xs

Dans le cas de surfaces à une échelle de périodicité (Fig. 2.1(b)), le profil se note γδ(x) = δs(σ)
et par conséquent γ′δ(x) = ∂σs et il n’y pas de variations lentes (∂xs = 0). Pour plus de lisibilité,
nous notons les dérivées,

∂σs = s′σ et ∂xs = s′x

Dans cette polarisation, la dérivée de la surface intervient dans la dérivée normale,

∂n̂ = N
(
− γ′δ ∂x + ∂y

)
= N

(
− s′σ ∂x + ∂y

)

︸ ︷︷ ︸
nouv. déf. ∂n̂

− δ s′x ∂x

où N est un facteur de normalisation. Ainsi avec cette nouvelle définition, la dérivée normale ne
contient que des variations rapides et la dépendance par rapport au paramètre δ est explicite.

De plus, pour alléger les notations, nous définissons une dérivée normale par rapport aux
variables rapides,

∂n̂σ = N
(
− s′σ ∂σ + ∂τ

)

2.4.1 Injection des Éléments

Reprenant les calculs de la section 2.2, l’injection des outils dans l’équation de propagation
est déjà traitée dans l’Eq. (2.9).

Il nous faut introduire la séparation u+Π ainsi que le développement asymptotique dans la
C.L. correspondant à la polarisation TE, i.e., dans ∂n̂u

tot
∣∣
Γδ = 0, ce qui donne,

δ−1 ∂n̂σΠ
(0)

∣∣∣
Σ
+ ∂n̂σΠ

(1)
∣∣∣
Σ
−N s′σ ∂xΠ(0)

∣∣∣
Σ
−N s′x ∂σΠ(0)

∣∣∣
Σ
+ ∂n̂u

(0)
∣∣∣
Γδ

+
∑

n≥2

δn−1

(
∂n̂σΠ

(n)
∣∣∣
Σ
−N s′σs ∂xΠ(n−1)

∣∣∣
Σ
−N s′x ∂σΠ(n−1)

∣∣∣
Σ
−N s′x ∂xΠ(n−2)

∣∣∣
Σ

+ ∂n̂u
(n−1)

∣∣∣
Γδ
−N s′x ∂xu(n−2)

∣∣∣
Γδ

)
= 0

Maintenant, nous introduisons le Développement de Taylor Eq. (2.7) sur la partie lente (i.e.,
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sur le champs effectif u). Nous obtenons ainsi, en explicitant les puissances δ,

δ−1
(
∂n̂σΠ

(0)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ

+ δ0
(
∂n̂σΠ

(1)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ
−N s′σ

(
∂xΠ

(0)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ
−N s′x

(
∂σΠ

(0)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ

+
(
∂n̂u

(0)(x, y)
)
|y=0

+ δ1
(
∂n̂σΠ

(2)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ
−N s′σ

(
∂xΠ

(1)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ
−N s′x

(
∂σΠ

(1)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ

+
(
∂n̂u

(1)(x, y)
)
|y=0

+ s(x, σ)
(
∂y∂n̂u

(0)(x, y)
)
|y=0

−N s′x
(
∂xu

(0)(x, y)
)
|y=0

+ δ2
(
∂n̂σΠ

(3)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ
−N s′σ

(
∂xΠ

(2)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ
−N s′x

(
∂σΠ

(2)(x, σ, τ)
)∣∣∣
Σ

+
(
∂n̂u

(2)(x, y)
)
|y=0

+ s(x, σ)
(
∂y∂n̂u

(1)(x, y)
)
|y=0

−N s′x
(
∂xu

(1)(x, y)
)
|y=0

+ s2

2

(
∂2y∂n̂u

(0)(x, y)
)
|y=0

−N s′x s(x, σ)
(
∂y∂xu

(0)(x, y)
)
|y=0

...
= 0





Finalement, les puissances de δ sont regroupées. Nous avons bien découplé le problème en
deux sous-problèmes reliés par une Condition aux Limites Modifée (C̃.L.(n)). Toutefois, la dérivée
normale modifie le regroupement des puissances de δ. Il faut par conséquent résoudre un système
en Π de plus. Nous obtenons pour les deux premiers ordres (relatif à u(n)), les systèmes suivants,

Ordre -1




∇2
στΠ

(0) = 0

∂n̂σΠ
(0)

∣∣∣
Σ
= 0

Π
∞

(0) = 0

(2.23)

Ordre 0





∇2
στΠ

(1) = −2∂x∂σΠ(0)

∂n̂σΠ
(1)

∣∣∣
Σ
= −

(
∂n̂u

(0)
(x,y)

)
|y=0

+N s′σ ∂xΠ
(0)

∣∣∣
Σ
+N s′x ∂σΠ

(0)
∣∣∣
Σ

Π
∞

(1) = 0

(2.24)





{∇2
xy + k2}u(0) = 0

(
∂n̂u

(0)
(x,y

)
|y=0

= − ∂n̂σΠ
(1)

∣∣∣
Σ

+N s′σ ∂xΠ
(0)

∣∣∣
Σ
+N s′x ∂σΠ

(0)
∣∣∣
Σ

Condition de radiation
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Ordre 1





∇2
στΠ

(2) = −2∂x∂σΠ(1) − {∂2x + k2}Π(0)

∂n̂σΠ
(2)

∣∣∣
Σ

= +N s′σ ∂xΠ
(1)

∣∣∣
Σ
+N s′x ∂σΠ

(1)
∣∣∣
Σ

−
(
∂n̂u

(1)
(x,y)

)
|y=0

− s(x, σ)
(
∂n̂∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

+N s′x
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

Π
∞

(2) = 0

(2.25)





{∇2
xy + k2}u(1) = 0

(
∂n̂u

(1)
(x,y)

)
|y=0

+ s(x, σ)
(
∂n̂∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

−N s′x
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

= − ∂n̂σΠ
(2)

∣∣∣
Σ

+N s′σ ∂xΠ
(1)

∣∣∣
Σ
+N s′x ∂σΠ

(1)
∣∣∣
Σ

Π
∞

(2) = 0

Puis nous suivons la méthodologie, à savoir résoudre le problème local en Π(n) pour caractériser
la C̃.L.(n) et ainsi l’injecter dans le problème global en u(n).

2.4.2 Résolution : ordre -1 et ordre 0

la solution du problème (2.23) est une fonction constante par rapport aux variables σ et
τ , i.e., une fonction de la variable x seulement. Cette fonction constante vérifie le Laplacien
avec la condition aux limites de Neumann. En ajoutant la condition à l’infini, nous fixons cette
constante, et la seule possible est donc 0. Par conséquent, la solution du système (2.23) à l’ordre
-1 est 0.

Le problème (2.24) en Π(1) se simplifie,




∇2
στΠ

(1) = 0

∂n̂σΠ
(1)

∣∣∣
Σ

= −
(
∂n̂u

(0)
(x,y)

)
|y=0

Π
∞

(1) = 0

(2.26)

Le terme de droite en u(1) n’est pas constant par rapport aux variables σ et τ . La dérivée normale
possède des variations rapides (à cause du terme s′σ). Ce terme s’écrit explicitement (voir p.48),

(
∂n̂u

(0)
(x,y)

)
|y=0

=
(
N (−s′σ∂x + ∂y)u

(0)
(x,y)

)
|y=0

= −N s′σ
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

+N
(
∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

Puis, le théorème de la divergence sur le Laplacien est utilisé, ce qui donne,

0 =

∫

D
∇2

στΠ
(1) dS = −

∫

∂D
∂n̂σΠ

(1) dl (2.27)
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où n̂σ est un vecteur normal unitaire entrant au domaine D. En général, ce théorème s’écrit avec
le vecteur normal sortant au domaine, d’où ce signe inhabituel.

Le bord ∂D se décompose en trois morceaux : la surface rugueuse (notée Σ), une frontière à
τ = +HD fermant le domaine (notée ΓHD) et les deux cotés périodiques (noté Pér.). Ainsi nous
avons formellement ∂D = Σ∪ΓHD ∪Pér.. Comme le problème est périodique et que les normales
aux bords périodiques sont opposés, les contributions des cotés périodiques se compensent. Ainsi,
il reste à calculer,

−
( ∫

Σ
∂n̂σΠ

(1) dl(σ)−
∫

ΓHD

∂τΠ
(1) dσ

)
= 0

Or, pour borner le domaine D, l’opérateur de Dirichlet-to-Neumann Tk discuté à la section 1.1.2
(p.11) est choisi en prenant k = 0. Ainsi la partie sur ΓHD donne,

∫

ΓHD

∂τΠ
(1) dσ =

∫ d

0
T0(Π

(1)) dσ = 0

En outre, notons que la condition Π
∞

(1) = 0 est imposée, donc il est cohérent que le bord ΓHD ne

contribue pas. Ainsi, le calcul de Eq. (2.27) se termine avec,

0 =

∫

Σ
∂n̂σΠ

(1) dl(σ) =

∫

Σ

(
∂n̂u

(0)
(x,y)

)
|y=0

dl(σ)

=
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∫

Σ
N s′σ dl(σ) +

(
∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∫

Σ
N dl(σ)

=
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∫ d

0
N s′σ

dσ

N +
(
∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∫ d

0
N dσ

N

=
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∫ d

0
s′σ dσ +

(
∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∫ d

0
dσ

Les cellules sont localement périodiques, i.e., que la surface possède une période d suivant la
variable σ : s(x, d) = s(x, 0).

∫ d

0
s′σ(x, σ) dσ = s(x, d)− s(x, 0) = 0

Dans ce cas, la C̃.L.(0) est,

∂yu
(0)
|y=0 = 0 (2.28)

Nous avons obtenu le résultat recherché pour l’ordre 0, à savoir que la surface rugueuse peut
être vue comme une surface lisse, i.e. ne présentant pas d’irrégularités fines. Il faut noter que
cette condition Eq. (2.28) est une condition nécessaire pour obtenir l’existence d’une solution
au problème en Π(1). Dans la littérature, ce type de condition Eq. (2.27) reliant les données du
problème s’appelle condition de compatibilité.

Pour finir et résoudre le problème (2.26) en Π(1), une variable auxiliaire est utilisée. Nous
posons la solution de la forme,

Π(1)(x, σ, τ) = β(σ, τ)∂xu
(0)
|y=0
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où la variable auxiliaire β doit vérifier le système auxiliaire suivant,





∇2
στβ = 0

∂n̂σβ|Σ = N s′σ =
s′σ√
1 + s′σ

2

β
∞

= 0

(2.29)

La condition de compatibilité (application du théorème de la divergence sur ce système) est
bien vérifiée car les cellules D sont périodiques. De plus, ce problème est périodique, c’est-à-dire
β(0, τ) = β(d, τ). Ce nouveau problème auxiliaire se résout numériquement par une méthode
Éléments Finis périodiques. Toutefois, nous notons que la présence du terme “dérivée” peut
introduire des instabilités numériques.

Finalement, l’ordre 0 est complètement déterminé. À ce stade, la C̃.L.(0) est caractérisée et
le problème global se ramène au problème posé sur un plan métallique (en y = 0), qui peut être
calculé analytiquement. Il faut aussi garder en tête que le champ u(0) représente un champ total
comme dans la polarisation TM. De plus, le problème local est calculé numériquement à l’aide
du système auxiliaire.

2.4.3 Résolution : ordre 1

Le système (2.25) est réécrit en considérant les termes déjà connus. Il reste,





∇2
στΠ

(2) = −2
(
∂σβ

)
∂x

(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∂n̂σΠ
(2)

∣∣∣
Σ

= +N s′σ β|Σ ∂x

(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

+N s′x (∂σβ)|Σ

(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

−
(
∂n̂u

(1)
(x,y)

)
|y=0

− s(x, σ)
(
∂y∂n̂u

(0)
(x,y)

)
|y=0

+N s′x
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

Π
∞

(2) = 0

Comme précédemment, nous utilisons le théorème de la divergence pour obtenir une condition
de compatibilité entre les données. Les mêmes justifications s’appliquent pour passer du calcul
sur le bord ∂D à celui sur Σ. Ainsi, nous avons,

−2
(
∂2xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∫

D
∂σβ dS = −

∫

Σ
∂n̂σΠ

(2) dl

Nous faisons un abus de notation en remplaçant ∂x

(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

par
(
∂2xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

. Toute-

fois, si le champ incident est une onde plane, alors le champ u(0) est aussi une onde plane et la
notation se justifie.

Le terme de droite dans cette condition de compatibilité se résume au calcul de,

∫

Σ
∂n̂σΠ

(2) dl = ∂2xu
(0)
|y=0

∫ d

0
N s′σβ|Σ

dσ

N +
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

∫ d

0
N s′x (∂σβ)|Σ

dσ

N

+

∫ d

0
−
(
∂n̂u

(1)
(x,y)

)
|y=0

− s(x, σ)
(
∂n̂∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

+N s′x
(
∂xu

(0)
(x,y)

)
|y=0

dσ

N
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En explicitant le dérivée normale (∂n̂ = N (−s′σ∂x + ∂y)), il vient,

∫ d

0
−
(
∂n̂u

(1)
(x,y)

)
|y=0

dσ

N = ∂xu
(1)
|y=0

∫ d

0
s′σ dσ

−∂yu(1)|y=0
∫ d

0
dσ

∫ d

0
−s(x, σ)

(
∂n̂∂yu

(0)
(x,y)

)
|y=0

dσ

N = ∂x∂yu
(0)
|y=0

∫ d

0
s′σs dσ

−∂2yu(0)|y=0
∫ d

0
s(x, σ) dσ

et comme la surface est localement périodique entre chaque cellule, des termes sont nuls, car,

∫ d

0
s′σ dσ = s(x, d)− s(x, 0) = 0

∫ d

0
s s′σ dσ =

s2(x, d)

2
− s2(x, 0)

2
= 0

Pour plus de lisibilité dans les résultats, nous notons,

s(x) =
1

d

∫ d

0
s(x, σ) dσ (2.30)

hTE(x) =
1

d

∫ d

0
s′σβ|τ=s dσ (2.31)

gTE(x) =
2

d

∫

D
∂σβ dS (2.32)

s′x(x) =
1

d

∫ d

0
s′x dσ

g(0)(x) =
1

d

∫ d

0
s′x ∂σβ|Σ dσ

avec

hTE = gTE − hTE

gTE = s′x + g(0)

Nous obtenons le résultat,

∂yu
(1)
|y=0 + s∂2yu

(0)
|y=0 + hTE∂

2
xu

(0)
|y=0 − gTE∂xu

(0)
|y=0 = 0 (2.33)

En d’autres termes, nous avons caractérisé la C̃.L.(1). Dans le cas d’une surface à une échelle de
périodicité, les différents paramètres ne dépendent d’aucune variable, et le paramètre gTE est
nul (car la surface n’a pas de variations suivant x, c’est-à-dire s′x = 0).

Les paramètre hTE et gTE , liés à la résolution du système auxiliaire (2.29), comportent deux
termes chacun. L’évaluation de ces deux termes n’ajoute pas de sur-coût numérique comparée à
la résolution par Éléments Finis du système auxiliaire.
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Relation entre les paramètres

D’après les résultats établis en Annexe A, en considérant la C̃.L.(1) obtenue en polarisation
TM donnée par l’Eq. (2.16) et par analogie avec l’Eq. (A.10), et en remarquant la similitude
des deux systèmes auxiliaires l’Eq. (2.29) et Eq. (A.11), le paramètre hTE donné par Eq. (2.31)
peut aussi s’écrire,

hTM = s+ hTE (2.34)

Pour différents profils de surface, Tab. 2.4 compare le calcul de ces coefficients soit en résol-
vant le système auxiliaire issu de la polarisation TM (Eq. (2.15)), soit en résolvant le système
auxiliaire issu de la polarisation TE (Eq. (2.29)).Le nom quad. est un profil quadratique de
fonction : γδ(x) = −4hmax (x

2−dx)/d2. Il faut être vigilant aux signes des différents paramètres

d = 0.002 hTM s+ hTE s hTE |hTM − s− hTE |
hmax = 0.001 quad. 0.8359 0.8351 0.6665 0.1687 7.91 10−4

hmax = 0.002 quad. 0.8903 0.8898 0.6666 0.2232 4.78 10−4

hmax = 0.001 sin. 0.7198 0.7168 0. 0.7168 3.16 10−3

hmax = 0.002 sin. 0.8395 0.8371 0. 0.8371 2.34 10−3

Table 2.4 – Comparaison de hTM et s+ hTE pour différents profils de surfaces.

qui dépendent des systèmes auxiliaires. La différence absolue n’est qu’indicative car elle dépend
de la finesse du maillage considéré.

Le système auxiliaire en β issu de la polarisation TE (Eq. (2.29)) est numériquement plus
instable car d’une part c’est un problème de Laplacien avec condition de Neumann et d’autre part
la donnée est la dérivée de la fonction pouvant poser des difficultés numériques dans certaines
configurations.

2.4.4 Conclusion : C.L.E.

Nous avons caractérisé les C̃.L. d’ordre 0 et d’ordre 1. Maintenant, nous cherchons à expliciter
la C.L.E.. Pour résumer, nous avons les C̃.L. d’ordre 0 et d’ordre 1,

C̃.L.(0) : ∂yu
(0)
|y=0 = 0

C̃.L.(1) : ∂yu
(1)
|y=0

+ s∂2yu
(0)
|y=0

+ hTE∂
2
xu

(0)
|y=0

− gTE∂xu
(0)
|y=0

= 0

À partir du développement asymptotique du champ total : utot = u(0) + δu(1) +O(δ2), nous

en déduisons la C.L.E.=C̃.L.(0) + δC̃.L.(1) + O(δ2) d’ordre 1 pour le problème en polarisation
TE,

∂yu
tot
|y=0 + δ s ∂2yu

tot
|y=0 + δ hTE ∂2xu

tot
|y=0 − δ gTE ∂xu

tot
|y=0 = O(δ2) (2.35)

Finalement, au lieu de résoudre le problème initial (1.24), nous résolvons alors ce problème,





{∇2
xy + k2}utot = 0

∂yu
tot
|y=0 + δ s ∂2yu

tot
|y=0 + δ hTE ∂2xu

tot
|y=0 − δ gTE ∂xu

tot
|y=0 = 0

Condition de radiation

(2.36)
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Les effets des irrégularités surfaciques fines sont contenus dans les deux paramètres s et hTE ,
au lieu d’un seul pour la polarisation TM. Suivant l’utilisation de la C.L.E., la relation suivante
peut être appliquée,

∂2yu
tot
|y=0 = −k2utot|y=0 − ∂2xutot|y=0

car le champ utot vérifie l’équation de Helmholtz,
Si le champ incident est une onde plane à incidence normale, alors le terme en ∂x se sim-

plifie. En outre, si la surface est à moyenne nulle sur chaque cellule, l’ordre 1 n’ajoute aucune
information supplémentaire par rapport à l’ordre 0. En d’autres termes, en incidence normale,
une surface métallique purement périodique à moyenne nulle peut être vue à l’ordre 1 comme
un plan métallique (en y = 0).

2.4.5 Analyse en terme de coefficients de réflexion

Comme pour la polarisation TM (section 2.3.4), nous déduisons le coefficient du réflexion à
partir de Eq. (2.28) et de Eq. (2.33). Les surfaces à une échelle de périodicité sont considérées
ici, et la période d est petite devant la longueur d’onde : un seul mode de Floquet est propagatif.
Nous rappelons les coefficients de réflexion associés à chaque ordre.

u(0)(x, y) = R(0) eikxx+ikyy + uinc(x, y)

u(1)(x, y) = R(1) eikxx+ikyy

Le calcul de l’ordre 0, donné par C̃.L.(0) et correspondant à un plan, est immédiat,

R(0) = +1

La C̃.L.(1) donne : ikyR
(1) − 2sk2y − 2hTEk

2
x = 0 ce qui s’écrit,

R(1) = −2ikys− 2i
k2x
ky
hTE

ou encore : R(1) = −2ik
(
s cos θinc + hTE sin θinc tan θinc

)
. Comme pour la polarisation TM, le

coefficient d’ordre 1 est purement imaginaire, c’est-à-dire que l’ordre 1 apporte une correction
sur la phase. Le coefficient de réflexion se développe asymptotiquement à l’ordre 1,

R1 = +1−
(
2ikys+ 2i

k2x
ky
hTE

)
δ +O(δ2)

En utilisant la C.L.E. (Eq. (2.35)), le coefficient de réflexion s’approche à l’ordre 1 par,

Req ∼
1− i

(
kys+ hTEk

2
x/ky

)
δ

1 + i
(
kys+ hTEk2x/ky

)
δ

Illustration numérique

La solution de référence est calculée par la MoM en prenant un nombre de point dans la
discrétisation suffisamment important (de l’ordre de N = 200).

La surface considérée ici est un profil sinusöıdal de hauteur hmax = 0.002m et de période
d = 0.002m. Par conséquent, cette surface est de moyenne nulle : s = 0. Le profil créneau
correspond une fonction échelle entre 0 et hmax de période d. Le profil triangle est une fonction
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linéaire par morceaux variant entre 0 et hmax et de période d. Ces deux profils ne sont pas de
moyenne nulle : s = hmax/2.

À incidence normale, le coefficient de réflexion attendu pour les deux approximations (R1 et
Req) est 1 pour toute fréquence. De plus, nous négligeons le coefficient gTE donné par Eq. (2.32)
et nous ramenons l’évaluation du paramètre homogénéisé hTE au calcul de hTM en utilisant Eq.
(2.34), c’est-à-dire que le coefficient hTE est évalué par,

hTE ≈ s− hTM

Cette approximation, sans justification a priori mais vérifier a posteriori, est d’un double intérêt :
éviter les instabilités numériques du système auxiliaire en β ainsi que les erreurs induites par la
dérivée partielle dans Eq. (2.32) et surtout ne résoudre qu’un système auxiliaire.

Sur la Fig. 2.17 sont tracées la partie réelle et la partie imaginaire du coefficient de réflexion
pour les incidences de 0̊ , 60̊ et 80̊ . À incidence normale, le coefficient de réflexion est bien de 1
pour une large bande de fréquence. Pour les incidences non-normales, la prévision du coefficient
de réflexion par les deux modèles (asymptotique ou équivalent) est satisfaisante. Le compor-
tement global est correctement représenté. De plus, l’approximation, sans assise théorique, du
coefficient hTE est numériquement pertinente.

Pour les profils créneau et triangle à incidence normale, Fig. 2.18 compare le coefficient de
réflexion Rδ calculé par la MoM avec celui évalué asymptotiquement R1 et avec celui approché
par la condition équivalente Req. Les coefficients R1 et Req donne une bonne approximation du
coefficient de réflexion.

Pour le profil triangulaire, Fig. 2.19 trace la partie réelle et la partie imaginaires des coeffi-
cients de réflexion pour une incidence de 60̊ et de 80̊ . Les différents coefficients sont en accord.
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Figure 2.17 – Comparaison en fonction de la fréquence du coefficient de réflexion de référence
Rδ avec celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Incidence 0̊ , 60̊ et 80̊ – profil
sinusöıdal : hmax = 0.002m et d = 0.002m.

L’étude de l’erreur est plus délicate. La MoM est moins précise dans la polarisation TE : d’une
part parce que la formulation intégrale est de type MFIE et d’autre part parce que l’évaluation
du noyau de Green périodique est plus difficile. Raffiner la discrétisation apporte peu de précision
comparée à l’effort numérique ajouté.

Fig. 2.20 représente l’erreur en fonction du kyhmax pour trois profils : sinusöıdal, créneau et
triangle. Il est délicat de tirer des conclusions. Pour des hauteurs relatives kyhmax faible, l’erreur
observée est celle de la MoM.
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Figure 2.18 – Comparaison en fonction de la fréquence du coefficient de réfléxion de référence
Rδ avec celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Incidence 0̊ – profil créneau et
triangle : hmax = 0.001m et d = 0.002m.
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Figure 2.19 – Comparaison en fonction de la fréquence du coefficient de réflexion de référence
Rδ avec celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Incidence 60̊ et 80̊ – profil
triangle : hmax = 0.001m et d = 0.002m.

L’angle d’incidence influe sur le domaine où les coefficients R1 et Req donnent une précision
acceptable. Contrairement à la polarisation TM la dépendance par rapport à l’angle d’incidence
est explicite, dans cette polarisation l’incidence intervient à travers deux termes. Les comparai-
sons sont par conséquent plus difficiles.

L’ordre 2 pour la polarisation TE est présenté formellement dans l’Annexe B.
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2.5. Commentaires

2.5 Commentaires

Dans cette section, nous rassemblons les différents résultats obtenus pour le cas métallique
dans les deux polarisations.

2.5.1 Synthèse

Les résultats sont rassemblés dans Tab. 2.5. Nous pouvons noter que, dans les deux polari-
sations, l’ordre 0 est celui d’un plan métallique. Dans les méthodes utilisant des développements
double-échelles, l’ordre 0 est généralement supposé être le cas non-pertubé (le plan). Puis un
terme de couche limite est ajouté à chaque ordre pour corriger l’erreur. Dans l’application de la
procédure, nous retrouvons par le calcul cette hypothèse généralement faite sur l’ordre 0.

À l’ordre 1, nous obtenons quatre paramètres correspondant à la surface homogénéisée. Les
effets des irrégularités surfaciques sont contenus dans ces quatre paramètres, le problème global
ne “voit” en quelque sorte que ces effets “moyennés”.

Ces paramètres dépendent de la polarisation. Ils résultent de la résolution de systèmes auxi-
liaires indépendants de la fréquence et de l’angle d’incidence, i.e., qu’ils sont valables dans une
bande de fréquence et pour toutes les incidences. De plus, ils sont purement réels.

Polarisation : TM

composante : u = Ez ; utot = u(0) + δu(1) +O(δ2)
C.L. : utot

|Γδ = 0

C̃.L.(0) : u
(0)
|y=0 = 0

C̃.L.(1) : u
(1)
|y=0 − hTM ∂yu

(0)
|y=0 = 0

C.L.E.(1) : utot|y=0 − δ hTM (x) ∂yu
tot
|y=0 = O(δ2)

Polarisation : TE

composante : u = Hz ; utot = u(0) + δu(1) +O(δ2)
C.L. : ∂n̂u

tot
|Γδ = 0

C̃.L.(0) : ∂yu
(0)
|y=0 = 0

C̃.L.(1) : ∂yu
(1)
|y=0 + s ∂2yu

(0)
|y=0 + hTE ∂2xu

(0)
|y=0 − gTE ∂xu

(0)
|y=0 = 0

C.L.E.(1) : ∂yu
tot
|y=0 + δ s(x) ∂2yu

tot
|y=0 + δ hTE(x) ∂

2
xu

tot
|y=0 − δ gTE(x)∂xu

(0)
|y=0 = O(δ2)

Table 2.5 – Synthèse de l’homogénéisation par les surfaces métalliques 1D

Pour finir, l’obtention du champ total solution du problème de diffraction initial Eq. (1.23)
ou Eq. (1.24) peut être menée de deux manières :

• soit en utilisant la C.L.E.. Cette condition aux limites effective est introduite dans un
code basé sur des méthodes rigoureuses (Équation Intégrale,. . .) où l’effort numérique sera
moindre, ou dans un code basé sur des méthodes approchées leur permettant de prendre
en compte des effets de rugosités fines, jusqu’alors complexes ou impossibles à mettre en
œuvre.
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• soit en utilisant le développement asymptotique construit à chaque ordre. Dans le cas où
l’effet de la rugosité est ramené sur un plan, à partir de l’ordre n−1, le calcul pour obtenir
l’ordre n peut être réalisé analytiquement.

2.5.2 Condition de Léontovich : impédance équivalente

En associant les grandeurs u à leurs grandeurs physiques (champs électrique E, magnétique
H, . . .) et en utilisant les différentes équations de Maxwell, la C.L.E. d’ordre 1 obtenue peut se
mettre sous la forme d’une Impédance Équivalente (IBC ou condition de Léontovich [42, 66]).
Le cas traité étant 2D (invariance suivant la direction ẑ), cette impédance est diagonale : il n’y a
pas de polarisation croisée. Cette impédance équivalente est posée sur le plan et elle représente
les effets de rugosités. Formellement, elle s’écrit à l’ordre 1,

ŷ ×
(
Etot × ŷ

)
+ Z ŷ ×Htot = O(δ2)

ou encore, ∣∣∣∣
Etot

x

Etot
z

∣∣∣∣+ Z

∣∣∣∣
−Htot

z

−Htot
x

∣∣∣∣ = O(δ2)

Nous considérons des surfaces à une échelle de périodicité : s′x = 0 ou encore gTE = 0. D’après
Tab. 2.5, nous en déduisons (en y = 0) pour les deux polarisations,

Polarisation TM : Etot
z − δ hTM ∂yE

tot
z = O(δ2)

Or nous avons l’équation de Maxwell : ∇×Etot = −iωµ0Htot, i.e.,
∣∣∣∣∣∣

∂yE
tot
z

−∂xEtot
z

0

∣∣∣∣∣∣
= −iωµ0

∣∣∣∣∣∣

Htot
x

Htot
y

0

∣∣∣∣∣∣

ce qui donne,
Etot

z + δ iωµ0 hTM Htot
x = O(δ2)

Polarisation TE : ∂yH
tot
z + δ s ∂2yH

tot
z + δ hTE ∂2xH

tot
z = O(δ2)

Or nous avons l’équation de Maxwell : ∇×Htot = +iωǫ0E
tot, i.e.,

∣∣∣∣∣∣

∂yH
tot
z

−∂xHtot
z

0

∣∣∣∣∣∣
= +iωǫ0

∣∣∣∣∣∣

Etot
x

Etot
y

0

∣∣∣∣∣∣

et l’équation de Helmholtz est satisfaite, i.e., ∂2yH
tot
z = −k2Htot

z − ∂2xHtot
z . Ceci donne,

+iωǫ0E
tot
x − δ ω2µ0 ǫ0 sHtot

z − δ (s − hTE) ∂
2
xH

tot
z = O(δ2)

Ces deux calculs, pour les deux polarisations, montrent que l’impédance équivalente est bien
diagonale. De façon synthétique, la C.L.E. sous forme d’impédance équivalente s’écrit :

ŷ ×
(
Etot × ŷ

)
+ δ

∣∣∣∣
ZTE 0
0 ZTM

∣∣∣∣ ŷ×Htot = O(δ2)

avec

ZTE = +iωµ0 s − s− hTE

iωǫ0
∂2x

ZTM = −iωµ0 hTM
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Ces résulats appellent trois remarques.

En premier lieu, le paramètre δ est sans dimension. Il est clair que le paramètre s est par
définition homogène à une hauteur, puisqu’il représente la moyenne de la surface sur une cellule.
Et d’après les deux expressions précédentes, le paramètre hTM a la même dimension que le para-
mètre s, i.e., une hauteur. De plus, comme le paramètre hTM (ou le paramètre s) est homogène
à des mètres, une analyse dimensionnelle montre que cette impédance est bien homogène à des
Ohms (Ω),

ωµ0 hTM ∝ rad.s−1 H.m−1 m = s−1 V.s.A. = V.A−1 = Ω

De plus, pour pouvoir réaliser l’addition, le paramètre hTE doit être de la même homogénéité
que le paramètre s. Et ceci est confirmé par l’analyse dimensionnelle,

hTE

ωǫ0
∝ m (rad.s−1)−1 (A.s.V −1.m−1)−1 = V.A−1 = Ω

Donc, les trois paramètres calculés : s , hTM , hTE sont homogènes à des hauteurs. Dans ce
cas, les paramètres hTE et gTE sont aussi homogènes à des hauteurs. En revanche, l’interpréta-
tion du paramètre homogénéisé comme hauteur équivalente [57] n’est qu’une particularité de la
polarisation TM et ne s’applique pas à la polarisation TE.

En second lieu, notons que cette impédance d’ordre 1 modélisant une surface rugueuse mé-
tallique est, dans les deux cas de polarisation, imaginaire pure. Ceci signifie que l’information
qu’elle apporte au champ global ne contribue que sur la phase de celui-ci. Pour tenir compte des
effets de rugosités fines sur le module du champ, une C.L.E. d’ordre 2 doit être évaluée.

Pour finir, l’impédance dépend du terme ∂2x. Dans le cas d’une onde plane comme champ
incident, ce terme se traduit par une dépendance en sin2 θinc. Donc les trois paramètres homogé-
néisés sont indépendants de la fréquence et de l’angle d’incidence, mais l’impédance équivalente,
elle, en dépend.

2.5.3 Une interprétation pour les surfaces de faible hauteur à une échelle de
périodicité

Dans le cas d’une fine couche de diélectrique déposée sur un plan métallique, Engquist et
Nédélec [27] ont établi une condition d’impédance équivalente de d’ordre 1 lorsque la hauteur h
de la couche est “petite” (relativement à la longueur d’onde λ). Les expressions sont résumées
dans Tab. 2.6

Le paramètre δ représente le changement d’échelle et il est défini par,

δ = d/L

Si la hauteur h de la couche diélectrique est fixée à : h = δλ, alors nous en déduisons pour la
polarisation TM :

ǫTMh = δhTM =⇒ ǫTM =
hTM

λ

et pour la polarisation TE :

{
µTEh = −δs
ǫ−1TEh = −δ(s − hTE)

=⇒





µTE =
−s
λ

ǫTE =
λ

hTE − s
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TE

Engquist-Nédéléc ∂yu
tot +

(
k2 hµ + ǫ−1h∂2x

)
utot = 0

C.L.E. surf. rug. ∂yu
tot −

(
k2 δ s + δ (s− hTE)∂

2
x

)
utot = 0

TM
Engquist-Nédéléc utot − ǫ h ∂yu

tot = 0

C.L.E. surf. rug. utot − δ hTM ∂yu
tot = 0

Table 2.6 – Comparaison : condition d’impédance homogénéisée et condition d’impédance de
Engquist-Nédélec
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Figure 2.21 – Une géométrie équivalente de la surface homogénéisée

Ainsi, nous pouvons faire l’analogie entre une surface rugueuse et une fine couche d’un
matériau complexe déposée sur un plan métallique (Fig. 2.21). Il est important de préciser
que ce sont des permittivités et perméabilités relatives. Le caractère sans dimension est bien
préservé. La couche limite proche de la surface peut s’interpréter comme un milieu diélectrique
anisotrope.

Il faut noter aussi que ceci n’est qu’une interprétation des coefficients obtenus par la pro-
cédure d’homogénéisation. L’obtention des impédances de Engquist-Nédélec n’est possible que
pour une fine couche de diélectrique, et le choix de h = δλ limite, par conséquent, le domaine où
cette interprétation est justifiée. Cette interprétation est uniquement formelle et des expériences
numériques permettraient de la vérifier.

2.6 Conclusion

Une procédure d’homogénéisation permettant de calculer des coefficients effectifs a été pro-
posée. Cette procédure a été appliquée à des surfaces parfaitement métalliques éclairées par une
onde plane en polarisation TM et en polarisation TE. Les résultats obtenus sont satisfaisants.
Nous avons illustré que la méthode était peu sensible à la forme du profil de la surface. De
plus, la méthode est aussi valide pour des profils présentant des fortes pentes ou une dérivée
discontinue. Dans le cas de la polarisation TM, le domaine de validité est encore convenable
pour des hauteurs de l’ordre de λ/8. Dans le cas de la polarisation TE, dû fait d’un manque de
précision dans la solution de référence (MFIE) le domaine de validité n’est pas pu être établi
avec exactitude. Ceci renforce l’intérêt de la procédure d’homogénéisation. Nous avons montré
que la montée en ordre étend le domaine de validité.
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[
u
(2)
1,2

]
y=0

. . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.5.2 Caractérisation de
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Dans ce chapitre, la méthode d’homogénéisation présentée au chapitre précédent (section
2.1.1) est appliquée au cas d’une interface rugueuse séparant deux milieux diélectriques.

Dans le cas d’une interface séparant deux diélectriques, Nevard et Keller [50] ont proposé des
développements asymptotiques raccordés, puis étendus par Kristensson [41] en 3D. Notons que
dans le cadre d’un problème connexe, celui d’une surface métallique avec une conductivité finie,
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

plusieurs approches ont été proposées. En particulier, les travaux de Senior [65, 66] cherchent à
modéliser les effets de peau à travers une impédance équivalente. Cette approche est poursuivie
par exemple dans [44, 6], où le phénomène est modélisé par un opérateur de Steklov-Poincaré.
Ces développements permettent de réduire la taille du problème : la discrétisation n’est plus
gouvernée par l’effet de peau puisqu’il est déjà pris en compte dans la condition aux limites. La
difficulté de cette approche est que, généralement, elle ne permet pas de prendre en compte les
rugosités de l’interface. Holloway et Kuester [35] ont étendu leur résultat de [34] (voir Annexe
A) pour prendre en compte à la fois la rugosité et l’effet de peau.

À notre connaissance, l’approche que nous présentons ici pour traiter une interface séparant
deux diélectriques par une technique d’homogénéisation basée sur un développement asympto-
tique double échelle est originale.

3.1 Préliminaires

3.1.1 Notations

Dans cette section, nous rappelons le problème et les différentes notations. Nous considérons
le problème de deux milieux diélectriques dont le rapport entre les constantes diélectriques est
donné par ǫc = ǫ2/ǫ1. Ce rapport peut être complexe. Nous considérons le rapport

√
|ǫc|khmax

petit devant la longueur d’onde. Ces deux diélectriques sont séparés par une surface rugueuse
(Γδ) de période L. Les profils de surfaces considérés dans ce chapitre sont à une échelle de
périodicité.
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Figure 3.1 – Schéma du problème diélectrique

Pour préciser la géométrie (voir Fig. 3.1), nous définissons :

• le domaine : Ωδ = Ωδ
1 ∪ Ωδ

2

1. Ωδ
1 =

{
(x, y) ∈ R2 | x ∈]0, L[ , H1 ≥ y ≥ γδ(x)

}

2. Ωδ
2 =

{
(x, y) ∈ R2 | x ∈]0, L[ , −H2 ≤ y ≤ γδ(x)

}
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3.1. Préliminaires

• la frontière : Γδ =
{
(x, y) ∈ R2 | x ∈]0, L[ , y = γδ(x)

}

La polarisation TE ne sera pas traitée ici. Seule la polarisation TM sera considérée. Toute-
fois, la procédure d’homogénéisation reste identique et certains développement sont similaires.
Le problème (polarisation TM, i.e., u = Ez) sur lequel nous voulons appliquer la procédure
d’homogénéisation est le problème suivant,





{
∇2

xy + k21,2

}
utot1,2(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ Ωδ

1,2[
utot

]
= 0 ∀(x, y) ∈ Γδ

[
∂n̂u

tot
]

= 0 ∀(x, y) ∈ Γδ

Conditions de radiation

Les crochets [•] représentent les sauts pris en y = γδ(x), i.e.,

[utot1,2] = 0 ⇐⇒ utot2
∣∣
Γδ − utot1

∣∣
Γδ = 0

[
∂n̂u

tot
1,2

]
= 0 ⇐⇒ ∂n̂u

tot
2

∣∣
Γδ − ∂n̂u

tot
1

∣∣
Γδ = 0

Lorsque les sauts ne seront pas considérés sur la surface rugueuse Γδ, nous expliciterons, (e.g.
[utot1,2]y=0 = utot2 |y=0 − utot1 |y=0).

Ainsi, le problème de transmission en polarisation TM comporte deux C.L. traduisant la
continuité des champs à travers la surface. Ces deux conditions de sauts peuvent être vues comme
une combinaison des deux problèmes métalliques précédents, celui de Dirichlet (polarisation TM)
et celui de Neumann (polarisation TE). Certaines analogies dans les développements seront faits.

Le paramètre δ de changement d’échelle est défini de la même façon : δ = d/L. Pour cette
configuration, seuls les profils de surface à une échelle de périodicité sont considérés. En d’autres
termes, le profil de la surface est modélisé par,

γδ(x) = δs(σ) avec σ = x/δ

Par conséquent, nous avons l’égalité :

γ′δ = ∂σs = s′ (3.1)

La dérivée normale s’écrit,

∂n̂ = N
(
− γ′δ ∂x + ∂y

)
= N

(
− s′ ∂x + ∂y

)

De la même manière que précédemment, nous définissons les variables lentes (x, y), et les va-
riables rapides (σ = x/δ, τ = y/δ). Pour alléger les notations, nous définissons une dérivée
normale par rapport aux variables rapides,

∂n̂σ = N
(
− s′∂σ + ∂τ

)

Nous cherchons à transformer le problème initial en deux problèmes découplés : l’un relatif
aux effets de rugosités et l’autre relatif aux effets globaux. Ainsi, les trois même outils sont
utilisés et introduits dans les équations initiales, à savoir,
• Séparation des “effets lents” et des “effets rapides” (noté u+Π)
• Développement Asymptotique par rapport au (petit) paramètre δ
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

• Développement de Taylor sur la partie lente uniquement
Par conséquent, la géométrie dans l’autre échelle est (voir Fig. 3.1) :

• le domaine est : D = D1 ∪D2

1. D1 =
{
(σ, τ) ∈ R2 | σ ∈]0, d[ , HD1 ≥ τ ≥ s(σ)

}

2. D2 =
{
(σ, τ) ∈ R2 | σ ∈]0, d[ , −HD2 ≤ τ ≤ s(σ)

}

• la frontière est : Σ =
{
(σ, τ) ∈ R2 | σ ∈]0, d[ , τ = s(σ)

}

Pour finir, nous supposons aussi que le terme de couche limite Π est nul loin de la surface.
Toutefois, comme deux milieux sont considérés avec une transmission du champ, cette condition
devient, 




lim
τ→∞

Π1(x, σ, τ) = 0

lim
τ→−∞

Π2(x, σ, τ) = 0

que nous noterons de façon concise : Π
∞
= 0

Maintenant, nous appliquons la méthode d’homogénéisation décrite précédemment, à savoir
caractériser les problèmes locaux pour déterminer les problèmes globaux.

3.1.2 Une illustration informelle

Avant de se lancer dans les développements calculatoires, nous souhaitons illustrer le deve-
loppement asymptotique et corroborer l’axe de recherche.

Le champ total est noté utot1,2, et par définition,

utot1 = uinc + udiff et utot2 = uT

avec uinc le champ incident donné par une onde plane, udiff le champ réfléchi, uT transmis. De
plus, le paramètre Θc, déduit de la deuxième loi de Descartes, est défini par Eq. (1.21), rappelé
ici,

Θc(θ
inc, ǫc) =

cos θT
cos θinc

=

√
1− sin2 θinc

ǫc

cos θinc

et en polarisation TM, les coefficients de réflexion et de transmission associé au plan infini (y = 0)
sont bien connus Eq. (1.22) et rappelé,

R0 =
k1y − k2y
k1y + k2y

=
1−Θc

√
ǫc

1 + Θc
√
ǫc

et T0 =
2k1y

k1y + k2y
=

2

1 + Θc
√
ǫc

Plan déphasé : y = +h

Le plan est “décalé” d’une hauteur h, pour être précis, il est défini par : γδ(x) = +h ∀x. Cette
configuration analytique correspond trivialement à un déphasage sur le champ, nous l’utilisons
uniquement à titre illustratif. Les champs réfléchi udiff, transmis uT, et incident u

inc sont donnés
par,

(y ≥ h)

{
udiff = Rφe

+ik1yye+ikx1x

uinc = e−ik1yye+ikx1x ; (y ≤ h) uT = Tφe
−ik2yye+ikx2x
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3.1. Préliminaires

où Rφ et Tφ sont respectivement le coefficient de réflexion et de transmission. Ces champs sont
introduits dans la C.L.,

[
utot1,2

]
y=h

= 0 ⇐⇒ e−ik1yh(1 +Rφe
+2ik1yh) = Tφe

−ik2yh

[
∂ŷu

tot
1,2

]
y=h

= 0 ⇐⇒ k1ye
−ik1yh(1−Rφe

+2ik1yh) = k2yTφe
−ik2yh

et les coefficients de Réflexion et de Transmission sont déduits,

Rφ =
k1y − k2y
k1y + k2y

e−2ik1yh = R0 e
−2ik1yh (3.2)

Tφ =
2k1y

k1y + k2y
ei(k2y−k1y)h = T0 e

i(k2y−k1y)h (3.3)

Pour finir, un développement asymptotique est recherché, c’est-à-dire que nous supposons
un décalage négligeable devant la longueur d’onde, ou encore k1yh≪ 1 et (k2y−k1y)h≪ 1, Ceci
permet d’obtenir le développement limité,

Rφ = R0 − 2ik1yhR0 − (2k1yh)
2R0 + o(2k1yh) (3.4)

Tφ = T0 + i(k2y − k1y)hT0 −
(
(k2y − k1y)h

)2
T0 + o(

(
k2y − k1y

)
h) (3.5)

La définition du paramètre δ représentant le changement d’échelle n’est pas immédiate. Toutefois,
le rapport entre la hauteur h et la longueur d’onde λ1 dans le milieu 1 semble un critère pertinent
pour représenter l’effet du“décalage” sur les coefficients d’intérêts. De ce fait, ici nous définissons
le paramètre de changement d’échelle,

δ = 2π
h

λ1
où le facteur 2π est arbitraire mais choisi pour simplifier la mise en forme du développement

limité. D’autre part, il est clair que 2k1yR0 =
(
k2y − k1y

)
T0. Ainsi les développements limités

Eq. (3.4) et Eq. (3.5) s’écrivent,

Rφ = R0 − 2iR0δ − 4R0δ
2 + o(δ2)

Tφ = T0 − 2iR0δ + (
√
ǫcΘc − 1)2R0δ

2 + o(δ2)

Piste de recherche

Fig. 3.2 montre les parties réelles et imaginaires des coefficients de réflexion et de transmission
calculés par la MoM à incidence normale. Sur ces courbes, un développement asymptotique
s’esquisse.

Lorsque la fréquence tend vers 0, les coefficients de réflexion et de transmission tendent vers
ceux d’un plan. Nous attendons le coefficient de réflexion à l’ordre 0 : R(0) = R0 et celui de
transmission : T (0) = T0, ce qui se traduit en terme de condition aux limites par,





[
u
(0)
1,2

]
y=0

= 0
[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0
(3.6)

Cette condition correspondrait à la condition aux limites modifiées d’ordre 0 C̃.L.(0) que nous
cherchons.
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

γδ(x) = hmax sin(2πx/d)

(
= δ
( 1
ky

sin(
2πkyhmax

d

x

δ
)
)
= δs(σ)

)

perm. hauteur période fréquence varie de longueur d’onde√
ǫc = 2 h = 0.001m d = 0.002m 0.1GHz à 10.1GHz 2.97 10−2 à 3m

R0 = −1/3 T0 = 2/3
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Figure 3.2 – Illustration du développement asymptotique sur le coefficient de réflexion et de
transmission d’une surface à une échelle de périodicité.
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Les conditions aux limites du problème relatif à une interface séparant deux milieux diélectriques
peuvent être vue comme une combinaison des problèmes traités au chapitre précédent. Ainsi,
s’inspirant des résultats obtenus pour les surfaces métalliques, nous pouvons nous attendre à la
forme très générale suivante,

[
u
(1)
1,2

]
y=0

+ h
(y)
E

[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

+ h
(x)
E

[
∂xu

(0)
1,2

]
y=0

= cE[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

+ h
(y)
H

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

+ h
(x)
H

[
∂2xu

(0)
1,2

]
y=0

= cH

or si l’ordre 0 est bien vérifié (Eq. (3.6)), cette forme se simplifie, et elle devient,





[
u
(1)
1,2

]
y=0

+ h
(x)
E

[
∂xu

(0)
1,2

]
y=0

= cE[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

+ h
(y)
H

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

+ h
(x)
H

[
∂2xu

(0)
1,2

]
y=0

= cH
(3.7)

Cette conditions aux limites correspondrait à la C̃.L.(1) que nous cherchons.

3.2 Injection des outils

Les différents développements sont déjà quasiment décrits dans le chapitre 2. Les équations
du problème de transmission peuvent être vues comme une combinaison des équations établies
dans le cas métallique pour les deux polarisation. Il faut tout de même être attentif aux indices
des différents milieux.

3.2.1 Équation de propagation

Les équations de propagation sont des équations de Helmholtz. Par conséquent, le résultat
Eq. (2.9) est repris, en adaptant pour les deux milieux. L’Équation de Propagation devient donc,

δ−2 ∇2
στΠ

(0)
1,2

+ δ−1
(
∇2

στΠ
(1)
1,2 + 2∂x∂σΠ

(0)
1,2

)

+
∑
n≥2

δn−2
(
{∇2

xy + k21,2}u
(n−2)
1,2

∇2
στΠ

(n)
1,2 + 2∂x∂σΠ

(n−1)
1,2

{∂2x + k21,2}Π
(n−2)
1,2

)

= 0





(3.8)

Cette équation, notée de façon synthétique, regroupe les deux équations de propagation, une par
milieu. Dû fait de la condition sur le terme de couche limite imposée à l’infini, les deux problèmes
sont donc séparés (en quatre équations). Le problème relatif aux effets globaux est régi par une
équation de Helmholtz et celui relatif aux effets locaux par une équation de Laplace.
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3.2.2 Condition aux Limites :
[
utot
1,2

]
= 0

La C.L. est une condition de saut qui s’écrit : utot1
∣∣
Γδ = utot2

∣∣
Γδ . Sur chaque partie de l’égalité

est appliquée la première étape (séparation u+Π, développement asymptotique, développement
de Taylor sur la partie lente u). Ainsi, le résultat de l’Eq. (2.10) est repris. La C.L. devient,

δ0

( (
u
(0)
1|y=0 + Π

(0)
1

∣∣∣
Σ

)
−
(
u
(0)
2|y=0 + Π

(0)
2

∣∣∣
Σ

) )

+ δ1

( (
u
(1)
1|y=0 + Π

(1)
1

∣∣∣
Σ

)
+ s(σ)

(
∂yu

(0)
1

)
|y=0

. . .

. . . −
(
u
(1)
2|y=0 + Π

(1)
2

∣∣∣
Σ

)
− s(σ)

(
∂yu

(0)
2

)
|y=0

)

+ δ2

( (
u
(2)
1|y=0 + Π

(2)
1

∣∣∣
Σ

)
+ s(σ)

(
∂yu

(1)
1

)
|y=0

+ s2

2

(
∂2yu

(0)
1

)
|y=0

. . .

. . . −
(
u
(2)
2|y=0 + Π

(2)
2

∣∣∣
Σ

)
− s(σ)

(
∂yu

(1)
2

)
|y=0

− s2

2

(
∂2yu

(0)
2

)
|y=0

)

...
= 0





expression qui peut s’écrire simplement,

δ0

( [
u
(0)
1,2

]
y=0

+
[
Π
(0)
1,2

]
Σ

)

+ δ1

( [
u
(1)
1,2

]
y=0

+
[
Π
(1)
1,2

]
Σ
+ s(σ)

[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

)

+ δ2

( [
u
(2)
1,2

]
y=0

+
[
Π
(2)
1,2

]
Σ
+ s(σ)

[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

. . .

. . . + s2(σ)
2

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

)

...
= 0





(3.9)

La première partie de la condition aux limites modifiées relie les effets globaux et les effets
locaux.
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3.2.3 Condition aux Limites :
[
∂n̂u

tot
1,2

]
= 0

Les mêmes remarques que pour la C.L. précédente sont appliquées. Les résultats des calculs
établis dans 2.4.1 sont utilisés. La séparation u+Π et le développement asymptotique donne,

δ−1 ∂n̂σΠ
(0)
1

∣∣∣
Σ
+
∑

n≥0

δn

(
∂n̂σΠ

(n+1)
1

∣∣∣
Σ
−Nγ′δ ∂xΠ

(n)
1

∣∣∣
Σ
+ ∂n̂u

(n)
1

∣∣∣
Γδ

)

=

δ−1 ∂n̂σΠ
(0)
2

∣∣∣
Σ
+
∑

n≥0

δn

(
∂n̂σΠ

(n+1)
2

∣∣∣
Σ
−Nγ′δ ∂xΠ

(n)
2

∣∣∣
Σ
+ ∂n̂u

(n)
2

∣∣∣
Γδ

)

Puis, le développement de Taylor est introduit. Le résultat final est donc une adaptation de l’Eq.
(2.4.1), et s’écrit de façon synthétique,

δ−1
[
∂n̂σΠ

(0)
1,2

]
Σ

δ0
[
∂n̂σΠ

(1)
1,2

]
Σ

− Nγ′δ
[
∂xΠ

(0)
1,2

]
Σ

+
[
∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

δ1
[
∂n̂σΠ

(2)
1,2

]
Σ

− Nγ′δ
[
∂xΠ

(1)
1,2

]
Σ

+
[
∂n̂u

(1)
1,2

]
y=0

. . .

. . . + s(σ)
[
∂y∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

δ2
[
∂n̂σΠ

(3)
1,2

]
Σ

− Nγ′δ
[
∂xΠ

(2)
1,2

]
Σ

+
[
∂n̂u

(2)
1,2

]
y=0

. . .

. . . + s(σ)
[
∂y∂n̂u

(1)
1,2

]
y=0

+ s2(σ)
2

[
∂2y∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

...
= 0





(3.10)

C’est la deuxième partie de la condition aux limites modifiée.

3.2.4 Synthèse

Finalement, en regroupant les puissances de δ dans les équations (3.8), (3.9) et (3.10), le
problème obtenu est découplé en deux sous-problèmes reliés par une Condition aux Limites
Modifiées (C̃.L.(n)).

Avant de se lancer dans la résolution à proprement parlée, les différents systèmes à traiter
sont présentés, ce qui nous permet de préciser la stratégie pour caractériser la C̃.L.(0) et la
C̃.L.(1).

La procédure pour obtenir les C̃.L.(n) et la C.L.E. présente un caractère automatique, mais
du fait des nombreuses équations à manipuler, nous rassemblons les différents systèmes à traiter
pour obtenir les deux premiers ordres (relatif au champ effectif u).
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

Systèmes pour l’ordre 0 (relatif à u(0))

Le problème d’ordre 0 pour le champ effectif u(0) est le suivant,





{∇2
xy + k21,2}u

(0)
1,2 = 0

[
Π
(0)
1,2

]
Σ

+
[
u
(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂n̂σΠ

(1)
1,2

]
Σ

− Nγ′δ
[
∂xΠ

(0)
1,2

]
Σ

+
[
∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

= 0

Condition de Radiation

(3.11)

Le problème (3.11) dépend du correcteur Π(0) donc il faut commencer par résoudre le système
suivant,

Ordre -1





∇2
στΠ

(0)
1,2 = 0

[
Π
(0)
1,2

]
Σ

+
[
u
(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂n̂σΠ

(0)
1,2

]
Σ

= 0

Π
∞

(0) = 0

(3.12)

Et le problème (3.11) dépend aussi du correcteur Π(1), il faut donc aussi résoudre le système
suivant,

Ordre 0





∇2
στΠ

(1)
1,2 = −2∂x∂σΠ(0)1,2

[
Π
(1)
1,2

]
Σ
+
[
u
(1)
1,2

]
y=0

+ s(σ)
[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂n̂σΠ

(1)
1,2

]
Σ
− Nγ′δ

[
∂xΠ

(0)
1,2

]
Σ
+
[
∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

= 0

Π
∞

(1) = 0

(3.13)

Mais, ce dernier problème dépend du champ effectif d’ordre 1. Cependant, en utilisant une condi-
tion de compatibilité (théorème de la divergence), la C̃.L.(0) sera déterminée. Pour déterminer
cette condition aux limites, ce dernier système n’a pas besoin d’être résolu, mais seulement
manipulé pour extraire l’information utile.

La C̃.L.(0) ainsi obtenue sera ensuite injectée dans le système d’intérêt donné par Eq. (3.11).
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3.2. Injection des outils

Systèmes pour l’ordre 1 (relatif à u(1))

Le problème pour le champ effectif u(1) est le suivant,





{∇2
xy + k21,2}u

(1)
1,2 = 0

[
Π
(1)
1,2

]
Σ
+
[
u
(1)
1,2

]
y=0

+ s(σ)
[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂n̂σΠ

(2)
1,2

]
Σ
− Nγ′δ

[
∂xΠ

(1)
1,2

]
Σ
+
[
∂n̂u

(1)
1,2

]
y=0

. . .

. . . + s(σ)
[
∂y∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

= 0

Condition de Radiation

(3.14)

Ce problème dépend du correcteur Π(1), par conséquent le système (3.13) doit être résolu. Remar-
quons qu’il sera simplifié par la condition de compatibilité précédemment utilisée pour exprimer
C̃.L.(0). Ensuite, comme Eq. (3.14) dépend aussi de Π(2), le système suivant doit être manipulé
avec une condition de compatibilité.

Ordre 1





∇2
στΠ

(2)
1,2 = −2∂x∂σΠ(1)1,2

[
Π
(2)
1,2

]
Σ
+
[
u
(2)
1,2

]
y=0

+ s(σ)
[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

. . .

. . . + s2

2

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂n̂σΠ

(2)
1,2

]
Σ
− Nγ′δ

[
∂xΠ

(1)
1,2

]
Σ
+
[
∂n̂u

(1)
1,2

]
y=0

. . .

. . . + s(σ)
[
∂y∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

= 0

Π
∞

(2) = 0

(3.15)

Finalement, la stratégie pour caractériser la C̃.L.(n) se déroule en deux étapes : le problème en
Π(n) est complètement résolu par l’intermédiaire d’un système auxiliaire, puis une condition de
compatibilité est utilisée sur le problème en Π(n+1). La première étape donnera une information

sur
[
u
(n)
1,2

]
y=0

(continuité du champ électrique) et la deuxième étape donnera une information

sur
[
∂n̂u

(n)
]
y=0

(continuité du champ magnétique).
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

3.3 Résolution de l’ordre 0 (associé à u(0))

3.3.1 Calcul de Π(0) et détermination de
[
u
(0)
1,2

]
y=0

À partir du problème (3.12), la détermination de Π(0) est cherchée. Dans ce système, il est

rappelé que le terme
[
u
(0)
1,2

]
y=0

est considéré comme une constante par rapport aux variables

rapides (σ, τ), car il ne dépend que des variables lentes (x, y).

Le choix suivant est un bon candidat comme solution,

Π
(0)
1 (x, σ, τ) = c1(x) et Π

(0)
2 (x, σ, τ) = c2(x) tel que c2 − c1 = −

[
u
(0)
1,2

]
y=0

Cette solution vérifie bien l’équation du laplacien et les deux conditions aux limites du problème.
De plus, la condition à l’infini (Π

∞

(0) = 0) impose que ces deux constantes c1 et c2 soient nulles.

Donc nous avons le résultat,

Π
(0)
1 (x, σ, τ) = 0 = Π

(0)
2 (x, σ, τ) (3.16)

qui implique que, [
u
(0)
1,2

]
y=0

= 0 (3.17)

À l’ordre 0, la composante tangentielle du champ électrique est continue à la traversée de
l’interface plane diélectrique. Le champ électrique ne “voit” pas la rugosité à l’ordre 0,

3.3.2 Caractérisation de
[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

Avant d’appliquer le théorème de la divergence, rappelons le système d’équations (3.13)
régissant le correcteur de couche limite Π(1), en introduisant les termes déjà calculés. La condition
de compatibilité est appliquée sur le système suivant,





∇2
στΠ

(1)
1,2 = 0

[
Π
(1)
1,2

]
Σ
+
[
u
(1)
1,2

]
y=0

+ s(σ)
[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂n̂σΠ

(1)
1,2

]
Σ
+
[
∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

= 0

Π
∞

(1) = 0

Le théorème de la divergence est appliqué sur les deux domaines D1 et D2,

0 =

∫

D1

∇2
στΠ

(1)
1 dS = −

∫

∂D1

∂n̂σΠ
(1)
1 dl (3.18)

0 =

∫

D2

∇2
στΠ

(2)
1 dS = −

∫

∂D2

∂n̂σΠ
(2)
1 dl (3.19)

où n̂σ représente ici le vecteur normal unitaire entrant au domaine D1,2.
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3.3. Résolution de l’ordre 0 (associé à u(0))

Le bord du domaine {1, 2} est : ∂D1,2 = Σ ∪ ΓHD1,2 ∪ Pér.. Les deux bords périodiques

se compensent. De plus, la partie sur Γ
HD1,2 est aussi nulle, soit en considérant l’opérateur

Dirichlet-to-Neumann pour borner le domaine D1,2, soit en se plaçant suffisamment loin de la
surface où le correcteur de couche limite est nul.

Finalement, le calcul se réduit à l’évaluation de l’intégrale posée sur la surface Σ. Le vecteur
normal entrant pour le domaine D1 est opposé au vecteur normal entrant pour le domaine D2.
Maintenant, les deux équations (3.18) et (3.19) sont ajoutées. En tenant compte des parties
nulles, il reste uniquement,

0 =

∫

Σ
∂n̂σΠ

(1)
1 dl−

∫

Σ
∂n̂σΠ

(2)
1 dl =

∫

Σ

[
∂n̂σΠ

(1)
1,2

]
dl

Ce même résultat peut être obtenu (directement) en utilisant le théorème de la divergence sur
le domaine D = D1 ∪D2 puisque ils ne se recouvrent pas.

Enfin, le calcul est terminé en utilisant la condition aux limites,

0 =

∫

Σ

[
∂n̂σΠ

(1)
1,2

]
dl(σ) =

∫

Σ

[
∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

dl(σ)

=

∫

Σ

[
N (−γ′δ∂x + ∂y)u

(0)
1,2

]
y=0

dl(σ)

=

∫ d

0

[
N (−γ′δ∂x + ∂y)u

(0)
1,2

]
y=0

dσ

N

=
[
∂xu

(0)
1,2

]
y=0

∫ d

0
−γ′δ dσ +

[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

∫ d

0
dσ

or, les cellules sont considérées localement périodiques, i.e., s(d) = s(0), ce qui implique directe-
ment, ∫ d

0
γ′δ dσ =

∫ d

0
s′(σ) dσ = s(d)− s(0) = 0

Pour finir, la deuxième C̃.L.(0) que nous cherchions pour l’ordre 0 est établie,
[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0 (3.20)

À l’ordre 0, la composante tangentielle du champ magnétique est nulle à la traversée de l’interface
plane diélectrique.

3.3.3 Conclusion pour l’ordre 0

À ce stade, l’ordre 0 est entièrement déterminé. Avant d’établir la C̃.L.(1), faisons une syn-
thèse des différents termes calculés :
• le correcteur de couche limite d’ordre 0 (noté Π(0)) est nul (Eq. (3.16)).
• le correcteur de couche limite Π(1) n’est pas encore calculé,
• la C̃.L.(0) est déterminée par Eq. (3.17) et par Eq. (3.20). Elle correspond à une interface
plane séparant deux milieux diélectriques,





[
u
(0)
1,2

]
y=0

= 0
[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0
(3.21)

L’ordre 0 correspond à traiter un problème sans irrégularités surfaciques.
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

Pour finir, le problème associé à l’ordre 0 peut être résolu de façon analytique, et par conséquent,

le champ effectif u
(0)
1,2 d’ordre 0 ainsi que ses dérivées est considéré connu. Il ne faut pas oublier

que le champ effectif est un champ total, donc il comporte la partie correspondante au champ
incident.

Remarque sur
[
∂xu

(0)
1,2

]
y=0

Si le problème en u(0) est résolu avec comme champ incident une onde plane, alors le champ
diffracté est calculé analytiquement. Il s’écrit,

(y ≥ 0)

{
udiff = R0e

+ik1yye+ik1xx

uinc = e−ik1yye+ik1xx ; (y ≤ 0) uT = T0e
−ik2yye+ik2xx

avec la relation entre les coefficients de réflexion et de transmission : 1 + R0 = T0 et la loi de
Descartes : k1x = k2x. Le saut s’écrit alors,

[
∂xu

(0)
1,2

]
y=0

= ik1x
(
1 +R0

)
e+ik1xx − ik2xT0e+ik2xx = 0

De plus, la quantité ∂xu
(0) correspond à la grandeurH

(0)
y . Sachant que la composante normale

du champ magnétique est continue lors de la traversée d’un plan diélectrique, il est cohérent de

trouver
[
H
(0)
y 1,2

]
y=0

=
[
∂xu

(0)
1,2

]
y=0

= 0.

Par conséquent, nous considérons la simplification suivante induite par l’ordre 0,
[
∂xu

(0)
1,2

]
y=0

= 0 (3.22)

3.4 Résolution de l’ordre 1 (associé à u(1))

3.4.1 Calcul de Π(1) et détermination de
[
u
(1)
1,2

]
y=0

Suivant la méthode, il faut maintenant évaluer le correcteur de couche limite Π
(1)
1,2 d’ordre 1

pour obtenir un premier paramètre correspondant à la surface homogénéisée.
Dans le système (3.13) est injecté ce qui est déjà connu (voir la section 3.3.3), il reste le

problème suivant à résoudre,




∇2
στΠ

(1)
1,2 = 0

[
Π
(1)
1,2

]
Σ

= −
[
u
(1)
1,2

]
y=0

[
∂n̂σΠ

(1)
1,2

]
Σ

= 0

Π
∞

(1) = 0

Ce problème est du même type que le problème (3.12) en Π
(0)
1,2. Les mêmes arguments sont

appliqués pour sa résolution (voir section 3.3.1). Par conséquent, nous obtenons les deux résultats
suivants,

Π
(1)
1 = 0 = Π

(1)
2 (3.23)
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3.4. Résolution de l’ordre 1 (associé à u(1))

qui implique, [
u
(1)
1,2

]
y=0

= 0 (3.24)

La première partie de C̃.L.(1) est déterminée. Elle signifie que la composante tangentielle du
champ électrique à l’ordre 1 est continue à la traversée du plan séparant deux milieux diélec-
triques.

3.4.2 Caractérisation de
[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

Pour terminer la détermination de l’ordre 1, il manque encore la caractérisation de
[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

.

Pour cela, nous appliquons la condition de compatibilité sur le système régissant Π
(2)
1,2 défini par

l’Eq. (3.15). Nous commençons par remplacer les termes déterminés précédemment, puis la
condition de compatibilité est appliquée à ce système. Tout comme dans le cas des surfaces mé-

talliques, nous nous autorisons l’abus de notation en remplaçant ∂y

[
∂yu

(0)
1,2

]
y=0

par
[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

.

Il ne faut pas oublier que la dérivée normale se décompose en,

[
∂n̂u

(1)
1,2

]
y=0

= −Nγ′δ
[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

+N
[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

Ainsi, le système (3.15) est maintenant,





∇2
στΠ

(2)
1,2 = 0

[
Π
(2)
1,2

]
Σ
+

[
u
(2)
1,2

]
y=0

+ s(σ)
[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

. . .

. . . + s2

2

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂n̂σΠ

(2)
1,2

]
Σ
− Nγ′δ

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

. . .

. . . + N
[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

+ s(σ)
[
∂y∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

= 0

Π
∞

(2) = 0

Nous appliquons le théorème de la divergence, en faisant attention au sens des vecteurs normaux.
En utilisant le propriété de périodicité et le fait que le correcteur de couche limite Π(2) soit nul
loin de la surface, nous obtenons,

0 = +
[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

∫

Σ
Nγ′δ dl −

[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

∫

Σ
N dl . . .

. . . +
[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

∫

Σ
Nγ′δ s(σ) dl −

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

∫

Σ
N s(σ) dl

Les cellules sont toujours considérées localement périodiques (s(d) = s(0)) et la dérivée de la
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

surface γ′δ est égale à s
′ (voir Eq. (3.1)). Comme précédemment, le calcul des intégrales devient,

∫

Σ
Nγ′δ dl =

∫ d

0
s′(σ) dσ = 0

∫

Σ
Nγ′δ s(σ) dl =

∫ d

0
s′(σ) s(σ) dσ =

[
s2(σ)

2

]d

0

= 0

∫

Σ
N dl =

∫ d

0
dσ = d

∫

Σ
N s(σ) dl =

∫ d

0
s(σ) dσ = d s

où s est la moyenne locale.
Finalement, la deuxième C̃.L.(1) manquante est obtenue,

[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

+ s
[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0 (3.25)

3.4.3 Conclusion pour l’ordre 1

L’ordre 1 est entièrement déterminé. Les différents résultats obtenus se résument à :
• le correcteur de couche limite d’ordre 1 (noté Π(1)) est nul (Eq. (3.23)),

• la C̃.L.(1) est déterminée par Eq. (3.24) et par Eq. (3.25),





[
u
(1)
1,2

]
y=0

= 0
[
∂yu

(1)
1,2

]
y=0

+ s
[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0
(3.26)

• et elle correspond bien à celle pressentie (Eq. (3.7)),
• la condition aux limites équivalente se déduit du développement asymptotique et elle
s’écrit : C.L.E.= C̃.L.(0) + δC̃.L.(1) +O(δ2), ce qui s’exprime par,





[
utot1,2

]
y=0

= O(δ2)
[
∂yu

tot
1,2

]
y=0

+ δs
[
∂2yu

tot
1,2

]
y=0

= O(δ2)
(3.27)

• à l’ordre 1, il n’y a pas de problème auxiliaire à résoudre. L’effet de la rugosité est inclus
seulement dans la moyenne de la surface. Pour les surfaces à moyenne nulle, l’ordre 1
n’apporte pas de correction supplémentaire de l’ordre 0.
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3.4. Résolution de l’ordre 1 (associé à u(1))

3.4.4 Analyse : coefficients de réflexion et transmission

Nous cherchons à construire le développement asymptotique des coefficients de réflexion et
de transmission à partir des conditions aux limites modifiées d’ordre 0 (C̃.L.(0)) et d’ordre 1

(C̃.L.(1)), c’est à dire,

R1 = R(0) + δR(1) +O(δ2)

T1 = T (0) + δT (1) +O(δ2)

Les champs résultants du développement asymptotique sont donnés par,

(y ≥ 0
{
u
(n)
1 = R(n)e+ik1yye+ikx1x , (y ≤ 0) u

(n)
2 = T (n)e−ik2yye+ikx2x

avec le champ incident considéré uniquement à l’ordre 0.

Pour l’ordre 0, la C̃.L.(0) obtenue avec l’Eq. (3.21) correspond exactement au problème d’un
plan en y = 0. Par conséquent, le premier terme du développement du coefficient de réflexion
R(0) et du coefficient de transmission T (0) est respectivement R0 et T0.

Pour l’ordre 1, la C̃.L.(1) obtenue par l’Eq. (3.26) se traduit en terme de coefficients de
réflexion et de transmission par,





T (1) −R(1) = 0

−ik2yT (1) − ik1yR(1) + s

{
(−ik2y)2T (0) −

(
(+ik1y)

2R(0) + (−ik1y)2
)}

= 0

et qui donne après simplication,

R(1) = T (1) = i s (k2y − k1y)
2k1y

k1y + k2y

Les coefficients de réflexion et de transmission se développent asymptotiquement à l’ordre 1
comme,

R1 = R0 − 2ik1y s R0 δ +O(δ2) (3.28)

T1 = T0 + i(k2y − k1y) s T0 δ +O(δ2) (3.29)

À partir de la C.L.E. (Eq. (3.27)), une approximation à l’ordre 1 des coefficients de réflexion
se déduit. Les deux équations de 3.27 se traduisent en terme de coefficients de réflexion et de
transmission par,





Teq −Req − 1 = O(δ2)

−ik2yTeq − ik1y(Req − 1) + δs

{
(−ik2y)2Teq −

(
(+ik1y)

2Req + (−ik1y)2
)}

= O(δ2)

L’expression des coefficients de réflexion et de transmission se déduit,

Req =

(
k1y − k2y

)
+ δsi

(
k1y + k2y

)(
k2y − k1y

)
(
k1y + k2y

)
− δsi

(
k1y + k2y

)(
k2y − k1y

) = R0
1− δs i

(
k2y + k1y

)

1− δs i
(
k2y − k1y

) (3.30)

Teq =
2k1y(

k1y + k2y
)
− δsi

(
k1y + k2y

)(
k2y − k1y

) = T0
1

1− δs i
(
k2y − k1y

) (3.31)

À l’ordre 1, les coefficients de réflexion et de transmission ne dépendent que de la moyenne
de la surface. Pour une surface à moyenne nulle, l’ordre 1 n’apporte aucune amélioration com-
parativement à l’ordre 0.
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

Plan déphasé : y = +h

Dans le cas d’un plan déphasé en y = +h, nous avons clairement s = +h/δ. Et par consé-
quent, les coefficients de réflexion Eq. (3.28) et de transmission Eq. (3.29) calculés par la procé-
dure d’homogénéisation correspondent bien à ceux établis par Eq. (3.4) et Eq. (3.5).

Mêmes milieux : ǫc = 1

En dépit du fait que la configuration où l’interface sépare deux mêmes milieux n’a aucun
intérêt pratique, le résultat attendu est bien retrouvé. Comme les coefficients de réflexion et de
transmission associés à une interface plane sont en facteur des développements, le résultat en
découle.

Métallique : ǫc → i∞ (ou très fort contraste : ǫc →∞)

Le passage à la limite dans les coefficients de réflexion et transmission associés à une interface
plane donnent,

R0 =
1−Θc

√
ǫc

1 + Θc
√
ǫc

=
ǫc→i∞

−1 et T0 =
2

1 +Θc
√
ǫc

=
ǫc→i∞

0

Dans ce cas, le coefficient de transmission Eq. (3.28) est bien nul. Le coefficient de réflexion Eq.
(3.28) devient,

R1 =
ǫc→i∞

−1 + 2ik1y s δ +O(δ2)

Ce coefficient présente une similarité avec le coefficient établi dans le cadre métallique Eq. (2.19)
(voir section 2.3.4). Cependant, le coefficient hTM calculé par la procédure d’homogénéisation
ne représente pas la simple moyenne.

Les coefficients de réflexion Eq. (3.30) et de transmission Eq. (3.31) établis par la C.L.E. de-
viennent,

Req = R0
1− ik1y s δ

(
Θc
√
ǫc + 1

)

1− ik1y s δ
(
Θc
√
ǫc − 1

) =
ǫc→i∞

−1

Teq = T0
1

1− ik1y s δ
(
Θc
√
ǫc − 1

) =
ǫc→i∞

0

Le coefficient de transmission est bien nul. En revanche, le coefficient de réflexion ne correspond
pas à celui attendu (voir section 2.3.4 concernant l’homogénisation de surfaces parfaitement mé-
talliques).

Les coefficients sont différents parce que le passage à la limite induit des simplifications dans
certaines équations, et donc les résultats deviennent différents.

En particulier, la séparation des contributions lentes et rapides (séparation u+Π) doit être
adaptée dans le milieu 2. Si le milieu 2 est un milieu à forte perte métallique (ǫc → i∞), alors il
n’y aura pas de champ effectif : tout le champ total sera contenu dans le correcteur de couche
limite (effet de peau). De plus, le développement asymptotique doit aussi être adapté.
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3.4. Résolution de l’ordre 1 (associé à u(1))

Profil sinusöıdal et quadratique

La première surface considérée ici est la même surface que celle utilisée pour Fig. 3.2, à savoir
un profil sinusöıdal de hauteur hmax = 0.001m et de période d = 0.002m. Ce profil est de moyenne
nulle : s = 0. La deuxième surface est un profil quadratique : γδ(x) = −4hmax (x

2 − dx)/d2 de
moyenne non-nulle : s = 2hmax/3. Le profil sinusöıdal est éclairée par une onde plane d’incidence
de 45̊ et le profil quadratique est éclairée par une onde plane à incidence normale. La solution
de référence est calculée par la MoM.

Sur la Fig. 3.3 sont tracées les parties réelles et imaginaires des coefficients de réflexion et
de transmission en fonction de la fréquence. Les résultats sont en accord avec ceux attendus.
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Figure 3.3 – Comparaison en fonction de la fréquence du coefficient de réflexion et de trans-
mission de référence Rδ avec celui évalué asymptotiquement R1 et celui approché Req. Inci-
dence 45̊ – profil sinusöıdal : hmax = 0.001m et d = 0.002m. Incidence 0̊ – profil quadratique :
hmax = 0.001m et d = 0.002m.
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

3.5 Ordre supérieur

Pour déterminer l’ordre 2, le problème en Π(2) est résolu ce qui permet d’obtenir la première

C̃.L.(2) portant sur
[
u
(2)
1,2

]
y=0

puis une condition de compatibilité est extraite du problème en

Π(3) pour caractériser la deuxième C̃.L.(2) portant sur
[
∂yu

(2)
1,2

]
y=0

.

Les termes déjà évalués (voir les sections 3.3.3 et 3.4.3) sont directement injectés s’ils sim-
plifient les équations.

3.5.1 Calcul de Π(2) pour déterminer
[
u
(2)
1,2

]
y=0

Dans le système (3.15) régissant Π(2) est injecté les termes connus et il reste le problème
suivant à résoudre,





∇2
στΠ

(2)
1,2 = 0

[
Π
(2)
1,2

]
Σ
+

[
u
(2)
1,2

]
y=0

+
(
s2

2 − ss
)[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂n̂σΠ

(2)
1,2

]
Σ
− Nγ′δ

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

. . .

. . . − Nγ′δs
[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

+ N
(
s− s

)[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

Π
∞

(2) = 0

Pour résoudre ce problème, trois variables auxiliaires sont utilisées et la solution est posée sous
la forme suivante,

Π
(2)
1 = −u(2)1 + α01

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

+ α11

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

+ β01

[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

Π
(2)
2 = −u(2)1 + α02

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

+ α12

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

+ β02

[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

c’est-à-dire que les conditions aux limites s’écrivent,

[
Π
(2)
1,2

]
Σ
= −

[
u
(2)
1,2

]
y=0

+
[
α01,2

]
Σ

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

+
[
α11,2

]
Σ

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

+
[
β01,2

]
Σ

[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0[

∂n̂σΠ
(2)
1,2

]
Σ
=

[
∂n̂σα

0
1,2

]
Σ

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

+
[
∂n̂σα

1
1,2

]
Σ

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

+
[
∂n̂σβ

0
1,2

]
Σ

[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

ainsi par identification, nous obtenons les problèmes auxiliaires suivants,





∇2
στα

1
1,2 = 0[

α11,2

]
Σ

= 0[
∂n̂σα

1
1,2

]
Σ

= +Nγ′δ
α11,2
∞

= 0

(3.32)





∇2
στβ

0
1,2 = 0[

β01,2

]
Σ

= 0[
∂n̂σβ

0
1,2

]
Σ

= +Nγ′δs
β01,2
∞

= 0

(3.33)
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3.5. Ordre supérieur





∇2
στα

0
1,2 = 0[

α01,2

]
Σ

= −s
(s
2
− s

)
[
∂n̂σα

0
1,2

]
Σ

= −N
(
s− s

)

α01,2
∞

= 0

(3.34)

Ces trois systèmes auxiliaires vérifient bien une condition de compatibilité.

Pour finir, la condition à l’infini sur la correcteur de couche limite Π(2) est appliquée, ce qui
donne les deux équations suivantes,

0 = Π
(2)
1
∞

= −u(2)1 + α11
∞

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

+ α01
∞

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

+ β01
∞

[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

0 = Π
(2)
2
−∞

= −u(2)1 + α12
−∞

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

+ α02
−∞

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

+ β02
−∞

[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

qui sont soustraites l’une de l’autre pour donner la première C̃.L.(2),

[
u
(2)
1,2

]
y=0

− h(1)x

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

− h(0)y

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

− h(0)xy

[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

= 0 (3.35)

avec les paramètres,

h(1)x = α11
∞
− α12
−∞

(3.36)

h(0)y = α01
∞
− α02
−∞

(3.37)

h(0)xy = β01
∞
− β02
−∞

(3.38)

3.5.2 Caractérisation de
[
∂yu

(2)
1,2

]
y=0

Une condition de compatibilité sur le système régissant Π(3) est appliquée. Cette condition
donne un lien, par l’intermédaire du théorème de la divergence, entre l’équation du laplacien
et la condition aux limites de Neumann. Ces deux équations, données par l’Eq. (3.8) et l’Eq.
(3.10), sont,

∇2
στΠ

(3)
1,2 = −2∂x∂σΠ(2)1,2

[
∂n̂σΠ

(3)
1,2

]
Σ

= +Nγ′δ
[
∂xΠ

(2)
1,2

]
Σ
−

[
∂n̂u

(2)
1,2

]
y=0

− s
[
∂y∂n̂u

(1)
1,2

]
y=0

− s2

2

[
∂2y∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

et le théorème de la divergence donne,

∫

D1

∇2
στΠ

(3)
1 dS +

∫

D2

∇2
στΠ

(3)
2 dS = −

∫

Σ

[
∂n̂σΠ

(3)
1,2

]
Σ
dl
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

Le correcteur de couche limite Π(2) est connu et il dépend des trois variables auxiliaires calculées
précédemment et des champs effectifs. Le membre de droite donne,

∫

D1

∇2
στΠ

(3)
1 dS +

∫

D2

∇2
στΠ

(3)
2 dS =

−2
[
∂2xu

(1)
1,2

]
y=0

(∫

D1

∂σα
1
1 dS +

∫

D2

∂σα
1
2 dS

)

−2
[
∂x∂

2
yu

(0)
1,2

]
y=0

(∫

D1

∂σα
0
1 dS +

∫

D2

∂σα
0
2 dS

)

−2
[
∂2x∂yu

(0)
1,2

]
y=0

(∫

D1

∂σβ
0
1 dS +

∫

D2

∂σβ
0
2 dS

)

et le membre de gauche se ramène au calcul de,

∫

Σ

[
∂n̂σΠ

(3)
1,2

]
Σ
dl =

∫

Σ
Nγ′δ

[
∂xΠ

(2)
1,2

]
Σ
dl −→ −

[
∂xu

(2)
1,2

]
y=0

∫

Σ
Nγ′δ dl −→ 0

+
[
∂2xu

(1)
1,2

]
y=0

∫

Σ
Nγ′δ

[
α11

]
Σ
dl −→ 0

+
[
∂x∂

2
yu

(0)
1,2

]
y=0

∫

Σ
Nγ′δ

[
α01

]
Σ
dl −→

∫

Σ
Nγ′δ

(
−

(s2
2
− s s

)
)
dl

+
[
∂2x∂yu

(0)
1,2

]
y=0

∫

Σ
Nγ′δ

[
β01

]
Σ
dl −→ 0

−
∫

Σ

[
∂n̂u

(2)
1,2

]
y=0

dl −→ −
[
∂xu

(2)
1,2

]
y=0

∫

Σ
−Nγ′δ dl −→ 0

−
[
∂yu

(2)
1,2

]
y=0

∫

Σ
N dl −→ d

−
∫

Σ
s
[
∂y∂n̂u

(1)
1,2

]
y=0

dl −→ −
[
∂x∂yu

(1)
1,2

]
y=0

∫

Σ
−Nγ′δs dl −→ 0

−
[
∂2yu

(1)
1,2

]
y=0

∫

Σ
N s dl −→ d s

−
∫

Σ

s2

2

[
∂2y∂n̂u

(0)
1,2

]
y=0

dl −→ −
[
∂x∂

2
yu

(0)
1,2

]
y=0

∫

Σ
−Nγ′δ

s2

2
dl −→

[
s3(σ)

6

]d

0

= 0

−
[
∂3yu

(0)
1,2

]
y=0

∫

Σ
N s2

2
dl −→ d s2/2

Le dernier terme à évaluer est nul,

∫

Σ
Nγ′δ

(
(s2
2
− s s

)
)
dl =

[
s3(σ)

6

]d

0

− s
[
s2(σ)

2

]d

0

= 0
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3.5. Ordre supérieur

Finalement la deuxième C̃.L.(2) s’écrit,
[
∂yu

(2)
1,2

]
y=0

+ s
[
∂2yu

(1)
1,2

]
y=0

+ g(1)
[
∂2xu

(1)
1,2

]
y=0

+
s2

2

[
∂3yu

(0)
1,2

]
y=0

+ g(0)x

[
∂x∂

2
yu

(0)
1,2

]
y=0

+ g(0)y

[
∂2x∂yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0 (3.39)

avec les paramètres,

g(1) =
2

d

(∫

D1

∂σα
1
1 dS +

∫

D2

∂σα
1
2 dS

)
(3.40)

g(0)x =
2

d

(∫

D1

∂σα
0
1 dS +

∫

D2

∂σα
0
2 dS

)
(3.41)

g(0)y =
2

d

(∫

D1

∂σβ
0
1 dS +

∫

D2

∂σβ
0
2 dS

)
(3.42)

3.5.3 Conclusion pour l’ordre 2

À ce stade, les différents paramètres de l’ordre 2 sont explicités. En toute généralité, il faut
calculer 2 moyennes et il faut résoudre 3 problèmes auxiliaires à partir desquels sont évalués par
intégration six paramètres.
Les résultats de la C̃.L.(2) donnés par Eq. (3.35) et Eq. (3.39) sont rassemblés et s’écrivent,





[
u
(2)
1,2

]
y=0

− h(1)x

[
∂xu

(1)
1,2

]
y=0

− h(0)y

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

− h(0)xy

[
∂y∂xu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂yu

(2)
1,2

]
y=0

+ s
[
∂2yu

(1)
1,2

]
y=0

+ s2

2

[
∂3yu

(0)
1,2

]
y=0

+g(1)
[
∂2xu

(1)
1,2

]
y=0

+ g
(0)
x

[
∂x∂

2
yu

(0)
1,2

]
y=0

+ g
(0)
y

[
∂2x∂yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

(3.43)

3.5.4 Analyse

Nous n’exploiterons que les conditions aux limites modifiées, c’est-à-dire que seul le déve-
loppement des coefficients de réflexion et de transmission sera comparé avec une solution de
référence calculée par la MoM. Dû fait des noyaux de Green périodiques et de l’approximation
P0 (fonctions de base constante par morceaux) utilisée dans la MoM, la solution de référence
doit être calculée avec un nombre important de points de discrétisation (N = 800) pour obtenir
des précisions suffisantes. Les temps de calculs sont conséquents.

Les coefficients de réflexion et de transmission sont recherchés sous la forme asymptotique
suivante,

R2 = R(0) + δR(1) + δ2R(2) +O(δ3)

T2 = T (0) + δT (1) + δ2T (2) +O(δ3)

Le résultat issu de la C̃.L.(0) implique que R(0) = R0 et T
(0) = T0.

La C̃.L.(1) mène à (voir section 3.4.4),

R(1) = T (1) = i s (k2y − k1y)
2k1y

k1y + k2y
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Chapitre 3. Homogénéisation : cas diélectrique

À partir du système d’équations de la C̃.L.(2) (Eq. (3.43)), l’ordre 2 des coefficients de ré-
flexion et de transmission peuvent se déduire. Nous nous restreignons à l’incidence normale
(∂x ≡ 0) et à un profil de moyenne nulle (s = 0). Par conséquent, la C̃.L.(2) se simplifie et s’écrit,





[
u
(2)
1,2

]
y=0

− h(0)y

[
∂2yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

[
∂yu

(2)
1,2

]
y=0

+ s2

2

[
∂3yu

(0)
1,2

]
y=0

= 0

Ces équations se traduisent en termes de coefficients de réflexion et de transmission par,

T (2) −R(2) − h(0)y

(
− k2ǫcT (0) + k2

(
R(0) + 1

))
= 0

−ik√ǫcT (2) − ikR(2) +
s2

2

(
(−ik√ǫc)3T (0) −

(
(ik)3R(0) + (−ik)3

))
= 0

Ceux équations permettent de calculer les coefficients de réflexion et de transmission d’ordre 2.

Nous avons remarqué que le paramètre h
(0)
y est proportionnel à la hauteur rms, c’est-à-dire

que nous avons la relation,

h(0)y ≈ s2

2

Fig. 3.4 compare en fonction de la fréquence les parties réelles des sauts exprimés en terme de
coefficients de réflexion et de transmission,

Tδ −Rδ et T2 −R2
−√ǫcTδ −Rδ et −√ǫcT2 −R2
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Figure 3.4 – Comparaison entre les sauts évalués par la MoM et les sauts évalués asymptoti-
quement – profil sinusöıdal – Incidence normale

Le résultat obtenu conforte l’approche. Les effets de rugosité sur les quantités d’intérêts
interviennent au secondre ordre.
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3.6. Conclusion

3.6 Conclusion

La procédure d’homogénéisation a été appliquée dans le cas d’une interface rugueuse séparant
deux milieux diélectriques. Même si les développements deviennent plus calculatoires, la procé-
dure reste systématique. Nous avons retrouvé à l’ordre 1 les conclusions communément admises :
le centre de phase doit être pris à la moyenne, la forme des rugosités n’intervient pas. Notons que
ces résultats ne sont peut-être qu’une particularité des surfaces mono-dimensionnelles éclairée
par une onde plane en polarisation TM. Pour obtenir des effets des rugosistés significatifs, les
ordres supérieurs doivent être calculés. Ces résultats donnent une première justification quanti-
tative au fait que l’on remplace une interface rugueuse séparant deux milieux diélectriques par
sa moyenne.
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Dans ce chapitre, nous proposons et étudions un préconditionneur adapté aux rugosités
surfaciques et basé sur des considérations physiques.

La Méthode des Moments (MoM) pour un problème 2D en polarisation Transverse Magné-
tique (TM) est présentée (section 4.1.1). Dans le cas où le problème est en 2D et périodique, Zaki
et Neuther ont étudié une formulation dans [80, 81]. Une étude mathématique des formulations
Équations Intégrales peut être trouvée dans [49].

La MoM mène à la résolution d’un système linéaire. Deux approches concurrentes sont géné-
ralement proposées pour cette résolution : les méthodes directes (décomposition LU, méthode de
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Gauss, de Choleski, . . .) et les méthodes itératives, en particulier celles basées sur les sous-espaces
de Krylov (Gradient Conjugué, GMRES, . . .).

Les principes directeurs de ces méthodes itératives de type Krylov sont brièvement exposées
dans la section 4.1.2. Pour une étude détaillée de ces méthodes, nous renvoyons à [60] (en
particulier les chapitres 5 et 6 puis 9). Dans le cadre des surfaces rugueuses, les principales
méthodes itératives employées sont indiquées (section 4.1.4).

Après avoir présenté quelques éléments sur le préconditionneur (section 4.1.3), nous construi-
sons un préconditionneur “spectral” adapté aux surfaces rugueuses. Ce préconditionneur original
est initialement développé pour les problèmes périodiques possédant des rugosités périodiques
ou aléatoires. De plus, nous étudions aussi ses performances dans le cadre de surfaces tronquées.
Nous explicitons formellement le principe proposé au cas de la polarisation Transverse Électrique
(TE) ainsi qu’au cas d’une interface rugueuse séparant deux milieux diélectriques en polarisation
TM.

Pour finir, nous proposons des directions pour étendre son domaine d’application. Et nous
présentons à titre de perspectives de possibles liens avec l’homogénéisation d’ordre 1.

4.1 Introduction

4.1.1 Quelques éléments sur la formulation intégrale utilisée

Le cas 2D en polarisation TM (u = Ez) avec une surface métallique 1D (conducteur parfait)
est considéré ici, c’est à dire que nous cherchons à résoudre,





{
∇2 + k2

}
utot(x,y) = 0 dans Ω

utot(x,Γ(x)) = 0 sur Γ

+ Condition Radiation (Sommerfeld)

ou encore, en terme de champ diffracté, avec utot = uinc + udiff,





{
∇2 + k2

}
udiff = 0

udiff
∣∣
Γ

= − uinc
∣∣
Γ

∣∣∂rudiff − ikudiff
∣∣ ≤ c

r2
à l’ ∞

Ce problème de diffraction peut être résolu à l’aide de l’opérateur intégral [49] suivant,

(Sj)(r) =

∫

Γ
G(r, rs)j(rs)dγ(rs) (4.1)

et nous utilisons le théorème de représentation,

udiff(r) = (Sj)(r) r /∈ Γ (4.2)

où le potentiel de simple couche j est proportionnel à un courant électrique sur la surface et
correspond à l’inconnue. De plus, en remarquant que udiff

∣∣
Γ
= − uinc

∣∣
Γ
, la formulation intégrale

du problème de diffraction se déduit par passage à la limite sur Γ,

(Sj)(r) = −uinc(r) r ∈ Γ (4.3)
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Dans Eq. (4.2), G représente la fonction de Green en espace libre et son expression est,





G(r, rs) = 1
4iH

(2)
0 (k|r− rs|) Cas non-périodique

G(r, rs) =
1

4i

+∞∑

n=−∞

e−indk sin θ
inc
H
(2)
0 (k

√
(x− xs − nL)2 + (y − ys)2) Cas périodique

=
+∞∑

n=−∞

1

2iγnL
e−iγn|y−ys| eiαn(x−xs)

avec H
(2)
0 la fonction de Hankel de seconde espèce, L la période de la surface, θinc l’angle d’in-

cidence, et γn =
√
k2 − α2n avec αn = 2πn/L+ kx.

Nous appliquons une formulation variationnelle sur Eq. (4.3) avec la fonction test jtest, et
l’équation devient,

∫

Γ

∫

Γ
G(r, rs)j(rs)j

test(r)dγ(rs)dγ(r) = −
∫

Γ
uinc(r)jtest(r)dγ(r)

Nous choisissons les fonctions fn comme fonctions de base pour la discrétisation, ainsi nous
écrivons :

j(r) =

N∑

n=1

jnfn(r)

et ces mêmes fonctions sont considérées comme fonctions tests (Méthode de Galerkin ou Méthode
des Moments), il résulte,

N∑

n=1

jn

∫

Γ

∫

Γ
G(r, rs)fn(rs)fm(r)dγ(rs)dγ(r) = −

∫

Γ
uinc(r)fm(r)dγ(r) ∀m ∈ [1, N ]

qui s’écrit aussi sous la forme d’un système linéaire de taille N ,

Zj = e (4.4)

avec 



Zmn =

∫

Γm

∫

Γn

G(r, rs)fn(rs)fm(r)dγ(rs)dγ(r)

em = −
∫

Γm

uinc(r)fm(r)dγ(r)

Dans la système (4.4), la matrice impédance Z dépend de l’angle d’incidence dans le cas pé-
riodique car la fonction de Green en dépend. Dans le cas non-périodique, l’angle d’incidence
intervient uniquement dans le vecteur excitation e (second membre).

Nous notons j la représentation discrète du potentiel j et l’appelons par abus courant élec-
trique. Pour être clair, le vecteur densité de courant électrique (physique) J = −n̂ ×Htot est
relié au potentiel scalaire j par l’équation,

J · ẑ = j/ωµ (4.5)

De la même manière, la matrice Z est considérée comme une matrice impédance.
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Pour finir, nous considérons une approximation P0, c’est à dire que les fonctions fn sont
constantes par morceaux,

fn(r) =

{
1 r ∈ Γn

0 ailleurs

ainsi les coefficients du système linéaire deviennent,





Zmn =

∫

Γm

∫

Γn

G(r, rs)dγ(rs)dγ(r)

em = −
∫

Γm

uinc(r)dγ(r)

Le système linéaire de taille N est donc dense (la matrice Z est entièrement pleine) et ses
coefficients sont complexes.

Pour connâıtre le courant sur la surface à partir duquel le champ diffracté peut se déduire
(grâce à Eq. (4.2)), le système linéaire (4.4) doit être résolu numériquement. La stratégie clas-
sique pour le résoudre est l’utilisation de méthodes dites directes, comme une factorisation LU.
Toutefois, en dépit de leur robustesse, résoudre à l’aide de ces méthodes des problèmes de dif-
fraction de grandes tailles devient numériquement (très) onéreux, en terme de temps de calcul
en O(N3) et en terme de mémoire requise en O(N2). Une alternative efficace est l’utilisation de
méthodes itératives présentées dans les deux sous-sections suivantes.

4.1.2 Méthodes itératives de type Krylov

L’idée initiale dans les méthodes de résolution itérative est d’utiliser une projection pour
extraire une solution approchée de Eq. (4.4). La solution est dite approchée, mais l’erreur est
entièrement connue et surtout elle peut être réduite à l’ordre de précision de la méthode nu-
mérique mise en jeu (ici la MoM). La solution obtenue par une méthode itérative peut être
considérée comme aussi rigoureuse que celle obtenue par une méthode directe.

D’un point de vue formel, si Km est l’espace de recherche de dimension m, alors pour être
capable d’extraire une approximation de la solution, m contraintes doivent être imposées. La
spécification de contrainte la plus commune est une condition de Petrov-Galerkin, c’est-à-dire
d’imposer que le résidu e−Zj soit orthogonal à un autre sous-espace Lm aussi de dimension m.
Finalement, chercher la solution approchée de Eq. (4.4) revient à résoudre la problème,

Trouver j̃ ∈ j0 +Km tel que r = e− Z j̃ ⊥ Lm

où j0 est un vecteur initial. En général, le vecteur nul est pris comme vecteur initial.

D’un point de vue matriciel, une base du sous-espace Km est représentée par la matrice
Km = [k1, . . . , km] de taille N ×m, et de façon similaire pour le sous-espace Lm avec la matrice
Lm = [l1, . . . , lm]. Ainsi le problème pour trouver une solution approchée s’écrit,

j̃ = j0 +Kmym avec
(
e− Z j̃

∣∣∣ li
)
= 0 ∀i ∈ [1,m]

où
(
·
∣∣∣ ·

)
est le produit scalaire usuel de CN . La condition d’orthogonalité s’écrit aussi sous

forme matricielle comme LH
m

(
e− Zj0

)
− LH

mZKmym = 0. Ainsi la solution approchée s’écrit,

j̃ = j0 +Km

(
LH
mZKm

)−1
LH
m

(
e− Zj0

)
(4.6)
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La matrice LH
mZKm ne doit pas être construite et encore moins inversée. Toutes les nuances

dans les méthodes itératives sont dans le choix des sous-espaces Km et Lm et dans l’algorithme
de projection. C’est à dire que, suivant les méthodes, cette matrice est évaluée différemment.

Pour résumer, les différences entre les méthodes itératives sont :
• la construction de la base {k1, . . . , km} de Km et l’espace de contraintes Lm,
• la méthode pour déterminer les coefficients du vecteur ym.
Dans la suite du document, nous utiliserons la méthode GMRES [61]. Cette méthode itérative

utilise comme espace d’approximation Km un espace de Krylov défini par,

Km = span
{
r0, Zr0, Z

2r0, . . . , Z
m−1r0

}
(4.7)

et comme espace de contrainte l’espace Lm = ZKm.
La stratégie est la suivante : la base {k1, . . . , km} de Km est construite au fur et à mesure. À

chaque itération, un nouveau vecteur est ajouté à la base de recherche (il est orthogonalisé par
la procédure d’Arnoldi) puis les coefficients du vecteur ym sont évalués. Le procédé est arrêté
quand la solution approchée est considérée comme acceptable. Une étude détaillée des critères
d’arrêt pour GMRES est faite dans [28]. Nous utilisons comme critère le résidu. Il est défini à
chaque ne itération par,

rn =
||e− Zjn||2
||e||2

(4.8)

avec || · ||2 la norme euclidienne usuelle de CN . La méthode a convergé quand le résidu est
inférieur à un critère de tolérance, en général 10−3 ou 10−4.

Pour résumer la stratégie, la dimension de l’espace Krylov augmente tant que la solution
approchée n’a pas la précision requise. Ceci peut poser des problèmes de stockage. Donc, une
alternative est l’utilisation d’une variante dite restarted. La dimension maximale de l’espace de
Krylov est fixée, et lorsqu’elle est atteinte, la procédure est réinitialisée et relancée, en conservant
comme nouveau vecteur initial le dernier vecteur le base (i.e., km−1).

Pour finir, le choix d’un espace de Krylov Eq. (4.7) pour l’espace d’approximation implique
que la solution est de la forme,

j̃ = j0 + pm−1(Z)r0

où pm−1 est un polynôme de degré m− 1. Les méthodes itératives diffèrent dans leur stratégie
pour construire ce polynôme. De plus, une conséquence du théorème de Cayley-Hamilton est
que la solution appartient théoriquement à KN . Toutefois, cette convergence théorique n’est pas
toujours assurée.

Remarquons aussi que la formulation intégrale présentée Eq. (4.3) (formulation de première
espèce) est du type Elecric Field Integral Equation (EFIE) qui est bien connue pour être mal
conditionnée [22] et dégrade la convergence de la méthode itérative. Une autre formulation mieux
conditionnée (formulation de deuxième espèce) est la Magnetic Field Integral Equation (MFIE),
mais elle impose que l’objet diffractant soit fermé.

En outre, les méthodes de résolution itérative peuvent être optimisées : le but étant de réduire
au minimum le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une solution dont l’approximation
est contrôlée par le résidu. C’est la motivation des préconditionneurs.

4.1.3 Éléments sur les Préconditionneurs

Principes

Le but est de diminuer le nombre d’itérations nécessaires pour avoir convergence. Le système
linéaire original donné par Eq. (4.4) est transformé en un autre système linéaire possédant la
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même solution. Cet autre système linéaire doit être plus “facile” à résoudre, ou tout du moins,
il doit converger plus rapidement. Deux transformations sont envisageables,

Y Zj = Y e (4.9)

ou

ZY z = e avec j = Y z (4.10)

Eq. (??) est appelé système préconditionné à gauche et Eq. (4.10) système préconditionné à
droite. Dans [60] (voir section 9.3.4), Saad compare les deux types de préconditionnement. Dans
la plupart des situations pratiques, il n’y a pas de différence entre les deux types de précondi-
tionnement. Toutefois, un système préconditionné à droite sera préféré car il ne modifie pas le
résidu Eq. (4.8), contrairement au système préconditionné à gauche. Le critère d’arrêt n’est pas
modifié et la comparaison des vitesses de convergence a un sens.

La matrice Y est appelée préconditionneur. Elle est ici homogène à une admittance. La stra-
tégie pour construire un préconditionneur efficace est d’exhiber une “bonne” approximation de
l’inverse de la matrice impédance Z, et ceci à moindre coûts numériques. Il est évident que si
l’inverse exact Y = Z−1 est construit, le système est déjà résolu et la méthode converge en une
seule itération.

Les caractéristiques d’un “bon” préconditionneur sont :

• la “meilleure” approximation possible de Z−1,
• une construction la moins coûteuse possible en terme de temps de calculs,
• un stockage mémoire le plus petit possible,
• un produit matrice-vecteur le plus efficace possible.

Exemples de préconditionneurs algébriques

Une revue des stratégies proposées dans la littérature pour construire des préconditionneurs
ne peut être exposée ici tant elles sont nombreuses et variées, suivant les applications visées et
les méthodes numériques mises en jeu. Toutefois, les stratégies classiques reposent sur certaines
propriétés algébriques (voir chapitre 10 de [60]), par exemple l’utilisation d’une factorisation LU
incomplète (iLU).

Dans le cadre de l’électromagnétisme, une stratégie robuste et performante est l’utilisation
d’un SPAI (SParse Approximate Inverse) [16]. Il est construit autour de deux contraintes : aucun
accès direct à la matrice (utilisation d’un produit matrice-vecteur type FMM) et une utilisation
en calcul massivement parallèle. Cependant, les produits matrice-vecteur rapides type FMM ne
sont pas performants dans le cas de problèmes périodiques.

Un autre préconditionneur algébrique est le préconditionneur que nous appelons drop (ou
banded). Il est simple à construire. Il consiste à réaliser une factorisation complète sur une ma-
trice seuillée, ce qui ne correspond pas à un préconditionneur iLU qui fait une factorisation LU
incomplète d’une matrice complète. La matrice Zdrop est construite en annulant les coefficients
inférieurs à un certain seuil, c’est-à-dire Zdropij = 0 si |Zij | < ε. La matrice Zdrop est creuse, et du
fait des propriétés de la fonction de Green, elle est aussi bande et à diagonale dominante. Une
factorisation LU de cette matrice (sous forme de matrices triangulaires inférieure et supérieure)
termine sa construction. À chaque itération, pour le produit matrice-vecteur préconditionné,
deux substitutions sont faites en utilisant le caractère triangulaire de la factorisation. Nous uti-
liserons ce préconditionneur à titre de comparaison avec celui que nous proposons.
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Pour finir, une autre approche est usitée pour améliorer la convergence : c’est d’exploiter
l’information spectrale évaluée par une procédure algébrique au fur et à mesure des itérations.
Une information spectrale approchée est extraite à partir de la procédure d’Arnoldi lors du res-
tart. Puis, deux idées sont utilisées pour profiter de cette information spectrale : soit l’espace de
Krylov Eq. (4.7) est modifié [46, 47], c’est la variante deflated – les vecteurs propres approchés
sont utilisés pour “augmenter” l’espace de Krylov – soit des préconditionneurs spectraux sont
construits [7, 30].

Toutefois, toutes ces approches ne tirent pas partie de la physique du problème de diffraction,
et en particulier de celui par une surface rugueuse. Dans les sections suivantes, nous proposons la
construction d’un préconditionneur spectral basé sur une connaissance a priori de l’information
spectrale tirée d’une analyse de la physique du problème.

4.1.4 Méthodes itératives et surfaces rugueuses

Dans le cadre des surfaces rugueuses, de nombreuses méthodes itératives ont été proposées
pour améliorer les performances dans la recherche de la solution du système linéaire Eq. (4.4).
Elles se classent en deux catégories : celles utilisant des décompositions judicieuses de la matrice
impédance (méthodes stationnaires), et celles utilisant les espaces de Krylov. Des comparaisons
entre des méthodes de chacune des catégories sont faites par exemple dans [15].

Les méthodes stationnaires diffèrent principalement par le découpage de la matrice impé-
dance, c’est à dire que la solution jn est cherchée itérativement par,

F (n)j(n+1) = G(n)jn + k(n)

avec des termes F (n), G(n) et k(n) différents suivant les décompositions. En fonction des pro-
positions, ces termes sont fixés au début, ou réévalués à chaque itération. Le critère d’arrêt
est basé sur la précision de la solution obtenue en utilisant le résidu Eq. (4.8). Une étude de
décompositions purement algébriques est faite dans [60] (chapitre 4).

Des décompositions ont été proposées sur des considérations physiques. Par exemple pour la
MFIE, l’inverse de la matrice est calculé par une série de Neumann dont les termes sont astu-
cieusement évalués par une approximation de Kirchhoff (KA) [70]. Les limites, dû en particulier
à la convergence de la série de Neumann, sont montrées dans [79].

La méthode FB (Forward/Backward) [33] et la MOMI (Method of Ordered Multiple Interac-
tions) [40] sont basées sur la même idée : elles séparent les interactions forward et backward. C’est
à dire que la matrice impédance est découpée en trois matrices : l’une diagonale, la deuxième
triangulaire supérieure et la troisième triangulaire inférieure. Cette méthode donne des résultats
intéressants pour le champ diffusé par un large éventail de surfaces rugueuses [40]. Pour les
surfaces 1D, la méthode est améliorée [17] en construisant un produit matrice-vecteur rapide.
Toutefois, dans le cas de surfaces 2D, cette construction est plus délicate.

West [78] montre que ces deux méthodes basées sur des considérations physiques – KA, FB
ou MOMI – sont mathématiquement équivalentes à, respectivement, la méthode stationnaire de
Jacobi et la méthode stationnaire SSOR (Symmetric Successive Over Relaxation). L’intérêt de
ces méthodes est qu’elles convergent plus rapidement que celles basées sur les espaces de Krylov
pour certains problèmes. Cependant, elles sont beaucoup moins robustes [72], c’est-à-dire qu’elles
ne convergent pas pour tous les problèmes d’intérêts.

Par ailleurs, une autre proposition basée sur une considération physique [73] est de séparer
la matrice impédance en deux matrices : une représentant les interactions proches et une autre
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représentant les interactions éloignés. Avec ce procédé, les deux matrices sont “creusées”; la ma-
trice des interactions éloignés peut être pleine mais dans ce cas soit une structure de Toeplitz peut
être exploitée [62] ou soit une FMM (Fast Multipole Method) peut être construite. Puis cette
séparation est utilisée dans la méthode stationnaire, et cela revient à résoudre à chaque itération
un système linéaire avec uniquement la matrice des proches interactions. Dans le cas de surface
1D, elle est appelée BMIA (Banded Matrix Iterative Algorithm) car la matrice des interactions
proches est une matrice bande. Ce principe, appliqué au cas de surface 2D, est appelé SMFSIA
(Sparse Matrix Flat Surface Iterative Algorithm). Les techniques BMIA et SMFSIA sont gé-
néralement couplées à des méthodes de grille, comme la méthode CAG (CAnonical Grid), qui
permettent l’utilisation d’un produit matrice-vecteur rapide (transformée de Fourier, structure
creuse, ou de Toeplitz, . . .). De nombreuses améliorations ont été proposées comme l’utilisa-
tion de méthodes itératives de type Krylov pour traiter le système des interactions proches. En
outre, cette approche peut être appliquée aux surfaces diélectriques combinées à des impédances
de surfaces [38, 13] ou intégrée dans d’autres méthodes [24].

Pour finir, West [77] montre que la MOMI (ou la méthode FB) est équivalente à un système
préconditionné avec un préconditionneur de Jacobi. De plus, Donohue et al. [25] montrent que
la méthode BMIA [73] est équivalente à un préconditionneur bande (du type Zdrop).

À notre connaissance, peu de préconditionneurs basés sur des considérations physiques ont
été proposés pour améliorer la convergence d’une méthode itérative de type Krylov dans le
cas des surfaces rugueuses. Citons l’approche de Naenna et Johnson [48] qui est discuté p.132
(section 4.4.3).

4.2 Valeurs Propres – Vecteurs Propres

4.2.1 Cas Analytique : plaque périodique

Dans cette partie, nous mettons en évidence le lien entre les modes propres (valeurs propres
et vecteurs propres) associés au problème de diffraction (réflection) par une plaque périodique
et les Modes de Floquet.

Deux points de vue très semblables sont adoptés : le premier utilise le calcul analytique du
courant sur la plaque pour en déduire les modes propres, et le second utilise l’opérateur intégral
associé au problème.

Premier point de vue

Le cas trivial d’une plaque plane métallique périodique de période L (plan infini) est consi-

déré. Nous définissons cette plaque par Γ(0) =
{
(x, y) | 0 ≤ x ≤ L, y = 0

}
, et la matrice impé-

dance associée sera notée Z(0). La surface est éclairée par une onde plane uinc(x, y) = ei(kxx−kyy).
Dans ce cas, l’onde diffractée (réfléchie) par la plaque périodique est : udiff(x, y) = −ei(kxx+kyy).
De plus, le scalaire j, proportionnel au courant électrique J sur la plaque périodique, est donné
par,

j(x, 0) = ωµ J · ẑ = ωµ(−ŷ×Htot) · ẑ
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En utilisant les simplifications induites par la polarisation TM, nous en déduisons le résultat
bien connu,

j(x) =
(
∂yu

tot(x, y)
)
|y=0

=
(
∂yu

inc + ∂yu
diff

)
|y=0

= −2ikyeikxx

Le courant j recherché dans le système linéaire (4.4) est donc connu analytiquement. Pour alléger
l’écriture mais sans perdre en généralité, ici une incidence normale est considérée (i.e., kx = 0),
et nous pouvons donc écrire,

Z(0)



−2iky
...

−2iky


 =



−L/N

...
−L/N




où N est le nombre de fonction de base considérée, c’est-à-dire la taille de la matrice Z(0).

De ceci, nous déduisons que le vecteur constant (1, . . . , 1)T est un vecteur propre et que sa
valeur propre associée est λ0 =

1
2iky

L/N .

Du fait de la périodicité, toute onde kx-périodique satisfaisant l’équation de Helmholtz peut
être décomposée sur les modes de Floquet, c’est-à-dire,

u =
∑

n

Une
iγnyeiαnx

avec αn = 2πn/L + kx et γn =
√
k2 − α2n comme défini précédemment. De plus, comme la

surface est plane, ce développement est valable partout.
Suivant le principe de superposition, pour calculer le courant induit sur la plaque périodique

par une onde incidente quelconque, un mode de Floquet e−iγnyeiαnx quelconque est utilisé comme
onde incidente. Par conséquent, le champ diffracté est : udiff(x, y) = −eiγnyeiαnx. Suivant le même
calcul que précédemment, le courant se déduit,

j(x) =
(
∂y{e−iγnyeiαnx} − ∂y{eiγnyeiαnx}

)
|y=0

= −2iγneiαnx (4.11)

Par conséquent, nous en déduisons que les valeurs propres associées à la matrice impédance Z(0)

sont,

λn =
1

2iγn

L

N

et que les vecteurs propres associés correspondent aux représentations discrètes de eiαnx.

Deuxième point de vue

Pour résoudre le problème de diffraction par un plaque périodique, l’opérateur intégral S(0)

associé peut être utilisé Eq. (4.1). Formellement, il s’écrit,

(S(0)j)(x) =

∫ L

0

∑

n

1

2iγnL
eiαn(x−xs)j(xs)dxs

La variation suivant x des modes de Floquet est noté,

φm(x) = eiαmx/
√
L
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et l’opérateur S(0) est appliqué à cette quantité. Ainsi, il vient,

(S(0)φm)(x) =
∑

n

1

2iγnd
eiαnx

∫ L

0
ei(αm−αn)xsdxs =

1

2iγm
φm(x)

ce qui signifie que φm est un vecteur propre de l’opérateur S(0) avec la valeur propre associée

λ
{S(0)}
m = 1

2iγm
, ou encore,

(S(0)φm)(x) = λ{S
(0)}

m φm(x)

Maintenant, nous considérons l’approximation discrète φ̃m de la quantité φm, ou autrement
dit la projection de φm sur la base des fonctions constantes par morceaux fp, c’est-à-dire,

φ̃n(x) =

N∑

p=1

ϕ(n)p fp(x) avec ϕ(n)p = φn(
xp + xp+1

2
)/
√
N

De plus, le vecteur correspondant φ̃m est noté Φm. Pour une période L fixée, l’augmentation de
la taille de l’espace discret (c’est à dire du nombre N d’inconnues) rendra cette approximation
meilleure.

Pour un maillage approprié, c’est à dire une discrétisation de la surface acceptable, il est
raisonnable de supposer l’implication suivante,

(S(0)φm)(x) = λ{S
(0)}

n φm(x) =⇒ (S(0)φ̃m)(x) ≈ λ{S
(0)}

n φ̃m(x) (4.12)

En appliquant une formulation variationnelle sur la partie droite de Eq. (4.12), il vient
facilement, 




∫ L

0
(S(0)φ̃m)(xs)fq(xs)dxs =

N∑

p=1

ϕ(m)p Z(0)qp

et∫ L

0
λ{S

(0)}
m φ̃m(xs)fq(xs)dxs = λ

{S(0)}
m ϕ

(m)
q (xq+1 − xq)

Et en estimant que le maillage considéré a un pas de discrétisation ∆x moyen tel que : ∆x =
xq+1 − xq = L/N , alors nous retrouvons le même résultat que précédemment,

Z(0)Φm ≈ λ{S
(0)}

m

L

N
Φm = λmΦm (4.13)

La base propre, constituée des couples valeur propre/vecteur propre, est alors déterminée. La
paire propre {λm,Φm} associée à la matrice impédance Z(0) est donc,

λm =
1

2iγm

L

N
et Φm =




φm(
x2−x1
2 ) /

√
N

...

...

φm(
xN+1−xN

2 ) /
√
N




(4.14)

Il faut avoir en tête que nous avons aussi caractérisé les modes propres de l’admittance Y (0)

associés au problème de diffraction par la plaque périodique, à savoir que les vecteurs propres

sont identiques et les valeurs propres sont clairement : λ
{Y (0)}
n = 1/λn.
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4.2.2 Hypothèse et Justifications numériques

L’idée sous-jacente à cette étude des modes propres associés à la plaque périodique trouve
une origine dans les développements asymptotiques présentés ci-avant. Dans les chapitres pré-
cédents, il a été illustré qu’une surface rugueuse peut être (très grossièrement puisqu’à l’ordre
0) considérée comme la perturbation d’une plaque plane périodique. En d’autres termes, nous
supposons que les modes propres associés à la plaque périodique sont une approximation perti-
nente de ceux associés à une surface rugueuse. Cette connaissance a priori d’une approximation
des modes propres sera injectée dans la résolution itérative du système linéaire Eq. (4.4) via le
préconditionneur.

Avant de présenter le construction du préconditionneur dans la section suivante, nous allons
illustrer numériquement sur différents types de surfaces rugueuses cette hypothèse.

Illustration numérique sur la norme de la matrice

Pour commencer, nous pouvons regarder dans quelle mesure la matrice Z impédance associée
à une perturbation du plan est proche de celle Z(0) du dit plan.

Ainsi, à titre indicatif, nous comparons les normes de Frobenius des matrices. Ceci est à
prendre avec précaution car la longueur des segments pour calculer un coefficient de la matrice
n’est pas identique entre le plan et la surface perturbée. Un coefficient de la matrice représente
comment deux éléments du maillage interagissent. Par conséquent, une longueur de segment
différente implique une légère erreur sur le coefficient correspondant.

f=1GHz Longueur taille

λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000

Profil ||Z||2F (×10−4) ||Z − Z(0)||2F / ||Z(0)||2F (%)

Cas 0 Plan 1.9410 0

Cas 1 Sinus h = 0.2250λ , ωx = 2π/L 2.0113 (10−2× ) 0.3038

Cas 2 Gaussien ks = 1 , kl = 8 2.0385 0.6404

Cas 2bis Gaussien ks = 1 , kl = 5 2.2099 2.5444

Cas 3 Gaussien ks = 2 , kl = 8 2.3575 9.38

Cas 3bis Gaussien ks = 2 , kl = 5 3.1542 30.2

Cas 4 Exponentiel ks = 0.75 , kl = 8 2.7474 7.27

Table 4.1 – Comparaisons des matrices en norme de Frobenius

Dans le Tab. 4.1 sont regroupées les erreurs en norme de Frobenius pour différents profils
de surfaces. Tout d’abord, il faut noter que la norme matricielle donne une information globale ;
si un seul coefficient est très différent alors la norme sera importante. Les cas 2 et 3 (ou les cas
2bis et 3bis) montrent l’influence de la hauteur. Les cas 2 et 2bis (ou les cas 3 et 3bis) montrent
l’influence de la variation de la surface (pente).

Donc, naturellement plus la surface a une hauteur importante ou une variation rapide et
moins sa matrice impédance est proche de celle associée au plan. Cependant, le cas 4 montre
qu’il est difficile de séparer l’influence des paramètres hauteur et variations rapides.
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Illustration numérique sur le courant

Pour illustrer numériquement l’hypothèse, nous comparons le courant sur la plaque pério-
dique Eq. (4.11) à celui sur différentes surfaces perturbées calculé par la MoM. Les différents
profils de surfaces utilisées ainsi que leurs caractéristiques sont regroupés dans le Tab. 4.2. Dans
cette section, la fréquence est fixée à 1GHz. Le pas de maillage est fixé arbitrairement à 15.22
points par longueur d’onde (λ). Nous pouvons aussi noter que ces figures traçant la densité de
courant sont une illustration numérique de Eq. (4.13) : si le champ incident est le me mode de
Floquet, alors la densité de courant est la trace sur la surface de ce me mode de Floquet et son
amplitude est donnée par 1/(ωµλm).

f=1GHz Profil Wavelength Longueur taille

Cas 0 Plan λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000

Cas 1 Sinus λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000

(ks = 1) h =
√
2/(4π) λ ωx = 2π/L

Cas 2 Sinus λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000

(ks = 2) h =
√
2/(2π) λ ωx = 2π/L

Cas 3 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 1 kl = 8

Table 4.2 – Caractéristiques des surfaces pour l’illustration numérique sur le courant

La Fig. 4.1 représente le module et la phase de le densité de courant J induit par une onde
plane à incidence normale en fonction de la position (donnée en longueur d’onde). Pour l’onde
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Figure 4.1 – Courant induit par l’onde plane Φ0 à incidence normale pour différents types de
surface : Plan (Cas 0) , Sinus avec h = 0.1125λ (Cas 1) et Sinus avec h = 0.2251λ (Cas 1) (voir
Tab. 4.2).

plane, il est bien connu que la densité de courant Eq. (4.5) sur la surface plane (et périodique)
est donnée par Eq. (4.11) (avec n = 0) : J · ẑ = j/(ωµ) = −2iky/ωµ. Donc pour le plan (Cas 0),
le module du courant est |J · ẑ| = 5.3052 10−3 A/m2 et sa phase est constante. La très légère
erreur entre le module du courant calculé analytiquement et celui calculé par la MoM provient
d’erreurs numériques (discrétisation, noyau de Green périodique, . . .). De plus, pour les cas
autres que le plan périodique, la différence entre la valeur du courant sur le plan et celle calculée
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sur la surface perturbée au plus de 0.07% pour le module. L’effet sur la phase est plus important.

Par conséquent, la Fig. 4.1 confirme numériquement l’hypothèse : le courant d’une surface
planaire perturbée (surface rugueuse) est une perturbation du courant induit sur le plan.
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Figure 4.2 – Courant induit par le 2emode de Floquet Φ2 à incidence normale pour différents
types de surface : Plan (Cas 0) , Sinus avec h = 0.1125λ (Cas 1) et Sinus avec h = 0.2251λ (Cas
2) (et Tab. 4.2).

La Fig. 4.2 montre que la conclusion est aussi vraie pour le 2e mode de Floquet. La densité
de courant sur le plan périodique est J · ẑ = 2iγ2/(ωµ)e

i4π/L. Donc dans le cas du plan (Cas
0), le module du courant est légèrement diminué par rapport à celui induit par l’onde plane, i.e.
|J · ẑ| = 5.3027 A/m2 et sa phase a une variation de 4π. Dans les cas de perturbations du plan,
la différence entre la valeur du courant sur le plan et celle calculée sur la perturbation est au
plus de 0.2% pour le module. L’erreur sur la phase est du même ordre que celle commise sur la
Fig. 4.1.
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Figure 4.3 – Courant induit par l’onde plane Φ0 à incidence de 30 degré pour différents types
de surface : Plan (Cas 0) , Sinus avec h = 0.1125λ (Cas 1) et Sinus avec h = 0.2251λ (Cas 2)
(voir Tab. 4.2)
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Sur la Fig. 4.3, l’onde plane considérée a une incidence de 30̊ . Suivant Eq. (4.11), la valeur des
courants pour les surfaces perturbées est bien autour de la valeur analytique (4π/λ) cos θinc /(ωµ) =
4.5944 A/m2. Et la phase suit bien la variation attendue, à savoir en 2π/λ sin θinc. En outre, la
(petite) perturbation déphase peu le courant par rapport à celui calculé sur la plan.
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Figure 4.4 – Courant induit par l’onde plane Φ0 à incidence normale pour deux types de
surface : Plan (Cas 0) , et Gaussienne (Cas 4) (voir Tab. 4.2).

Pour finir, le module et la phase du courant sont comparés entre le plan et une surface à
auto-corrélation gaussienne (Cas 3). Le module et la phase de la surface très perturbée varie
autour des valeurs données par le plan.

Pour conclure, comme nous nous y attendions, le courant calculé sur les surfaces perturbées
suit approximativement les mêmes variations que celui calculé sur une plaque plane périodique.
Mais, plus la surface sera une perturbation importante, en terme de hauteur ou de pente, et
moins l’approximation sera pertinente.
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Illustration numérique sur les valeurs propres

Dans cette partie, nous étudions les valeurs propres de la matrice Z. Nous commençons par
comparer les valeurs propres analytiques données par Eq. (4.14) et celle données par une fonction
numérique eig pour la matrice impédance Z(0) associée à la plaque périodique. Puis, l’influence
de la perturbation sur la répartition des valeurs propres est illustrée.

La fonction eig (Matlab) étant numériquement coûteuse, les cas traités ici sont de moindre
tailles. Dans le Tab. 4.3 sont regroupés les différentes caractéristiques des surfaces utilisées.

Profil Wavelength Longueur taille

Cas 0a Plan λ = 0.3m L = 33.3λ
N varie

Cas 0b Plan λ = 0.3m N = 374
L varie

Cas 1 Sinus λ = 0.3m L = 13.63λ N = 100
h = λ/33 ωx = 2π/L

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m L = 13.63λ N = 410
ks = 1 kl = 8

Table 4.3 – Caractéristiques des surfaces pour l’illustration numérique sur les valeurs propres

Pour pouvoir comparer les géométries de tailles différentes, les valeurs représentées sont : λ′n =
λnN/L.

Les valeurs propres d’un plan périodique sont analytiques. Elles sont comparées à celles
obtenues numériquement pour différentes discrétisations du plan. Pour le cas 0a, les tailles sont
N = 1667, 667 et 333 ce qui correspond respectivement à des pas de maillage de λ/50, λ/20 et
λ/10. Pour le cas 0b, les longueurs sont L = 2.5λ et 5.5λ.
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Figure 4.5 – Comparaison des Valeurs Propres théoriques et numériques dans le plan complexe :
surface plane avec différentes discrétisations ou longueurs (voir Tab. 4.3)

La Fig. 4.5 montre qu’aux erreurs numériques près, les valeurs propres analytiques et numé-
riques sont en adéquations. De plus, la Fig. 4.5(b) illustre la prévision de la partie théorique :
le nombre de valeurs propres purement imaginaires (celles correspondant des modes de Floquet
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propagatifs) est fini et dépend de la constante de propagation γn, c’est-à-dire uniquement de la
période de la surface (et de l’angle d’incidence).
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Figure 4.6 – Zoom de Fig. 4.5

Par ailleurs, comme dans toutes les méthodes numériques, plus la discrétisation est fine et
plus la différence entre les valeurs théoriques et numériques est petite (voir Fig. 4.6). En outre,
la Fig. 4.6(a) montre que, à longueur fixée, l’augmentation de la taille du système linéaire N
augmente le nombre de valeurs propres qui tendent vers 0,

λ′n =
1

2i
√
k2 − (2πnL + kx)2

∼
+∞

−L
4π n

−→
n→+∞

0

Généralement, ces“petites”valeurs propres sont responsables de la dégradation de la convergence
dans les méthodes de résolution itérative (GMRES). Les stratégies mises en place dans les
préconditionneurs spectraux algébriques (décrits p.95) visent à extraire ces valeurs propres puis
à les déplacer autour de 1. La Fig. 4.6(b) met en évidence que les “petites” valeurs propres
analytiques ne sont pas en accord avec les “petites” valeurs propres numériques. Pour une valeur
propre fixée, raffiner le maillage diminue l’erreur mais il ajoute aussi des valeurs propres qui
seront mal évaluées. Nous ne pouvons pas avoir accès à ces “petites” valeurs propres.

Seules les valeurs propres numériques de plus grand module sont bien représentées par les
valeurs propres analytiques.

Pour deux surfaces rugueuses, l’influence de la perturbation sur le spectre est observée.
Pour finir, la Fig. 4.7 confirme le résultat : plus la perturbation est importante et moins

l’approximation se justifie.

Justification numérique sur l’information spectrale (couple propre)

Le but de cette partie est de vérifier numériquement la validité de l’hypothèse sur le couple
propre. Dans cette perspective, le paramètre d’erreur naturel est,

errs =
||ZΦm − λmΦm||2

||λmΦm||2
=
||ZΦm − λmΦm||2

|λm|
(4.15)

avec || · ||2 la norme euclidienne de CN . Les vecteurs Φm sont normés. Dans cette partie, la
fréquence est fixée à 1GHz. À incidence normale, les modes sont symétriques, c’est-à-dire que
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Figure 4.7 – Comparaison dans le plan complexe des Valeurs Propres théoriques (plan) et celles
numériques de deux profils de surfaces rugueuses (voir Tab. 4.3)

Φn = Φ−n.

Ce paramètre-erreur nous donne un critère pour évaluer l’approximation du couple propre.
Les trois comparaisons précédentes sont des indications sur la pertinence de l’hypothèse. Avec
ce paramètre, l’erreur relative est quantifiée mode par mode et pour différents profils de surface.

Tout d’abord, l’illustration sur les valeurs propres montre que les petites valeurs propres cal-
culées numériquement ne correspondent pas à celles calculées analytiquement, et par conséquent,
qu’elles sont toujours mal représentées. Pour vérifier cette conclusion sur le couple propre, nous
considérons deux types de surfaces avec des pas de discrétisation différents.

f=1GHz Profil Wavelength Longueur taille

Cas 0a Plan λ = 0.3m L = 9.51λ N = 1000

Cas 0b Plan λ = 0.3m L = 9.51λ N = 500

Cas 0c Plan λ = 0.3m L = 9.51λ N = 250

Cas 2b Gaussien λ = 0.3m L = 9.51λ N = 1000
ks = 1 kl = 8

Cas 2c Gaussien λ = 0.3m L = 9.51λ N = 500
ks = 1 kl = 8

Table 4.4 – Caractéristiques des surfaces pour l’illustration numérique sur l’information spec-
trale : influence de la discrétisation

Pour s’affranchir des tailles différentes, nous considérons le numéro n du mode relativement à la
taille N (index = 100 n/N). La Fig. 4.8 montre l’erreur relative en fonction de l’index du mode.

La première remarque concerne l’effet de la discrétisation sur l’erreur d’approximation. Pour
les deux types de surfaces, l’erreur est la même quelque soit la discrétisation admissible choisie.

La deuxième remarque concerne les modes qui peuvent être considérés comme une approxi-
mation valable. Le cas de la surface planaire permet d’évaluer l’erreur numérique commise dans
Eq. (4.13). L’erreur commise par les modes de grand index (correspondant à des petites valeurs
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λ/105 (Cas 2b), Gaussien avec un pas de maillage de λ/52.5 (Cas 2c) (voir Tab. 4.4)

propres) est plus importante que celle commise par les premiers (en terme d’index). La conclu-
sion tirée de l’illustration sur les valeurs propres est confirmée : seul les modes de valeurs propres
de plus grand module sont bien représentés. De plus, l’expression des modes Φn correspond à des
exponentielles, donc 3 points par longueur d’onde est le minimum acceptable pour représenter
ses variations ; c’est-à-dire, avec ∆x le pas de discrétisation moyen, la relation pour bien décrire
le ne mode est,

1

∆x
> 3

αn

2π
ou encore

n

L
<
1

3

(N
L
− 1

λ
sin θinc

)
c’est à dire n /

N

3

Par conséquent, seuls les 30% premiers modes sont correctement représentés par la discrétisa-
tion. Ainsi, les modes pour un index supérieur à 30% étant mal représentés numériquement,
l’erreur que nous observons n’a pas de sens d’un point de vue numérique. C’est une conséquence
du théorème de Shannon.

Pour finir, l’influence de la perturbation sur l’approximation est étudiée. L’information spec-
trale est comparée sur quatre profils de surfaces (voir Tab. 4.5).

La Fig. 4.9 compare l’erreur relative en fonction de l’index du mode pour les surfaces de le
Tab. 4.5. Plus la surface présente des irrégularités et moins pertinente l’hypothèse est. Le cas
1 (Sinus) a une hauteur faible ainsi qu’une variation lente, son couple propre est très proche
de celui du plan (Cas 0). Les deux cas de surfaces à auto-corrélation gaussienne (Cas 2 et
3) montre que plus la surface présente une hauteur importante et moins l’approximation est
pertinente. De plus, la zone où l’erreur est la plus importante est celle où les modes de Floquet
Φn sont représentés correctement. Le facteur limitant est la hauteur qui va entrâıner une erreur
de phase. Cependant, la courbe pour la surface à auto-corrélation exponentielle (Cas 4) montre
que la vitesse de variation (pente) est un facteur tout aussi limitant.

Par ailleurs, un pic (discontinuité) est vu pour le mode L/λ (i.e., index du mode (L/λ) ×
(100/N) = 6.57% dans ce cas). Cette valeur correspond à une singularité dans le spectre de la
matrice impédance associée : pour un index de mode inférieur à ce seuil les valeurs propres sont
purement imaginaires (modes de Floquet propagatifs) et pour un index de mode supérieur à ce
seuil les valeurs propres sont purement réelles (modes de Floquet évanescents).
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f=1GHz Profil Wavelength Longueur taille

Cas 0 Plan λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000

Cas 1 Sinus λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000

(ks = 2) h =
√
2/(2π) λ ωx = 2π/L

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 1 kl = 8

Cas 3 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 2 kl = 8

Cas 4 Exponentiel λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 0.75 kl = 8

Table 4.5 – Caractéristiques des surfaces pour l’illustration numérique sur l’information spec-
trale

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  10  20  30  40  50

||
Z

Φ
n
 -

 λ
n

Φ
n
||

2
 /
 |

λ
n
|

index du Mode (100*n/N %)

Plan -- Cas 0
Sinus -- Cas 1

Gauss -- Cas 2
Gauss -- Cas 3

Expo -- Cas 4

Figure 4.9 – Validité de l’approximation du couple propre pour différents profils de surfaces :
Plan (Cas 0), Sinus avec h = 0.2251λ (Cas 1), Gaussien ks = 1 (Cas 2), Gaussien ks = 2 (Cas
3), Exponentiel ks = 0.75 (Cas 4) (voir Tab. 4.5)

4.2.3 Synthèse

Nous avons exprimé une évaluation analytique du couple propre (valeur propre et vecteur
propre) de la matrice impédance associée à une plaque périodisée. Puis nous avons numéri-
quement justifié que cette information spectrale donne une approximation des couples propres
associés à des perturbations du cas idéal, en l’occurrence des surfaces rugueuses aléatoires. La
validité de cette approximation est limitée par :
• le ratio entre la pente et la hauteur,
• la discrétisation : seuls 30% des modes de Floquet sont numériquement représentatifs.

Pour finir, l’approximation de la surface rugueuse par un plan (ordre 0) ne suffit évidemment
pas pour calculer le courant, il est utilisé pour enrichir l’information dans l’espace de Krylov via
le préconditionneur.
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4.3 Construction du Préconditionneur Physique

Généralement, chercher à construire un préconditionneur revient à chercher une approxima-
tion de l’inverse de la matrice considérée. Par conséquent, nous cherchons une approximation de
la matrice Y = Z−1.

4.3.1 Construction du préconditionneur

L’information spectrale calculée par la plaque périodique est proche de celle d’une surface peu
rugueuse. Cette information spectrale va être injectée lors de la résolution itérative du système
linéaire par le biais du préconditionneur. Nous cherchons à orienter la recherche dans l’espace
de Krylov.

À partir de l’information spectrale approchée, nous souhaitons construire une approximation
de la matrice admittance Y . Bien entendu, connaissant les modes propres associés à Z(0) et par
conséquent ceux associés à Y (0), une approximation immédiate de la matrice admittance Y peut
être donnée. Étant uniquement intéressé par le produit matrice-vecteur, pour tout vecteur v, le
vecteur w résultant du produit matrice-vecteur peut s’écrire,

w = Y (0)v =
∑

n

1

λn

(
v
∣∣∣Φn

)
Φn (4.16)

avec
(
·
∣∣∣ ·

)
le produit scalaire usuel de CN .

Toutefois, Eq. (4.16) présente un inconvénient, son coût numérique ; ou autrement dit, la
contribution de certains modes est ajoutée mais cette information apportée pourrait être né-
gligée sans trop détériorer l’approximation. Nous souhaitons ne conserver que certains modes
contribuant effectivement.

Tout d’abord, nous définissons VM un sous-espace de CN engendré par les vecteurs Φn, i.e.,

VM = span
{
Φn , n ∈ M

}

où M est une liste de M éléments. De plus, la matrice rectangulaire associée à ce sous-espace
est notée VM. Pour finir, la matrice diagonale (donc carrée) contenant les valeurs propres λn est
notée DM.

Tout vecteur v peut se décomposer en deux vecteurs : l’un dans le sous-espace VM, et l’autre
dans le sous-espace V⊥M (orthogonal de VM), i.e.,

v = v|VM +
(
v − v|VM

)
=

∑

n∈M

(
v
∣∣∣Φn

)
Φn +∆v (4.17)

où ∆v appartient à V⊥M.
Le produit matrice-vecteur ne conservant que les modes contributifs s’écrit,

w = YMv =
∑

n∈M

1

λn

(
v
∣∣∣Φn

)
Φn (4.18)

et il doit être complété pour couvrir tout l’espace de recherche. Se limiter à Eq. (4.18) revient
à limiter à M la dimension de l’espace de Krylov. Cette limitation peut empêcher de trouver
la solution : rien ne nous dit que la solution appartient uniquement à VM. Le vecteur le plus
facile à construire pour compléter l’espace de recherche est un vecteur appartenant à l’espace
V⊥M. Ainsi, en utilisant Eq. (4.17), le produit matrice-vecteur du préconditionneur est,
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w = Y ε
Mv = YMv + ε∆v

=
∑

n∈M

1

λn

(
v
∣∣∣Φn

)
Φn + εv − ε

∑

n∈M

(
v
∣∣∣Φn

)
Φn

=
∑

n∈M

(
1

λn
− ε
)(

v
∣∣∣Φn

)
Φn + εv (4.19)

Le paramètre ε est un paramètre de contrôle. Nous cherchons à orienter la recherche princi-
palement dans l’espace VM, et ce paramètre “contrôle” l’importance donnée dans les autres
directions.

Eq. (4.19) s’écrit matriciellement,

Y ε
M = VM

(
D−1M − εIM

)
V H
M + εIN (4.20)

et sans l’ajout des termes relatif à ε, la matrice Y ε
M serait singulière, donc elle ne représenterait

pas une approximation pertinente de la matrice admittance Y .

Synthèse

Nous avons construit un préconditionneur basé sur une approximation spectrale de la matrice
admittance Y . Ce préconditionneur oriente la recherche dans l’espace de Krylov. Cette orien-
tation est faite suivant une considération physique : la solution est proche d’une combinaison
de modes de Floquet. Donc nous imposons les directions en projetant sur les modes de Floquet
d’intérêt (espace VM).

Dans le préconditionneur Eq. (4.19), le calcul numériquement le plus onéreux correspond à
l’évaluation des modes Φn. Pour M un nombre raisonnable de modes, les vecteurs Φn sont cal-
culés à l’initialisation du préconditionneur puis stockés. Par ailleurs, le produit matrice-vecteur
ainsi défini s’exécute en O(MN) opérations.

4.3.2 Heuristique : choix de ε, M et M

Le préconditionneur ainsi construit dépend de trois paramètres. Dans cette partie, nous
discutons donc du choix de ces paramètres principalement sur des critères heuristiques.

Heuristique : choix de ε

Nous rappelons que le vecteur ∆v a été ajouté pour compléter l’espace de recherche. Sans
ce vecteur ajouté et contrôlé par le paramètre ε, le préconditionneur correspond une matrice
singulière. Par conséquent, plus le paramètre ε est proche de 0 et plus le préconditionneur
possède un caractère singulier.

Le conditionnement en norme 2 d’une matrice Z est défini par,

κ2(Z) = ||Z||2||Y ||2 =
|λmax|
|λmin|

(4.21)

avec ||Z||2 la norme euclidienne de la matrice et Y = Z−1.
Dans certaines méthodes itératives de type Krylov (e.g., Gradient Conjugué (CG) voir [60]

section 6.7), le nombre d’itérations nécessaires pour avoir la précision requise sur la solution
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est directement relié au conditionnement de la matrice (e.g., décrit pour le CG dans [60] sec-
tion 6.11.3). Généralement, plus le conditionnement est proche de 1, et plus l’algorithme itératif
converge en peu d’itérations. Nous cherchons donc à avoir le conditionnement du système pré-
conditionné le plus proche de 1.

Dans cette section uniquement, pour simplifier les notations, les valeurs propres associées à
Z(0) sont considérées rangées dans l’ordre décroissant, c’est-à-dire,

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λN | > 0

et la listeM est constituée de ces M plus grandes valeurs propres.
Il faut remarquer que la matrice Z(0) se décompose comme,

Z(0) = VN




λ1 0
. . .

0 λN


V H

N

et le préconditionneur défini par Eq. (4.20) s’écrit aussi,

Y ε
M = VN




1/λ1 0
. . .

1/λM
ε

. . .

0 ε




V H
N

Par conséquent, sans oublier que VNV
H
N = IN , il vient directement,

Z(0)Y ε
M = VN




1 0
. . .

1
ελM+1

. . .

0 ελN




V H
N

Ce dernier résultat pourrait aussi se déduire de Eq. (4.20) et s’exprimer par,

Z(0)Y ε
MVM = VM et Z(0)Y ε

MVM = εVMDM

avecM la liste complémentaire àM.
Donc, le conditionnement de cette matrice Z(0)Y ε

M ainsi formée est,

κ2(Z
(0)Y ε

M) =
max

(
|ελM+1| , 1

)

min
(
1 , |ελN |

)

Pour avoir ce conditionnement égal à 1, il faut choisir le paramètre ε tel que,

|ελM+1| ≤ 1
1 ≤ |ελN |

}
ou encore

1

|λN |
≤ |ε| ≤ 1

|λM+1|
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qui n’est pas possible puisque |λN | ≤ |λM+1|. Il faut donc choisir une des deux alternatives
pour l’inégalité. De plus, parmi ces deux alternatives, seules deux possibilités minimisent le
conditionnement,

soit ε =
1

λM+1

soit ε =
1

λN





donne κ2(Z
(0)Y ε

M) =
|λM+1|
|λN |

Finalement, nous choisissons,

ε =
1

λM+1
(4.22)

où λM+1 représente la plus grande valeur propre n’appartenant pas à la liste M. Ce choix est
motivé par deux remarques portant sur des considérations numériques :

1. comme nous l’avons illustré précédemment (Fig. 4.6), les valeurs propres de plus petit
module ne sont pas évaluées correctement,

2. dans la proposition du produit matrice-vecteur préconditionné Eq. (4.19), le paramètre ε
est soustrait aux valeurs propres de la listeM. C’est pourquoi, pour que cette soustraction
soit numériquement représentative, le paramètre ε doit être du même ordre de grandeur
que ces valeurs propres.

Pour finir, il est important de préciser que le conditionnement n’est qu’un élément indicatif
pour la convergence des méthodes itératives, mais il n’est généralement pas suffisant. Dans le
cas de l’algorithme CG, le conditionnement ne donne pas de prédiction sur le nombre d’itéra-
tions nécessaires mais une borne. Dans le cas de l’algorithme GMRES, aucun critère significatif
donnant une “règle” sur la convergence n’est été démontré.

Heuristique : choix de M et M

Maintenant, le choix de la liste M, c’est-à-dire les modes à considérer ainsi que de leur
nombre, est discuté dans cette section.

Le premier choix possible suit une considération physique : le champ loin de la surface nous
intéresse pour calculer la SER ou les paramètres de diffusion, donc il faut orienter l’espace de
recherche dans la direction des modes propagatifs, ceux qui auraient une contribution effective
en champ lointain. La liste associée à ce choix est notéeM1,

M1 =
{
n tel que − L

λ
(1 + sin θinc) < n <

L

λ
(1− sin θinc)

}

Par ailleurs, pour que sa taille soit bien de M éléments, elle est complétée par autant de modes
évanescents que nécessaires. Ces modes ajoutés sont choisis par un indice n alternativement
positif et négatif.

Le deuxième choix possible suit une considération plus algébrique : lesM modes de plus grand
module sont choisis. La motivation sous-jacente est de réduire au mieux le conditionnement. La
liste associée à ce choix est notéeM2,

M2 =
{
n tel que Tri décroissant de |λn|

}

Le tri utilisé est un tri par insertion. Son nombre d’opérations le rend moins performant qu’un tri
rapide (quicksort). Cependant, son implémentation est plus facile et surtout les valeurs propres
sont presque rangées, choses qui jouent à son avantage.
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Profil Wavelength Longueur taille

Cas 1 Gaussien λ = 0.3m l = 32.8λ N = 500
ks = 1 kl = 8

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m l = 32.8λ N = 500
ks = 2 kl = 8

Cas 3 Gaussien λ = 0.3m l = 32.8λ N = 500
ks = 2 kl = 5

Table 4.6 – Caractéristiques des surfaces pour déterminer le choix deM et M

Pour évaluer ces deux listes, nous considérons les matrices impédances associées aux surfaces
caractérisées dans le Tab. 4.6. L’algorithme GMRES préconditionné à droite est utilisé pour
résoudre le système linéaire. GMRES est utilisé sans restart, et le critère d’arrêt est fixé pour
un résidu de 10−4. La partie de gauche de la Fig. 4.10 montre le nombre d’itérations nécessaire
pour atteindre le résidu fixé en fonction du nombre de modes (exprimé relativement à la taille de
matrice). La partie de droite montre le Temps CPU nécessaire pour atteindre ce résidu aussi en
fonction du nombre de modes. Ce Temps CPU inclu l’initialisation du préconditionneur. Quand
le nombre de modes vaut 0, cela signifie que le système linéaire n’est pas préconditionné ; c’est
le résultat obtenu par GMRES seul (le tri de la listeM2 est quand même fait).

L’incidence pour les courbes présentées sur la Fig. 4.10 est normale et celle pour les courbes
présentées sur la Fig. 4.11 est de 70̊ .

L’ajout de modes ne fait que diminuer le nombre d’itérations nécessaire. Les deux choixM1

etM2 donnent des résultats très différents, et les conclusions sont liées à l’incidence.

Jusqu’à environ 20%, la stratégie 1, considérant seulement les modes propagatifs, n’a presque
aucune influence sur la convergence. Quant à la stratégie 2, conservant les modes de plus grands
modules, elle réduit directement le nombre d’itérations.

De plus, dépassé un seuil d’environ 20%, les deux stratégies réduisent notablement le nombre
d’itérations nécessaires. Ensuite les deux stratégies ne réduisent plus le nombre d’itérations ou
peu. Un certain seuil atteint (qui dépend de l’angle d’incidence), les modes sélectionnés dans les
deux listesM1 etM2 sont similaires : la stratégie de sélection est différente mais la liste finale
est identique.

Dépassé les 35-40%, l’ajout de mode n’apporte plus d’information. La réduction du nombre
d’itérations nécessaires pour avoir un résidu fixé est bloquée par un seuil. Une explication de ce
seuil serait la mauvaise représentation numérique des modes illustrée précédemment (Fig. 4.8).
Le préconditionneur a donc une limite, en terme de performances, fixée par la discrétisation des
modes.

Au regard du nombre d’itérations, la stratégie 2 est la plus performante. Elle nécessite moins
de modes pour obtenir une réduction significative.

Concernant le Temps CPU, il suit les mêmes variations que le nombre d’itérations. Il cor-
respond à deux produits matrice-vecteur, l’un classique et l’autre préconditionné, pour chaque
itération. La stratégie 2 consomme en plus du temps dans la phase de tri. Dans la zone 0 à
20-30% de modes, en dépit du surcoût du tri, la stratégie 2 est plus performante que la stratégie
1. Cependant sortie de cette zone, le coût du tri la rend moins performante.

Finalement, de l’analyse des temps CPU nous déduisons que la stratégie 1 avec 30% est la
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Figure 4.10 – Comparaison du nombre d’itérations nécessaires pour avoir un résidu de 10−4 et
du Temps CPU total correspondant en fonction du nombre de modes considérées pour différents
profils de surfaces (voir Tab. 4.6), à incidence normale

plus performante.

Pour finir, dépassé les 30-35% de modes, le nombre d’itérations n’est plus réduit. Cependant
des modes sont ajoutés, et par conséquent le produit matrice-vecteur préconditionné coûte nu-
mériquement plus cher. C’est pourquoi le Temps CPU augmente dépassé ce seuil de 30-35%. Du
temps est dépensé pour calculer la contribution de modes qui n’apportent pas d’information.
Dans cette zone, le surcoût du tri est bien visible.
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Figure 4.11 – Comparaison du nombre d’itérations nécessaires pour avoir un résidu de 10−4 et
du Temps CPU total correspondant en fonction du nombre de modes considérés pour différents
profils de surfaces (voir Tab. 4.6), à incidence de 70̊
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Un troisième choix serait envisageable : seuls les modes ayant une “qualité” suffisante sont
conservés. La liste associée à ce choix est notéeM3,

M3 =
{
n tel que

||ZΦn − λnΦn||2
|λn|

< εtol

}

Néanmoins, même si cette stratégie apparâıt comme la plus judicieuse, elle ne peut pas être
performante d’un point de vue numérique. Dans le meilleur des cas, M produits matrice-vecteur
sont nécessaires pour initialiser le préconditionneur, ce qui devient rédhibitoire sur le temps
CPU total. Pour fixer les idées, dans le cas d’une surface gaussienne (e.g. le cas 3 défini p.103),
l’algorithme GMRES converge en 38 itérations (pour un résidu à 10−4).

(s) GMRES M = 10% N M = 20% N M = 30% N

Temps CPU 4.14 1.22 2.44 3.66

Table 4.7 – Comparaison du Temps CPU requis par GMRES pour avoir un résidu de 10−4 avec
le Temps CPU requis pour évaluer la “qualité” de M modes de Floquet (initialisation deM3)

Le Tab. 4.7 donne le temps total mis par GMRES pour obtenir la convergence à 10−4 et les
temps pour uniquement initialiser le préconditionneur dans la stratégie 3. D’après les résultats
de la Fig. 4.10, c’est autour de 30% de modes que les performances en terme de temps de
calcul sont les meilleures. Par conséquent, suivant ces ratios de performances, nous évaluons en
incidence normale, pour le préconditionneur de la stratégie 3, le temps total mis pour atteindre
un résidu de 10−4 à approximativement : 0.06/0.20×4.14+3.66 = 4.90, et à approximativement :
0.12/0.22 × 4.14 + 3.66 = 5.92 pour une incidence de 70̊ .

Par ailleurs, la Fig. 4.9 montre que les modes dans la zone 0-30% ne respecte généralement
pas le critère deM3 et que ceux de la zone supérieure à 30% sont mal représentés numériquement.

Synthèse

Pour résumer, le préconditionneur construit dépend de trois paramètres :
• le paramètre ε qui est raisonnablement fixé à 1/λM+1,
• le nombre de modes à considérer. Nous avons numériquement établi que M = 30% donne
les meilleures performances,

• les modes à considérer M. Nous avons numériquement établi que la liste M1 est la plus
performante pour un nombre de modes fixé à 30%.

Les performances du préconditionneur peuvent maintenant être explorées.
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4.3.3 Performances

Afin de déterminer le domaine où le préconditionneur est performant comparé à GMRES,
les historiques de convergence de GMRES et de GMRES préconditionné sont d’abord tracés
pour plusieurs profils de surfaces. Puis la dépendance de l’angle d’incidence est examinée pour
deux profils de surfaces. Pour finir, le domaine de performances pour les surfaces aléatoires à
auto-corrélation gaussienne et exponentielle est établi.

Historique de convergence

Nous comparons l’évolution du résidu (défini par Eq. (4.8)) au fil des itérations. Les carac-
téristiques des surfaces utilisés sont regroupées dans le Tab. 4.8. La fréquence est de 1GHz et
l’incidence est normale.

f=1GHz Profil Wavelength Longueur taille

Cas 1 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 2 kl = 8

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 4 kl = 8

Cas 3 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 5 kl = 5

Cas 4 Gaussien λ = 0.3m L = 131.4λ N = 2000
ks = 5 kl = 5

Cas 5 Exponentiel λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 2 kl = 8

Cas 6 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 5 kl = 10

Table 4.8 – Caractéristiques des surfaces pour comparer les historiques de convergence

Les différents historiques de convergence sont regroupés dans la Fig. 4.12. Sur les cas pré-
sentés ici, le préconditionneur réduit toujours le nombre d’itérations. Par ailleurs, la rugosité,
en terme de hauteur et de vitesse de dégradation, dégrade la convergence, tant sur GMRES que
sur GMRES préconditionné.

Sur la Fig. 4.12(a), les paramètres sont égaux, sauf la hauteur rms qui est le double l’une de
l’autre. La convergence du système préconditionné est plus sensible à ce paramètre que GMRES
seul. Ceci est lié à l’hypothèse : les modes de Floquet sont d’autant moins une approximation
raisonnable du couple propre que la hauteur est importante.

La Fig. 4.12(b) montre l’influence de la longueur de la surface sur la convergence. Pour
garder un pas de maillage constant, la taille de la surface est augmentée. La convergence de
GMRES avec le préconditionneur est moins dégradée que celle de GMRES seul.

Ensuite, deux profils aléatoires différents sont comparés sur la Fig. 4.12(c) : l’un est à auto-
corrélation gaussienne et l’autre à auto-corrélation exponentielle, et ils ont les mêmes propriétés
statistiques. Toutefois, la surface à auto-corrélation exponentielle comporte des variations très
rapides comparée à une surface à auto-corrélation gaussienne. Toutes les convergences sont
dégradées. Comparativement à GMRES, la convergence du préconditionneur est légèrement plus
dégradée. Ceci s’explique par le fait que l’information spectrale du plan est une moins bonne
approximation pour les surface ayant des variations rapides.
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4.3. Construction du Préconditionneur Physique

Pour finir, la Fig. 4.12(d) représente la convergence pour deux surfaces dont la longueur de
corrélation est le double l’une de l’autre. Comme on peut s’y attendre, la pente de la surface
dégrade la convergence, et dans les deux cas la dégradation est du même ordre.
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(b) Gauss. – Cas 3 et 4 : N = 1000 et N = 2000

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  5  10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

R
e

s
id

u
 |
|e

-Z
j n

||
2
 /

 |
|e

||
2

n iteration

GMRES -- Cas 1 
PGMRES -- Cas 1

GMRES -- Cas 5
PGMRES -- Cas 5

(c) Gauss. & Exp. – Cas 1 et 5
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Figure 4.12 – Historique de convergence pour différents profils de surfaces (voir Tab. 4.8)

Par ailleurs, quand la surface comporte certain type d’irrégularités, le préconditionneur de-
vient inefficace, voir il dégrade la convergence. Par exemple, la Fig. 4.13 montre l’historique de
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Figure 4.13 – Historique de convergence pour une surface à auto-corrélation exponentielle de
paramètres : N = 1000 , L = 65.7λ , ks = 4 , kl = 5

convergence pour une surface à auto-corrélation exponentielle de paramètres : ks = 4 et kl = 5.
GMRES ne converge pas et le préconditionneur proposé non plus.
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Comparaison de la réduction faite par le préconditionneur

Le Tab. 4.9 compare le temps total mis pour atteindre un résidu de 10−4 par GMRES et
celui mis avec le préconditionneur pour les surfaces précédentes (Tab. 4.8). Pour quantifier la
réduction, nous définissons le paramètre,

ρ = 1− NPGMRES
iter

NGMRES
iter

ou ρ′ = 1− tPGMREStot

tGMREStot

avec Niter et ttot le nombre d’itérations et le temps total nécessaire pour atteindre un résidu de
10−4. Pour le système préconditionné, le temps total tient compte de l’initialisation.

(s) GMRES PGMRES Réduction (ρ)

Temps CPU Itération Temps CPU Itération Temps CPU Itération

Cas 1 0.220 40 0.160 9 0.27 0.775

Cas 2 0.284 50 0.256 20 0.10 0.6

Cas 3 0.440 77 0.504 47 -0.14 0.39

Cas 5 0.416 74 0.388 34 0.067 0.54

Cas 6 0.284 50 0.268 21 0.056 0.58

Table 4.9 – Comparaison du Temps CPU entre GMRES et GMRES préconditionné (surfaces
du Tab. 4.8)

Dans les cas présentés ici, le préconditionneur apporte toujours une réduction significative sur
le nombre d’itérations : de 39% à 77.5%. Concernant la réduction sur le temps total, les perfor-
mances sont plus mitigées. La gain est d’environ 6% et dans le meilleur des cas de 27%. Pour une
surface très rugueuse (cas 3 : auto-corrélation gaussienne de paramètre ks = 5 et kl = 5), le pré-
conditionneur diminue le nombre d’itérations mais le temps total lui n’est pas réduit. L’ajout du
produit matrice-vecteur préconditionné à chaque itération n’est pas compensé par la réduction
du nombre d’itérations.

Influence de l’angle d’incidence

Nous déterminons l’influence de l’angle d’incidence sur la convergence, c’est-à-dire sur le
nombre d’itérations nécessaires pour atteindre un résidu de 10−4 en fonction de l’angle d’inci-
dence.

f=1GHz Profil Wavelength Longueur taille

Cas 1 Gaussien λ = 0.3m L = 39.61λ N = 1000
ks = 2 kl = 5

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m L = 39.61λ N = 1000
ks = 5 kl = 5

Table 4.10 – Caractéristiques des surfaces pour déterminer l’influence de l’angle d’incidence

La matrice impédance dépend de l’angle d’incidence par l’intermédiaire de la fonction de
Green périodique. Le préconditionneur dépend des modes de Floquet, et sa convergence n’est
pas détériorée par une forte incidence. La Fig. 4.14 montre que l’angle d’incidence influe peu
sur la vitesse de convergence.
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Figure 4.14 – Nombre d’itérations pour avoir un résidu de 10−4 en fonction de l’angle d’inci-
dence : surface à auto-corrélation gaussienne (voir Tab. 4.10)

Domaine de performances

Pour finir, nous comparons le nombre d’itérations pour atteindre un résidu de 10−4 pour
une surface à auto-corrélation gaussienne en fonction de sa hauteur quadratique moyenne. Trois
profils de longueur de corrélation différente sont étudiés. Le Tab. 4.11 rassemble les paramètres
des surfaces.

f=1GHz Profil Wavelength Longueur taille

Cas 1 Gaussien λ = 0.3m L = 107.8λ N = 5000
kl = 5

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m L = 107.8λ N = 5000
kl = 8

Cas 3 Gaussien λ = 0.3m L = 107.8λ N = 5000
kl = 10

Table 4.11 – Caractéristiques des surfaces à auto-corrélation gaussiennne pour évaluer les per-
formances du préconditionneur

La Fig. 4.15 montre l’évolution du nombre d’itérations nécessaire pour atteindre un résidu
de 10−4 en fonction de la hauteur rms normalisée (ks). En premier lieu, le préconditionneur
améliore toujours la convergence pour une surface gaussienne suffisamment étendue (en terme
de longueur d’onde) dans un large domaine de hauteur rms.

À longueur de corrélation fixée, la hauteur rms dégrade la convergence, dans la résolution
GMRES seul comme dans la résolution GMRES avec le préconditionneur. À hauteur rms fixée,
les variations plus rapides (kl = 10 vers kl = 5) dégradent les performances du préconditionneur,
comparativement à GMRES seul, et réciproquement des variations plus faibles (kl de plus en
plus grand) donnent une plus grande réduction. Finalement, la validité de l’hypothèse se retrouve
dans les performances : plus la surface est rugueuse, moins l’approximation par un plan se justifie
et par conséquent moins bonnes sont les performances.

Les performances sont liées au rapport entre la hauteur et la variation des rugosités. Toutefois,
il est difficile d’exhiber un critère. Pour une hauteur rms normalisée ks inférieure à 2, quelque
soit longueur de corrélation, le préconditionneur donne le même nombre d’itérations. En fixant
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Figure 4.15 – Nombre d’itérations pour avoir un résidu de 10−4 en fonction de la hauteur
quadratique moyenne : surface à auto-corrélation gaussienne (voir Tab. 4.11)

le rapport, par exemple ks/kl = 1, pour ks = 2, ks = 3 et ks = 5 (avec N = 1000 et L = 65.7λ),
la réduction en terme d’itérations est respectivement de 56%, 49% et 39%.

Pour finir, remarquons que le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre un résidu de
10−4 est approximativement du même ordre pour une surface à auto-corrélation gaussienne de
longueur L = 107.8λ et de taille N = 5000 que pour une surface à auto-corrélation gaussienne de
longueur L = 65.7λ et de taille N = 1000 (Fig. 4.12). Ceux sont les caractéristiques statistiques
de la surface qui influent plus que sa longueur ou sa taille. Cette remarque est d’ordre général,
car la Fig. 4.12(b) montre une légère dépendance de la longueur.

4.3.4 Conclusion : surfaces périodiques

Partant de considérations physiques du problème de diffraction périodique, nous avons pro-
posé un préconditionneur basé sur les modes de Floquet. Le nombre de modes à considérer
pour avoir des performances optimales correspond à 1/3 de la taille de la matrice impédance à
préconditionner.

Le préconditionneur proposé réduit significativement le nombre d’itérations nécessaires à la
convergence pour des surfaces rugueuses aléatoires, dans un domaine de profils utilisées dans la
modélisation des sols par exemple. Cette réduction dépend du rapport entre la hauteur et vitesse
de variations des rugosités, ce qui découle directement de la construction du préconditionneur
(approximation par un plan périodique).

Remarque sur le temps total mis pour converger

Ici nous donnons une estimation de la réduction nécessaire en nombre d’itérations pour que
le préconditionneur présente un avantage comparé à GMRES seul.

Le temps total tGMREStot mis par GMRES pour atteindre un résidu fixé est proportionnel au
nombre d’itérations Niter et au coût du produit matrice-vecteur en N

2, c’est-à-dire que,

tGMREStot ∝ NiterN
2

et dans le cas de GMRES avec le préconditionneur, ce temps total tPGMREStot est proportionnel
au nombre d’itérations N ′iter et au coût du produit matrice-vecteur classique auquel est ajouté
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le coût du produit matrice-vecteur préconditionné en MN , c’est-à-dire,

tPGMREStot ∝ N ′iter
(
N2 +MN

)

Le paramètre ρ représente la réduction du nombre d’itérations : N ′iter = (1 − ρ)Niter. Si le
paramètre ρ est inférieur à 0, cela signifie que le préconditionneur dégrade la convergence.

Le but du préconditionneur est de réduire le temps total de résolution ; nous cherchons à
avoir tPGMREStot ≤ tGMREStot , ce qui se traduit par,

(
1− ρ

)
NiterN

2
(
1 +

M

N

)
≤ NiterN

2

Ceci est légitime car le même algorithme est utilisé (procédé d’Arnoldi, rotations de Givens, . . .),
donc les facteurs de proportionnalité sont du même ordre.

Finalement, le critère sur la réduction est,

ρ ≥ M

M +N
=

M=N/3

1

4

Pour obtenir cette inégalité, le temps d’initialisation du préconditionneur (principalement l’éva-
luation des vecteurs Φn) est négligé.

Pour que le préconditionneur présente un avantage numérique en terme de temps de calcul,
il doit réduire d’au moins 25% le nombre d’itérations. Dans le cas contraire, il peut améliorer la
convergence mais ne diminue pas le temps total de résolution.
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4.4 Application aux surfaces tronquées

Dans cette section, nous étudions les performances du préconditionneurs dans le cadre de sur-
faces tronquées. Le produit matrice-vecteur préconditionné construit précédemment Eq. (4.19),
c’est-à-dire pour des problèmes périodiques, est utilisé tel quel pour des problèmes tronqués
éclairés par une onde plane. Ainsi, les bords de la surface font engendrer de la diffraction sup-
plémentaire qui n’est pas considérée par le préconditionneur. Toutefois, les surfaces tronquées
peuvent être vues comme une “perturbation” de ces mêmes surfaces périodisées.

Dans le cas de surfaces tronquées, la matrice impédance Z ne dépend pas de l’angle d’inci-
dence, seul le vecteur excitation e (second membre) en dépend. Comme le préconditionneur agit
sur la matrice impédance, nous fixons une incidence normale dans la construction du précondi-
tionneur. Les trois paramètres ε, M et M du préconditionneur utilisés dans cette section sont
ceux établis pour les problèmes périodiques.

4.4.1 Information spectrale périodique pour des surfaces tronquées

Dans cette partie, nous souhaitons vérifier la pertinence de l’hypothèse faite sur l’informa-
tion spectrale : les modes propres associés à une plaque périodique sont une approximation
fonctionnelle de ceux associés à une surface rugueuse tronquée.

Justification numérique sur le couple propre

Pour illustrer numériquement la pertinence de l’approximation sur le couple propre, nous
utilisons le paramètre d’erreur défini par Eq. (4.15). L’incidence est normale et la fréquence est
fixée à 1GHz.

f=1GHz Profil Wavelength Longueur taille

Cas 0 Plan λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000

Cas 1 Sinus λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000

(ks = 2) h =
√
2/(2π) λ ωx = 2π/L

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 1 kl = 8

Cas 3 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 2 kl = 8

Cas 4 Exponentiel λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 0.75 kl = 8

Table 4.12 – Caractéristiques des surfaces pour l’illustration numérique sur l’information spec-
trale

La Fig. 4.16 compare l’erreur relative en fonction de l’index du mode pour différents profils
de surfaces dont les caractéristiques sont regroupées dans le Tab. 4.12.

Premièrement, l’allure des courbes est similaire à celle obtenue pour des surfaces périodiques
(Fig. 4.9). Les conclusions sont par conséquent les mêmes. Plus la surface présente des irrégu-
larités et moins pertinente l’hypothèse est. De plus, le facteur limitant de l’approximation est
un rapport entre la hauteur qui va entrâıner une erreur de phase et la vitesse de variations des
rugosités qui va entrâıner des oscillations rapides dans les modes. En outre, l’erreur due à une
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mauvaise représentation numérique (théorème de Shannon) est aussi observée. Seul les 30% pre-
miers modes sont correctement représentés par la discrétisation. Et la région en terme d’index
où l’erreur est la plus notable est celle où les modes de Floquet sont correctement représentés.
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Figure 4.16 – Validité de l’approximation du couple propre pour différents profils de surfaces :
Plan (Cas 0), Sinus avec h = 0.2251λ (Cas 1), Gaussien ks = 1 (Cas 2), Gaussien ks = 2 (Cas
3), Exponentiel ks = 0.75 (Cas 4) (voir Tab. 4.12)

Le pic (discontinuité) correspond au passage de modes propagatifs (valeur propre purement
imaginaire) à des modes évanescents (valeur purement réelle) est très marqué. Ce pic correspond
au mode d’index (L/λ) × (100/N). Pour un profil de surface gaussien (auto-corrélation de ca-
ractéristiques ks = 2 et kl = 8), le paramètre d’erreur est évalué pour différente longueur (Fig.
4.17) et les pics correspondent aux valeurs d’index de mode attendues.
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Figure 4.17 – Validité de l’approximation du couple propre pour un profil Gaussien ks = 2 et
kl = 8 (Cas 2 du Tab. 4.12) pour différentes longueurs : 32.8λ, 65.7λ et 131.1λ

Les surfaces rugueuses tronquées peuvent être vues comme des perturbations de ces mêmes
surfaces périodisées qui sont déjà une perturbation du plan. L’erreur est la plus importante
lorsque les modes changent de régime (de propagatif à évanescent), ceci correspond aux modes
qui ont les valeurs propres de plus grand module.
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Illustration sur le spectre de ZY ε
M

Dans cette partie, nous étudions les valeurs propres du système préconditionné ZY ε
M. Même

si ce n’est pas un élément décisif pour déterminer la convergence, le préconditionneur doit ras-
sembler les valeurs propres autour de 1 et par conséquent réduire le conditionnement (défini par
Eq. (4.21)).

Les valeurs propres du système préconditionné ZY ε
M sont évaluées numériquement à l’aide

de la fonction eig (Matlab). D’une part, l’évaluation du produit matrice-matrice étant coûteux
et d’autre part la fonction eig étant aussi coûteuse, les cas traités ici sont de moindre tailles.
Dans le Tab. 4.13 sont regroupées les différentes caractéristiques des surfaces utilisées.

Profil Wavelength Longueur taille

Cas 0 Plan λ = 0.3m L = 13.63λ N = 374

Cas 1 Sinus λ = 0.3m L = 13.63λ N = 204
h = λ/3 ωx = 2π/L

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m L = 13.63λ N = 410
ks = 1 kl = 8

Cas 3 Gaussien λ = 0.3m L = 13.63λ N = 410
ks = 2 kl = 5

Table 4.13 – Caractéristiques des surfaces pour l’illustration numérique sur les valeurs propres

Sur la partie de gauche de la Fig. 4.18 sont tracées dans le plan complexe les valeurs propres
numériques de Z ainsi que les valeurs propres d’une plaque périodique calculées analytiquement
(ceux de Z(0)). Pour les quatre profils de surface, les valeurs propres ont le même ordre de
grandeur mais les deux spectres ne sont pas en adéquation.

Dans le cas d’une surface plane, la Fig. 4.18(a) illustre les effets de la troncature sur le
spectre. Les valeurs propres ne sont plus soit purement imaginaires soit purement réelles. Les
valeurs propres de “petits” modules sont numériquement difficiles à calculer mais elles tendent
vers 0. La troncature semble plus affecter les valeurs propres de plus grands modules. la Fig.
4.18(g) illustre que plus la surface est rugueuse et plus le spectre est perturbé.

Sur la partie de droite de la Fig. 4.18 sont tracées dans le plan complexe les valeurs propres
numériques du système préconditionné ZY ε

M. Le préconditionneur a bien déplacé les valeurs
propres pour les regrouper autour de 1. Les valeurs propres qui tendent vers 0 sont généralement
considérées comme celle qui altèrent la convergence des méthodes itératives de type Krylov et
le préconditionneur les déplacent. La plupart des valeurs propres sont concentrées autour de
l’axe réel. Certaines valeurs propres, vraisemblablement les plus perturbées par la troncature,
s’éloignent de cet axe réel. Plus la surface possède des rugosités et plus le spectre de ZY ε

M est

étalé (Fig. 4.18(h)). À partir du spectre de système préconditionné, il est difficile de conclure
sur le gain apporté par le préconditionneur. Toutefois, nous remarquons qu’un spectre de ZY ε

M

étalé donne de moins bonnes performances.

La Fig. 4.19 compare le spectre du système préconditionné dans le cas d’une surface tronquée
et de cette même surface périodisée. Dans les deux configurations, le spectre est étalé, c’est-à-dire
que même si la troncature correspond à une perturbation supplémentaire, le préconditionneur
est pertinent.
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(e) Valeurs propres Z et Z(0) – Cas 2 Gauss.
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(f) Valeurs propres ZY ε
M – Cas 2 Gauss.
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(g) Valeurs propres Z et Z(0) – Cas 3 Gauss.
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(h) Valeurs propres ZY ε
M – Cas 3 Gauss.

Figure 4.18 – Valeurs Propres numériques de Z et celles de ZY ε
M dans le plan complexe pour

différents profils de surface : Plan (Cas 0), Sinus (Cas 1), Gaussien ks = 1 (Cas 2) et Gaussien
ks = 2 (Cas 3) (voir Tab. 4.3).
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Figure 4.19 – Comparaison dans le plan complexe des Valeurs Propres numériques dans le cas
tronqué et dans le cas périodique : Cas 3 – Profil Gauss. (voir Tab. 4.13)

Le conditionnement κ2 en norme 2 (Eq. (4.21)) est le rapport entre la valeur propre maxi-
male (en module) et la valeur propre minimale (en module). Le conditionnement donne une
information sur l’étendu du spectre.

Pour la matrice impédance Z et le système préconditionné, les conditionnements sont calculés
à l’aide de la fonction numérique cond (Matlab). À titre indicatif, les valeurs du conditionne-
ment dans le cas périodique sont données.

Périodique

Profil cond(Z) cond(ZY ε
M) cond(Z) cond(ZY ε

M)

Cas 0 Plan 46.66 10.34 37.17 5.94

Cas 1 Sinus 47.26 10.49 37.17 5.94

Cas 2 Gaussien 47.88 10.83 34.41 6.03

Cas 3 Gaussien 56.47 18.83 36.15 10.59

Table 4.14 – Comparaison du conditionnement en norme 2 de Z et celui de ZY ε
M (voir Tab.

4.13).

Le Tab. 4.14 compare le conditionnement en norme 2 pour différents profils de surface (Tab.
4.12). En premier lieu, il faut noter que les conditionnements de la matrice Z ne sont pas consi-
dérés comme problématiques, c’est-à-dire que la valeur propre maximale et la valeur propre
minimale sont du même ordre de grandeur. Par ailleurs, l’augmentation des rugosités augmente
aussi le conditionnement. Dans les cas présentés ici, le préconditionneur réduit toujours le condi-
tionnement. Comme nous nous y attendions, plus la surface présente des rugosités importantes
et moins le conditionnement de ZY ε

M est réduit.
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4.4. Application aux surfaces tronquées

4.4.2 Performances

Afin d’examiner les performances du préconditionneur construit pour un problème périodique
et appliqué à un problème tronqué, les historiques de convergence de GMRES et de GMRES
préconditionné sont d’abord tracés pour plusieurs profils de surfaces. Puis, l’influence du champ
incident est étudiée à travers un choix de vecteur initial non nul dans la méthode de Krylov.
L’effet de la diffraction par les bords de la surface est examiné. Pour finir, le préconditionneur
est comparé à un préconditionneur algébrique.

Historique de convergence

Nous comparons l’évolution du résidu (défini par Eq. (4.8)) au fil des itérations. Les surfaces
utilisées sont les mêmes que celles en configuration périodique. Les caractéristiques de celles-ci
sont rappelées dans le Tab. 4.15. La fréquence est de 1GHz et l’incidence est normale.

f=1GHz Profil Wavelength Longueur taille

Cas 1 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 2 kl = 8

Cas 2 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 4 kl = 8

Cas 3 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 5 kl = 5

Cas 4 Gaussien λ = 0.3m L = 131.4λ N = 2000
ks = 5 kl = 5

Cas 5 Exponentiel λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 2 kl = 8

Cas 6 Gaussien λ = 0.3m L = 65.7λ N = 1000
ks = 5 kl = 10

Table 4.15 – Caractéristiques des surfaces pour comparer les historiques de convergence

Les différents historiques de convergence sont regroupés dans la Fig. 4.20. Ces historiques
sont très semblables à ceux obtenus pour des problèmes périodiques (Fig. 4.12). Par conséquent,
les conclusions sont très similaires. Le préconditionneur réduit toujours le nombre d’itérations
pour les surfaces présentées ici. De plus, la convergence, tant sur GMRES que sur GMRES
préconditionné, est dégradée par la taille des rugosités.

Comparaison de la réduction faite par le préconditionneur

Le paramètre de réduction ρ (défini p.118) est utilisé pour quantifier l’apport du précon-
ditionneur, en terme de réduction d’itérations et du temps total, pour atteindre un résidu de
10−4. Pour le système préconditionné, le temps total tient compte de l’initialisation. Le Tab.
4.16 compare cette réduction pour les profils de surfaces précédentes (Tab. 4.15).

Les résultats sont du même ordre de ceux obtenus pour les problèmes périodiques. Le pré-
conditionneur réduit toujours significativement le nombre d’itérations dans le cas des surfaces
présentées ici. La réduction va de 41.3% à 75.6%. Ce n’est pas pour le profil de surface possédant
le plus rugosités (cas 4 – profil à auto-corrélation exponentielle) que la réduction du précondi-
tionneur est la moins importante : les rugosités détériorent moins le système préconditionné
comparativement GMRES.
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Chapitre 4. Préconditionneur physique

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  5  10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

R
e

s
id

u
 |
|e

-Z
j n

||
2
 /

 |
|e

||
2

n iteration

GMRES -- Cas 1
PGMRES -- Cas 1

GMRES -- Cas 2
PGMRES -- Cas 2

(a) Gauss. – Cas 1 et 2 : ks = 2 et ks = 4

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 0  5  10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

R
e

s
id

u
 |
|e

-Z
j n

||
2
 /

 |
|e

||
2

n iteration

GMRES -- Cas 3
PGMRES -- Cas 3

GMRES -- Cas 4
PGMRES -- Cas 4

(b) Gauss. – Cas 3 et 4 : N = 1000 et N = 2000
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Figure 4.20 – Historique de convergence pour différents profils de surfaces (voir Tab. 4.15)

(s) GMRES PGMRES Réduction (ρ)

Temps CPU Itération Temps CPU Itération Temps CPU Itération

Cas 1 0.232 41 0.172 10 0.259 0.756

Cas 2 0.284 50 0.256 19 0.098 0.620

Cas 3 0.456 75 0.472 44 -0.035 0.413

Cas 4 2.060 95 2.160 52 -0.048 0.453

Cas 5 0.436 72 0.3884 34 0.119 0.528

Cas 6 0.276 49 0.260 20 0.058 0.592

Table 4.16 – Comparaison du Temps CPU entre GMRES et GMRES préconditionné (surfaces
de Tab. 4.15)

Concernant la réduction du temps total de résolution, les résultats sont plus modérés. La
réduction du nombre d’itérations ne compense pas l’ajout d’un produit matrice-vecteur à chaque
itération.
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4.4. Application aux surfaces tronquées

Influence de l’angle d’incidence (vecteur initial)

Pour les profils de surfaces gaussien ks = 2, kl = 8 et ks = 5, kl = 5 (Cas 1 et Cas 3 du
Tab. 4.15), nous déterminons l’influence de l’angle d’incidence sur la convergence, c’est-à-dire
le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre un résidu de 10−4 pour trois angles choisis
arbitrairement : θinc = 0, 60̊ et 80̊ . Les résultats sont rassemblés dans le Tab. 4.17.

Cas 1 Cas 3

θinc GMRES PGMRES GMRES PGMRES

0 41 10 75 44

60 39 10 74 47

80 37 13 70 55

Table 4.17 – Comparaison pour différents angles d’incidence du nombre d’itérations nécessaires
pour atteindre un résidu de 10−4 (voir Tab. 4.15 pour les profils).

L’angle d’incidence influe peu la convergence. La Fig. 4.21 trace l’historique de convergence
pour un profil à auto-corrélation gaussienne de paramètres : ks = 5 et kl = 5 (Cas 3 du Tab.
4.15) pour deux incidences et les courbes peuvent être considérées comme superposées.
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Figure 4.21 – Historique de convergence pour une incidence de 0̊ et 60̊ – profil Gaussien (Cas
3 du Tab. 4.15).

La matrice impédance Z ne dépend pas de l’angle d’incidence et le préconditionneur est
construit avec une incidence normale. En d’autres termes, l’angle d’incidence n’intervient que
dans le second membre (vecteur excitation e).

Au lieu de faire varier l’angle d’incidence, nous choisissons un vecteur initial arbitraire. Cette
alternative est algébriquement équivalente à un angle d’incidence arbitraire et il permet d’illus-
trer la robustesse du préconditionneur quant au choix du champ incident (onde plane, faisceau
gaussien, . . .). Dans cette partie, les comparaisons sont faites à partir de notre implémentation
Matlab des différents algorithmes. Comme vecteur initial, nous prenons un vecteur tiré aléatoi-
rement à l’aide de la fonction rand et divisé par min |Zij | pour que son influence soit significative
dans le vecteur résidu initial.

Il est difficile de comparer les historiques de convergence car le résidu initial dans Eq. (4.8)
ne vaut plus 1. Pour s’affranchir de cette difficulté, le résidu à chaque itération est normalisé par
le résidu initial. Par conséquent, le nombre d’itérations pour atteindre un résidu de 10−4 n’est
pas comparable (75 versus 156 pour GMRES et 44 versus 86 pour GMRES préconditionné). En
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Figure 4.22 – Historique de convergence avec un vecteur initial nul et avec un vecteur initial
aléatoire – Profil Gaussien (Cas 3 du Tab. 4.15).

terme de réduction du nombre d’itérations, dans le cas du vecteur initial nul, elle est de 41.3%
et dans le cas d’un vecteur initial arbitraire, elle est de 44.8%.

La Fig. 4.22 illustre que la vitesse de convergence dépend peu du choix du vecteur initial,
autant dans le cas de GMRES que dans le cas de GMRES préconditionné.

Influence de la troncature (effet de diffraction)

Pour les surfaces suffisamment étendues en termes de longueur d’onde, les effets de diffraction
par les bords sont négligeables devant la diffusion de la surface. Cependant, la matrice impédance
Z représente ces effets et le préconditionneur ne les prends pas compte. Le vecteur courant,
solution du système linaire, les représente.

Comparant les historiques de convergence pour les problèmes périodiques (Fig. 4.12) et
ceux pour les problèmes tronqués (Fig. 4.20), les performances du préconditionneur ne sont pas
altérées par les effets de diffraction des bords dans le cas de surfaces suffisamment étendues.

Il est difficile d’isoler les effets de diffraction issus de la troncature et ceux issus des rugosités
de la surface. Nous choisissons de considérer un profil de surface sinusöıdal de hauteur fixée à
h = λ/6 et de nombre de points d’échantillonage aussi fixé à N = 1000. Une période de la
fonction sinusöıdal est utilisée et nous faisons varier la longueur du profil.

Longueur GMRES PGMRES Réduction (ρ) %

65.7λ 38 10 73.7

16.42λ 39 7 82.1

4.11λ 32 7 78.1

1.03λ 25 9 64.0

0.51λ 23 14 39.1

0.13λ 24 38 -58.3

Table 4.18 – Comparaison pour différentes longueurs du nombre d’itération nécessaire pour
atteindre un résidu de 10−4.

Les conclusions concernant le domaine de performances du préconditionneur en terme de
longueur de surface tronquée sont difficiles. À hauteur fixée, en diminuant la longueur du profil, la

130



4.4. Application aux surfaces tronquées

pente est par conséquent augmentée. Le Tab. 4.18 montre que, pour ce profil, le préconditionneur
est encore performant pour des pentes significatives.

Dans cet exemple, pour maintenir le rapport h/L constant, il faut prendre une hauteur
h = λ/80 avec une longueur L = 0.13λ et ainsi GMRES préconditionné nécessite 7 itérations
pour atteindre un résidu de 10−4. Toutefois, aucune heuristique ne se dégage clairement : d’une
part, les performances du préconditionneur dépendent du rapport entre la hauteur et la vitesse
de variations des rugosités, et d’autre part quand les effets de diffraction par les bords deviennent
importants comparés aux effets de diffusion, les performances se dégradent.

Comparaison avec le préconditionneur algébrique Zdrop

Maintenant, le préconditionneur Y ε
M construit sur des considérations physiques est comparé

à un préconditionneur de nature algébrique (voir p.94) Dans la matrice impédance, les 30%
des coefficients de plus grand module sont conservés dans la matrice Zdrop. Cette matrice est
ensuite factorisée sous forme LU et le produit matrice-vecteur préconditionné est remplacé par
deux substitutions. D’un point de vue calculatoire, le préconditionneur drop est du même ordre
que celui que nous proposons. Les paramètres des différents profils de surface sont regroupés
dans le Tab. 4.15.
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Figure 4.23 – Comparaison des historiques de convergence entre GMRES et GMRES précon-
ditionné soit par Zdrop soit par Y ε

M pour différents profils de surfaces (voir Tab. 4.15).
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Dans le cas d’une surface présentant des rugosités modérées (cas 1 : auto-corrélation gaus-
sienne de paramètres ks = 2 et kl = 8), les deux types de préconditionneur donnent des résultats
similaires : ils diminuent notablement le nombre d’itérations comparativement à GMRES seul
(Fig. 4.23(a)). Pour des rugosités de hauteurs importantes (cas 3 : auto-corrélation gaussienne
de paramètres ks = 5 et kl = 5), la convergence du préconditionneur physique est dégradée et
celle du préconditionneur algébrique est peu modifiée (Fig. 4.23(b)). Le préconditionneur drop
utilise la structure algébrique de la matrice impédance et ne repose donc pas sur une hypothèse
physique. En revanche, dans le cas de surface à variations rapides (cas 5 : auto-corrélation expo-
nentielle de paramètres ks = 2 et kl = 8), la convergence du préconditionneur algébrique est plus
dégradée que celle du préconditionneur physique (Fig. 4.23(c)). Une explication concernerait la
nature des coefficients conservés dans la matrice Zdrop : ce sont ceux de plus grands modules et
l’information de phase est perdue.

Pour finir, même si le préconditionneur drop est simple à construire, il nécessite tout de même
une étape de seuil puis une factorisation LU et deux substitutions. Sa complexité algorithmique
est plus importante que celle du préconditionneur Y ε

M qui ne nécessite que l’évaluation des modes
de Floquet.

4.4.3 Conclusion

Le préconditionneur, partant de considérations physiques et basé sur les modes de Floquet,
initialement construit pour des problèmes de diffraction périodiques a été appliqué à des sur-
faces finies. Ce préconditionneur réduit significativement le nombre d’itérations nécessaires à la
convergence pour des surfaces rugueuses, dont les irrégularités sont faibles à modérées.

Pour des surfaces tronquées suffisamment étendues en terme de longueur d’onde, le comporte-
ment du préconditionneur est sensiblement identique à celui pour ces mêmes surfaces périodisées.
Le domaine de performance est le même, c’est-à-dire que la réduction dépend du rapport entre
la hauteur et la vitesse de variations des rugosités. Lorsque l’effet de la diffraction par les bords
de la surface sont importants, comparés aux effets de diffusion, les performances du précondi-
tionneur sont dégradées. Cependant, le préconditionneur réduit le nombre d’itérations pour des
surfaces dont la longueur est inférieure à la longueur d’onde.

Une autre approche proposée par Naenna et Jonhson [48]

Dans [48], un autre préconditionneur est proposé, basé lui aussi sur des considérations phy-
siques. Ils considèrent une surface rugueuse tronquée éclairée par un faisceau à bande limitée
(tapered beam). Ils utilisent comme point de départ une analyse en ondes planes sur une surface
planaire et ils en déduisent des propriétés spectrales. Puis, la bande limitée du faisceau incident
leur permet de tronquer la représentation intégrale du spectre en onde plane.

Par conséquent, dans le cas d’une surface 1D, en prenant un nombre de modes égal à la taille
du problème (i.e., M = N), le préconditionneur que nous proposons est similaire à celui proposé
dans [48].

Toutefois, deux différences sont notables :

• en prenant M = N , le coût du produit-vecteur devient prohibitif. Pour s’affranchir de
cette difficulté, ils considèrent des surfaces discrétisées uniformément, et ceci leur permet
d’utiliser une Transformée de Fourier Rapide (FFT),

• dans le cas d’une géométrie circulaire, le préconditionneur que nous proposons utilisera
les modes cylindriques (fonction de Hankel). Peterson et al. mentionne dans [54] le lien
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entre la matrice impédance associée à un cylindre et les fonctions de Hankel. Ainsi les deux
préconditionneurs ne seront finalement plus similaires.
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4.5 Extensions

Dans cette section, deux extensions sont succinctement présentées , l’une correspondant à
l’autre polarisation (TE) dans le cas métallique, et l’autre correspondant à la polarisation TM
dans le cas diélectrique.

4.5.1 Surface métallique – polarisation TE

Dans cette polarisation, nous avons défini u = Hz avec Ez = 0, et par conséquent nous
pouvons aussi définir un potentiel scalaire j proportionnel au courant électrique J = n̂ ×Htot.
Ainsi, nous avons le résultat classique,

j(x) =
(
utot(x, y)

)
|y=0

La même méthode que celle utilisée dans le cas de la polarisation TM est utilisée. La surface
est éclairée avec un mode de Floquet, uinc(x, y) = e−iγnyeiαnx, et il est bien connu que le champ
diffracté (réfléchi) par la plaque périodique est udiff(x, y) = e−iγnyeiαnx. Par conséquent, il est
immédiat,

j(x) = 2eiαnx

et nous en déduisons que les vecteurs propres sont les mêmes que ceux établis dans le cas

de la polarisation TM. Cependant, les valeurs propres λ
{TE}
n associées valent toujours 2. Ce

résultat sur les valeurs propres implique que la plaque périodique ne peut pas être utilisée
comme une préconditionneur efficace pour un problème de diffraction par une surface rugueuse
en polarisation TE.

La matrice impédance Z
(0)
TE associée à la plaque périodique s’écrit simplement Z

(0)
TE = 2IN . De

plus, l’opérateur intégral associé donne le même résultat au prix d’un petit calcul. Par ailleurs,
la MoM dans cette polarisation est construite à partir d’un potentiel double couche, c’est-à-dire
que la MoM est de type MFIE. Nous retrouvons donc le fait que la MFIE est considérée comme
mieux conditionnée.

La connaissance des modes propres associés au problème de diffraction par une plaque pé-
riodique en polarisation TE n’est pas suffisant pour construire un préconditionneur physique.

4.5.2 Interface diélectrique – polarisation TM

Le problème de transmission en polarisation TM est considéré ici. Dans le cas diélectrique,
un vecteur densité de courant électrique J = n̂×Htot existe et par conséquent sa représentation
scalaire (potentiel) j doit être évalué. De surcrôıt, il y a aussi un courant magnétique M =
−n̂×Etot avec une représentation scalairem. La matrice impédance est par conséquent composée
de quatre blocs : un pour chaque courant et deux blocs hors diagonaux représentants les couplages
entre les deux types de courants.

Le principe de superposition est utilisé. La surface est éclairée par deux modes de Floquet,

l’un venant du milieu 1 : uinc(x, y) = e−iγ
(1)
n yeiα

(1)
n x et l’autre venant du milieu 2. Ainsi, il se

déduit,

jn =
(
− iγ(1)n +R0iγ

(1)
n

)
φ1n +

(
iγ(2)n − T0iγ(2)n

)
φ2n

mn =
(
1 +R0

)
φ1n +

(
1 + T0

)
φ2n
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avec R0 et T0 les coefficients de réflexion et de transmission associés à une interface plane. De
ces expressions des potentiels de courants, il se déduit les valeurs propres associées à chaque bloc
de la matrice impédance,

1

λ
{J1}
n

= −2i γ
(1)
n γ

(2)
n

γ
(1)
n + γ

(2)
n

1

λ
{J2}
n

= +2i
γ
(1)
n γ

(2)
n

γ
(1)
n + γ

(2)
n

1

λ
{M1}
n

= 2i
γ
(1)
n

γ
(1)
n + γ

(2)
n

1

λ
{M2}
n

= 2i
γ
(2)
n

γ
(1)
n + γ

(2)
n

et par conséquent, le produit matrice-vecteur préconditionné suivant pourra être utilisé dans la
MoM issue d’une interface séparant deux milieux diélectriques,

PJv
∑

n∈MJ
1

( 1

λ
{J1}
n

− νJ1
)(
v
∣∣∣φ1n

)
φ1n +

∑

n∈MJ
2

( 1

λ
{J2}
n

− νJ2
)(
v
∣∣∣φ2n

)
φ2n + (νJ1 + νJ2 )v

=

PMv
∑

n∈MM
1

( 1

λ
{M1}
n

− νM1
)(
v
∣∣∣φ1n

)
φ1n +

∑

n∈MM
2

( 1

λ
{M2}
n

− νM2
)(
v
∣∣∣φ2n

)
φ2n + (νM1 + νM2 )v

Dans le cas de surfaces métalliques, le préconditionneur dépend de trois paramètres (ε,M et
M) et dans le cas d’une interface diélectrique, le préconditionneur dépend de trois paramètres par
bloc, c’est-à-dire de douze paramètres. Cependant, il semble pertinent d’utiliser les heuristiques
établies pour les surfaces métalliques.

4.6 Perspectives

Une autre approche : DΦGMRES

Comme mentionné 4.1.3 (p.94), une idée alternative pour utiliser la connaissance sur l’in-
formation spectrale est de modifier l’espace de Krylov. Au lieu d’utiliser l’espace Eq. (4.7), la
solution est cherchée dans l’espace deflated,

KΦM+m = span
{
Φ1, · · · ,ΦM , r0, Zr0, Z

2r0, · · · , Zm−1r0

}

c’est à dire que le M premières directions sont imposées.
L’utilisation brutale de cette approche ne semble pas performante. Nous n’avons pas pu

pousser les investigations de la méthode DΦGMRES, en particulier le choix l’espace KΦM+m.

L’espace de recherche span
{
r0, Zr0, Z

2r0, · · · , Zm−1r0,Φ1, · · · ,ΦM

}
, où les directions sont im-

posés avant la ré-initialisation, serait peut-être un meilleur candidat. De plus, l’effet du restart
dans la méthode n’a pas été étudié.

Pour finir, le principal intérêt de cette approche est l’économie, en terme de coût calcula-
toire, faite sur le calcul du produit matrice-vecteur. Et l’utilisation de la connaissance physique
semble plus judicieuse, la zone de recherche de la solution est directement inclue dans l’espace
de recherche lui-même.
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Premiers pas vers l’ordre 1

Nous commençons par donner un résumé de ce que nous avons étudié dans la partie précé-
dente du chapitre pour avoir synthétiquement les principes et définir les notations. Puis deux
directions sont évoquées pour essayer d’améliorer le préconditionneur.

Résumé succinct de l’ordre 0

Soit Z ∈ CN×N la matrice impédance (résultant des Équation Intégrales). Nous rappelons
que dans le cas périodique, elle ne possède aucune propriété sympathique (ni hermitienne, ni
symétrie, . . .).

Dans le cas où l’objet est un plan périodique, la matrice est noté Z(0) et le couple valeurs-
propres / vecteurs-propres {λn,Φn} est connu analytiquement. Les erreurs numériques ont été
étudiées à la section 4.2.2.

Nous définissons la matrice rectangulaire V
(0)
M ,

V
(0)
M = [Φ1, . . . ,ΦM ] ∈ C

N×M avec V
(0)
M

HV
(0)
M = IM

Quand l’objet est (peu) rugueux, la matrice Z peut être considérée comme une perturbation
de la matrice Z(0) (par exemple p.99 l’étude en norme de Frobenius de ||Z−Z0||F du Tab. 4.1).

Le préconditionneur suivant a été proposé et ses performances ont été étudiés dans différentes
configurations,

Y0 = V
(0)
M

(
D
(0)
M

−1
− εIM

)
V
(0)
M

H + εIN

avec D
(0)
M la matrice diagonale composée de λn), et ε = 1/λM+1.

D’un point de vue physique, ce préconditionneur peut s’interpréter comme la réponse d’une
onde Φn (le ne mode de Floquet) par une surface plane. Et nous supposons que la réponse de la
surface rugueuse est proche, c’est cette information qui est injectée pour “orienter” l’espace de
recherche dans la méthode itérative.

Cette approximation, de la surface rugueuse par un plan, limite le domaine de validité (en
terme de hauteur de rugosités, de type de rugosités, . . .) ou plutôt le domaine où le précondi-
tionneur Y0 est performant (ne dégrade pas la méthode itérative de résolution).

L’idée est donc d’essayer d’étendre ce domaine de validité, c’est-à-dire d’essayer de mieux
approcher la réponse de la surface rugueuse par le ne mode de Floquet.

À partir de {λn,Φn}

Nous cherchons à mieux approcher la réponse de la surface rugueuse éclairée par un mode
de Floquet. La réponse du nemode de Floquet (onde Φn) par la surface rugueuse est,

ZΦn =
∑

m

νmn Φm

ce qui peut être vu de façon matricielle comme : ZV
(0)
N = V

(0)
N CN , où CN est une matrice pleine

composée des coefficients νmn qui représentent les couplages entre les ondes.
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Intuitivement, le meilleur candidat, connaissant des vecteurs propres approchés, serait le
préconditionneur,

M1 = V
(0)
M

( (
V
(0)
M

HZV
(0)
M

)−1
− εIM

)
V
(0)
M

H + εIN

Dans le cas d’une plaque périodique, le préconditionneur M1 devient clairement Y0 puisque il a

été montré que Z(0)V
(0)
M = V

(0)
M D

(0)
M . De plus, remarquons que dans le cas M = N , un rapide

calcul mène à M1 = Z−1 qui est le préconditionneur idéal mais sans intérêt.

En pratique, le calcul, mais surtout l’inversion, de CM = V
(0)
M

HAV
(0)
M n’est pas raisonnable.

L’idée est donc d’essayer de l’approcher au mieux :

1. la matrice CM est approchée par la matrice diagonale composée des coefficients
(
ZΦn

∣∣∣Φn

)
=

Φn
HZΦn ce qui correspond au préconditionneur M

diag
1 .

2. la matrice C−1M est directement approchée par des considérations physiques (optique phy-
sique).

À partir de l’ordre 1 donné par la théorie des perturbations

Partant des développements asymptotiques considérés pour la procédure d’homogénéisation,
la théorie des perturbations est appliquée. Les développements sont faits dans une notation
unifiée en Annexe C. Les modes propres à l’ordre 1

{
µn, ψn

}
correspondant à l’impédance Z

associée à une surface rugueuse sont donnés par,

Zψn = µnψ

avec µn =
(
ZΦn

∣∣∣Φn

)

et ψn = Φn +
∑

p 6=n

(
ZΦn

∣∣∣Φp

)

λn − λp
Φp

Il ne faut pas perdre de vue le but d’un préconditionneur, c’est-à-dire aider la méthode
itérative (de type Krylov) à converger plus rapidement : soit la méthode itérative ne converge
pas et le préconditionneur doit permettre d’atteindre le résidu fixé, soit la méthode itérative
converge et le préconditionneur doit améliorer la convergence sans dégrader le coût total de la
résolution (en terme de temps et de mémoire requise).

4.7 Conclusion

Nous avons proposé un produit matrice-vecteur préconditionné pour des rugosités déposées
sur une surface quasi-planaire. Ce préconditionneur, basé sur des considérations physiques, est
construit pour des problèmes périodiques. Par ailleurs, il est aussi appliqué, sans modification,
à des problèmes où la surface est finie. Dans le deux cas, les performances du préconditionneur
dépendent du rapport entre la hauteur et la vitesse de variations des rugosités. Il est difficile de
dégager une heuristique établissant les performances, autant en terme de réduction du nombre
d’itérations qu’en terme de réduction du temps total de résolution. Pour des surfaces peu ru-
gueuses à modérées, le préconditionneur réduit significativement le nombre d’itération nécessaire
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à la convergence. Les résultats sur la réduction du temps total de résolution sont moins satis-
faisants. Cependant, l’évaluation du produit matrice-vecteur préconditionné n’est pas optimisé.
Comme il est constitué d’une somme de termes indépendants, il pourrait être exécuté en parallèle
(à l’aide de MPI ou juste simplement avec des thread).

Pour finir, dans le cas d’une géométrie canonique, c’est-à-dire où un calcul analytique est
possible, le lien entre les modes physiques et la MoM a déjà été illustré. Par exemple, Peterson et
al. [54] mettent en évidence le lien entre les modes associés à un objet cylindrique et les valeurs
propres de la matrice impédance. Toutefois, l’utilisation ces modes analytiques comme précondi-
tionneur d’objet “proche”, en terme de perturbation, est à notre connaissance une contribution
originale.

138



Conclusion

Dans ce travail, nous avons apporté une contribution à la modélisation électromagnétique en
régime harmonique de la diffusion par des surfaces rugueuses 1D. Deux difficultés se présentent
dans le calcul numérique de la diffusion : d’une part la surface doit être échantillonnée finement
pour représenter tous les détails et par conséquent les problèmes à résoudre sont de grande taille,
et d’autre part la surface doit être suffisamment étendue pour être représentative sachant que le
coût numérique de la résolution est proportionnel à la taille du problème. L’objectif était donc
de prendre en compte les rugosités fines à moindre coût numérique dans le calcul de la diffusion.
Dans cette optique, nous nous sommes intéressés à deux points en particulier.

Dans une première partie de ce travail (Chapitre 2 et 3), nous avons appliqué une procédure
d’homogénéisation pour extraire des paramètres effectifs caractérisant les rugosités surfaciques.
Les effets des rugosités sur la diffusion sont pris en compte au travers de ces quelques paramètres
au lieu d’une discrétisation fine. En d’autres termes, à la condition aux limites (C.L.) posée sur

la surface rugueuse est substituée une condition aux limites modifiée (C̃.L.) numériquement
moins difficile. La procédure d’homogénéisation est construite pour des surfaces rugueuses à
deux échelles de périodicité : les surfaces rugueuses considérées sont des surfaces périodiques
(variations lentes) dont les irrégularités fines (variations rapides) sont aussi périodiques. De
plus, la procédure ne fait pas d’hypothèse sur la forme de profil des irrégularités.

La procédure d’homogénéisation est basée sur un développement asymptotique double-échelle.
À chaque ordre du développement asymptotique est calculé un correcteur à partir duquel les
paramètres effectifs sont évalués. Ces paramètres effectifs résultent d’un système auxiliaire qui
ne dépend ni de la fréquence, ni de l’angle d’incidence. De plus, la procédure construit auto-
matiquement ces correcteurs. Nous avons montré que la C̃.L.(n) établie à chaque ordre peut
être utilisée de deux manières : soit en tant que telle et en déduisant la solution asymptotique,
soit en dérivant une condition aux limites effectives (C.L.E.). Dans les configurations que nous
avons utilisées, l’erreur de la C.L.E. donne toujours des résultats plus précis comparés à ceux
établis par la C̃.L.. À partir des C.L.E. métalliques, nous avons déduit une impédance équiva-
lente (condition de Leontovitch). Cette impédance représente les rugosités fines et dépend des
paramètres effectifs ainsi que de la fréquence et de l’angle d’incidence. Nous avons montré que
pour des surfaces 1D, les paramètres effectifs à l’ordre 1 sont homogènes à des hauteurs.

Dans un premier temps (section 2.3), la procédure est appliquée au problème de diffraction
par une surface parfaitement métallique éclairée par une onde plane en polarisation Transverse
Magnétique (TM). L’ordre 1 a été traité en détail par Poirier [56], cependant nous présentons
une nouvelle mise en œuvre numérique, tant du point de l’implémentation de la résolution du
système auxiliaire que de l’exploitation des résultats. La procédure n’est pas sensible au type
de profil des irrégularités (créneaux, triangles, . . .) mais la validité des résultats dépendent des
caractéristiques géométriques (hauteur, . . .) du profil. Quantitativement, pour une erreur de 10%
sur le coefficient de réflexion, les hauteurs admissibles par la procédure sont de l’ordre de λ/8.
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De plus, les résultats issus de la procédure restent corrects pour des pentes non négligeables (par
exemple un rapport hauteur/période valant 2) ainsi que pour des profils présentant une dérivée

discontinue. Puis, la C̃.L.(2) est établie et une C.L.E. d’ordre 2 est déduite. La résolution d’un seul
système auxiliaire est suffisante pour caractériser l’ordre 2. Nous montrons aussi que l’ordre 2
n’apporte pas d’information supplémentaire dans la C.L.E. comparé à l’ordre 1 : l’erreur commise
par la C.L.E. d’ordre 1 est déjà d’ordre 2. La procédure présentant un caractère systématique,
l’erreur commise par les C̃.L.(n) sont numériquement illustrées jusqu’à l’ordre 4. À précision
fixée, la montée en ordre permet de traiter des rugosités de taille plus importante.

Dans un deuxième temps (section 2.4), la polarisation Transverse Électrique (TE) est étu-
diée dans le cas de surfaces parfaitement métalliques. La C.L. de type Dirichlet (TM) est rem-
placée par une C.L. de type Neumann (TE). La présence de la dérivée normale dans la C.L.
et les variations rapides de la surface impliquent une résolution en deux temps. Le correcteur
d’ordre 0 est établi puis la condition aux limites portant sur le correcteur d’ordre 1 est utilisée
pour obtenir la C̃.L.(0). L’ordre 0 est bien celui d’un plan métallique. Pour évaluer la C̃.L.(1),
il faut d’abord calculer le correcteur d’ordre 1 à l’aide d’un système auxiliaire et il faut ensuite
prendre en compte le problème régissant le correcteur d’ordre 2 (application du théorème de la
divergence et appelé condition de compatibilité). Dans cette polarisation, la méthode d’homogé-
néisation est doublement intéressante : les paramètres effectifs ne dépendent ni de la fréquence
ni de l’angle d’incidence et obtenir une solution précise par la MoM est numériquement difficile.
Du fait de ce manque de précision pour calculer une solution de référence, il est difficile de
donner des heuristiques encadrant un domaine de précision de la méthode. Par ailleurs, à l’ordre
1, nous avons exhibé un lien entre le paramètre effectif calculé pour la polarisation TM et les
paramètres effectifs calculés pour la polarisation TE. Et nous avons montré, à l’aide de ce lien,
que la résolution d’un seul système auxiliaire est suffisant pour caractériser la C.L.E. d’ordre 1
dans les deux polarisations.

Dans le Chapitre 3, la méthode d’homogénéisation est appliquée au problème d’une in-
terface à une échelle de rugosités séparant deux milieux diélectriques et éclairée par une onde
plane en polarisation TM. La continuité (saut à travers l’interface) du champ électromagnétique
implique deux conditions aux limites : l’une portant sur le champ électrique (de type Dirichlet)
et l’autre portant sur le champ magnétique (de type Neumann). Ce problème est un problème
de transmission et il peut être vu comme la combinaison des deux problèmes parfaitement mé-
talliques précédents. L’obtention des C̃.L. se fait aussi en deux temps. En calculant le correcteur
d’ordre 0, nous montrons que le champ électrique à l’ordre 0 est continu à la traversée d’une
interface plane. Puis, la condition de type Neumann portant sur le correcteur d’ordre 1 est utili-
sée, et à l’aide du théorème de la divergence, nous montrons que le champ magnétique à l’ordre
0 est continu à la traversée d’une interface plane. La même stratégie de résolution est utilisée
pour caractériser la C̃.L.(1). À l’ordre 1, le seul paramètre effectif intervenant est la moyenne de
la surface. Pour une surface à une échelle de périodicité, la moyenne peut être choisie arbitrai-
rement donc nulle, c’est-à-dire que l’ordre 1 n’apporte aucune information sur la rugosité. La
C̃.L.(2) est établie et elle dépend de trois systèmes auxiliaires indépendants de la fréquence et de
l’angle d’incidence. Ces problèmes auxiliaires sont des problèmes avec des C.L. de transmission.
Même si l’implémentation numérique n’a pas été terminée, une première validation numérique
de l’approche a été faite.

Dans une seconde partie de cette thèse (Chapitre 4), nous nous sommes attachés à construire
un préconditionneur physique qui exploite la nature quasi-planaire des surfaces rugueuses. Il re-
pose sur des considérations physiques. Dans un premier temps, nous avons exhibé le lien entre les
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modes de Floquet et l’information spectrale de la matrice impédance associée à une plaque plane
périodique. Nous avons numériquement montré que ces modes peuvent être utilisés comme une
approximation de l’information spectrale d’une matrice impédance associée à une perturbation
du plan. Dans un deuxième temps, à partir des modes de Floquet, un produit matrice-vecteur
préconditionné est construit. Ce produit matrice-vecteur dépend de trois paramètres que nous
avons discutés. Des considérations heuristiques ont permis de choisir les paramètres optimaux.

Le préconditionneur construit pour problèmes périodiques a été appliqué à des surfaces finies.
Dans les deux configurations, pour des surfaces suffisamment étendues, les performances du
préconditionneur sont sensiblement identiques. Il réduit significativement le nombre d’itérations
nécessaire à la convergence pour des surfaces peu rugueuses jusqu’à modérées. Le facteur limitant
les performances est le rapport entre la hauteur et la vitesse de variations des rugosités. Dans
le cas de surfaces finies, les bords engendrent de la diffraction. Ces effets de diffraction influent
peu sur les performances du préconditionneur et nous avons montré que la réduction du nombre
d’itérations est encore significative pour des surfaces dont la taille est inférieure à la longueur
d’onde.

Le préconditionneur proposé a été comparé à un préconditionneur algébrique (drop). De
prime abord, le préconditionneur algébrique n’est pas sensible aux caractéristiques géométriques
de la surface : il est généralement considéré comme plus robuste car il ne dépend pas d’une
hypothèse physique. Cependant, nous avons montré que dans certaines configurations, le pré-
conditionneur proposé est plus performant.

Les performances sur la réduction du temps total de résolution sont moins satisfaisants. Nous
avons montré que si le préconditionneur ne réduit pas le nombre d’itérations d’au moins 1/4 alors
l’ajout du produit matrice-vecteur préconditionné à chaque itération n’est pas compensé. Ceci
a été numériquement illustré dans certaines configurations, c’est-à-dire que le préconditionneur
réduit le nombre d’itérations nécessaire à la convergence mais il augmente le temps nécessaire à
cette même convergence.

Nous avons mis en évidence que l’information spectrale d’une géométrie canonique, où une
expression analytique des modes est possible (par exemple le cylindre, la sphère, . . .), peut être
utilisée comme préconditionneur pour des objets proches, en terme de perturbation. Le produit
matrice-vecteur préconditionné n’est pas complètement optimisé à ce stade et des évaluations
rapides (transformée de Fourier rapide, . . .) pourrait être apportées.

Perspectives

Trois prolongations complémentaires de ce travail peuvent être menées : la construction
d’une condition effective rendant compte de rugosités aléatoires, l’application de la procédure
d’homogénéisation à des surfaces bidimensionnelles et l’utilisation de résultats issus de l’homo-
généisation pour améliorer le préconditionneur.

La condition aux limites équivalente est exacte pour des surfaces possédant des rugosités
périodiques et les heuristiques évaluées dans le cas de surfaces aléatoires sont encourageantes [57].
À partir de la procédure d’homogénéisation, nous avons mis en évidence, dans le cas de surface
mono-dimensionnelle parfaitement métallique ainsi que dans le cas d’une interface séparant deux
milieux diélectriques, la construction systématique d’une condition équivalente pour traiter les
rugosités périodiques. Une prolongation naturelle de ces travaux est l’amélioration de la condition
équivalente pour mieux rendre compte des effets de rugosités aléatoires. Dans un autre contexte
applicatif (équation de Navier-Stokes), Gérard-Varet a récemment établi des résultats significatifs
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[8, 32].
Concernant les surfaces bidimensionnelles présentant deux échelles de rugosités, Poirier [56]

a donné les développements pour une configuration parfaitement métallique éclairée par une
onde plane en polarisation TM. Ces développements sont similaires à ceux présentés en Annexe
A, et quelques modifications permettraient d’établir une condition équivalente pour des surfaces
à une échelle bidimensionnelle de périodicité. Dans le cas où les échelles sont séparées, au lieu de
ramener la condition équivalente sur un plan, il serait plus judicieux de ramener cette condition
sur la surface lissée. Ainsi, les effets de rugosités fines pourraient être introduit dans un code
équation intégrale sous la forme d’une impédance (condition de Leontovich).

Pour améliorer les performances du préconditionneur, nous avons proposé trois approches
exploitant l’ordre 0, c’est-à-dire la connaissance des modes associés au plan. Une autre direction
serait d’utiliser les résultats issus de l’homogénéisation. La condition équivalente traduisant
l’effet de la rugosité pourrait être utilisée, par exemple en construisant un nouveau produit
matrice-vecteur préconditionné.
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Annexe A

Résumé de l’article de Holloway et
Kuester [34]
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A.2 Mise en équation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

A.3 Résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

A.3.1 Ordre 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

A.3.2 Ordre 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
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Dans cette annexe, nous décrivons la technique présentée dans l’article de Holloway et Kues-
ter [34]. Le cas traité est celui d’une surface (de période L) parfaitement métallalique invariante
suivant la direction ẑ. Toutefois, la simplification dûe à l’invariance n’est pas faite (la déri-
vée suivant ẑ est conservée). L’approche reste vectorielle (il n’y a pas de considération sur la
polarisation). Cependant, l’approche reste identique, à savoir :

(i) séparation des contributions lentes & celles rapides

(ii) développement asymptotique

(iii) développement de Taylor

(iv) introduction des “outils” dans les équations

(v) introduction des “outils”” dans la condition aux limites

(vi) regroupement des puissances de δ

(vii) résolution des sous-systèmes

Cette annexe peut parâıtre longue. Toutefois, certains calculs sont détaillés pour mettre en
valeur les points communs et les différences entre les deux mises en œuvre de l’approche.
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Annexe A. Résumé de l’article de Holloway et Kuester [34]

A.1 Notations

L’invariance suivant la direction ẑ est supposée, mais la variable z est tout de même conservée.
Un point quelconque de l’espace dans le repère (x̂, ŷ, ẑ) est défini par,

r = (x, y, z)

Un point quelconque du plan est r0 = (x, 0, z).
Le plan se note :

Γ0 =
{
r ∈ R

3 | r = r0

}

Contrairement à l’article, la surface est considérée ici à double échelle 1, et la frontière 2 Γδ (resp.
Σ) est associée aux variables lentes (resp. rapides). Le domaine lent (resp. rapides) sera noté Ωδ

(resp. D).
Le vecteur n̂ est un vecteur unitaire normal à la surface. Le vecteur t̂ est le vecteur tangent

à la surface, défini par,

t̂ = n̂× ẑ =

∣∣∣∣∣∣

+N
+Nγδ ′

0

∣∣∣∣∣∣

De cette façon, la base (̂t, n̂, ẑ) est une base directe.

La surface considérée est à une échelle de périodicité, c’est-à-dire que nous avons

γδ(x) = δs(σ) et γ′δ = ∂σs = s′

A.2 Mise en équation

(i) Séparation lente & rapide

De manière identique à la procédure d’homogénéisation présentée précédemment (Chapitre 2),
le champ est séparé en une partie rapide (effective ; en majuscule) et en une partie lente (couche
limite/correcteur ; en minuscule),

{
Etot(r) = E(r) + e(r0, σ, τ)
Htot(r) = H(r) + h(r0, σ, τ)

et le correcteur de couche limite est imposé nul à l’infini, i.e.,

e
∞
= lim

τ→∞
e = 0

idem sur h noté h
∞
.

(ii) Développement asymptotique

De plus, la solution est cherchée sous la forme d’un développement asymptotique,

E(r) =
∑

n≥0

E
(n)
(r) δ

n , e(r0, σ, τ) =
∑

n≥0

e
(n)
(r0,σ,τ)

δn

idem sur H et h.

1. Dans l’article, ils considèrent la surface simplement périodique par rapport à d.
2. Pour faciliter la comparaison, les notations du reste du document sont utilisées.
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A.2. Mise en équation

(iii) Développement de Taylor

Le développement de Taylor est considéré sur les vecteurs champs effectifs, i.e., qu’il est appliqué
sur chaque composante,

E(n)
|r∈Γδ = E(n)

|r∈Γ0 +
∑

k≥1

(δs)k

k!

(
∂kyE

(n)
)
|r∈Γ0

, ∀n ≥ 0

idem sur H.

(iv) Equation de Maxwell

Sans oublier la formule de la châıne pour les termes de couche limite (en minuscule),

∇r −→ ∇r0 +
1

δ
∇στ

la séparation lente/rapide et le développement asymptotique sont injectés dans les Équations de
Maxwell.

L’équation portant sur le rotationel ∇r× devient,

δ−1 ∇στ × e(0)

+
∑
n≥0

δn ∇r ×E(n) + iωµH(n)

∇στ × e(n+1) +∇r0 × e(n) + iωµh(n)

= 0





idem sur l’autre équation (Htot).

Puis l’équation sur la divergence ∇r· donne,

δ−1 ∇στ · h(0)
+

∑
n≥0

δn ∇r ·H(n)

∇στ · h(n+1) + ∇r0 · h(n)

= 0





et idem sur l’autre équation (Etot).

(v) Condition aux Limites : n̂(r)
(×Etot

·Htot

)
(r) = 0

Il faut faire attention à ce que l’on manipule. Précisons le sens de la condition aux limites,

n̂×Etot = 0 sur Γδ signifie
(
n̂(r)×Etot(r)

)
r∈Γδ

= 0

ainsi, lorsque le développement asymptotique est injecté, il vient,

(
n̂(r)×E

(n)
(r)

)
r∈Γδ

+
(
n̂(r)× e

(n)
(r0,σ,τ)

)
(σ,τ)∈Σ

r∈Γδ

= 0 , ∀n ≥ 0
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Annexe A. Résumé de l’article de Holloway et Kuester [34]

Dans cette dernière expression, le développement de Taylor est aussi injecté. Il faut noter que le
développement de Taylor ne touche pas au vecteur normal n̂. Pour alléger les notations, r (resp.
r0) signifie ici appartenant à Γ

δ (resp. Γ0). L’expression devient donc,

n̂(r)×
(
E
(n)
(r0)

+

N∑

k≥1

sk

k!

(
∂kyE

(n−k)
)
(r0)

)
+ n̂(r)× e

(n)
|Σ = o(δN ) , ∀n ≥ 0

Cette expression ainsi obtenue s’écrit en puissance de δ,

δ0 n̂(r)× e
(0)
|Σ + n̂(r)×E

(0)
(r0)

δ1 n̂(r)× e
(1)
|Σ + n̂(r)×E

(1)
(r0)

+ s(σ) n̂(r)× ∂yE(0)
(r0)

...
≃ 0





idem sur Htot en remplaçant n̂× par n̂· .

Il est important de noter que le terme n̂(r) possède encore du rapide. Á ce stade,les composantes
rapides dans le champ effectif (majuscule) ne sont pas entièrement enlevées.

(vi) Synthèse en puissance de δ

Les 4 équations de Maxwell et les conditions aux limites ainsi obtenues sont synthétisées. Deux
systèmes d’équations pour chaque ordre couplés par des conditions aux limites sont alors obtenus.
Les systèmes pour les champs de couche limite sont :





Ordre 0

∇στ × e(0) = 0

∇στ × h(0) = 0

∇στ · (ǫe(0)) = 0

∇στ · h(0) = 0

n̂(r)× e
(0)
|Σ + n̂(r)×E

(0)
(r0)

= 0 ; n̂(r) · h(0)|Σ + n̂(r) ·H(0)
(r0)

= 0

e(0)
∞

= 0 ; h(0)
∞

= 0

(A.1)





Ordre 1

∇στ × e(1) = −iωµh(0) −∇r0 × e(0)

∇στ × h(1) = +iωǫe(0) −∇r0 × h(0)

∇στ · (ǫe(1)) = −∇r0 · (ǫe(0))
∇στ · h(1) = −∇r0 · h(0)
n̂(r)× e

(1)
|Σ +n̂(r)×E

(1)
(r0)

+ s(σ) n̂(r)× ∂yE(0)
(r0)

= 0

n̂(r) · h(1)|Σ +n̂(r) ·H(1)
(r0)

+ s(σ) n̂(r) · ∂yH(0)
(r0)

= 0

e(1)
∞

= 0 ; h(1)
∞

= 0

(A.2)

Les champs effectifs (majuscule) sont régis par les équations de Maxwel avec la condition aux
limites des problèmes de couche limite (minuscules).
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A.3. Résolution

Une Remarque (et demi)

Dans l’article, deux changements de variables sont considérés,

a) celui par rapport aux variables rapides.

Soit, d la période des oscillations rapides, alors le paramètre δ est défini par : δ = k0d. Ensuite,
les variables rapides sont définies par : σ = x/d et τ = y/d,

b) et un autre d’adimensionnement fréquentiel des variables lentes. Les nouvelles variables lentes
adimensionnées par rapport à la fréquence sont : r̃ = k0r.

Puis la solution est cherchée sous la forme,

Etot(r) = E(r̃) + e(r̃0, σ, τ) avec E =
∑

n≥0

E(n)δn et e =
∑

n≥0

e(n)δn

L’intérêt de ces changements est d’obtenir des systèmes qui ne dépendent plus de la pulsation
ω, mais de la célérité dans le vide c = ω/k0, e.g,

∇r̃ ×E+∇r̃0 × e+
1

δ
∇στ × e = −icµ

(
H+ h

)

Il faut aussi noter que le développement de Taylor est légèrement différent. Tout d’abord, aucune
considération directe 3 sur la forme de la surface n’est faite. Ensuite, ce changement de variables
lentes permet d’obtenir le paramètre asymptotique δ.

Toutefois, ces différents jeux d’écriture ne joue pas de rôle dans les développements suivants.
Nous ne considérons pas ces deux changements de variables, et nous obtiendrons les mêmes
systèmes à résoudre que ceux présentés dans l’article.

A.3 Résolution

La résolution se fait en deux temps.

1. D’abord il est montré que l’ordre 0 est bien celui d’un plan métallique, et ce quelque soit
la polarisation.

2. Ensuite l’ordre 1 est manipulé pour trouver une condition aux limites liant {E(1),H(1)} et
{E(0),H(0)}. Le travail sur l’ordre 1 se fait aussi en deux temps.
(a) Tout d’abord, le lien est formellement exprimé.

(b) Ensuite, les systèmes à résoudre sont précisés et les implications sur ledit lien sont
tirées en vue de faire des comparaisons avec le cas établi précédemment.

A.3.1 Ordre 0

Le théorème de Stokes 4 est appliqué sur la première équation du système (A.1) (ce qui
revient à faire une Formulation Variationnelle) :

0 =

∫

D
∇στ × e(0) · ẑ dS =

∫

∂D
e(0) · dl∂D

3. Contrairement à notre présentation p.28.

4. cette version :

∫

S

∇×F · dS =

∮

C

F · dl où l représente le vecteur tangent au contour, i.e., soit t̂, soit +ŷ,

soit −x̂, ou soit −ŷ
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De plus, le contour ∂D s’écrit ∂D = Σ∪ΓH ∪Pér.. Les frontières périodiques se compensent. Et
la contribution sur la partie ΓH est nulle : soit par une considération physique, c’est à dire qu’en
considérant la frontière suffisamment loin, les champs de couches limite sont nuls par définition ;
soit par le calcul d’un opérateur (type 1.1.2) modélisant la fermeture du domaine.

Il ne reste plus que la partie sur la frontière métallique Σ à calculer, i.e.,

0 =

∫

Σ
e(0) · t̂ dlΣ(σ)

Or, il est clair que t̂ = n̂×ẑ, puis le produit mixte bien connu est utilisé : e(0)·(n̂×ẑ) = ẑ·(n̂×e(0)).
Enfin, la condition aux limites est employée : n̂(r)× e

(0)
|Σ = E

(0)
(r0)

× n̂(r), et le résultat est donc,

0 = ẑ ·E(0)(r0)×
∫

Σ
n̂ dlΣ = ẑ · E(0)(r0)×

∫

[0,d]

(
−Nγ′δx̂+N ŷ

)dσ
N

Le résultat du calcul de cette intégrale, dû à la périodicité, est :

ŷ ×E(0)(r0) = 0

ce qui donne la condition aux limites d’un plan métallique 5.
A l’aide du théorème de Stokes 6 appliquée à la quatrième équation du système (A.1), le

résultat ŷ · H(0)(r0) = 0 est démontré. Ainsi, la condition à l’ordre 0 pour le champ effectif
(majuscule) est bien celui d’un plan métallique.

Le système alors obtenu pour le champ effectif {E(0),H(0)} correspond aux équations de
Maxwell avec une condition aux limites de plan métallique , à savoir,





∇r ×E(0) = −iωµH(0)

∇r ×H(0) = +iωǫE(0)

∇r ·E(0) = 0

∇r ·H(0) = 0

ŷ ×E
(0)
(r0)

= 0 ; ŷ ·H(0)
(r0)

= 0

3 Remarques :

a) Ce système peut se résoudre à la main.

b) Il ne faut pas oublier que les champs effectifs sont des champs totaux, donc comportant le
champ incident.

c) Aucune hypothèse sur la polarisation n’a été faite, i.e. que ce résultat est général.

A ce stade, le champ effectif {E(0),H(0)} d’ordre 0 est entièrement connu. Toutefois, le champ
de couche limite n’est pas encore déterminé. Il va être maintenant calculé. Pour cela l’information
obtenue sur les conditions aux limites du champ effectif {E(0),H(0)} est exploitée, i.e.,

ŷ ×E
(0)
(r0)

= 0

ŷ ·H(0)
(r0)

= 0

}
=⇒

{
E(0)(r0) = E

(0)
y (r0) ŷ

H(0)(r0) = H
(0)
x (r0) x̂ + H

(0)
z (r0) ẑ

5. Pour être précis, le résultat qui est démontré est : ẑ ·
(

E(0)(r0) × ŷ
)

= 0 qui montre que E(0)(r0) n’a pas

de composante suivant x̂ et donne le résultat.

6. cette version :

∫

V

∇ · F dv =

∮

∂V

F · dS, ce qui se traduit ici grâce à l’invariance et la périodicité,

∫

D

∇ · h
(0) dS = −

∫

Σ

h
(0)
· n̂ dl
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Ces nouvelles expressions sont injectés dans le système de couche limite donné par Eq. (A.1),





∇στ × e(0) = 0

∇στ · e(0) = 0

n̂(r)× e
(0)
|Σ = E

(0)
y (r0) ŷ × n̂(r)





∇στ × h(0) = 0

∇στ · h(0) = 0

n̂(r) · h(0)|Σ = γ′δN H
(0)
x (r0)

Et il vient,

e(0)(r0, σ, τ) = E
(0)
y (r0) E(σ, τ)

h(0)(r0, σ, τ) = H
(0)
x (r0) H(σ, τ)

(A.3)

où {E ,H} sont des variables auxiliaires vectorielles qui vérifient les systèmes 7,




∇στ × E = 0
∇στ · E = 0
n̂× E|Σ = ŷ × n̂

= γ′δN ẑ
E
∞
= 0





∇στ ×H = 0
∇στ · H = 0
n̂ · H|Σ = γ′δN
H
∞
= 0

(A.4)

L’ordre 0 est entièrement déterminé, les termes de champ effectif {E(0),H(0)} comme ceux
du champ de couche limite {e(0),h(0)} sont connus. L’ordre 1 va maintenant être résolu pour
exhiber le lien (vers une condition aux limites effective).

A.3.2 Ordre 1

Le champ de couche limite d’ordre 0 est déterminé par Eq. (A.3). Et, ce qui est déjà connu
est introduit,

∇r0 × e(0)(r, σ, τ) = ∇r0 ×
(
E
(0)
y (r0) E(σ, τ)

)
=

(
∇r0E

(0)
y (r0)

)
× E

∇r0 · e(0)(r, σ, τ) = ∇r0 ·
(
E
(0)
y (r0) E(σ, τ)

)
=

(
∇r0E

(0)
y (r0)

)
· E

et idem sur h. Ainsi, le système (A.2) régissant les couches limites d’ordre 1 est transformé,





∇στ × e(1) = −iωµH(0)
x(r0)

H−
(
∇r0E

(0)
y(r0)

)
× E

∇στ × h(1) = +iωǫE
(0)
y(r0)

E −
(
∇r0H

(0)
x(r0)

)
×H

∇στ · e(1) = −
(
∇r0E

(0)
y(r0)

)
· E

∇στ · h(1) = −
(
∇r0H

(0)
x(r0)

)
· H

n̂(r)× e
(1)
|Σ +n̂(r)×E

(1)
(r0)

+ s(σ) n̂(r)× ∂yE(0)
(r0)

= 0

n̂(r) · h(1)|Σ +n̂(r) ·H(1)
(r0)

+ s(σ) n̂(r) · ∂yH(0)
(r0)

= 0

7. la résolution est mise en place ci-après (voir A.3.3)
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Le théorème de Stokes 8 est encore utilisé. Considérant la périodicité et le caractère évanescent
des champs de couche limite, il donne,

∫

D
∇στ × e(1) dS =

∫

∂D
e(1) × dl∂D =

∫

Σ
e(1) × n̂ dlΣ (A.5)

=

∫

D

(
− iωµH(0)

x (r0)H−
(
∇r0E

(0)
y (r0)

)
× E

)
dS

= −iωµH(0)
x(r0)

(∫

D
H(σ, τ) dS

)
. . .

. . . −
(
∇r0E

(0)
y(r0)

×
∫

D
E(σ, τ) dS

)

Pour calculer Eq. (A.5), la condition aux limites d’ordre 1 est utilisée, ce qui donne,
∫

Σ
e(1) × n̂ dlΣ =

∫

Σ
n̂(r)×E

(1)
(r0)

+ s(σ) n̂(r)× ∂yE(0)
(r0)

dlΣ

= −E(1)
(r0)

×
∫

Σ
n̂ dlΣ − ∂yE(0)

(r0)
×
∫

Σ
n̂ s(σ) dlΣ

= −
(
E
(1)
(r0)

+ s ∂yE
(0)
(r0)

)
× ŷ d

Pour résumer, la condition aux limites d’ordre 1 s’écrit,

E
(1)
(r0)

× ŷ = −s ∂yE(0)
(r0)

× ŷ (A.6)

+iωµH
(0)
x(r0)

(∫

D
H(σ, τ) dS

)
1

d
(A.7)

+∇r0E
(0)
y(r0)

×
(∫

D
E(σ, τ) dS

)
1

d
(A.8)

La condition aux limites d’ordre 1 est entièrement déterminée 9. Toutefois, il faut évaluer les

quantités

∫

D

{
E ,H

}
apparaissant dans Eq. (A.7) et Eq. (A.8). Pour cela, il faut résoudre les

systèmes auxiliaires donnés par Eq. (A.4).
Avant de résoudre les systèmes auxiliaires, un jeux d’écriture sur Eq. (A.6) s’impose. A partir

l’équation, ∇r ×E(0) = −iωµH(0), on en déduit,
∣∣∣∣∣∣∣

∂yE
(0)
x

0

∂yE
(0)
z

∣∣∣∣∣∣∣
= −iωµ

∣∣∣∣∣∣∣

−H(0)
z

0

H
(0)
x

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

∂xE
(0)
y

0

∂zE
(0)
y

∣∣∣∣∣∣∣

8. cette version ci :

∫

V

∇×F dv = −

∮

∂V

F×dS avec S sortant au volume et comme précédemment l’invariance

est prise en compte.
9. la moyenne locale de la surface est notée :

s =
1

d

∫

[0,d]

s(σ) dσ
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que l’on écrit :

∂yE
(0)
(r0)

= −iωµH(0)
(r0)

× ŷ +∇r0E
(0)
y (r0)

Ainsi, la condition aux limites d’ordre 1 s’écrit aussi,

E
(1)
(r0)

× ŷ = −iωµ s H
(0)
(r0)

−s ∇r0E
(0)
y (r0)× ŷ

+iωµH(0)
x (r0)

(∫

D
H(σ, τ) dS

)
1

d

+∇r0E
(0)
y (r0)×

(∫

D
E(σ, τ) dS

)
1

d

A.3.3 Résolution des systèmes auxiliaires

D’après le système auxiliaire (A.4), les variables {E ,H} sont de la forme potentiel 10,
∇στ × E = 0
∇στ ×H = 0

}
=⇒

{
E = −∇στ φe
H = −∇στ φh

et ces potentiels vérifient les systèmes,




∇2
στ φe = 0

n̂×∇στ φe |Σ = −ŷ × n̂
= −γ′δN ẑ

∇στ φe
∞

= 0





∇2
στ φh = 0

n̂ · ∇στ φh|Σ = −γ′δN

∇στ φh
∞

= 0

La condition à l’infini peut se transformer,

∇στ φe,h
∞

= 0 ⇐⇒ φe,h
∞

borné à l’infini
(
noté φe,h

∞
< cste

)

Finalement, les systèmes auxiliaires à résoudre s’écrivent,




∇2
στ φe = 0

n̂×∇στ φe|Σ = −γ′δN ẑ

( ou t̂ · ∇στ φe |Σ = ŷ · t̂ )

φe
∞
< cste





∇2
στ φh = 0

n̂ · ∇στ φh|Σ = −γ′δN

φh
∞
< cste

Enfin, le théorème de Stokes 11 est une dernière fois utilisée pour avoir une relation explicite
entre les champs auxiliaires et les potentiels,

∫

D
E(σ, τ) dσdτ = −

∫

D
∇στφe dσdτ =

∫

Σ
φe n̂ dlΣ

∫

D
H(σ, τ) dσdτ = −

∫

D
∇στφh dσdτ =

∫

Σ
φh n̂ dlΣ

10. à un vecteur constant additif près, i.e., E = −∇στ φe + ≺ E ≻, et l’on pourrait fixer ≺ E ≻ par une moyenne
à déterminer.

11. cette version :

∫

V

∇f dv =

∮

∂V

f dS, et idem que précédemment
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A.3.4 Résultat synthétisé pour l’ordre 1

Finalement, la condition d’ordre 1 pour le champ effectif {E(1),H(1)} s’écrit,

E
(1)
(r0)

× ŷ =

(
− iωµ s H

(0)
(r0)

)

+

(
iωµH(0)

x (r0)

∫

Σ
φh n̂ dlΣ

)
1

d

+

(
− s ∇r0E

(0)
y (r0)× ŷ

)

+

(
∇r0E

(0)
y (r0)×

∫

Σ
φe n̂ dlΣ

)
1

d

En notant (abusivement) les quantités,

αe,h =
1

d

∫

Σ
Nγ′δφe,h dlΣ =

1

d

∫ d

0
s′(σ)φe,h(σ, τ = s) dσ

βe,h =
1

d

∫

Σ
Nφe,h dlΣ =

1

d

∫ d

0
φe,h(σ, τ = s) dσ

la condition d’ordre 1 de [34] s’écrit composante par composante :





E
(1)
x = −iωµ s H(0)

z (r0) +
(
s+ βe

)
∂xE

(0)
y (r0)

E
(1)
z = iωµ

(
s+ αh

)
H
(0)
x (r0) −

(
s− βe

)
∂zE

(0)
y (r0)

iωµ βh H
(0)
x (r0) = αe ∂zE

(0)
y (r0)

(A.9)

A.4 Application au cas TM

Dans le cas de la polarisation TM (avec l’invariance suivant la direction ẑ), une forme de
champ incident est imposé, ce qui implique que le champ cherché posséde la même forme, à
savoir,

Ex = 0 = Ey , Hz = 0

Ceci donne dans Eq. (A.9)

E(1)
z (r0) = iωµ

(
s+ αh

)
H(0)

x (r0)

De plus, en utilisant l’équation de Maxwell ∇ × E = −iωµH, nous obtenons la condition à
l’ordre 1 dans la polarisation TM,

E(1)
z (r0) =

(
s+ αh

)
∂yE

(0)
z (r0) (A.10)
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Et le système auxiliaire à résoudre 12 est,





∇2
στ φh(σ, τ) = 0

n̂ · ∇στ φh|Σ = −s′ N

φh
∞
< Cste

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

et

αh =
1

d

∫ d

0
s′φh|Σ dσ

s =
1

d

∫ d

0
s dσ

(A.11)

A.5 Application au cas TE

Dans le cas de la polarisation TE, nous imposons,

Hx = 0 = Hy , Ez = 0

Ceci donne dans Eq. (A.9)

E(1)
x (r0) = −iωµ s H(0)

z (r0) +
(
s+ βe

)
∂xE

(0)
y (r0)

De plus, en utilisant l’équation de Maxwell ∇×H = +iωǫE, nous obtenons la condition à l’ordre
1 dans la polarisation TE,

∂yH
(1)
z (r0) = ω2µǫ βe H

(0)
z (r0) +

(
s + βe

)
∂2yH

(0)
z (r0)

avec 



∇2
στ φe(σ, τ) = 0

n̂×∇στ φe|Σ = −s′ N ẑ

φe
∞
< Cste

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

et

βe =
1

d

∫ d

0
φe|Σ dσ

s =
1

d

∫ d

0
s dσ

De plus, si l’équation de Helmohltz est respectée, nous avons la relation,

k2H(0)
z = −∂2yH(0)

z − ∂2xH
(0)
z

et nous pouvons alors écrire,

∂yH
(1)
z (r0) = s ∂2yH

(0)
z (r0) − βe ∂

2
xH

(0)
z (r0) (A.12)

12. Attention à la condition de compatibilité :
∫

Σ
γ′δN dlΣ = 0 qui implique que la surface est purement

périodique, i.e., γδ(d)− γδ(0) = 0. Ou encore c’est dire que la moyenne de la dérivée sur une cellule est nulle.
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Annexe B

Ordre 2 – Polarisation TE
(métallique)

Dans cette annexe, la condition aux limites modifiée d’ordre 2 C̃.L.(2) est établie pour la
polarisation Transverse Électrique pour des surfaces à une échelle de périodicité. Ils sont à notre
connaissance originaux.

Avant d’appliquer la même démarche que dans le chapitre 2, à savoir résoudre le problème
en Π(2) puis appliquer la condition de compatibilité sur le problème en Π(3), nous commençons
par rappeler brièvement les résultats obtenus pour l’ordre 0 et l’ordre 1.

B.1 Résumé des épisodes précédents

Le profil de la surace considérée à une échelle de périodicité. Ceci se traduit par γδ(x) = δs(σ)
avec σ = x/δ et implique que γ′δ = ∂σs = s′.

Dans le chapitre 2 sont établis les résultats suivants. Le premier est établi section 2.4.2 (p.50)
et le second est établi section 2.4.3 (p.52 ).

C̃.L.(0) : ∂yu
(0)
|y=0 = 0

C̃.L.(1) : ∂yu
(1)
|y=0 + s∂2yu

(0)
|y=0 + hTE∂

2
xu

(0)
|y=0 = 0

avec s la simple moyenne locale du profil Eq. (2.30) et le paramètre hTE est donné par,

hTE = gTE − hTE

avec gTE et hTE calculés respectivement à l’aide de Eq. (2.32) et Eq. (2.31) qui dépendent de la
solution du système auxilaire Eq. (2.29) réécrit ici,





∇2
στβ = 0

∂n̂σβ|Σ = N γ′δ =
s′√
1 + s′

β
∞

= 0

Pour finir, rappelons que le correction de couche limite Π(1) n’est pas nul et dépend de la variable
auxilaire β, c’est-à-dire,

Π(1)(x, σ, τ) = β(σ, τ)∂xu
(0)
|y=0

Pour finir, les notations utilisées dans cette annexe sont exactement les mêmes que celles définis
dans les sections mentionnées ci-avant.
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B.2 Résolution de Π(2) : systèmes auxiliaires

Les quantités déjà évaluées sont injectées dans le système en Π(2) donné par Eq. (2.25), il ne
reste plus que, 




∇2
στΠ

(2) = −2∂σβ∂2xu
(0)
|y=0

∂n̂σΠ
(2)
∣∣∣
Σ

= +Nγ′δ β|Σ ∂2xu
(0)
|y=0

− ∂n̂u
(1)
|y=0

− s(σ)∂n̂∂yu
(0)
|y=0

= +N γ′δ β|Σ ∂2xu
(0)
|y=0

+ Nγ′δ∂xu
(1)
|y=0 − N∂yu(1)|y=0

+ Nγ′δ s ∂2xu
(0)
|y=0 − N s ∂2yu

(0)
|y=0

Π
∞

(2) = 0

Nous cherchons la solution de ce système sous la forme,

Π(2)(x, σ, τ) = β0xx∂
2
xu

(0)
|y=0 + β1x∂xu

(1)
|y=0 + β1y∂yu

(1)
|y=0 + β0xy

(
∂y∂xu

(0)
)
|y=0

+ β0yy∂
2
yu

(0)
|y=0

où les variables auxiliaires vérifient les systèmes suivants obtenus par identification. Les variables
relatives à l’ordre 0 satisfont,





∇2
στβ

0
xx = −2∂σβ

∂n̂σ β
0
xx

∣∣
|Σ

= Nγ′δ β|Σ
β0xx
∞

= 0

∣∣∣∣∣∣∣
et





∇2
στβ

0
xy = 0

∂n̂σ β
0
xy

∣∣
|Σ

= Nγ′δ s
β0xy
∞

= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
et





∇2
στβ

0
yy = 0

∂n̂σ β
0
yy

∣∣
|Σ

= −N s

β0yy
∞

= 0

et celles portant sur l’ordre 1,

β1x ≡ β et





∇2
στβ

1
y = 0

∂n̂σ β
1
y

∣∣
|Σ

= −N
β1y
∞

= 0

En utilisant la C̃.L.(1), le système d’ordre 1 restant peut s’introduire dans ceux d’ordre 0, c’est-
à-dire que la variable auxilaire β1y est inutile. Les trois systèmes à résoudre sont,





∇2
στβ

0
xx = −2∂σβ

∂n̂σ β
0
xx

∣∣
|Σ

= N
(
γ′δ β|Σ + hTE

)

β0xx
∞

= 0

∣∣∣∣∣∣∣
et





∇2
στβ

0
xy = 0

∂n̂σ β
0
xy

∣∣
|Σ

= Nγ′δ s
β0xy
∞

= 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
et





∇2
στβ

0
yy = 0

∂n̂σ β
0
yy

∣∣
|Σ

= N (s− s)
β0yy
∞

= 0

avec le correcteur de couche limite d’ordre 2 de la forme,

Π(2)(x, σ, τ) = β∂xu
(1)
y=0 + β0xx∂

2
xu

(0)
|y=0 + β0xy

(
∂x∂yu

(0)
)
|y=0

+ β0yy∂
2
yu

(0)
|y=0
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B.3 Condition de compatibilité sur Π(3)

Il faut maintenant appliquer la condition de compatibilité pour le correcteur de couche limite
Π(3). En d’autres termes il faut évaluer et simplifier l’équation suivante,

−
∫

D
2∂x∂σΠ

(2) + {k2 + ∂2x}Π(1) dS = −
∫

Σ
+Nγ′δ ∂xΠ(2)

∣∣∣
Σ
dl

+

∫

Σ
∂n̂u

(2)
y=0 dl

+

∫

Σ
s
(
∂y∂n̂u

(1)
)
|y=0

+
s2

2

(
∂2y∂n̂u

(0)
)
|y=0

dl

Un rapide calcul permet de simplifier certains termes de champ effectif et il ne reste plus que,

∫

Σ
∂n̂u

(2)
|y=0 + s

(
∂y∂n̂u

(1)
)
|y=0

+
s2

2

(
∂2y∂n̂u

(0)
)
|y=0

dl = −d∂yu(2)|y=0 − ds∂2yu
(1)
|y=0 − d

s2

2
∂3yu

(0)
|y=0

Pour les termes de couche limite, le membre de droite (surfacique) donne,

∫

Σ
+Nγ′δ ∂xΠ(2)

∣∣∣
Σ
dl = ∂2xu

(1)
y=0

∫

Σ
Nγ′δ β|Σ dl −→ hTE

∂3xu
(0)
y=0

∫

Σ
Nγ′δ β0xx

∣∣
Σ
dl −→ hxx

(
∂2x∂yu

(0)
)
|y=0

∫

Σ
Nγ′δ β0xy

∣∣
Σ
dl −→ hxy

(
∂x∂

2
yu

(0)
)
|y=0

∫

Σ
Nγ′δ β0yy

∣∣
Σ
dl −→ hyy

et le membre de gauche (volumique) donne,

∫

D
∂x∂σΠ

(2) dS = ∂2xu
(1)
|y=0

∫

D
∂σβ dS −→ gTE

∂3xu
(0)
|y=0

∫

D
∂σβ

0
xx dS −→ gxx

(
∂2x∂yu

(0)
)
|y=0

∫

D
∂σβ

0
xy dS −→ gxy

(
∂x∂

2
yu

(0)
)
|y=0

∫

D
∂σβ

0
yy dS −→ gyy

∫

D
{k2 + ∂2x}Π(1) dS =

{
k2∂xu

(0)
y=0 + ∂3xu

(0)
|y=0

}∫

D
β dS −→ fTE
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Annexe B. Ordre 2 – Polarisation TE (métallique)

B.4 Synthèse

Finalement il faut rassembler tous les résultats et la C̃.L.(2) s’écrit,

∂yu
(2)
|y=0 + s∂2yu

(1)
|y=0 +

s2

2
∂3yu

(0)
|y=0

+ hTE∂
2
xu

(1)
|y=0

+ hxx

(
∂3xu

(0)
)
|y=0

+ hxy

(
∂2x∂yu

(0)
)
|y=0

+ hyy

(
∂x∂

2
yu

(0)
)
|y=0

+ k2fTE∂xu
(0)
|y=0

= 0

avec,

hxx = gxx − hxx− fTE

hxy = gxy − hxy

hyy = gyy − hyy

Il est important de noter qu’en incidence normale, la C̃.L.(2) est réduite à seulement,

∂yu
(2)
|y=0 + s∂2yu

(1)
|y=0 +

s2

2
∂3yu

(0)
|y=0 = 0

Pour finir, la condition aux limites équivalent d’ordre 2 se déduit de C.L.E. = δ2C̃.L.(2) +
δC̃.L.(1) + C̃.L.(0) + o(δ2).
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Annexe C

Paires propres à l’ordre 1 par la
théorie des perturbations

Nous voulons connâıtre une approximation d’ordre 1 des valeurs propres et des vecteurs
propres. L’idée est donc d’utiliser la théorie des pertubations. Cette annexe rassemble dans une
notation unifiée le détail de calculs déjà connu (voir [19] ou [68] chapitre 1.3).

Dans toute cette partie, les équations comportant HX sont des hypothèses qui mériteront
une vérification par la suite.

Tout d’abord, nous supposons que la matrice Z associée à la surface rugueuse peut s’écrire
sous la forme d’une perturbation de la plaque périodique, i.e., la matrice Z s’écrit sous la forme
du développement asymptotique,

Z = Z(0) + δZ(1) + o(δ) H0 (C.1)

où Z(0) est la matrice associée à la plaque périodique, et Z(1) représente la perturbation du
premier ordre.

Nous avons entièrement déterminé les valeurs/vecteurs propres de Z(0) qui sont les modes
de Floquet (Φn) et leurs constantes de propagation (λn) associées, i.e.,

Z(0)Φn = λnΦn

Nous cherchons maintenant à évaluer et caractériser à l’ordre 1 le couple {µn , ψn} tel que :
Zψn = µnψn (C.2)

où le développement asymptotique suivant est aussi supposé,

µn = ǫ(0)n + δǫ(1)n + o(δ) H1a (C.3)

ψn = j(0)n + δj(1)n + o(δ) H1b (C.4)

De plus, nous imposons que les vecteurs propres soient de norme 1,
(
ψn

∣∣∣ψn

)
= 1 (C.5)

À partir de Eq. (C.5), nous injectons Eq. (C.4) ce qui mène après identification en puissance
de δ à,

(
j(0)n

∣∣∣j(0)n

)
= 1 (C.6)

δ
(
j(1)n

∣∣∣j(0)n

)
= −δ

(
j
(1)
n

∣∣∣j(0)n

)
(C.7)
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Cette dernière équation Eq. (C.7) signifie que δ
(
j
(1)
n

∣∣∣j(0)n

)
est purement imaginaire. De plus, Eq.

(C.2) est défini à un terme multiplcatif près et imposer une valeur à
(
j
(1)
n

∣∣∣j(0)n

)
revient à fixer

la phase de ψn. Nous imposons donc,
(
j(1)n

∣∣∣j(0)n

)
= 0 (C.8)

Ainsi, ce choix d’imposer les vecteurs propres ψn à une norme de 1 Eq. (C.5) implique deux
résultats, à savoir que les vecteurs propres à l’ordre 0 sont aussi de norme 1 Eq. (C.6) et aussi
que les vecteurs propres d’ordre 0 et ceux d’ordre 1 sont orthogonaux Eq. (C.8).

Maintenant, la perturbation (les trois hypothèses Eq. (C.1), Eq. (C.3) et Eq. (C.4)) est injec-
tée dans l’équation de valeur propre Eq. (C.2). Après quelques développements, les puissances
de δ sont identifiées et les deux équations suivantes sont alors obtenues,

Z(0)j(0)n = ǫ(0)n j(0)n (C.9)

Z(0)j(1)n + Z(1)j(0)n = ǫ(0)n j(1)n + ǫ(1)n j(0)n (C.10)

. . . = . . . + o(δ)

De Eq. (C.9) nous en déduisons par identification le couple propre d’ordre 0 {ǫ(0)n , j
(0)
n } =

{λn,Φn}. Ce résultat n’apporte pas d’information nouvelle et conforte l’approche mise en place
précédemment.

Avant de poursuivre les calculs, nous rappelons que la matrice adjointe de Z(0) est la matrice
Z(0)H , ou autrement dit, (

Z(0)u
∣∣∣v
)
=
(
u
∣∣∣Z(0)Hv

)
∀u , ∀v

et bien entendu Z(0)HΦn = λnΦn.
Nous allons déterminer ǫ

(1)
n la perturbation d’ordre 1 de la valeur propre, puis j

(1)
n celle du

vecteur propre. Pour cela nous allons utiliser Eq. (C.10).
Dans un premier temps, nous projetons Eq. (C.10) sur le vecteur Φn, ce qui donne,

(
Z(0)j(1)n

∣∣∣Φn

)
+
(
Z(1)Φn

∣∣∣Φn

)
= λn

(
j(1)n

∣∣∣Φn

)
+ ǫ(1)n

(
Φn

∣∣∣Φn

)

En utilisant les simplifications induites par les équations Eq. (C.6) et Eq. (C.8), et en remarquant
que, (

Z(0)j(1)n

∣∣∣Φn

)
=
(
j(1)n

∣∣∣Z(0)HΦn

)
= λn

(
j(1)n

∣∣∣Φn

)
= 0

la perturbation d’ordre 1 de la valeur propre devient,

ǫ(1)n =
(
Z(1)Φn

∣∣∣Φn

)
(C.11)

Pour finir, nous cherchons j
(1)
n la perturbation d’ordre 1 du vecteur propre tel que Eq. (C.10)

soit vérifiée. La projection sur Φn a déterminé ǫ
(1)
n , essayons de projeter Eq. (C.10) sur Φp pour

p différent de n, i.e.,
(
Z(0)j(1)n

∣∣∣Φp

)
+
(
Z(1)Φn

∣∣∣Φp

)
= λn

(
j(1)n

∣∣∣Φp

)
+ ǫ(1)n

(
Φn

∣∣∣Φp

) (
∀p 6= n

)

et après simplification, il reste,

λp

(
j(1)n

∣∣∣Φp

)
+
(
Z(1)Φn

∣∣∣Φp

)
= λn

(
j(1)n

∣∣∣Φp

) (
∀p 6= n

)
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De plus, les vecteurs Φp forment une base orthonormée, nous en déduisons donc

j(1)n =
∑

p 6=n

(
Z(1)Φn

∣∣∣Φp

)

λn − λp
Φp (C.12)

Synthèse

Finalement nous avons caractérisé à l’ordre 1, les modes propres correspondant à l’impédance
Z associée à la surface rugueuse. Ainsi, en substituant respectivement les deux résultats Eq.
(C.11) et Eq. (C.12) dans les développements asymptotiques Eq. (C.3) et Eq. (C.4), nous avons
à l’ordre 1,

Zψn = µnψ

avec µn =
(
ZΦn

∣∣∣Φn

)
(C.13)

et ψn = Φn +
∑

p 6=n

(
ZΦn

∣∣∣Φp

)

λn − λp
Φp (C.14)

Eq. (4.23) n’est pas vraiment une surprise. Nous avions intuitivement proposé une telle valeur

dans le préconditionneur Mdiag
1 (voir p. 137).

Eq. (4.23) est physiquement raisonnable. La correction apportait par l’ordre 1 correspond
aux modes engendrés (couplés) par la surface rugueuse exitatée par un mode de Floquet (ici le
n-ième). De plus, les vecteurs propres d’ordre 1 ψn sont normés mais ils ne sont pas orthogonaux,
car pour n 6= m,

(
ψn

∣∣∣ψm

)
=

(
Φn

∣∣∣Φm

)
+
∑

p 6=n

(
ZΦn

∣∣∣Φp

)

λn − λp

(
Φp

∣∣∣Φm

)
+
∑

q 6=m

(
ZΦm

∣∣∣Φq

)

λm − λq

(
Φn

∣∣∣Φq

)

=

(
ZΦn

∣∣∣Φm

)

λn − λm
−

(
ZΦm

∣∣∣Φn

)

λn − λm
6= 0

Toutefois, pour obtenir ces résultats, l’écriture sous la forme d’un développement asympto-
tique est supposé. Cette supputation est cohérente avec les résultats obtenus dans le cadre de
l’homogénéisation.
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Résumé

Cette thèse traite de la diffusion par des surfaces rugueuses monodimensionnelles. Les surfaces
présentant des petites échelles de variations nécessitent une discrétisation fine pour représenter
les effets de diffusion sur le champ diffracté, ce qui augmente les coûts numériques. Deux aspects
sont considérés : la réduction de la taille du problème en construisant une condition aux limites
équivalente traduisant les effets des variations rapides et la réduction du nombre d’itérations
nécessaires pour résoudre le système linéaire issu de la méthode des moments par une méthode
basée sur les sous-espaces de Krylov. En ce qui concerne la réduction de la taille du problème, une
technique d’homogénéisation est utilisée pour transformer la condition aux limites posée sur la
surface rugueuse par des paramètres effectifs. Ces paramètres sont déterminés par des problèmes
auxiliaires qui tiennent compte des échelles fines de la surface. Dans le cas de surfaces parfai-
tement métalliques, la procédure est appliquée en polarisation Transverse Magnétique (TM) et
Transverse Électrique (TE). Une impédance équivalente de Léontovich d’ordre 1 est déduite.
Le procédure est automatique et les ordres supérieurs sont dérivés pour la polarisation TM. La
procédure d’homogénéisation est aussi appliquée pour des interfaces rugueuses séparant deux
milieux dielectriques. En ce qui concerne la réduction du nombre d’itérations, un précondition-
neur, basé sur des considérations physiques, est construit à partir des modes de Floquet. Bien
que le préconditionneur soit initialement élaboré pour des surfaces périodiques, nous montrons
qu’il est aussi efficace pour des surfaces tronquées éclairées par une onde plane. L’efficacité des
deux aspects présentés dans cette thèse est numériquement illustrée pour des configurations
d’intérêt.

Mots clés : surface rugueuse, homogénéisation, préconditionneur physique, développement
asymptotique, condition aux limites équivalente, modes de Floquet

Abstract

This work is about the scattering by monodimensional rough surfaces. Surfaces presenting small
scales of variations need a very refined mesh to finally capture the scattering field behaviour
what increases the computational cost. Two aspects are considered : the reduction of the pro-
blem size through an effective boundary condition incorporating the effect of rapid variations
and the reduction of the number of iterations to solve the linear system arising from method
of moments by a method based on Krylov subspace. Firstly, an homogenization process is used
to convert the boundary condition on the rough interface into effective parameters. These para-
meters are determined by the solutions of auxiliary problems which involve the detailed profile
of the interface. In the case of perfectly metallic surfaces, the process is applied to the E- and
H-polarization and an Leontovich impedance of order 1 is deduced. The process is automatic
and higher orders are derived for E-polarization. The homogenization process is also applied to
dielectric rough interfaces. Secondly, a physically-based preconditioner is built with Floquet’s
modes. Although the preconditioner has been designed for periodical surfaces, it was shown to
be efficient in the case of truncated surfaces illuminated by a plane wave. The efficiency of both
aspects is numerically illustrated for some configurations of interest.

Key words : rough surfaces, homogenization, physically-based preconditioner, asymptotic
expansion, effective boundary conditions, Floquet’s modes
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