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Remarques

. La résolution du probleme initial B.85 peut donc s’effectuer en deux étapes. La
premiére consiste a résoudre les inégalités (B.87) par rapport aux variables d’analyse.
Encore faut-il que ces inégalités soient linéaires. Puis, il ne reste plus qu’a résoudre
I'inégalité (B.85), ou les matrices ¥, P et Q qui ne dépendent que des variables
d’analyse, sont maintenant constantes. Nous indiquons au terme de cette annexe,
une méthode algébrique de résolution des inégalités de ce type.

. Cette technique de résolution reste applicable pour les problemes de la forme que
nous avons décrite, pourvu que la contrainte (B.85) initiale soit unique. Elle ne
permet donc pas - du moins, & I'heure actuelle - de traiter les problémes de synthese
multi-objectifs par retour de sortie.

Changement de variable pour le retour d’état

Une grande variété de problemes de synthese (stabilisation, placement de pdles, syntheses
Hoo, Hs) en retour d’état se ramene a des inégalités matricielles de la forme:

(B.88)

{ LL,X,KX)=L(L) + Ly(X) + L3(KX) <0
X=XT>0

ot les expressions matricielles symétriques £;(.) sont linéaires par rapport aux variables
respectives L, X et KX.

En effectuant le changement de variable:
Y =KX (B.89)

on est ramené & la résolution d’un probléme convexe par rapport aux variables L, X et
Y. La matrice K est finalement obtenue en inversant B.89:

K=YX" (B.90)

ce qui ne pose pas de difficulté puisque X > 0 et donc inversible.

Ce changement de variable offre 'avantage non négligeable d’'une grande simplicité de
mise en ceuvre. Malheureusement son utilisation dans le cas du retour de sortie nécessite
I'introduction de contraintes de structure sur X {26]. Aussi, les conditions obtenues sont-
elles parfois trés conservatives.
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Changement de variable pour le retour de sortie

Nous proposons ici un changement de variable, récemment introduit dans [30] et grace
auquel aucune hypotheése sur X n’est nécessaire. Il s’agit donc d’une alternative possible
4 la technique d’élimination de variables, avec toutefois un attrait supplémentaire, dans
la mesure ol ce changement de variable permet de transformer simultanément plusieurs
inégalités. Il devient donc possible de traiter les problémes multi-objectifs (30, 29, 113] de
manieére peu conservative.

Pour fixer les idées, intéressons-nous au probleme de la stabilisation par retour dyna-
mique de sortie représenté par le schéma ci-dessous:

G(s)

K(s)

Figure B.26: Schéma de stabilisation

ol on introduit les notations:

{ G(s) = Cy(sI — A)'B,
K(S) = DK + CK(SI - AK)_lBK

Afin de simplifier les expressions on suppose le systéme G(s) strictement propre (D, = 0).
Notons qu’il est toujours possible de se ramener a ce cas par une transformation préalable
des variables du correcteur.

La matrice d’évolution du systéme (figure B.26) en boucle fermée est donnée par la
relation:

s = (A + B,DkCy B2CK) (B.91)

BkCy Ag

Le probléme que nous voulons résoudre est celui de la recherche simultanée d'une matrice

symétrique X et des parameétres du correcteur, tels que:
{ AaX + XAg"

g (B.92)
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On voit immédiatement que la premiére inégalité n’est pas linéaire par rapport aux va-
riables X, Ak, Bk, Ck, et Dg. Le changement de variables que nous proposons ici a pour
but de rendre cette inégalité linéaire.

Pour cela, afin de développer le produit 44X, nous commengons par partitionner la
matrice X et son inverse:

X:(A];“T AE{) X‘lz(]\“?T ];) (B.93)

Nous supposerons par la suite que 'ordre du correcteur coincide avec celui du systeme.
Ainsi, les matrices M et N deviennent carrées. En outre, dans la mesure ou les inégalités
(B.92) sont strictes, il n’est pas restrictif, au prix d’une petite perturbation sur M et N

de supposer ces matrices inversibles. On invoquera simplement la densité de I’ensemble
des matrices inversibles de R**" dans R™*".

De par ces hypotheses, les partitions (B.93) conduisent & une expression factorisée de
X qui présente 'avantage de ne plus dépendre ni de E, ni de F

-1
= (B D5 (399
X
avec
I— RS =MNT (B.95)

En multipliant les deux inégalités (B.92) & gauche et a droite, respectivement par X,
et X, 1l vient:
XQTAchl -+ XlTAClTXZ <0
XQTXl >0
puis, en remplagant X7, X, et Ay par leurs expressions respectives, on montre finalement

que le probléme de stabilisation par retour dynamique de sortie revient a satisfaire les
deux inégalités suivantes:

(AR + RAT + ByCx + Cx ™ By” Ag + BoDgCy ) “0 (B.96)
Ax + (ByDgCo)T ATS + SA+ BxCy + CoT By '
(1}3 é) >0 | (B.97)

avec le changement de variables:
Ag = S(A+ ByDgCy)R + NBgCoR + SBo.Cx MT + NAgMT

By = SByDy + NBx (B.98)
Cx = DgCyR + CxMT
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Remarques

. Les inégalités matricielles (B.96),(B.97) sont linéaires par rapport aux nouvelles
variables: R, S, Ak, Bk, Cx et Dg. Aprés optimisation, le retour aux variables
initiales X, Ak, By, Ck et Dg se fait ainsi:

_ Calculer M et N vérifiant (B.95). Notons que ce calcul est toujours réali-
sable. En effet, d’aprés (B.97), on vérifie (voir exemple B.2 sur l'utilisation du
complément de Schur) que Apmin(RS) > 1 d’ott 'inversibilité de I — RS. Une
décomposition en valeurs singuliéres donne: '

I-RS=UZVT

d’ou:

M=US: N=VX:

— Inverser le systéme linéaire (B.98) pour en déduire successivement les para-
metres By, Cg et Ax du correcteur:

Bg = N—I(BK — SBQDK)

Ckg = (CK — DKCZR)M—T

Ag = N-(Ax — S(A+ ByDxCy)R)M-T
—BxC,RM™T — N71SB,Ckg

(B.99)

. Ce méme changement de variables, que nous avons choisi de présenter dans le cas
le plus simple de la stabilisation, permet également de traiter des inégalités plus gé-
nérales (intervenant par exemple en syntheése Ho, ou Hs - voir seconde partie de la
these). Notons en particulier, qu’il n’y a aucune limitation quant aux nombres d’'in-
égalités, pourvu que, dans chacune d’elles apparaisse la méme fonction de Lyapunov

X.



Annexe C: Espaces g

C.1 Quelques notations préliminaires

Dans cette annexe, p désigne la mesure de Lebesgue et E I'espace des fonctions définies
sur R, , & valeurs dans R, mesurables au sens de Lebesgue. Par extension, E™ est ’espace

des fonctions f(.) = [fi(.) f2() ... fa()]T telles que chaque composante f; appartienne
3 E. On dira qu’une fonction de E est essentiellement bornée, si elle est bornée sur

tout intervalle de Ry de mesure non nulle au sens de 4. On notera ess sup f la borne
essentielle de f:

ess sup f = inf{a/u(t/f(t) > a) =0}

Enfin, pour toute fonction f(.) de E, on notera fp(.) sa troncature au dela de l'instant T,

c’est-a-dire: :
frt)=f@t) sit<T
{ =0  sit>T (C-100)

C.2 L’espace L, et ses extensions

Définition C.15 Espace L,
On note L, Uespace des fonctions f(.) de E telles que:

I 1f@)]edt < oo st g < 00
{ f(.) est essentiellement borne si g = oo (C.101)

Définition C.16 Espace L,
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On note Lq. une extension classique de L, & lespace des fonctions f(.) de E telles

que:
VT >0, fr(.) € L, (resp.Ly)

Définition C.17 Espace Ly, Lj,

On note L7 (resp. L},) l'espace des fonctions f(.) de E™ telles que:

Vi€ {1,2,...n}, fi(.) € Lq (resp.Lye)

Propriété C.18 Espaces vectoriels

n n 3
Lq, L3, Ly, L7, s0nt des espaces vectoriels.

C.3 Normes

Définition C.19 ||.||,
On note ||.||; application de L} dans R, définie pour n =1, par:

£l 2 { (fe° 1F(2)lnde) " siq < oo

ess sup f S1q =00

et pour n > 1, par:

¢ s (5 f@lat) ™" sig < oo
1(ess sup f;)? s ¢ =00

£ ()l 2

Propriété C.20 Espace de Hilbert

(C.102)

JAN

(C.103)

(C.104)

(C.105)

L’application ||.||, vérifie les aziomes d’une norme et Ly muni de cette norme est un

espace vectoriel normé de Banach.

O



Annexe D: Propriétés des systemes
linéaires invariants

D.1 Fonctions de transfert

On rappelle que tout systéme linéaire invariant, gouvernable et observable, décrit dans le
domaine temporel:

= Az + Bu
{ y = Cz+ Du (D.106)
admet une représentation équivalente dans le domaine fréquentiel:
(s)=D+C(sI—A)'B (D.107)

La fonction matricielle G(s), appelée fonction de transfert, exprime la tranformée de
Laplace du signal de sortie en fonction de celle du signal d’entrée:

9(s) & /O  emsty(t)dt = G(s)a(s) (D.108)

Les notations que nous venons d’introduire resteront valables dans la suite de cette
annexe. En particulier, toute représentation temporelle sera implicitement supposée mi-
nimale, c’est-a-dire, gouvernable et observable.

D.2 Localisation des poéles

Introduction

On rappelle que les pdles d'un systéme linéaire G(s) coincident avec les valeurs propres
de 1a matrice d’évolution A. Par conséquent, leur localisation dans le plan complexe aura
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une influence directe sur:

. la stabilité du systéme (cf. section 1.3.2),
. son comportement transitoire [69]
— temps de réponse,

— amortissement.

On retiendra généralement des secteurs de la forme suivante:

Re
borne supérieure sur le borne inférieure sur le
temps de réponse temps de réponse

amortissement

Figure D.27: Secteur S(A, 7, @)

Considérons & présent un pdle représenté par le complexe z, auquel on associe un temps
de réponse t, et un amortissement . Si ce péle appartient au secteur S (A, 7, @), il vérifie
simultanément trois contraintes qui permettent, comme nous I’annoncions plus haut, de

spécifier temps de réponse et amortissement:
. Re(z) < =X = t, <tr...
ozl < 2t >t
. |Im(2)| < tana |Re(z)| = £ > Emin

Les valeurs de t, ., t, et &min sont déterminées en fonction de A, 7, « et de la nature

du pole (premier ou second ordre).
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Il peut donc étre intéressant de chercher & placer les pdles d’un systéme dans un tel
secteur. Les techniques de placement de poles sont d’ailleurs relativement nombreuses et,
pour la plupart, déja anciennes. Nous proposons ci-dessous des criteres® de localisation
plus récents qui ont I’avantage d’offrir une certaine souplesse.

Localisation dans un disque

Nous envisageons pour commencer le cas relativement simple de la localisation dans un
disque, qui trouve une justification sur le schéma suivant:

Re

Figure D.28: Localisation dans un disque

Les poles du systéme G(s) sont contenus dans le disque ouvert de centre c et de rayon
p si et seulement si, toutes les valeurs propres de la matrice:

A—cl
p

A=

sont strictement bornées en module par 1, ce que l'on peut relier a l'existence d’une
matrice carrée, non singuliere T', telle que:

F(TAT ) <1

8formulés par LM 1.
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ou encore: ) )

ATTTTA <T'T
En posant X = TTT, on obtient une inégalité matricielle linéaire en X. Finalement,
d’apres le complément de Schur, il vient le théoréme suivant [47]:

Théoréeme D.21 Les péles du systéme G(s) sont contenus dans le disque ouvert de centre
c et de rayon p si et seulement su:

—- -1 _
IX >0/ (ATP)_( e A_p;l) <0 (D.109)

d

Localisation dans le secteur S(\,r, ).

Dans le cas plus général de la localisation dans un secteur S(a,7,6), la caractérisation
obtenue compte trois inégalités (une inégalité par contrainte) [30]:

Théoreme D.22 Les péles du systéeme G(s) sont contenus dans le secteur S(a,7,0) si
et seulement s’il existe une matrice strictement positive X, telle que:

ATX + XA+2XX <0
(—TX—l A )
<0

AT —rX (D.llO)
( sina (ATX + XA)  cosa(ATX — X A) ) <0
—cosa (ATX — XA) sina(ATX + X A)
(I

Preuve: La premiére inégalité traduit le fait que toutes les valeurs propres sont a partie
réelle strictement inférieure 3 —a. Autrement dit, la matrice translatée A + o doit étre
stable, c’est-a-dire:

IX >0/ (A+ADTX + X(A+A) <0

La seconde exprime I’appartenance au disque centré en 0, de rayon r. Elle se déduit donc
du résultat précédent. Enfin, la derniére inégalité, d’aprés un résultat énoncé en annexe
A (section A.2), équivaut a:

sina (ATX + X A) + jeosa (ATX — X A) <0
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ce qui peut encore s’écrire:
((sz’na + jcosa)A)*X + X((sina + jcosa)A) <0

Cette derniere relation exprime une condition nécessaire et suffisante de stabilité de la
matrice A = (sinf +1icosf) A ou de sa conjuguée. Ainsi, toute valeur propre A de A vérifie:

’Re((sina - jcosa)/\) <0
soit:
|Zm(N)] < tana |Re(N)]

ce qui traduit bien 'appartenance au céne de sommet 'origine et d’ouverture «. Notons
pour conclure, que chacun des trois tests peut étre effectué de maniere non conservative

en utilisant la méme matrice X [30].
n

D.3 Passivité

Définition et lien avec la positivité

Le systeme (D.106) est dit passif si, en présence de conditions initiales nulles, il vérifie:
T
VT >0, / w(®)Ty(t)dt > 0 (D.111)
0

On montre [34], que cette propriété est équivalente a:
Vs, Re(s) > 0= G(s) +G(s)" >0 (D.112)

On dit alors que le systéme est positif réel.

Si I'inégalité qui précede est vérifiée strictement, et si de plus, toutes les valeurs propres
de A restent dans le demi-plan ouvert gauche de C, alors le systéme est strictement
positif réel.

Dans le cas des systémes mono-entrée/mono-sortie, ces derniéres conditions sont faci-
lement vérifiables. Il suffit en effet de tracer le lieu de Nyquist du systéme et s’assurer qu’il
reste dans le demi-plan droit de C. Par contre, cette méthode graphique s’avere inefficace
pour établir la passivité d’un systéme multi-dimensionnel.
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Lemme de Kalman-Yakubovich-Popov

Le lemme [2] que nous présentons maintenant, fournit un critere algébrique de positivité,
particulierement utile lorsque la méthode graphique devient inapplicable. Il s’agit du
lemme de Kalman-Yakubovich-Popov, également connu sous le nom de lemme positif-
réel:

Lemme D.23 “Positif-réel” La fonction de transfert G(s) est positive réelle st et seule-
ment s’il existe un réel positif €, une matrice symétrigue définie positive X ainsi que deuz
matrices quelconques L et W, de dimensions appropriées, telles que:

ATX + XA = —LLT —eX
XB = CT-Lw (D.113)
WIW = D+ DT

a

Si la constante € est strictement positive, le systéme est strictement positif réel. Dans ce
cas, il est aussi exponentiellement stable (toutes les valeurs propres de A sont a parties
réelles strictement négatives).

Caractérisation par inégalité matricielle

En remarquant, d’aprés le lemme précédent, que:
(ATX+XA XB—CT)_(LT>(L W)_<6X 0)
BTX -C —(D+D%))  \w? 0 0

On en déduit que le systeme est positif réel (resp. strictement) si et seulement s’il existe
une matrice symétrique, définie positive P telle que:

(ATX+XA XB-cCT

BTX-C —(D+ DT)> < 0 (resp. < 0) (D.114)

Une preuve directe de ce dernier résultat peut aussi étre obtenue en utilisant une
fonction de Lyapunov quadratique:

V(z)=2"Xz, X >0

telle que: .
vt >0, V(z) < 2u(t)Ty(t) (D.115)



Propriétés des systémes linéaires invariants 273

Par intégration, on obtient en effet, (avec z(0) = 0):
T
VT 20, [ u(Ty(t)dt 2 V(2(T)) > 0
0

Autrement dit, la fonction V, si elle existe, établit la passivité du systeme. Or, en expri-
mant V(z), on montre que I'inégalité (D.115) est équivalente & la proposition suivante:

Vo, u zT(ATX + X A)z +2zT(XB - CT)u = u" (D + D" )u < 0
soit finalement:
(ATX+XA XB-CT ) <0
BTX-C —(D+D%)~

Cette démarche qui consiste & utiliser une fonction de Lyapunov pour établir une pro-
priété de type “entrée/sortie” d’un systéme est assez classique. Elle est particulierement
intéressante pour nous, dans la mesure ou elle évite le passage dans le domaine fréquen-
tiel. Cela signifie qu’elle restera valable pour établir certaines propriétés sur les systemes
non stationnaires (cf. chapitre 3). De plus, cette démarche conduit de maniére naturelle
3 Pobtention d’inégalités matricielles, ce qui confére une certaine souplesse au critere.
Notamment, le passage souvent délicat de I’analyse & la syntheése s’en trouve grandement
facilité (cf. partie II).

D.4 Systéemes bornés en norme

La notion de norme joue un role fondamental dans la théorie de la commande des systemes
linéaires. C’est aussi bien un outil d’analyse que de syntheése, qui permet généralement de
caractériser plus que la stabilité, le niveau de performances. Le choix d’une norme plutot
qu’une autre sera généralement guidé par des motivations physiques. Ici, nous retiendrons
celles qui & notre avis sont les plus riches de sens physique: la norme Ho, et la norme H,.

Norme H,

Dire que la norme H,, d’un systéme linéaire est finie et bornée par ~, c’est non seulement
dire que ce systeme est stable mais encore que 1’énergie qu’il restitue reste inférieure, dans
un rapport v a celle qu’on lui apporte, ie:

T T
vT >0, /0 y(t) T y(t)dt < 72/0 u(t) u(t)dt (D.116)



274 Annexe D

Définition D.24 La norme Ho, du systéme linéaire invariant considéré, est la plus petite
valeur de v vérifiant l'inégalité (D.116).
A

Remarquons que cette norme est induite par la norme usuelle sur les signaux de £,
(cf. annexe C).

Cette définition “énergétique” du domaine temporel se transpose aisément au domaine
fréquentiel par une utilisation conjointe de 1'égalité de Parseval:

1 v
Vu € L, /R|u(t)|2dt = /R |4 (jw)|2dw
d’une part, et la relation entrée/sortie:
Vw € R, j(jw) = G(jw)u(jw)

d’autre part. On en déduit, si le systéme est stable, une expression bien connue de la
norme Ho, que l'on notera ||G(5)||co:

1G(5)loo = sup 7(G(jw) (D.117)

Etant donné un systéme stable, calculer sa norme H, est un exercice intéressant
pour plusieurs raisons. Aussi, de nombreuses solutions ont-elles été proposées dans la
littérature. Celle que nous retiendrons repose sur l'utilisation du lemme borné-réel. Sur le
plan numérique ce n’est certainement pas la moins cofiteuse. Toutefois, elle présente pour
nous bien des avantages par ailleurs (cf. commentaires sur le lemme positif réel).

Le lemme “borné-réel” existe sous diverses formes. Voici celle ol la linéarité de I'in-
égalité matricielle mise en jeu est la plus évidente:

Lemme D.25 “Borné-réel” Le systéme (D.106) est stable et sa norme H est bornée
par v si et seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive X telle que:

ATX +XA XB C7T
BTX —~I DT | <0 (D.118)
C D —~I
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Preuve: Il suffit de choisir une fonction de Lyapunov V(z) = zT Xz telle que:

V(z) < Yu®)Tu(t) - () y(?)

Norme H-

La norme H, donne lieu & deux interprétations, cela en fait d’une certaine maniere, sa
richesse. La premiere est déterministe tandis que la seconde est stochastique. Dans le
premier cas, on supposera que l'entrée est un signal impulsionnel (Dirac). Tandis que,
dans le second, il s’agira d’un bruit blanc gaussien normalise. Voici donc deux définitions:

Définition D.26 Hypothése déterministe La norme H; d’un systeme linéaire 1nva-
riant déterministe et stable, notée ||G(s)||2 correspond & Uénergie de sa réponse impul-
sionnelle. On a donc:

1G(s)[2 = 2—17; [ trace (G"(jw)G(jw)) d (D.119)

A

Définition D.27 Hypothése stochastique La norme H, d’un systéme linéaire invra-
riant stable, est également caractérisée par la covariance du bruit de mesure lorsque l’en-

trée est un bruit blanc gaussien normalisé.
A

Une expression algébrique exacte de la norme H, peut facilement étre obtenue. Son
calcul respose sur la détermination des grammiens d’observabilité et de gouvernabilité
(X et Y) qui sont les uniques solutions définies positives des équations de Lyapunov:

ATX + XA+ CTC =0

et
AY + YAT + BBT =0

On a alors:

IG(s)||2 = trace(BT X B) = trace(CYCT)
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Afin de calquer les précédentes approches, nous allons chercher a relier l’existence
d’une borne sur la norme H, d’un systéme linéaire invariant & celle d’'une fonction de
Lyapunov, vérifiant certaines propriétés. Pour cela nous devons commencer par réécrire
'expression (D.119) dont la nature fréquentielle ne convient pas a notre approche. Aussi,
proposons-nous d’adopter la formulation suivante (dont on vérifie facilement qu’elle est
équivalente & (D.119)):

IGEIE=3 [ w®) w0
=1
ott y;(t) est le vecteur de sorties du systeme:

{ j?,;(t) = A.’L‘i(t) y .'EI(O) = Bi
yi(t) = Cz;(t)

On a done substitué aux entrées du systéme, des conditions initiales non nulles (z;(0) = B;:
jme colonne de B). Ces derniéres sont choisies de maniére a produire le méme effet sur
les sorties que des entrées impusionnelles.

Considérons & présent une fonction de Lyapunov quadratique définie positive'
V(ml) = iE,LTX.’E,, X>0
telle que: _
V() < —4i(t) wi(t)

Par intégration, il vient:
[ e w0t < V(w(0) - Vizi(oo)) < V(i(0) = BIXB
0

En remarquant par ailleurs que la contrainte portant sur la dérivée temporelle de V
équivaut a:

vt >0, z;(6)T(ATX + XA+ CTC)xi(t) <0,

on obtient facilement une condition valable pour l’ensemble des systémes, quelle que soit
la condition initiale:

3X >0/ ATX + XA+CTC <0 = Vi, /°° vi(t)Tyi(t)dt < BTX B;
0

D’ou le résultat final:

Théoréme D.28 Etant donné un systéme linéaire invariant (D.106), pour lequel existe
une matrice symétrique définie positive solution de l'inégalité matricielle Linéaire:

ATX+XA+CTC <0
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alors, le systéme est stable et:

G(s)||? < trace(BT X B)

Lien avec la passivité

Montrer que la norme Ho, d'un systéme G est inférieure A + revient en fait & prouver la
passivité d'un systeme H déduit de G par de simples opérations algébriques:

Théoreme D.29 Soit G(s) un systéme linéaire invariant stable, alors:

1G(8)|w £ v <= H(s)=(I-G)(vI+ G)! positif rel
A

Preuve: Ce théoréme s’appuie sur une propriété de la transformation de Cayley, qui a
toute matrice carrée S, complexe telle que det(I + S) # 0, associe la matrice Z définie
par:

Z=(1- SY(I+S)™
Dans le cas scalaire, cette application définit une bijection entre le disque unité privé
du point {—1} et le demi-plan droit de C. Dans le cas matriciel, on établit un résultat

analogue:
7(S)<1 <= Z+72">0

d’ou I’énoncé du théoreme.
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