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Par conséquent :

FrcC&el¥Ce
On en déduit que:
rurrceuve
et, d’apres la propriété 5.3, on peut conclure que:
[l N lu] € iy L o]

— Démontrons que [ L ] C ppee([¥], [u])-

ppee([¥], [1]) est un cube dont I'ensemble des variables valuées £, est
tel que Eppee = ENE'.

D’autre part, [ L pf = [¢] + [] et, de fagon générale, [:] + [u] est un
cube dont les variables valuées £; sont telles que £; = I' U T avec:

I'={z|Vaec& z¢¢&}
I"={z|Veel, z¢£&}

De facon générale, on peut écrire que:
ENECeEUE (A.1)
Comme:
rceel”Cé
On peut donc écrire que:
IF'=8\betI'=ENF
ou 4 et & sont tels que:

Yz e, zcd
Veed, zeé

On en déduit que:

ENE' =rnr” (A.2)
D’apres (A.1) et (A.2), on conclut que:

rnrcrur

ENECruUr
Et, d’apres la propriété 5.3, cela entraine que:

[ L p] € ppee([¥], [12])




Annexe B

Modélisation de la coopération
par des réseaux de Petri

coler Agents = with Alpha | Beta | Nophg: I
color Acceptability = with Acceptable Unacceptable | NopAcc;
color ConjectureChange = with Changed Unchanged | NopConj;
color Commitment = with Committed | Uncommitted | NopCommit;
color Logic = with L | CM;

color Localhcceptability = product Agents * Acceptability;
color LocalChange = preoduct Agents * ConjectureChange;

color LocalCommitment = product Agents * Commitment;

var accl: LocalAcceptability;

var acc?: Localhcceptability;

wvar chal: LocalChange;

var cha2: LocalChange;

var localcommitment: LocalCommitment;

var agents: Agents;

var logic: Logic;

Fig. B.1 — Déclaration des variables et des

coulenrs du resequ

{CM& ) (cMs )
P i " " Logic
Plew] o e Plowl
7_./ '.A\ '/r -'»\
] ComT16
Lagic (\CMS ,/’H 1" ComTs Logic (\\?Mé /}4 1'CM m
_ L
(¥ oa] olow |
S 1CM 7 v 1CM !
(e )4_— (om0 je———
- Logic "~ Logic

Fic. B.2 - Greffier:

conjecture modifiée
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,
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Flw] _/ va  [PI[0Y
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1'(Alpha,Unacceplable)+1'(Beta,Unacceptable)
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Fi1G. B.3 - Greffier: admissibilité globale
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[{s] in
Loca!Comm@enr //‘\'\ {NopAg, NopCommlt) J DD
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FIG. B.5 - Greffier: conformite
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Fig. B.12 - Agent « : conjecture modifiée
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FIG. B.14 - Agent 3 : module de mise ¢ jour de la conjecture
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Fia. B.19 - Agent 3 : décision d’engagement
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Fig. B.20 — Mise en ceuvre du modéle




Annexe C

Représentation logique

C.1 Logique propositionnelle

La logique propositionnelle constitue la base de toutes les approches lo-
giques développées en particulier en LA. et est une référence pour le traite-
ment symbolique de 'information.

C.1.1 Syntaxe

Un ensemble dénombrable P de propositions p et les cing connecteurs
logiques { =, A, V, D, = } forment le vocabulaire de la logique propositionnelle
et le ealcul des propositions fournit le cadre formel pour assembler ces «mots»
en phrases syntaxiquement correctes: les formules bien formées du langage.

Définition C.1 Le langage £ est I’ensemble des formules bien formeées qui
sont obtenues sur la base du vocabulaire défini ci-dessus de la maniére suivante :

— toute proposition p de ’ensemble P (dénombrable) des propositions du
vocabulaire est une formule bien formeée,

— si ¢ et ¢ sont des formules bien formées du langage £, alors ¢V ¥,
SAY, ¢, 0, $ DY, ¢ =1 sont des formules bien formées.

Un sous-ensemble quelconque de formules bien formées du langage £ constitue
une théorie logique dans ce langage.

C.1.2 Sémantique

Une sémantique attribuée a ces formules se base sur le principe sulvant :
une proposition est soit vraie, soit fausse (du moins en logique proposition-
nelle). Le domaine sémantique est constitué des deux valeurs de vérité
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X=X
V| F
F |V

TAB. C.1 - Table de vérité pour la négation

{Vrai, Faux} et interpréter une formule bien formée du langage revient 3
lui attribuer 'une des deux valeurs de vérités précédentes. Ceci se fait 4 partir
des valeurs de vérités des propositions que contient la formule et de la facon
dont ils sont reliés entre eux par les connecteurs logiques.

Un littéral est soit une proposition P, soit sa négation —p.,

La méthode des tables de vérités permet d’obtenir simplement toutes les
valeurs de vérité possible de n’importe quelle formule & partir des valeurs de
verités des littéraux qui la composent. Ainsi, la table C.1 donne la sémantique
de la négation et la table (.2 décrit la sémantique attachée a chacun des
connecteurs dyadiques du vocabulaire.

XY [ XAY [XVY | XOY (X=Y [-XVY]=-XVv-Y “XASY
VIV V A% Vv A\'% A% F ¥
VIF| F Vv F F F \'% F
F|V| F A\ A\ F A% Vv F
F|F| F F Vv A% Vv A% \'%

TAB. C.2 — Table de vérité pour les connecteurs dyadiques

Par exemple, on peut vérifier les lois de De Morgan dans la table C.2:

(X AY) & (~X V-Y) (C.1)
~(XVY) & (X A-Y) (C.2)

ou les équivalences logiques suivantes :

| (X DY) & (-X VY) (C.3)
(X=Y) e (X VY)A(-Y V X) (C.4)

Remarque C.1 (algébre de Boole de formules logiques)

Les équivalences logiques ci-dessus permettent de voir que l’ensemble de
formules bien formées d’un langage £ est muni d’une struciure d’algebre de
Boole ((L,Vv,A, =), algébre de Lindenbaum- Tarski (Carvallo, 1962)) par les

opérateurs dyadiques V et A et Uopérateur nvolutif —.

De méme, dans la table C.3, on voit que les trois connecteurs V, A et =
peuvent étre redéfinis & partir de la négation — et de Iimplication D.




Logique propositionnelle

X=Y | (XDY)A(YDX)
v v
F F
F F
\4 v

TaB. C.3 — Redéfinitions possibles de A, V et =,

Définition C.2 Une interprétation est alors une fonction ¢ qui a toute pro-
position p associe une valeur de vérité V ou F : son extension I par la méthode
des tables de vérité associe €galement une valeur de vérité V ou F a toute for-
mule bien formée du langage.

Etant donné une formule f, toute interprétation I qui donne la valeur
de vérité V & f est appelée un modele de la formule f (on peut noter [f]
Uensemble des modéles de f). 1

C.1.3 Formules valides, inconsistantes

Définition C.3 Une formule est alors consistante si el seulement si elle ad-
met au moins un modeéle, ¢’est-d-dire s'il existe une interprétation telle qu’elle
regotve la valeur de vérité V : par exemple, (pV q) et (p A q) sont consistante.

Définition C.4 Une formule f est:

— inconsistante si et seulement si elle n'admet aucun modéle [f] = 0:
(p A —p) est inconsistante.

— valide si et seulement st elle prend la valeur de vérité V dans toutes les
interprétations possibles: ainsi (pV —p), (p D p) et (——p =p). On note

= .

— contingente lorsqu’elle n'est ni valide, ni inconsistante, comme (pV q)
et (pAg).

On trouvera dans {Thayse and al., 1990) une description des algorithmes
classiques que 'on peut mettre en ceuvre pour décider si une formule pro-
positionnelle est valide (resp. consistante) a savoir 1'algorithme de réduction,
I’algorithme de Quine, la stratégie de Davis et Putnam, et les méthodes de
preuve fondées sur le principe de résolution. La premiére étape du travail a

1. Cette définition d’un modéle ne doit pas étre confondue avec la notion dn méme nom
en Automatique ou en Mathématiques, qui est une description du systeéme étudié: on par-
lera en particulier dans la suite de modéle d’€volution en faisant référence a la définition
communément admise en Automatique et non a celle utilisée en Logique.
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accomplir passe souvent par la mise sous forme conjonctive normale de la
formule f: ‘

Définition C.5 Une clause est une disjonction (V) finie de littérauz (P V
Vo) _

Une clause de Horn est une clause contenant au plus un littéral posttif (~p V
V=PV g).

Une forme conjonctive normale est une conjonction (A) finie de clauses :
PV A(pVTVsS)A L A(ELVOV ... V).

Toutefois, il faut noter que le probléme de décider si une formule du calcul
des propositions est valide (resp. consistante) est de complexité NP-complet
et que la méthode de résolution ne s’avére efficace que dans les cas particuliers
ou f se met sous forme d'une conjonction de clauses de Horn (cf. définition
(.5 ci-dessus).

Propriété C.1 Si on considére un ensemble & de formules, un modéle de
D est une interprétation du langage telle que toutes les formules de ® soient
vraies. L’ensemble des modeles de ® est donc Uintersection des ensembles de
modéles de chaque formule de @ :

[®] = Nsealf]

Définition C.6 Une théorie ® est dite complete si dans les modéles de ®
toute formule du langage est soit valide, soit inconsistante.

Une théorie ® est dite catégorique si elle admet un modéle unique (a un
isomorphisme pres entre différents domaines d’interprétation).?

Propriété C.2 Si ® admet plusicurs modéles, chaque modéle w est une inter-
prétation rendant vrate toutes les formules de @ d’une part et attribuant une
valeur de verité auzr autres propositions et formules du langage d’autre part.

Pour chaque modéle w, on obtient une théorie catégorique décrivant w en
ajoutant @ ® foules les formules n'apparaissant pas dans © et rendues vraies
dans le modeéle w et la négation de toutes les formules n'apparaissant pas dans
® et rendues fausses dans w.

Définition C.T Une théorie ® est inconsistante si elle n’admet aucun mo-
déle : ‘

[®] = 0.

2. Il est vivernent souhaitable que toute théorie compléte soit catégorique et inversement.
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C.1.4 Théorie logique

On dira que ¢ est une conséquence logique de @ ( & | ) si et
seulement si tout modéle de ® est un modeéle pour . Partant d’un ensemble
de formules @, on peut ainsi former sa fermeture logique ¢ L{®) contenant
' toutes les conséquences logiques de ® (& € CL(®)). CL(®) et ® ont évidem-
ment les mémes modeles et donc la méme sémantique : [CL(®@)] = [@].

On appellera théorie logique un ensemble de formules du langage et
théorie logique fermée une théorie contenant sa propre fermeture logique
(CL(®) = D).

Ainsi lorsque chaque formule d’'une théorie A g’interpréte comme une
‘propriété de I'environnement, la théorie A constitue une description de I'état de
cet, environnement. Malheureusement la logique des propositions n’offre quun
pouvoir d’expression limité: en particulier, elle ne permet pas de raisonner
sur des lois générales s'appliquant a un ensemble d’individus pris dans un
ensemble : les propositions manipulées sont des formes atomiques et dans une
formule ne présente aucune propriété générique telle que 'on pourrait échanger
une proposition p; pour une autre p; et déduire sans autre calcul les mémes
propriétés vraies pour p; le sont pour ps.

En d’autres termes, il manque & la logique propositionnelle la possibilité
de manipuler des variables et des expressions dépendant de la valeur prise par
ces variables.

C.2 Logique des prédicats du premier ordre

C.2.1 Vocabulaire

Le vocabulaire du calcul des prédicats du premier ordre reprend les connec-
teurs dyadiques du calcul des prédicats { -, A, V, D, = }. 5y ajoutent en
particulier les symboles suivants:

des constantes (ou constantes individuelles),

— des variables,

des prédicats, dont trés couramment le prédicat d’égalité =,

des fonctions (ou constantes fonctionnelles),

- le quantificateur universel ¥ et existentiel 4.

Les constantes sont des symboles directement mis en correspondance avec
les objets que l'on décrit ou sur lesquels on veut raisonner. Les variables
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({z, ¥, 2, ...}) peuvent étre instanciées dans un ensemble de constantes pos-
sibles ({a, b, ¢, ...}). Les fonctions (f(z, z ), 9(x, y, 2), ... ) prennent comme
arguments des variables ou des constantes pour retourner des valeurs prises
parmi ’ensemble de constantes possibles. Les «mots» constituds des variables,
des constantes et des fonctions appliquées a ces variables ou constantes forment
les termes du langage: t,: =z, t,: = gz, y,b),t3: =a,....

Les prédicats (P(ty, ..., t,), Q(t1, t2), . .. ) ont pour arguments les termes
du langage. Le langage prédicatif comporte de méme toutes les formaules bien
formées & partir des formules atomigues (¢ : = Plt1, oy tn), 0 = Q(t, ta),
@: = (tl =13),... ), des connecteurs dyadiques de la logique propositionnelle
{ = A, V, D, =} et des quantificateurs ¥ et 3: si ¢ et 1 sont des formules
bien formées du langage £, alors ¢ V o, ¢ A v, —g, ¢ DY, ¢ =, Vo,

Jz 4, ... sont des formules bien formées.

Définition C.8 (formule fermée)

Une formule fermée est une formule ot toutes les variables sont lides.
Lorsqu’une variable x apparait dans une formule bien formée ¢ du langage, on
dit que x est quantifiée si x apparait sous une occurrence de la forme Vz ou
dz. La variable z est liée s'il y a dans w une occurrence quentifiée de z, elle
est libre si elle n’est ni lie ni quantifiée.

Le langage prédicatif contient le langage propositionnel car une proposi-
tion est un prédicat sans arguments.

A titre d’exemple, voici une théorie logique simple dans le formalisme de
la logique des prédicats du premier ordre (dans(z, y) se traduit par «z est dans
y» et sur(z,y) se traduit par «z est sur y»):

Exemple C.1

( Ty, dans(Fred,y) A (-(y = vélo))

3y, dans(vélo,y) A (~(y = Fred) A —(y = bureau_114))

Va,y, dans(z,y) > ~(dans(y, )

Va,y, dans(z,y) D -(z =y)

Vz,y, sur(z,y) D —(z =y)

Vo,y,z, (sur(z,y)Adans(y,z)) D dans(z, z)

Vr,y,z, (sur(z,y)Adans(z,z)) O dans(y,z)

Va,u,z, (dans(e,y) A~(y = 2)) > ~(dans(z, )

Ve,y, sur(z,y) O ((z = Fred) A (~(dans(Fred, bureau_114)))
A (y = vélo))

=
I

%

C.2.2 Interprétation

De méme que dans le cas de la logique propositionnelle, on s’intéresse
a la sémantique d’une formule, ou d’un ensemble de formules en recherchant
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ses modeles. Une interprétation / pour une théorie logique, consiste ainsi a
associer une valeur de vérité a chaque formule bien formée du langage. L'ex-
tension du vocabulaire entre le calcul des propositions et le calcul des prédicats
entraine cependant une certaine complication.

maison

bureau_114 |parc_a_vélo

vélo %

rue

Fic. C.1 — Un état possible de environnement de Fred

I’interprétation du langage demande la définition d’un domaine d’inter-
prétation D constitué d’un ensemble non vide de symboles faisant référence
5 des entités que on pourra appeler objets de I’environnement. Ainsi, l'inter-
prétation des constantes dans le calcul des prédicats fournit le lien premier et
trivial entre chaque symbole de constante a et un objet de I'environnement
représenté dans D : ainsi seules les constantes Fred, vélo, bureau_114 appa-
raissent dans 4, pour retrouver le monde de la figure C.1, il faut rajouter
parc_ivélo, rue et maison mais on pourrait rajouter aussi atlleurs (cf. figure
C.2), etc. . L’interprétation d’une variable z se fait alors en faisant corres-
pondre z avec un des éléments de D. L'interprétation d'une fonction f de
variables se fait en faisant correspondre & tout n-uplet de D" un élément de

D.

maison

— ailleurs
bureau_114 |parc_a_vélo

vélo @%

rue

Fic. C.2 - Un état possible de Uautre environnement de Fred
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On voit aisément que le choix de [ conditionne 'ensemble des termes
que l'on pourra générer dans le langage et donc linterprétation COITespon-
dante. Ainsi, la théorie .4 peut décrire plusieurs environnements différents de
Fred, pour lesquels il y a plusieurs états possibles a chaque fois. En ce sens, il
existe une infinité d’interprétations possibles des formules du calcul des
prédicats si I’on ne restreint pas le domaine d “interprétation et les termes du
langage.

Dans notre exemple, on peut choisir (cf. figure C.1):

D = {Fred, vélo, parc_a_vélo, rue, bureau 114, maison}

On obtient alors les différentes positions possibles du vélo:
dans(vélo, parc_a_vélo) V dans(vélo, rue) V dans(vélo,maison)

et de Fred:

dans(Fred, bureau_114) v dans(Fred, parc.a vélo) V dans(Fred,rue)
V  dans(Fred, maison)

5i 1) devient (cf. figure C.2):
D = {F'red, vélo, parc_a_vélo, rue, bureau_114, maison, ailleurs}

on obtient pour le vélo:

dans(vélo,parc_a_vélo) V dans(vélo,rue) v dans(vélo, maison)
vV dans(vélo, ailleurs)

et pour Fred:

dans(Fred, bureau_114) vV dans(Fred,parc_avélo) v dans(Fred,rue)
VvV dans(Fred, maison) vV dans(Fred, ailleurs)

On voit en particulier I'influence du domaine d’interprétation choisi lorsque
la théorie comprend des négations de formules comportant des variables : pour
supprimer ces négations de la théorie, on est contraint & ’énumération des
valeurs possibles des variables. Cela revient & recenser tous les termes pos-
sibles du langage. Il est & noter que si la théorie logique étudiée cornprend
une fonction f(x) de la variable z (ce n'est pas le cas de A) et que D # @,
alors Pensemble des termes du langage comprend au moins le sous-ensemble
des termes de la forme: (si a € D) f(a), f(f(a)), TUAA@)), FUAS(Fla))),
oo, f™(a), ..., qui est infini (dénombrable).

Pour un prédicat donné P & n arguments, si ’on connait I'ensemble de tous
les termes possibles du langage et que celui-ci est finj (de cardinal &), on peut
former toutes les formules atomiques de la formes P(ty, ..., t,), mais ceci peut




195 | Logique des prédicats du premier ordre

devenir tres long (V™ possibilités). Mieux vaudrait pouvoir se restreindre & un
sous-ensemble de ces formules atomiques: par exemple celles ne comporiant
que des constantes en arguments.

De méme, si I’on répéte Popération d’énumération des formules atomiques
possibles a partir de chaque prédicat du langage, on forme Iensemble des
formules atomiques du langage. Mais si on cherche alors a attribuer une valeur
de vérité a chacune de ces formules atomiques, on doit d’abord parcourir pour
chaque variable le domaine d’interprétation D dans lequel elle s’interprefe.
Ainsi il apparait encore une fois qu'on devrait pouvoir ne s’intéresser qu’aux
formules atomiques n’avant plus que des constantes comme arguments et plus
aucune variable: de plus il semble judicieux de ne prendre en compte que le
sous-ensemble minimal des constantes de D intervenant réellement dans la
théorie en question.

Cela nous amene tout naturellement & parler des interprétations de
Herbrand.

C.2.3 Interprétations de Herbrand

Soit une formule f dont on souhaite tester 'inconsistance. On peut réécrire
f sous forme clausale?, c’est-a-dire en une expression équivalente F' de la
forme :

F @ = ¥z, Va,.. Vo, (M)

ot (M) est une forme conjonctive normale (cf. définition C.3 en page 190).
Une interprétation de Herbrand de F est une interprétation dans
le domaine particulier D? appelé domaine ou univers de Herbrand. Celui-ci
est défini de maniere & restreindre an maximum le domaine d’interprétation
permettant de décider si la forme clausale F' est inconsistante.
Le domaine de Herbrand DJ{J de la forme clausale F' est ainsi 'ensemble
minimal composé des éléments suivants:

- pour chaque constante ¢ apparaissant dans F, on associe la constante de
Herbrand? a dans D¥ ;

3. Une expression logique de la forme § : = Q121 @229 ... @nzn (M), ol les @ sont
des quantificateurs (¥ ou 3) et M une formule du langage sans quantificateur, est appelée
forme prénere (M est la matrice et Q121 Q237 ... @nZa est le préfixe) - si tous les ; sont
des quantificateurs universels (S : = Vz1Vzy.. Yz, M), c’est une forme de Skolem, et
si M est sous forme conjonctive normale (cf. définition C.5 en page 190}, alors S est une
forme clausale. On trouvera dans (Thayse and al., 1990) un exposé plus étoffé quoique
limité aux logiques du premier ordre sans prédicat égalité = (pour plus de détail, il faut se
reporter & (Chang and Lee, 1973) et (Manna, 1974)).

4. On peut choisir un symbole différent pour la constante de Herbrand et la constante
apparaissant dans f, mais on a toujours la possibilité d’identifier les symboles par la suite.
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— s/l n’y a aucune constante dans F, on choisit une constante de Herbrand
par défaut ¢ € D¥ ;

— pour chaque fonction ¢ de n variables apparaissant dans F', on rajoute
dans Df I'ensemble des termes s’écrivant 3 partir du symbole ¢ et des
n-uplet {Ay, hq, ... h,} d’éléments de Dj? sous la forme g(hy, ha, ... hy).

Proposition C.1 En présence d’une fonction dans F, le domaine de Her-
brand est toujours infini car au moins dénombrable. Dans la pratique, on se
limitera ezclusivement ¢ des domaines d’interprétations au plus dénom-
brables mais le plus souvent finis.

Dans I'exemple de la théorie A4,

F: = VYaVy {(—'(sur(:r:, ¥V (z=Fred) A (=(sur(z,y))V (y = vélo)) A

(=(sur(z,y)) vV dans(Fred, bureau_114)) }

est la forme clausale (cf. note 3 page 195) pour la formule f: f: =
{Vm,y, sur(z,y) O ((z = Fred) A (~(dans(Fred, bureau 114))) A (y =

vélo))} et il n’y a pas de fonctions:

D? : = { Fred, bureau_114, vélo}

Les éléments de DJI?r sont des symboles & fonction purement syntaxique,
sans signification concréte. Cela revient a instancier toutes les variables des for-
mules atomiques pour se ramener & un vocabulaire uniquement composé des
formes fondamentales qui sont les formes prédicatives du type: P(ty, t2, ... ty)
dont les prédicats P interviennent dans F (ou f, c’est pareil) et les termes
(t1, t2, ... 1,) appartiennent D}q. Dans notre exemple, il y a trois prédicats &
deux places et trois éléments dans Df , done 3 x 3% = 27 formes fondamen-
tales.

Les interprétations de Herbrand de F sont alors exactement déterminées
par les valeurs de vérité associées 3 ces formes fondamentales. Ainsi, les inter-
prétations de Herbrand peuvent étre assimilées & des interprétations du calcul
des propositions avec le vocabulaire des formes fondamentales assocides A F.
Un modéle de Herbrand de F' est une interprétation de Herbrand qui rend
F' Vrai. L’intérét des interprétations de Herbrand vient du résultat suivant -

Théoréme C.1 Une forme clausale F' est inconsistante si et seulement si elle
est fausse pour toutes les interprétations de Herbrand.
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bureau_114 o
véla

L

maison maison

aillevrs ailtetrs

bureau_l14 lirc_a —vélo
rue

ailfeurs

rue

ailleurs

bureau_i14 lp:rc_&_vé lo i, bureau_114 tﬂ:_d_vélﬂ

rHue rue

L 1

Fic. C.3 — Modéles ou Fred est sur le vélo

La condition est évidemment nécessaire, et pour prouver qu’elle est suffi-
sante, on montre que pour tout modele de F' avec un domaine d’interprétation
D, on peut construire un modgle de F, dit modéle de Herbrand avec le domaine

de Herbrand D? . On trouvera la démonstration de ceci dans (Thayse and al.,
1990).

C.3 Modéeles de Herbrand et mondes possibles

C.3.1 Modeéles de Herbrand

La formule de notre exemple n’est pas inconsistante puisqu’elle admet au
moins le modeéle de Herbrand qui correspond aux figures C.1 et C.2:

Vrai | Faux
dans(Fred, bureau114) | dans(vélo, bureau_114)
sur(Fred, vélo)

et celui correspondant aux cas de la figure C.3.

Vrai Faux
sur(Fred,vélo) | dans(Fred, bureau_114)
dans(vélo, bureau_114)

Il y a d’autres modeles de Herbrand de f (cf. figure C.4). En particulier,
nous n'énumérerons pas les modéles possibles de f qui ne sont pas compatibles
avec la théorie A de 'exemple C.1 (et pas représentables par une figure), mais
il v a notamment tous les modeéles ot —(sur(Fred,vélo)) est Vraie et ou les
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oilfeurs

bureau _114)frc _&_vélp bureau_lu)im_a_‘.ﬁo ailletrs
) —_

1
maison
véle %

aillewrs _vélo i. i ailleurs

burear_114|pare_a_vélo burean_114 [
bl Fred
%Fmd N N
. .

. maison maison :
vélo @% w!la% !
red i

riaison| -

Fic. C.4 - Fred cherche son vélo

formes fondamentales suivantes sont également interprétées 4 Vraies.

dans(Fred, vélo)

dans(Fred, Fred)

dans(vélo, vélo)

dans(vélo, Fred)

dans(vélo, bureau_114)
dans(bureau_114, bureau_114)
dans(bureau_114, Fred)
dans{bureau_114, vélo)

On voit par exemple que dans les interprétations de Herbrand de la for-
mule F' de notre exemple, la position du véle n’est pas contrainte et on peut
ainsi exhiber 'interprétation de Herbrand sutvante, qui est un modéle de Her-
brand de F' et n’en est pas un pour A:

Vrai Faux
sur(Fred,vélo) dans(F'red, bureau 114)
dans(Fred, Fred)

dans(vélo, bureau.114)
dans(bureau_114, vélo)

C.3.2 Inconsistance, déduction
Consistance, inconsistance

Gréce aux interprétations de Herbrand, on voit que pour tester la consis-
tance d'un ensemble de formules @, on peut se restreindre a ’ensemble des
instances fondamentales de ®, c’est-i-dire aux formules obtenues en instan-
ciant les variables dans le domaine de Herbrand.
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On peut méme se ramener aux instances fondamentales des clauses inter-
venant dans les formules de ®, une fois celles-ci mises sous forme conjonctive
normale: la consistance (resp. I'inconsistance) de cet ensemble est équivalente
3 la comsistance (resp. 'inconsistance) de I’ensemble de formules de départ ®.

Si le domaine de Herbrand est fini, on peut appliquer les algorithmes
du calcul des propositions (Davis et Putnam, méthode de résolution) avec les
mémes réserves dues a la complexité algorithmique du probleme. Dans le cas
contraire, cela reste possible en théorie mais n’a pas grand intérét du point
de vue de l'efficacité. Dans ce cas, on fait appel a l'opération d’unification
((Thayse and al., 1990), (Manna, 1974)) pour appliquer la méthode de résolu-
tion & des clauses de Horn® prédicatives non instanciées (puisqu’elles peuvent
avoir une infinité d’instanciations possibles). Le principe méme de la program-
mation logique s’appuie sur cette méthode.

Approches axiomatiques et déduction

Il existe également des approches axiomatiques de la preuve en logique:
elles font appel d'une part & un schéma d’aziomes (Kleene, 1952), c’est-a-dire
des formules du langage postulées vraie, et d’autre part a la mise en ceuvre
de régles d’inférences, c’est-a-dire des mécanismes de déduction de formules
vraies a partir d’autres formules vraies. On utilise le symbole de déduction
de la fagon suivante (f une formule et ¢ un ensemble de formules):

- f — [ peut étre dédust
a partir du schéma d'aziomes
pr f —— f peut étre déduit

& partir du schéma d'aziomes
augmenté des formules de
considérée cormnme vraies.

La regle du Modus Ponens s’énonce alors de la fagon suivante:
Si {+ P} et {F(PFQ)} alors {FQ}
Un systéme axiomatique est adéquat si Vf:
Ff — Ef
Un systeme axiomatique est complet si Vf:
Ff — £ f

La déduction F et la conséquence logique = sont éguivalentes si et seule-
ment si le systéme est adégquat et complet.

Dans un systeme axiomatique donné un ensemble de formules ¢ est in-
consistant si et seulement si p F Faux.

5. Yoir définition C.5 en page 190
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- C.3.3 Décidabilité

Définition C.9 Une théorie ® est décidable s il eziste un algorithme permet-
tant de décider en temps fini si une Jormule f € @ est valide, inconsistante
ou contingente.®

Du fait de 'existence d’une infinité d’interprétations possibles pour les for-
mules du calcul des prédicats, il n’existe pas d’algorithme général pour décider
s1 une formule du calcul des prédicats est valide, contingente ou inconsistante
(voir (Thayse and al., 1990)).

De fait, la logique des prédicats n’est pas réellement adaptée pour la des-
cription d’un état unique de Penvironnement, mais plutét pour la description
de tous les états possibles, ce qui se traduit par 'explosion combinatoire de
I'espace de recherche et du temps de calcul & laquelle on doit parfois faire face
lorsqu’on manipule des théories logiques, méme lorsqu’il existe un algorithme
en temps fini (voir définition C.9).

Il y a pourtant un point pour lequel le fait de travailler pour la repré-
sentation d’'un environnement donné est un avantage indéniable: le domaine
d’interprétation est connu a priori. Il est alors souhaitable de construire la théo-
rie logique ® de maniére adaptée au monde décrit et en y faisant apparaitre
tous les objets de I’environnement décrit sous forme de constantes.

6. Voir § C.1.3




Annexe D

Réseaux de Petri colorés

Un réseau de Petri coloré (Jensen, 1994) est un tuple CPN=(P, T, A, N,
Col, C, E, I) tel que:

P est un ensemble fini de places,

|

T est un ensemble fini de transitions,

A est un ensemble fini d’arcs;

— N est une fonction qui associe & chaque arc une transition et une place:

N: A= PxTUuTxP

Col est un ensemble fini de couleurs et C une fonction qui associe &
chaque place une couleur:

C : P—Col

C spécifie le type de jeton pouvant se trouver dans une place:

— E est une fonction qui associe & chaque arc une combinaison linéaire de
couleurs a ajouter ou & retirer d’une place: elle définit la capacité de
Varc;

— I est le marquage initial du réseau.

Un réseau de Petri interprété et coloré est un tuple JCPN=(CPN, Guards,
Sync, States, Assess) tel que:

—~ CPN est un réseau de Petri coloré dont I'ensemble C'ol contient la cou-
leur Logic (cette couleur correspond au jeton classique utilisé habituel-
lement dans les réseaux de Petri interprétés);
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— Guards est un ensemble de fonctions booléennes ;

— Sync est une fonction qui associe & chaque élément de T un élément de

Guards;
- States est un ensemble de variables booléennes,

— Assess est une fonction qui associe 3 chaque place une variable boo-
léenne:

Assess : P — States

On appellera les variables de States des variables d’états car elles carac-
terisent les différents états du modele. Enfin, une variable d’état associée
a une place p; prend la valeur vrai quand p; est marquée par un jeton
de type Logic (noté e) et la valeur fauz dans le cas contraire.

Une transition ¢; est dite franchissable si et seulement si, d’une part le
nombre de jetons colorés dans chaque place d’entrée de t; est supérieur ou égal
a la capacité des arcs reliant ces places 3 t;, et d’autre part la fonction associée
a t; prend la valeur vrai. Lorsque la transition est tirée, on retire de chaque
place d’entrée de cette transition le nombre et le type (c’est-a-dire la couleur)
de jetons définis par la capacité de I'arc qui la relie & la transition, et on ajoute
dans chaque place de sortie de cette transition le nombre of le type de jetons
définis par les arcs reliant la transition a chacune de ces places.

Prenons un exemple: la transition de la figure D.1 est franchissable car
il'y a un jeton < yes > dans la place d’entrée et la fonction associée a la
transition a pour valeur vrai; on retire alors un jeton < yes > de cette place
et on ajoute un jeton Logic dans la place de sortie: la variable d’état X prend
alors la valeur vras.

variable d'état
<yes> 1

< no >

L
< yes > ®
Jetons -/ vrai } \ place

transition 4 capacité

fonction booléenne

FiG. D.1 - Réseau de Petri interpréteé
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