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La méthode du gradient semble donc la plus adaptée. Cette méthode est déterministe.
Comme méthode globale et stochastique, on peut choisir le recuit simulé. Il est inutile
d'entreprendre une résolution par un algorithme génétique, car, d'une part, l'objectif est
de trouver une seule solution, et d'autre part, il paraît di�cile de trouver un opérateur
de croisement en accord avec la représentation du problème. Les deux parties suivantes
décrivent les algorithmes du gradient et du recuit simulé adaptés au calcul des prix de
secteurs.

7.3 Algorithme du gradient

La méthode de gradient adapté au calcul des prix de secteurs est décrite par l'algorithme
suivant :

Initialisation :

� Partir d'une matrice de prix nuls

x0kn = 0 pour k = 1;S et n = 1;T 0

� Nombre d'itérations q = 0

Tant que le critère d'arrêt est non véri�é :

� Calculer rF q(X) la matrice de composantes rf qk;n où

rf qk;n = @F (X)
@xk;n

���
X=Xq

8k = 1;S 8n = 1;T 0

� Choisir un pas de déplacement �q

� Faire xq+1kn = min
�
max

�
xqkn � �qrf qk;n;0

�
;x
�
8k = 1;S 8n = 1;T 0

� q  q + 1

Fin Tant que

L'algorithme est arrêté si le critère d'optimisation atteint une certaine valeur ou après
un nombre �xe d'itérations. A chaque itération, le pas de déplacement �q est obtenu en
minimisant le critère vis à vis de ce paramètre avec la méthode du nombre d'or [Min90b].
L'expression analytique des composantes rf qk;n est donnée par :

rf qk;n = �2
X
!2W

X
`

X
i2R!;`

j=TX
j=1

h
ND!;`(i;j) �NE!;`(i;j) [E;X]

i
rne!;`k;n(i;j) (7.21)

avec :

rne!;`k;n(i;j) =

u=j+JminX
u=j�Jmax

NP!(u)q!;`(u)PR!;`
u (i;j)rpr!;`;uk;n (i;j) (7.22)
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et :

rpr!;`;uk;n (i;j) = ��
2
4b(k;n;`)(i;j) +

P
r2R!;`

Ps=u+Jmax

s=u�Jmin
b
(k;n;`)
(r;s) exp

h
��V !;`

u (r;s)
i

P
r2R!;`

Ps=u+Jmax

s=u�Jmin
exp

h
��V !;`

u (r;s)
i

3
5 (7.23)

7.4 Algorithme du recuit simulé

Le schéma du recuit simulé dé�ni par la �gure 5.4 au chapitre 5 est repris et adapté au
calcul des prix de secteurs. Les variables du problème de minimisation sont des matrices de
prix X. Le point initial du schéma algorithmique correspond à une matrice de prix nuls :

xk;n = 0 pour k = 1;S et n = 1;T
0

Dans cet algorithme, la loi d'acceptation de nouvelles solutions est la même que celle décrite
dans la partie 5.6.2. Une décroissance linéaire de la température est choisie : �l+1 = �l�0
avec 0:8 � � � 0:99.
Pour déterminer une matrice de prix Y voisine de X, trois stratégies de voisinages sont
adoptées.

� Version 1 : La plus simple consiste à choisir aléatoirement la valeur de chaque com-
posante yk;n sur l'intervalle [max(0;xk;n� Æ);min(xk;n+ Æ;x)], où Æ est un réel positif
représentant un pas de déplacement. Mais cette stratégie ne prend pas en compte les
caractéristiques du problème.

� Version 2 : Pour orienter l'exploration des solutions, les deux autres voisinages
prennent en compte l'écart entre le nombre de vols désirés, dans un secteur sur une
période, et le nombre de vols calculés avec le modèle. Soit �k;n[E;X] l'écart mesuré
pour le secteur k en période n :

�k;n[E;X] =
X
!2W

X
`

X
i2R!;`

j=TX
j=1

b
(k;n;`)
(i;j)

h
NE!;`(i;j)[E;X] �ND!;`(i;j)

i
(7.24)

Cet indicateur donne une idée sur la manière de �xer les prix. Si un secteur k est en
surcharge (�k;n[E;X] > 0) sur une période n, il est préférable d'augmenter le prix de
ce secteur sur cette période pour éviter la congestion. Si au contraire, un secteur est
en sous-charge (�k;n[E;X] < 0) il est fort probable que le prix appliqué soit trop élevé
et il est conseillé de le baisser. Ce principe est appliqué pour construire un voisinage :

Si �k;n[E;X] > 0; yk;n = xk;n +min (max(0;Æ �Random(�0:5;1:5));x) (7.25)

Si �k;n[E;X] < 0; yk;n = xk;n +min (max(0;Æ �Random(�1:5;0:5));x) (7.26)

Random(x;y) désigne un nombre aléatoire tiré dans une loi uniforme sur l'intervalle
[x;y].

� Version 3 : Une troisième stratégie consiste à modi�er les prix des secteurs propor-
tionnellement aux écarts constatés :

yk;n = xk;n +min (max(0;�k;n[E;X]�Random(0;Æ));x) (7.27)
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Le critère d'arrêt choisi est le même que pour l'algorithme du gradient. Cependant, pour
comparer les performances des deux algorithmes, il est préférable d'examiner les solutions
obtenues à temps de calcul égal.

7.5 Complexité des algorithmes

Pour avoir une estimation du temps de résolution et pouvoir comparer les deux types
d'algorithme, il faut étudier leur complexité pour le problème à résoudre. Le problème est
caractérisé par les éléments du tableau 7.2.

Nombre de paires OD N

Nombre de périodes de l'horizon de temps T

Nombre de périodes de décollage J = Jmin + Jmax + 1

Nombre de périodes d'entrée dans les secteurs T 0

Nombre de secteurs S

Nombre moyen de routes par OD I

Tab. 7.2 � Éléments caractéristiques du problème

A partir de ces données, il est possible d'obtenir un ordre de grandeur du nombre d'opé-
rations nécessaires au calcul du critère d'optimisation, au calcul du vecteur gradient et au
calcul des écarts de charge. Une opération correspond de manière générale à une opéra-
tion arithmétique du type addition, soustraction, ou multiplication. Les ordres de grandeur
trouvés sont indépendants des conditions pratiques de mise en oeuvre des calculs.

7.5.1 Calcul du critère d'optimisation

Le calcul du critère d'optimisation peut se décomposer par paire OD. Pour évaluer le critère
d'optimisation associé à une paire OD, il faut :

� Calculer les prix d'options à partir des prix de secteurs (voir équation 4.1)

� Calculer la somme des écarts quadratiques ((ND!;`(i;j) �NE!;`(i;j))2)

Le premier calcul nécessite de l'ordre de I�T �S�T 0 opérations. Le nombre d'opérations
pour le calcul des écarts quadratiques est de l'ordre de : I � T � J � I � J . L'ordre de
grandeur nbc du nombre d'opérations pour l'évaluation du critère d'optimisation est :

nbc = N � (ISTT 0 + I2J2T ) (7.28)

7.5.2 Calcul du vecteur gradient

Le calcul d'une composante du vecteur gradient (rfk;n) pour une seule paire OD requiert
de l'ordre de I � T � J � I � J opérations. Pour calculer les vecteurs gradient de toutes
les paires OD, il faut donc un nombre d'opérations proportionnel à nbg :

nbg = N � (I2TJ2ST 0) (7.29)
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7.5.3 Calcul des écarts

Dans la deuxième et troisième version du recuit (correspondant à des dé�nitions de voisi-
nage di�érentes), il faut calculer l'écart �k;n entre le nombre de vols estimés et le nombre
de vols désirés pour chaque secteur k en période n (voir équation 7.24). A ce stade, le
nombre de vols estimés a déjà été calculé. L'ordre de grandeur nbe du nombre d'opérations
pour le calcul des écarts est :

nbe = N � (ISTT 0) (7.30)

7.6 Tests et résultats

7.6.1 Exemple 1

Les algorithmes précédemment décrits sont testés sur un premier exemple [DFD00a] avec
4 paires OD et 23 secteurs (voir description de l'exemple en annexe F). Pour cet exemple,
les contraintes de prix maximal dé�nies en 4.16 ne sont pas activées.

Temps de calcul

Pour comparer les deux méthodes, il faut examiner la valeur du critère d'optimisation à
temps de calcul égal. Pour cela, il faut mesurer le temps de calcul d'une itération de l'algo-
rithme du gradient et d'une itération de l'algorithme du recuit simulé. Dans l'algorithme
du gradient, une itération correspond au calcul d'une valeur de gradient et au calcul de
dix valeurs en moyenne du critère d'optimisation (correspondant à la recherche du pas
de déplacement par la méthode du nombre d'or). Pour l'algorithme du recuit simulé, une
itération correspond à une évaluation de critère et pour les stratégies de voisinage 2 et 3,
au calcul des écarts du nombre de vols (voir équation 7.24). Le tableau 7.3 présente un
récapitulatif des temps de calcul, mesurés sur une station ULTRA SPARC II (440 MH),
pour les deux horizons de temps (pointe du matin et journée entière).

Temps de calcul (en secondes) Pointe du matin Journée entière
du critère : Tc 0.02 0.06
du gradient : Tg 0.54 10.6
des écarts : Te 0.03 0.36

Tab. 7.3 � Temps de calcul sur ULTRA SPARC II (440 MH)

Pour comparer les deux algorithmes, il faut e�ectuer Tg+10Tc
Tc

fois plus d'itérations pour la
version 1 du recuit simulé que pour le gradient. Ce rapport est égal à 37 pour la pointe du
matin et à 186 pour la journée entière. Pour les deux autres versions du recuit, le nombre
d'itérations doit être Tg+10Tc

Tc+Te
fois supérieur. Les valeurs de ce rapport sont respectivement

14.8 et 26 pour la pointe du matin et la journée entière.
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Méthode du gradient

Les di�érentes cibles choisies sont désignées par MP1 et MP2 pour la pointe du matin, et par
AD1 et AD2 pour la journée entière. Ces abréviations sont utilisées dans la suite. La �gure
7.4 décrit l'évolution du critère d'optimisation pendant 2000 itérations de l'algorithme du
gradient pour les 4 cibles. La distance à la cible décroît de manière signi�cative pendant
les 100 premières itérations puis le critère d'optimisation diminue continûment mais très
lentement. Le tableau 7.4 présente les valeurs du critère avant et après optimisation.
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Fig. 7.4 � Méthode du gradient : Évolution du critère d'optimisation pour les 4 cibles

MP1 MP2 AD1 AD2
Critère avant optimisation 0.62 19 13 4.3
(prix de secteurs nuls)
Critère après optimisation 0.036 12 3.1 0.069

Tab. 7.4 � Valeurs du critère avec la méthode du gradient

Méthode du recuit simulé

Pour obtenir un temps d'exécution équivalent à celui de l'algorithme du gradient, il faut
e�ectuer 74000 (2000 � 37) itérations de l'algorithme du recuit simulé avec la première
version pour la pointe du matin, et 372000 (2000� 186) itérations pour la journée entière.
Pour les autres versions du recuit, il faut 29600 (2000� 14:8) itérations pour la pointe du
matin et 52000 (2000 � 26) itérations pour la journée entière.
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Pour cet exemple, la température initiale �0 de l'algorithme du recuit simulé est soit nulle
(toute dégradation du critère est refusée), soit choisie de manière à ce qu'une dégradation
du critère d'optimisation de 0.001 soit acceptée avec la probabilité Pa. La température
initiale est choisie dans l'ensemble � = f0:0002;0:0005;0:002;0:005;0:02;0:05;0:2;0:5g. Par
exemple, une dégradation de 0.001 est acceptée avec la probabilité 0.6 pour une tempéra-
ture initiale égale à 0.002.

�0 = �0:001
lnPa

(7.31)

Le nombre de paliers à température constante est �xé à 10. On calcule le facteur de
décroissance linéaire de la température de manière à obtenir une température �nale �f
proche de 0.0001 :

� = exp

 
ln

�f
�0

10

!
(7.32)

La valeur du pas de déplacement Æ est �xé à 0:1.
Pour chaque couple (�0;Æ) possible, 10 tests avec di�érentes initialisations du générateur
aléatoire sont réalisés. Les meilleurs résultats obtenus sont reportés dans le tableau 7.5.

Cible MP1 MP2 AD1 AD2
Critère initial 0.62 19 13 4.3
Version 1
�0 = 0 0.095 12 3.7 0.32
�0 2 � 0.069 12 3.3 0.078
Version 2
�0 = 0 0.16 15 8.9 3.0
�0 2 � 0.16 16 6.3 0.0060
Version 3
�0 = 0 0.18 16 6.0 0.013
�0 2 � 0.18 16 6.2 0.010

Tab. 7.5 � Meilleures valeurs du critère avec la méthode du recuit simulé

La �gure 7.5 présente l'évolution du critère d'optimisation obtenue avec la première version
de l'algorithme du recuit simulé et une température initiale �0 égale à 0:002.

Commentaires

Les résultats obtenus sur cet exemple conduisent aux commentaires suivants :

� L'optimisation par les deux types d'algorithmes permet de réduire très largement la
distance à la cible. Ceci laisse supposer que le �ux de tra�c est contrôlable par les
prix.

� Comme il est mentionné dans l'annexe F, les cibles construites ne sont pas forcé-
ment atteignables. Ceci explique des valeurs du critère encore élevées, même après
optimisation.
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Fig. 7.5 � Méthode du recuit simulé : Évolution du critère pour les 4 cibles

� De manière générale, l'algorithme du gradient est plus e�cace que celui du recuit
simulé. En e�et pour les 3 premières cibles et quelque soit la stratégie employée, la
valeur du critère d'optimisation obtenue avec la méthode du gradient est inférieure
ou égale à celle obtenue avec le recuit simulé. Pour la cible AD2, les versions 2 et 3
de l'algorithme du recuit simulé donnent de meilleurs résultats que la méthode du
gradient.

� Pour toutes les cibles, la décroissance du critère est plus rapide dans les premières
itérations avec la méthode du gradient. Pour cet exemple, il n'y a pas de problème
de minimum local qui pourrait donner l'avantage au recuit simulé.

� La convergence de la méthode du gradient est très lente : le critère d'optimisation
diminue de façon signi�cative dans les premières itérations puis l'amélioration du
critère est obtenue de manière asymptotique.

7.6.2 Exemple 2

Les deux méthodes d'optimisation, le gradient et le recuit simulé, sont testées sur un
exemple académique ([DFD00b],[DFD01b]) avec 2 paires OD et 13 secteurs (voir descrip-
tion de l'exemple en annexe G). Les tests e�ectués vont permettre d'in�rmer, de con�rmer
ou d'a�ner les constats établis avec l'exemple précédent.

Détermination du prix maximal

La valeur du prix maximal x est calculée de manière à ce que le prix d'achat de chaque
option ait de l'impact sur les décisions des compagnies tout en représentant un coût rai-
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sonnable par rapport au coût d'exploitation du vol. Dans l'exemple, comme chaque route
traverse 5 secteurs, le prix maximal est �xé en prenant une certaine proportion 
 du coût
de route le plus petit divisé par cinq :

x = 

min!;i c

!(i)

5
(7.33)

Les prix de secteurs sont optimisés avec la troisième version du recuit simulé pour di�érentes
valeurs de 
 et pour la cible 1. La �gure 7.6 présente l'évolution du critère à minimiser et
l'évolution de l'indice de charge (voir équation 4.5 du chapitre 4 avec pI = 1, pO = 0 et
pM = 0) du secteur 4 (secteur le plus critique) en fonction de la proportion 
. Les résultats
montrent qu'il faut que le prix maximal x soit su�samment élevé (
 � 0:35) pour que la
cible puisse être atteinte. Dans la suite, les prix sont optimisés en prenant 
 = 0:5, ce qui
correspond à un prix maximal de 67:5 euros.
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Fig. 7.6 � Relation entre un prix maximal de secteur (donné comme une proportion du
coût de la route la moins chère) et les résultats de l'optimisation : critère (trait
plein) et indice de charge du secteur 4 (trait pointillé)

Comparaison des méthodes d'optimisation

Le tableau 7.6 présente les résultats obtenus avec la méthode du gradient et avec la méthode
du recuit simulé. Pour la méthode du gradient, l'algorithme est arrêté si la cible est atteinte
ou après 10000 itérations. La cible est supposée être atteinte si le critère de minimisation
est strictement inférieur à 0:001.
Pour la méthode du recuit simulé, l'algorithme est arrêté si la solution ne s'améliore pas
pendant 20000 itérations successives ou si la cible est atteinte. Un pré-traitement permet
de déterminer une température initiale de manière à ce que le rapport entre le nombre de
con�gurations acceptées et le nombre de con�gurations générées soit supérieur à 0.8. La
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température décroît linéairement par palier avec un facteur de décroissance égal à 0:9. Un
palier compte 5000 itérations. Le pas de déplacement Æ est �xé à 0.1. Pour tester la méthode
du recuit simulé, 100 tests avec des initialisations di�érentes du générateur aléatoire sont
e�ectués. Les valeurs �Min� et �Max� reportées dans le tableau 7.6 correspondent à la
valeur minimale et maximale du critère obtenue après optimisation. �Moy� indique la valeur
moyenne du critère pour l'ensemble des 100 tests.

Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5
Critère initial (prix nuls) 17.00 17.00 22.71 11.19 1.78

Gradient 1.10 0.0026 0.0038 0.0017 0.0012

Recuit simulé - Version 1 Min 7.07 5.92 4.92 3.07 0.61
Moy 12.50 12.26 14.68 8.10 1.39
Max 16.49 16.57 22.20 10.93 1.74

Recuit simulé - Version 2 Min 5:33E�4 5:59E�4 6:36E�4 6:72E�4 5:36E�4

Moy 8:75E�4 8:70E�4 8:79E�4 8:76E�4 8:72E�4

Max 9:97E�4 9:98E�4 1:00E�3 9:93E�4 9:99E�4

Recuit simulé - Version 3 Min 9:99E�4 1:00E�3 1:00E�3 9:99E�4 9:98E�4

Moy 9:99E�4 1:00E�3 1:00E�3 9:99E�4 9:99E�4

Max 1:00E�3 1:00E�3 1:00E�3 1:00E�3 1:00E�3

Tab. 7.6 � Critère d'optimisation avec la méthode du gradient et du recuit simulé

Ces premiers résultats amènent les remarques suivantes :

� Avec la méthode du gradient, un minimum est atteint dans les 1000 premières ité-
rations. Au delà, le gradient est nul. Ceci laisse supposer qu'un minimum local est
atteint. La �gure 7.7 présente la courbe de la fonction K(u) sur [0;1] avec :

K(u) = F (uXR + (1� u)XG) (7.34)

où XR est une solution obtenue avec la version 2 du recuit simulé et XG le minimum
obtenu avec la méthode du gradient pour la cible 1. L'allure de la courbe tend à
con�rmer la présence d'un minimum local au point XG.

� La première version du recuit simulé est moins performante que les deux autres
versions. En e�et, avec la première version, la cible n'est jamais atteinte. Pour les deux
autres versions, le tableau 7.7 établit un comparatif du nombre moyen d'itérations
nécessaires pour atteindre la cible avec un pas de déplacement Æ égal à 0.1, 1 ou 10.
On constate que la version 2 du recuit simulé avec un pas égal à 0:1 est en moyenne
plus rapide que les autres possibilités pour atteindre les di�érentes cibles.

Examen des solutions

Les matrices de prix de secteurs obtenues par optimisation en vue d'atteindre la cible ne
sont pas toutes identiques. Il n'y a donc pas unicité des solutions. Pour éviter d'établir
des prix trop élevés, il paraît judicieux de commencer la procédure d'optimisation avec des
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Fig. 7.7 � Fonction K(u) = F (uXR + (1 � u)XG), XR minimum obtenu avec le recuit
simulé, XG minimum obtenu avec la méthode du gradient pour la cible 1

Version Pas Æ Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5
2 0.1 900 716 877 658 265

1.0 5327 6414 9972 7068 35
10 - - - - 91

3 0.1 15974 11018 12195 10571 7135
1.0 1585 1102 1226 1054 709
10 6182 108 4099 103.4 66

- : cible non atteinte en moins de 20000 itérations

Tab. 7.7 � Nombre moyen d'itérations nécessaires pour atteindre les cibles avec les versions
2 et 3 de l'algorithme du recuit simulé
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prix nuls et de choisir un pas de déplacement su�samment petit. La version 3 du recuit
simulé conduit à des matrices de prix avec un plus grand nombre de composantes nulles
par rapport à la version 2. Le tableau 7.8 donne un exemple de matrice de prix optimisée
pour la cible 1 avec la version 3 du recuit simulé.

Période
Secteur 1 2 3 4 5 6 7 8

0 # 3.47 2.51 12.88 17.38 # # #
1 # 32.21 19.29 10.11 32.96 0.00 # #
2 # 18.91 18.17 2.98 0.00 0.03 0.00 #
3 # 7.35 27.66 5.01 13.10 17.43 # #
4 # # 38.75 46.45 12.92 33.06 # #
5 # # 18.86 25.91 18.95 0.00 0.06 #
6 # 2.83 0.41 23.29 0.00 13.24 17.24 #
7 # # 2.88 31.48 41.86 5.07 32.32 #
8 # # # 19.99 18.56 14.08 0.00 0.00
9 0.00 10.86 8.26 0.07 # # # #
10 # # # # 0.00 10.87 8.29 0.07
11 67.50 40.80 31.27 0.00 # # # #
12 # # # # 67.50 41.48 31.71 0.00

# : prix sans in�uence sur le critère d'optimisation

Tab. 7.8 � Table de prix de secteurs indépendants, optimisés pour la cible 1

La �gure 7.8 donne les coûts d'options, les prix d'options et les utilités d'options associées
au choix de routes et de périodes de décollage pour la cible 1. Les utilités des options qui
doivent être choisies (indiquées par un 1 sur la �gure G.2 en annexe G) sont égales entre
elles et plus petites que les utilités des autres options.
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Dans l'annexe G, on montre que, pour cet exemple particulier, le calcul des prix de sec-
teurs peut se formuler comme un problème d'optimisation non linéaire (formulation G.2),
mais aussi comme un problème d'optimisation linéaire (formulation G.9). Il est intéressant
d'examiner les solutions obtenues avec cette seconde formulation. On utilise la fonction
LP du logiciel Matlab pour résoudre le problème linéaire. Avec cet outil, il est possible de
trouver plusieurs solutions optimales. Il n'y a donc pas unicité des prix de secteurs. En
revanche, pour di�érentes tables de prix de secteurs optimales, les prix d'options restent
les mêmes. Pour la cible 1, les prix d'options optimaux conduisent à des utilités minimales
égales à 742, pour la paire OD 1, et des utilités minimales égales à 856, pour la paire OD
2. Ces valeurs sont très proches de celles obtenues avec l'algorithme du recuit simulé pour
le problème d'optimisation non linéaire.

En conclusion, pour cet exemple, on peut dire qu'il existe plusieurs tables de prix de
secteurs qui conduisent aux mêmes prix d'options. Et il existe une seule table de prix
d'options qui permet d'atteindre la cible.

Résultats de simulation

Le programme de simulation présenté dans la partie 4.5 du chapitre 4 est utilisé pour
analyser l'impact du procédé de tari�cation sur la congestion. L'état de congestion des
secteurs est évalué à partir des indicateurs Q1 et Q2 dé�nis par les équations 4.6 et 4.7.
L'indice de charge dé�ni en 4.5 est calculé avec pI = 1, pO = 0 et pM = 0. Pour la cible
1, les capacités des secteurs sont �xés à 1 (1 avion par secteur et par période). Les �gures
7.9 et 7.10 présentent la charge (nombre de vols entrant dans le secteur) du secteur le plus
critique (secteur 4) en l'absence et en présence de tari�cation pour la cible 1.

Fig. 7.9 � Histogramme d'indice de charge du secteur 4 pour 1000 jours de simulation -
pas de tari�cation des secteurs aériens
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Fig. 7.10 � Histogramme d'indice de charge du secteur 4 pour 1000 jours de simulation -
tari�cation continue des secteurs aériens

La tari�cation des secteurs aériens permet de réduire de manière signi�cative la congestion
du secteur le plus critique. En l'absence de prix, le secteur 4 présente un excès de charge
tous les jours en période 3, et 4% des jours en période 4. En appliquant une politique
de tari�cation optimisée pour la cible 1, un excès de charge apparaît, en période 3 pour
25% seulement des jours simulés, et en période 5 pour 25% aussi. Le tableau 7.9 donne
les moyennes et les écarts-type des indicateurs de congestion obtenus pour 1000 jours de
tra�c simulé.

Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5
Q1 Prix nuls 5.1�0.3 5.1�0.3 5.0�0.1 5.0�0.1 0.9�0.3

Prix optimisés 4.6�2.5 4.6�2.5 3.7�2.1 3.8�2.1 0.3�0.5
Q2 Prix nuls 12.5�1.5 12.5�1.5 11.4�1.8 11.4�1.8 0.9�0.3

Prix optimisés 5.2�3.3 5.2�3.3 4.4�3.0 5.2�3.4 0.3�0.5

Tab. 7.9 � Moyenne � écart-type des indicateurs de congestion Q1 et Q2 avant et après
tari�cation

Pour les cinq cibles, l'application d'un mécanisme de tari�cation des secteurs aériens di-
minue très nettement la congestion. En e�et, les valeurs de l'indicateur Q1 obtenues par
tari�cation sont inférieures à celles calculées en situation �normale�. Ceci indique que la
tari�cation diminue le nombre de situations où les secteurs sont congestionnés. D'autre
part, les valeurs de l'indicateur Q2 d'excès total de charge sont réduites de plus de moitié.
Ceci indique que les situations de congestion qui subsistent avec la tari�cation sont de
moindre importance.
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7.6.3 Exemple 3

Le scénario de tra�c présenté en annexe H est plus complexe et plus réaliste. Il regroupe
52 paires OD pour un espace aérien comptant 35 secteurs. Les capacités des secteurs sont
telles qu'il existe des pointes de congestion dans certains secteurs à certains moments
de la journée. L'état de congestion est caractérisé par les indicateurs Q1 et Q2 dont les
valeurs moyennes pour 1000 jours de simulation valent respectivement 26:89 et 44:19. La
cible est construite manuellement, elle correspond à une situation de tra�c pour laquelle
la congestion des secteurs est faible (Q1 = 2 et Q2 = 1). On cherche à mesurer l'e�cacité
de la tari�cation dynamique des secteurs aériens sur la diminution de la congestion.

Détermination du prix maximal

Le prix maximal x des prix de secteurs est �xé en prenant une certaine proportion 
 du
minimum des quotients (coût de route / nombre de secteurs traversés par cette route) :

x = 
min
!;i

c!(i)

nombre de secteurs traversés par la route i
(7.35)

Cette contrainte est nécessaire pour éviter que les prix d'options représentent une part trop
importante du coût total du vol.

Résultats de l'optimisation

Pour calculer les prix de secteurs qui conduisent à la cible, la méthode d'optimisation
retenue est le recuit simulé. Seules les versions 2 et 3 sont testées car elles se sont mon-
trées plus performantes pour traiter le problème de tari�cation dans l'exemple précédent.
Les tableaux 7.10 et 7.11 rassemblent les résultats obtenus avec les deux versions et pour
di�érentes valeurs de 
. Le nombre maximal d'itérations de l'algorithme est �xé à 2000,
ce qui représente un temps d'exécution d'environ une heure et demi sur une station UL-
TRA SPARC II (450 MH). Les paramètres du recuit simulé sont les mêmes pour les deux
versions : longueur du palier=500, facteur de décroissance de la température=0.9, pas de
déplacement=10. Dans les tableaux 7.10 et 7.11, les valeurs des colonnes nommées �Pro-
portion moyenne� et �Proportion maximale� sont relatives aux quotients q!ij :

q!ij =
Prix de l'option (i;j) de la paire OD !

Coût de la route i
(7.36)

Proportion moyenne =
1

I � T

X
!2W

X
i2R!

j=TX
j=1

q!ij (7.37)

avec I le nombre total de routes reliant les di�érentes paires OD.

Proportion maximale = max
!;i;j

X
!2W

X
i2R!

j=TX
j=1

q!ij (7.38)
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Ces valeurs donnent une idée de la part que représente le prix d'achat d'une option dans
le coût total d'exploitation du vol pour les compagnies aériennes.


 Prix Critère Proportion Proportion
maximal x moyenne maximale

0.0 0 107.23 0.00 0.00
0.2 168 61.51 0.07 0.19
0.4 337 18.90 0.14 0.38
0.5 421 8.05 0.17 0.48
0.6 505 4.28 0.21 0.54
0.8 673 0.82 0.27 0.73
1.0 842 0.30 0.31 0.84
1.2 1010 0.27 0.32 0.91

Tab. 7.10 � Résultats de l'optimisation des prix de secteurs avec la version 2 de l'algo-
rithme du recuit simulé


 Prix Critère Proportion Proportion
maximal x moyenne maximale

0.0 0 107.23 0.00 0.00
0.2 168 60.06 0.03 0.16
0.4 337 18.69 0.06 0.29
0.5 421 7.74 0.09 0.35
0.6 505 4.56 0.07 0.41
0.8 673 1.24 0.07 0.48
1.0 842 0.54 0.07 0.48
1.2 1010 0.51 0.07 0.49

Tab. 7.11 � Résultats de l'optimisation des prix de secteurs avec la version 3 de l'algo-
rithme du recuit simulé

Ces résultats amènent les commentaires suivants :

� La valeur du critère d'optimisation décroît quand la valeur de 
 augmente. Ceci
indique qu'il est nécessaire de �xer des prix su�samment élevés pour in�uencer le
choix des compagnies aériennes.

� Pour des valeurs de 
 supérieures à 0.5, le coût d'achat d'une option peut représenter
plus de 50% des frais totaux d'exploitation du vol. Une telle tari�cation n'est donc
pas envisageable. Il est donc préférable de se limiter à des valeurs de 
 inférieures à
0.5.

� L'algorithme du recuit simulé fournit des prix secteurs qui permettent de se rap-
procher de la cible mais sans jamais l'atteindre. Les prix de secteurs optimaux sont
trouvés très rapidement. La �gure 7.11 présente l'évolution du critère d'optimisation
en fonction du temps d'exécution de l'algorithme avec la version 2 et 
 = 0:5. En
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moins de 5 minutes (avec une station ULTRA SPARC II - 450 MH), il est possible
d'obtenir les prix de secteurs optimaux.

Les deux versions du recuit simulé donnent des valeurs similaires du critère d'optimisation
pour des temps de calcul égaux. En revanche, la version 3 du recuit simulé conduit à
des tables de prix avec un plus grand nombre de prix nuls. Pour donner un ordre d'idée,
une solution obtenue avec la version 2 comporte environ 100 prix signi�catifs nuls (il y a
1953 prix signi�catifs), et une solution obtenue avec la version 3 compte environ 600 prix
signi�catifs nuls. L'avantage est donc donné à la version 3 du recuit simulé qui permet de
tarifer moins fortement les secteurs et d'obtenir les mêmes e�ets.
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Fig. 7.11 � Évolution du critère d'optimisation en fonction du temps d'exécution de l'al-
gorithme sur une station ULTRA SPARC II (450 MH)

Résultats de simulation

L'état de congestion résultant de la tari�cation mise en place est caractérisé par les indica-
teurs Q1 et Q2. Les résultats obtenus pour 1000 jours de simulation sont reportés dans les
tableaux 7.12 et 7.13. La moyenne et l'écart-type des indicateurs de congestion sont me-
surés pour di�érentes tari�cations (correspondant à di�érentes valeurs de 
 et di�érentes
tables de prix de secteurs). Pour calculer les valeurs de Q1 et Q2, on utilise les équations
4.6 et 4.7. L'indice de charge dé�ni en 4.5 est calculé avec pI = 0:5, pO = 0:5 et pM = 0:5.
Les capacités du secteur 7 est égale à 12, la capacité des autres secteurs est limitée à 6.

Les commentaires relatifs à ces résultats sont les suivants :

� La diminution du critère d'optimisation se traduit par une diminution des indicateurs
de congestion. Même si la cible ne peut être atteinte, la tari�cation appliquée a un
e�et béné�que sur l'état de congestion des secteurs.

� Pour des prix de secteurs �raisonnables� (
 = 0:5), la congestion des secteurs est
fortement réduite. L'indicateur Q1 passe de 27 à 19, et l'indicateur Q2 de 44 à 17.
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 Critère Q1 � �Q1 Q2 � �Q2

0.0 107.23 26:89 � 1:76 44:19 � 2:03

0.2 61.51 25:47 � 2:08 36:95 � 3:28

0.4 18.90 21:45 � 2:72 22:50 � 4:17

0.5 8.05 19:33� 3:41 17:54 � 4:18
0.6 4.28 17:55 � 3:80 15:07 � 4:18

0.8 0.82 15:85 � 4:06 12:89 � 4:08

1.0 0.30 14:96 � 3:93 11:90 � 3:80

1.2 0.27 15:03 � 4:04 11:78 � 3:81

Tab. 7.12 � Moyenne et écart-type des indicateurs de congestion pour des prix de secteurs
optimisés avec la version 2 du recuit simulé


 Critère Q1 � �Q1 Q2 � �Q2

0.0 107.23 26:89 � 1:76 44:19 � 2:03

0.2 60.06 25:48 � 2:10 36:44 � 3:29

0.4 18.69 21:62 � 2:78 22:51 � 4:18

0.5 7.74 19:36� 3:41 17:29 � 4:15
0.6 4.56 18:28 � 3:88 15:75 � 4:32

0.8 1.24 16:78 � 4:11 13:70 � 4:27

1.0 0.54 16:11 � 4:18 12:89 � 4:21

1.2 0.51 16:08 � 4:17 12:82 � 4:18

Tab. 7.13 � Moyenne et écart-type des indicateurs de congestion pour des prix de secteurs
optimisés avec la version 3 du recuit simulé
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La tari�cation des secteurs oriente le tra�c et conduit à une réduction du nombre de
pointes de congestion et à une diminution de leurs amplitudes. Ces résultats peuvent
être visualisés sur les �gures 7.12 et 7.13.

La �gure 7.12 présente les dépassements de capacité moyens observés pour 1000 jours de
tra�c simulé en l'absence de tari�cation. La congestion est maximale dans le secteur 21
en période 8, le dépassement moyen de capacité est égal à 3.52. La �gure 7.13 présente
les dépassements de capacité moyens observés pour 1000 jours de tra�c simulé en présence
de tari�cation. Les prix �xés sont ceux obtenus avec la version 3 du recuit simulé pour

 = 0:5. Le dépassement moyen de capacité est maximal dans le secteur 28 en période 52,
et vaut seulement 1.22. La congestion est nulle dans le secteur 21 en période 8. La �gure
7.14 présente l'ensemble des couples (secteur, période) où un dépassement de capacité peut
être observé. De manière générale, la mise en place d'une politique de tari�cation réduit
les dépassements de capacité dans tous les secteurs congestionnés. De plus, la diminution
de la congestion dans ces secteurs n'a pas engendré d'augmentation notable du tra�c dans
les autres secteurs. La nouvelle répartition de tra�c induite par les prix permet de réduire
la congestion des secteurs sans pour toutefois l'éliminer totalement.

0
10

20
30

40
50

60
70

5
10

15
20

25
30

35
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

PériodeSecteur

D
ép

as
se

m
en

t d
e 

ca
pa

ci
té

Fig. 7.12 � Dépassement moyen de capacité des secteurs aériens en l'absence de tari�cation
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Fig. 7.13 � Dépassement moyen de capacité des secteurs aériens en présence de tari�cation
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Fig. 7.14 � Couples (secteur, période) avec dépassement de capacité avant et après tari�-
cation
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Les prix d'utilisation de l'espace aérien

La partie 3.4.2 du chapitre 3 décrit le système actuel de redevances aériennes. Il paraît
intéressant de comparer les prix �xés par le système actuel aux prix �xés par optimisation
en vue d'atteindre une cible. Les premiers dépendent uniquement de la distance et de la
masse de l'avion. Le prix à payer PA pour un avion qui parcourt D kilomètres et qui a
une masse M (en tonnes) au décollage est donné par la formule 3.10. Le prix PA moyen
est calculé en prenant un avion ayant les caractéristiques suivantes :
Vitesse moyenne V 850 km/heure
Masse au décollage M 70 tonnes

Le taux unitaire de redevance est �xé à 52.42 euros. La formule du prix pour l'utilisation
d'une route i d'une paire OD ! devient :

PA!(i) = 52:42 � d!(i) � V

60 � 100
�
r

70

50
PA!(i) = 8:79d!(i) (7.39)

où d!(i) désigne la durée du vol en minutes par la route i de la paire OD !.
Le programme de simulation dé�ni dans la partie 4.5 du chapitre 4 est utilisé pour le calcul
des prix d'options payés par les compagnies. De cette manière, il est possible de comparer
pour chaque vol, le prix de la redevance actuelle et le prix établi par le nouveau principe
de tari�cation. On suppose que les prix d'options sont optimisés avec la version 3 du
recuit simulé en prenant un prix maximal de secteur égal à 421 euros (ce qui correspond
à 
 = 0:5). La �gure 7.15 présente les prix de redevances et les prix issus du nouveau
principe de tari�cation pour une journée de tra�c simulée de la paire OD Paris-Marseille
qui compte 32 vols. Pour les deux derniers vols, le prix de la redevance est plus élevé car
la route utilisée est plus longue.

Pour toutes les paires OD, les prix �xés par optimisation sont en général moins élevés
que les prix de redevance du système actuel. D'ailleurs, pour une journée de tra�c simulé
(soit 433 vols), la somme des redevances est égale à 275590 euros et la somme des prix
d'options achetées à 195900 euros. Ces chi�res montrent que la valeur 0.5 pour le coe�cient

 intervenant dans la détermination du prix maximal est relativement bien choisie. On
pourrait travailler avec des valeurs de 
 légèrement supérieures, autour de 0.6 sans risquer
d'établir des prix trop élevés par rapport à la tari�cation actuelle. Mais il faut prendre garde
de ne pas établir des prix d'achat d'options trop élevés par rapport aux coûts d'exploitation
des vols. L'idéal serait de pouvoir traiter une contrainte supplémentaire dans l'optimisation
des prix, cette contrainte indiquant que la somme des prix d'options doit être proche de la
somme des redevances actuelles. Par exemple, on pourrait ajouter au critère d'optimisation
un terme de la forme :

�
X
!2W

X
`

X
i2R!;`

j=TX
j=1

h
P!;`(i;j)NE!;`(i;j) � PA!;`(i)

i2
(7.40)

où � 2 < représente le poids associé à cette contrainte.



7.6 Tests et résultats 135

Fig. 7.15 � Prix d'utilisation de l'espace aérien avec le système actuel et le nouveau système
de tari�cation pour les vols de la paire OD Paris-Marseille
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7.7 Conclusion

La mise en place d'un mécanisme de tari�cation pour orienter les décisions des compa-
gnies aériennes concernant leur utilisation de l'espace aérien nécessite le calcul de prix de
secteurs. Connaissant une répartition de tra�c �cible�, ce calcul se présente sous la forme
d'un problème de minimisation quadratique entre les nombres de vols issus du modèle
d'a�ectation et les nombres de vols dé�nis par la cible. Cette minimisation correspond à
un problème d'optimisation continu non linéaire et à priori non convexe.
Un algorithme de descente par le calcul du gradient et un algorithme de recuit simulé ont
été développés pour résoudre ce problème. Ces deux algorithmes ont été testés sur deux
exemples simples. Il ressort que l'algorithme du gradient n'est pas adapté à l'optimisation
des prix de secteurs puisque, dans certains cas, il ne permet pas de trouver le minimum
global. L'algorithme du recuit simulé fournit des tables de prix optimales en un temps
de calcul réduit à condition que la recherche soit orientée, c'est le cas avec la version 2
ou 3. D'ailleurs, ces deux versions se sont montrées performantes pour traiter un troisième
exemple relatif à l'espace aérien français. La distance à la cible peut être fortement réduite,
il est donc possible de contrôler le �ux de tra�c par les prix.
Pour mesurer les e�ets de la tari�cation sur la congestion de l'espace aérien, le programme
de simulation de tra�c décrit dans la partie 4.5 du chapitre 4 a été utilisé. Ce programme
fournit des indicateurs concernant les dépassements de capacité dans les secteurs aériens,
leurs fréquences et leurs amplitudes. La mise en place d'une tari�cation, pour laquelle les
prix de secteurs ont été optimisés en vue d'atteindre une cible, modi�e la répartition du
tra�c dans l'espace et dans le temps. Même si la cible n'est pas complétement atteinte, la
nouvelle répartition entraîne une diminution de la congestion. Il y a moins de dépassements
de capacité et les amplitudes des pointes de congestion sont réduites. De plus, la congestion
s'est très peu déplacée sur d'autres secteurs.
Pour mettre en place cette politique de tari�cation, il faut s'assurer que les prix applicables
ne représentent pas une part trop importante des coûts opérationnels des compagnies. Cette
contrainte a été prise en compte en �xant un prix maximal de secteur. A terme, ce prin-
cipe de tari�cation pourrait remplacer le système actuel des redevances à condition que
les recettes générées soient du même ordre de grandeur. Pour cela, il faudrait ajouter une
contrainte supplémentaire dans la formulation du problème d'optimisation.
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Chapitre 8

Tari�cation par niveau des secteurs
aériens

8.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le principe de tari�cation adopté consiste à établir des prix pour
chaque secteur à chaque période. Une telle tari�cation peut paraître très complexe pour
les compagnies aériennes qui doivent prendre en compte tous ces prix pour faire leurs choix
de routes et de périodes de décollage. En e�et, la table de prix résultante est di�cilement
lisible. Il est donc intéressant d'envisager une tari�cation par niveau de prix, avec par
exemple, un niveau de prix faible, moyen et fort. Le problème d'optimisation consiste alors
à trouver des valeurs de prix associées à chaque niveau et d'a�ecter un niveau de prix à
chaque secteur à chaque période. La première partie de ce chapitre donne une formulation
mathématique de ce problème. Les parties suivantes sont consacrées au développement
d'algorithmes de résolution et à leurs applications sur des exemples numériques.

8.2 Formulation mathématique

Le modèle mathématique utilisé pour décrire le problème de tari�cation est semblable à
celui décrit dans le chapitre précédent à la di�érence près que les prix de secteurs sont
limités à un ensemble V ordonné de M + 1 valeurs [DFD01a]. La plus petite valeur de
cet ensemble est la valeur nulle. A priori, les autres valeurs ne sont pas connues mais ne
doivent pas dépasser x, la valeur de prix maximale.

V = fv0 = 0;v1;v2;:::;vMg (8.1)

L'a�ectation d'une valeur de V à un secteur k en période n est donnée par un entier ak;n
qui représente l'ordre de l'élément dans V. Pour k = 1;S et n = 1;T 0,

0 � ak;n �M (8.2)

et

xk;n = vak;n (8.3)
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On note A, la matrice d'a�ectation de composantes ak;n qui indique pour chaque com-
posante de prix xk;n la valeur de prix qui lui est associée. La fonction X=A�ecte(A,V)
construit la matrice de prix X à partir de la matrice d'a�ectation A et de l'ensemble V
en respectant les règles décrites précédemment.

Le problème de tari�cation par niveau consiste à trouver une a�ectation optimale A� et
un ensemble de valeurs optimales V� tels que X� = A�ecte(A�;V�) minimise la fonction
F (X) (voir équation 4.15).

Pour ce problème, trois approches de résolution sont présentées. La première utilise la
méthode du gradient pour déterminer les valeurs de prix et le recuit simulé pour a�ecter les
niveaux de prix. Dans la seconde approche, la recherche des valeurs de prix et l'a�ectation
des niveaux se fait conjointement par un algorithme de recuit simulé. La troisième méthode
appliquée est la méthode Tabou. Ces trois méthodes sont testées et comparées.

8.3 Algorithmes de résolution

8.3.1 Première approche : Recuit simulé + Gradient

Pour résoudre ce problème de minimisation, l'heuristique envisagée consiste en une succes-
sion d'itérations d'algorithme du recuit simulé et d'algorithme du gradient. Le recuit simulé
fournit une a�ectation optimale A pour un ensemble V de valeurs de prix et l'algorithme
du gradient calcule les nouvelles valeurs de prix. Le schéma de la procédure est donné par
la �gure 8.1. La procédure est arrêtée après un nombre �xe d'itérations ou si la solution
n'est pas améliorée. Les algorithmes de recherche utilisés dans la procédure sont décrits
dans la suite.

Recherche-a�ectation-optimale

Cette fonction donne la meilleure a�ectation possible A� pour un ensemble V de valeurs
de prix. La recherche de cette a�ectation optimale se fait par un recuit simulé. Les étapes
de l'algorithme du recuit simulé sont décrites de manière générale par le schéma 5.4 du
chapitre 5. Pour choisir une matrice d'a�ectation D voisine de A, on adopte une stratégie
prenant en compte l'écart �k;n[E;X] entre le nombre de vols désirés, dans un secteur sur
une période, et le nombre de vols calculés (voir équation 7.24).

Si �k;n[E;X] > 0, le secteur k est saturé durant la période n. Le prix associé au couple
(secteur k, période n) doit être augmenté de manière à inciter les compagnies à ne pas
traverser ce secteur pendant cette période. La matrice D est générée à partir de A de la
façon suivante :

� u = Random(0;1)

� Si (u < �1), dk;n = min(ak;n + 1;M)

� Si (u � �1) et (u < �1 + �2), dk;n = max(ak;n � 1;0)

�1, �2 sont deux probabilités avec �1 > �2 et �1 + �2 � 1.
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6=

6=

INITIALISATION
ensemble de valeurs V
matrice d’affectation A

=

FIN

Nouvel ensemble W 

Nouvelle affectation D 

=

OUI

D     A

NON
W      V

GRADIENT

RECUIT SIMULE

NON

ARRET ?
OUINON

Recherche − valeurs −optimale (V, D)

(A,V)Recherche − affectation − optimale

OUI

FIN

FIN

Fig. 8.1 � Schéma algorithmique pour la première approche de résolution : recuit + gradient
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Au contraire, si plus de tra�c peut être accepté dans un secteur, ce qui correspond à
�k;n[E;X] < 0, il est préférable de baisser le prix associé au couple (secteur k, période n).
La matrice D est générée à partir de A de la façon suivante :

� u = Random(0;1)

� Si (u < �1), dk;n = max(ak;n � 1;0)

� Si (u � �1) et (u < �1 + �2), dk;n = min(ak;n + 1;M)

L'algorithme est arrêté si le critère d'optimisation atteint une certaine valeur ou s'il n'y a
pas d'amélioration de la solution pendant un nombre �xe d'itérations successives.

Recherche-valeurs-optimales

Cette fonction recherche, pour une matrice d'a�ectation donnée A, l'ensemble V� de va-
leurs de prix optimales. Cette recherche se fait par la méthode du gradient :

Initialisation :

� Partir d'un ensemble de valeurs de prix : V0

� X0 = A�ecte(A,V0)

� Nombre d'itérations q = 0

Tant que le critère d'arrêt est non véri�é :

� Calculer pour tout m = 1;M

rf qm =
Pk=S

k=1

Pn=T 0

n=1 Æmk;n
@F (X)
@xk;n

���
X=Xq

avec : Æmk;n = 1 si ak;n = m, 0 sinon.

� Choisir un pas de déplacement �q
� Faire vq+1m = min (max (vqm � �qrf qm;0) ;x) 8m = 1;M

� Xq+1 = A�ecte(A,Vq+1)

� q  q + 1

Fin Tant que

L'algorithme est arrêté si le critère d'optimisation atteint une certaine valeur ou après
un nombre �xe d'itérations. A chaque itération, le pas de déplacement �q est obtenu en
minimisant le critère vis à vis de ce paramètre avec la méthode du nombre d'or.

8.3.2 Deuxième approche : Recuit simulé à variables mixtes

Comme rien ne garantit la convexité du problème de recherche d'un ensemble V de valeurs
de prix pour une a�ectation donnée A, un algorithme de recuit simulé à variables mixtes
pour rechercher simultanément une matrice d'a�ectation et un ensemble de valeurs de prix
est développé. Le schéma algorithmique de cette procédure est donné par la �gure 8.2.
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GENERATION D’ UNE 
NOUVELLE SOLUTION

�

�

�

z= Random(0,1)

z<0.5 z >= 0.5

D = matrice voisine de A W = ensemble voisin de V

Y=Affecte (D,V) Y=Affecte (A,W)

z<0,5
A=D
X=Y

V=W

)

OUI

OUI

INITIALISATION

Matrice d’affectation A : a

Ensemble de valeurs de prix V : vm= 0

= 0

Température initiale 

Meilleure solution : A*=A, V*=V, X*=X

X=Y

X*=X, A*=A, V*=V
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EQUILIBRE THERMIQUE
q = N

NON
F(X) < F (X*)

Réduction de la

température

q=0

ACCEPTATION

dF = F(Y) − F (X)
Appel de Accepte (dF,

,  q=0

q=q+1

z >= 0.5

k,n

Fig. 8.2 � Schéma algorithmique du recuit simulé pour la recherche simultanée d'une ma-
trice d'a�ectation et d'un ensemble de valeurs de prix
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Pour choisir une matrice d'a�ectation D voisine de A, la stratégie décrite précédemment
est utilisée. Pour obtenir un ensemble de prixW voisin de V, la première valeur reste nulle
w0 = v0 = 0. Chaque autre nouvelle valeur est tirée dans l'intervalle [vm � Æ;vm + Æ] (Æ pas
de déplacement) et projetée sur l'intervalle [0;x]. Les nouvelles valeurs obtenues sont triées
par ordre croissant et forment le nouvel ensemble W.

8.3.3 Troisième approche : Méthode Tabou

La méthode Tabou (voir partie 5.6.3 du chapitre 5) semble être adaptée à la recherche
conjointe d'une matrice d'a�ectation et d'un ensemble de valeurs de prix, car elle facilite
la prise en compte d'informations sur la structure du problème. Pour appliquer la méthode
Tabou à ce problème d'optimisation, il faut choisir une solution initiale, et dé�nir des
structures de voisinages et de mouvements.

Solution initiale
Pour débuter la recherche avec tabous, la solution initiale est obtenue en prenant une
matrice d'a�ectation A initiale nulle (ak;n = 0 pour k = 1;S et n = 1;T

0

) et en �xant
aléatoirement la valeur du prix de plus haut niveau vM de l'ensemble V. Les autres valeurs
de prix initiales sont obtenues à partir de VM proportionnellement à leur ordre.

� ak;n = 0

� vM = Random(0;1)� x

� v0 = 0 et vm = m
M
vM pour m = 1;M � 1

Mouvements
Pour se déplacer d'une solution à l'autre, trois types de mouvements peuvent s'appliquer.
Le premier consiste à augmenter le niveau de prix d'un secteur à une période donnée. Ce
mouvement correspond à augmenter d'une unité une des composantes de la matrice d'af-
fectation A. Nous appellerons �mouvement add� ce type de transformation. Le deuxième
type de mouvement envisageable consiste à diminuer le niveau de prix d'un secteur à une
période donnée. Ce mouvement correspond à diminuer d'une unité une des composantes
de la matrice d'a�ectation A. Nous appellerons �mouvement drop� ce type de transforma-
tion. Le troisième mouvement possible consiste à modi�er une des valeurs de l'ensemble
V, en l'augmentant ou en la diminuant d'un millième du prix maximal. Nous appellerons
�mouvement val� ce type de transformation.

Voisinage

� Voisinage add
L'ensemble des matrices d'a�ectation pouvant être atteintes à partir de la matrice
d'a�ectation courante par un mouvement add constitue le voisinage add. Il serait trop
long en temps de calcul d'évaluer toutes les solutions de ce voisinage. L'exploration
est donc limitée à une fraction de ce voisinage. Pour cela, le passage à un niveau
de prix supérieur ne se fait que sur certains couples (secteur, période). Les couples
(secteur k, période n) sont choisis en fonction de l'écart �k;n, dé�ni par l'équation
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7.24, et du niveau de prix ak;n déjà a�ecté.

� Notations :
Eiadd : Ensemble des couples (secteur k, période n) pour lesquels l'écart �k;n est
supérieur à (10E � 6) et le niveau de prix ak;n est inférieur à M
Niadd : Cardinal de Eiadd
padd : Pourcentage de couples sélectionnés
Efadd : Ensemble des couples susceptibles de subir un mouvement add
Nfadd : Cardinal de Efadd

� Principe :

� Nfadd = E(padd �Niadd)

� Dans l'ensemble Eiadd, retenir les Nfadd couples de plus grand écart. Ils
forment l'ensemble Efadd. L'ensemble des matrices d'a�ectation pouvant
être atteintes en appliquant un mouvement add aux couples de l'ensemble
Efadd forment le voisinage Vadd.

� Voisinage drop
Le principe de formation du voisinage drop est semblable à celui du voisinage add.

� Notations :
Eidrop : Ensemble des couples (secteur k, période n) pour lesquels l'écart �k;n
est inférieur à (�10E � 6) et le niveau de prix ak;n est supérieur à 0

Nidrop : Cardinal de Eidrop
pdrop : Pourcentage de couples sélectionnés
Efdrop : Ensemble des couples susceptibles de subir un mouvement drop
Nfdrop : Cardinal de Efdrop

� Principe :

� Ndrop = E(pdrop �Nidrop)

� Dans l'ensemble Eidrop, retenir les Ndrop couples de plus petit écart. Ils
forment l'ensemble Efdrop. L'ensemble des matrices d'a�ectation pouvant
être atteintes en appliquant un mouvement drop aux couples de l'ensemble
Efdrop forment le voisinage Vdrop.

� Voisinage val
En pratique, le nombre de niveaux de prix est réduit. Toutes les solutions pouvant
être atteintes par un mouvement val peuvent donc être examinées. Le voisinage val
Vval est formé par tous les ensembles de valeurs de prix obtenus par l'augmentation
ou la diminution d'une des valeurs de prix de l'ensemble courant. A chaque fois, les
valeurs du nouvel ensemble sont triées par ordre croissant.

Mouvements tabous
Pour éviter de retourner vers des solutions déjà rencontrées, le passage à un prix de niveau
supérieur ne peut pas s'appliquer à un couple (secteur, période) ayant fait récemment l'ob-
jet d'un mouvement drop. De la même façon, le passage à un prix de niveau inférieur sur
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un couple (secteur, période) qui vient de subir un mouvement add est considéré comme
tabou. Il est aussi tabou d'augmenter (resp. de diminuer) la valeur d'un niveau de prix qui
a été récemment diminuée (resp. augmentée). La maintenance de ces principes est assurée
par trois listes tabou. La première liste contient les kdrop derniers couples (secteur, période)
qui ont subi un mouvement drop, la seconde les kadd derniers couples (secteur, période) qui
ont subi un mouvement add. La troisième liste contient les kval dernières valeurs qui ont
été modi�ées avec le sens de leur modi�cation (+1 pour une augmentation, -1 pour une
diminution). La gestion de listes tabou permet d'éviter des cycles, c'est-à-dire d'augmenter
puis de diminuer le prix a�ecté à un couple (secteur, période).

Algorithme
Le schéma algorithmique de la recherche Tabou pour la tari�cation par niveau est donné
par la �gure 8.3. Les probabilités �1,�2 (telles que : �1+�2 = 1) déterminent la proportion de
mouvements de chaque type et rendent le processus de recherche stochastique. La recherche
est arrêtée après un nombre �xe d'itérations.

8.4 Tests et résultats

Les trois approches de résolution au problème de tari�cation par niveau sont testées sur
l'exemple académique (exemple 2). Le nombre de niveaux de prix est limité à 4 (M � 3).
Ces tests vont permettre de sélectionner les méthodes les plus e�caces à appliquer sur
l'exemple 3, plus complexe.

8.4.1 Exemple 2

Résultats de l'optimisation

Première approche
Pour cette approche, l'algorithme du gradient est stoppé après 300 itérations. L'algorithme
du recuit simulé est stoppé si le nombre d'itérations excède 200000 ou si le critère ne s'amé-
liore pas pendant 25000 itérations successives. Un pré-traitement permet de déterminer
une température initiale de manière à ce que le nombre de con�gurations acceptées sur
le nombre de con�gurations générées (500) soit supérieur à 0.8. Une décroissance linéaire
de la température est choisie : �l+1 = �l�0 avec � = 0:9. Le nombre d'itérations à tem-
pérature constante est égal à 5000. Des tests préliminaires ont permis de régler la valeur
des probabilités �1 et �2 à 0.7 et 0.2. La �gure 8.4 présente l'évolution de la distance à la
cible 1 pendant l'optimisation avec quatre niveaux de prix pour une initialisation donnée
du générateur aléatoire. Le temps reporté en abscisse correspond au temps CPU mesuré
sur une ULTRA SPARC II (440 MH).

Le tableau 8.1 présente les valeurs du critère F (X) (voir équation 4.15) avant et après
optimisation. Les résultats sont obtenus pour 100 initialisations di�érentes du générateur
aléatoire.
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A non tabou choisi dans Vadd

�1 �2 �2�1

Ensemble de valeurs de prix V : 

Meilleure solution A*=A, V*=V, X*=Affecte(A*,V*)
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GENERATION D’UNE SOLUTION

 

z<= z>

MOUVEMENT ADD MOUVEMENT DROP MOUVEMENT VAL

A non tabou choisi dans Vdrop V non tabou choisi dans V val

OUI

minimisant F(Affecte(A,V)) minimisant F(Affecte(A,V)) minimisant F(Affecte(A,V))

X*=Affecte(A, V)
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Mise à jour des listes tabou
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F(Affecte (A, V)) < F(X*)

ARRET ? FIN
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z>     et z <=
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M0  m v  =0, v    = Random(0,1) * x, v  = m  v  
M

Matrice d’affectation A : a     =   0
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z=Random(0,1)

Nombre d’ itérations : q=0

M

Fig. 8.3 � Schéma algorithmique de la méthode Tabou pour la recherche simultanée d'une
matrice d'a�ectation et d'un ensemble de valeurs de prix



146 8. Tari�cation par niveau des secteurs aériens

0 50 100 150 200 250 300
0

5

10

15

Temps CPU (en secondes)

C
rit

èr
e 

d 
op

tim
is

at
io

n
Fig. 8.4 � Évolution du critère pour la cible 1 avec 4 niveaux de prix

Critère Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5
Critère avant optimisation
Prix nuls 17.01 17.01 22.71 11.19 1.78

Critère après optimisation
2 niveaux minimal 0.014 0.022 0.0061 0.0055 0.00
de prix (M = 1) moyen 0.67 0.87 0.94 0.83 0.33

maximal 1.39 4.63 2.58 6.28 1.58
3 niveaux minimal 0.00077 0.00022 0.000006 0.00022 0.00
de prix (M = 2) moyen 0.48 0.23 0.24 0.12 0.036

maximal 1.35 4.43 1.29 1.28 1.78
4 niveaux minimal 0.00002 0.00013 0.000011 0.000011 0.00
de prix (M = 3) moyen 0.22 0.11 0.058 0.041 0.00006

maximal 1.30 3.07 2.53 0.95 0.00059

Tab. 8.1 � Critère d'optimisation avec la première approche

Ces résultats indiquent que :

� La valeur du critère d'optimisation décroît avec le nombre de niveaux de prix utilisés.

� La cible n'est pas toujours atteinte. Les valeurs de critère encore très élevées, même
après optimisation, laisse à penser que la méthode du gradient est bloquée dans un
minimum local. Cette hypothèse peut être véri�ée sur un problème avec deux niveaux
de prix. La �gure 8.5 donne les variations du critère d'optimisation en fonction des
variations de la valeur v1 de l'ensemble V = fv0 = 0;v1g pour une a�ectation de
prix donnée. Sur cette �gure, la présence d'un minimum local est visible. Pour tenter
d'obtenir le minimum global, il est donc préférable d'utiliser d'autres heuristiques
d'optimisation n'utilisant pas d'algorithme du gradient.

� L'utilisation de seulement trois niveaux de prix (M = 2), en comparaison avec une
tari�cation continue des secteurs aériens (voir résultats du tableau 7.6 du chapitre 7)
ne semble pas a�ecter les performances du système. En e�et, d'aussi petites valeurs
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du critère peuvent être atteintes avec une tari�cation par niveau de prix.
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Fig. 8.5 � Évolution du critère en fonction des variations de prix v1 pour une matrice
d'a�ectation donnée

Deuxième approche
Pour cette approche, les paramètres de contrôle du recuit simulé (température initiale, fac-
teur de décroissance, nombre de paliers) sont les mêmes que ceux utilisés dans la première
approche. Le pas de déplacement Æ d'une valeur de prix à une autre est �xé à 0.1. L'algo-
rithme du recuit simulé est arrêté si le critère de minimisation est inférieur à 0.001 ou après
200000 itérations. Le tableau 8.2 présente les valeurs du critère de minimisation en fonction
du nombre de niveaux de prix utilisés. Les résultats sont obtenus pour 50 initialisations
di�érentes du générateur aléatoire.

M Critère Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5
1 minimal 0.014 0.022 0.0061 0.0055 0.00000

moyen 0.014 0.022 0.0064 0.0056 0.00059
maximal 0.014 0.022 0.0068 0.0068 0.00098

2 minimal 0.00043 0.00020 0.00040 0.00046 0.00000
moyen 0.0038 0.0016 0.0014 0.0012 0.00055
maximal 0.020 0.0058 0.0062 0.0049 0.00099

3 minimal 0.00036 0.00020 0.000040 0.00016 0.00000
moyen 0.0021 0.0015 0.0011 0.0011 0.00062
maximal 0.0084 0.0056 0.0058 0.0034 0.00097

Tab. 8.2 � Critère d'optimisation avec la méthode du recuit simulé à variables mixtes

Le tableau 8.3 donne un exemple de matrice de prix optimisée pour la cible 1 avec 4 ni-
veaux de prix (niveau 0 : v0 = 0:0, niveau 1 : v1 = 13:4, niveau 2 : v2 = 30:4 , niveau 3 :
v3 = 46:2). La �gure 8.6 donne les utilités des douze options proposées à un vol programmé
en période 1. On peut noter que, pour une même cible, la stratégie de tari�cation par ni-
veau induit toujours des utilités d'options (coût �xe + prix d'achat) plus élevées qu'une
tari�cation où les prix sont indépendants les uns des autres. D'autres recherches doivent
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Période
Secteur 1 2 3 4 5 6 7 8

0 # 2 0 3 3 # # #
1 # 3 3 2 3 1 # #
2 # 3 3 0 0 3 0 #
3 # 3 3 1 3 3 # #
4 # # 3 2 0 3 # #
5 # # 2 2 3 0 1 #
6 # 2 3 3 0 3 3 #
7 # # 0 3 2 2 3 #
8 # # # 3 3 3 0 #
9 0 3 3 3 # # # #
10 # # # # 0 3 3 3
11 3 2 0 0 # # # #
12 # # # # 3 3 2 0

# : prix sans in�uence sur le critère d'optimisation

Tab. 8.3 � Table de prix de secteurs à 4 niveaux, optimisés pour la cible 1

être conduites pour déterminer si cette augmentation de l'utilité associée à une structure
de prix par niveau est spéci�que à cet exemple.

Troisième approche
Le tableau 8.4 présente les résultats obtenus avec une recherche Tabou pour 50 initiali-
sations di�érentes du générateur aléatoire. Pour avoir des temps de calcul comparables
à ceux de l'algorithme du recuit simulé à variables mixtes, 30000 itérations de recherche
Tabou sont exécutées. La recherche est arrêtée avant si la cible est atteinte, c'est-à-dire si
le critère de minimisation est inférieur à 0.001. Les trois types de mouvement ont même
probabilité de réalisation : �1 = 1

3 et �2 = 2
3 . Les paramètres de la recherche sont �xés aux

valeurs suivantes : padd = 0:5, pdrop = 0:5, kadd = 10, kdrop = 10, kval = 4.

Comparaison de performances
Les résultats obtenus avec le recuit simulé à variables mixtes et la méthode Tabou sont du
même ordre de grandeur. A partir de 3 niveaux de prix (M � 2), la cible est atteinte. Le
tableau 8.5 donne les temps de calcul (temps CPU pour une ULTRA SPARC II - 440 MH)
pour atteindre les cibles (critère <0.001), avec quatre niveaux de prix, avec la méthode du
recuit simulé et avec la méthode Tabou.

A la vue de ces résultats, il est di�cile de se prononcer sur l'e�cacité d'une méthode par
rapport à l'autre. Il faudrait pouvoir comparer les méthodes sur d'autres scénarios de tra�c.



8.4 Tests et résultats 149

750 800 850 900 950 1000 1050

750

800

850

900

950

1000

1050

Utilité d’options pour des prix de secteurs indépendants

U
til

ité
 d

’o
pt

io
ns

 p
ou

r 
de

s 
pr

ix
 d

e 
se

ct
eu

rs
 s

tr
uc

tu
ré

s 
en

 4
 n

iv
ea

ux

OD1                                    
OD2                                    
régression linéaire pour OD1           
régression linéaire pour OD2           

(3 valeurs) 

(3 valeurs) 

Fig. 8.6 � Comparaison des utilités entre une tari�cation continue et une tari�cation par
niveau - Cible 1

M Critère Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5
1 minimal 0.014 0.022 0.0061 0.0055 0.00022

moyen 0.014 0.022 0.0062 0.0057 0.00056
maximal 0.016 0.023 0.0067 0.0058 0.0010

2 minimal 0.00068 0.00061 0.00077 0.00036 0.00022
moyen 0.0034 0.0018 0.00078 0.00078 0.00069
maximal 0.0092 0.0080 0.00098 0.0010 0.0010

3 minimal 0.00033 0.00014 0.000035 0.00019 0.000001
moyen 0.00082 0.00071 0.00085 0.00074 0.00060
maximal 0.0020 0.0010 0.0044 0.0010 0.0010

Tab. 8.4 � Critère d'optimisation avec la méthode Tabou
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Temps CPU Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5
Recuit simulé minimal 84 73 110 76 5
à variables moyen 195 117 139 108 11
mixtes maximal 761 151 198 166 27
Méthode Tabou minimal 136 77 30 30 11

moyen 405 240 42 53 13
maximal 916 738 82 116 16

Tab. 8.5 � Temps CPU (en secondes) pour atteindre la cible (critère <0.001) avec le recuit
simulé à variables mixtes ou la méthode Tabou

Résultats de simulation

Les résultats précédents montrent qu'il est possible d'atteindre une cible au moyen d'une
tari�cation par niveau en optimisant les prix, soit par un recuit simulé à variables mixtes,
soit par une méthode Tabou. Il faut maintenant s'assurer que la tari�cation par niveau
des secteurs aériens est aussi performante en terme de réduction de la congestion qu'une
tari�cation continue. Pour cela, on reproduit les mêmes simulations que celles décrites dans
la partie 7.6.2, mais pour une tari�cation à quatre niveaux de prix. La �gure 8.7 présente
la charge (nombre de vols entrant dans le secteur) du secteur le plus critique (secteur
4) obtenue pour la cible 1 avec ce type de tari�cation. Les résultats des simulations sont

Fig. 8.7 � Histogramme d'indice de charge du secteur 4 pour 1000 jours de simulation -
tari�cation à quatre niveaux de prix de secteurs

identiques à ceux obtenus avec une tari�cation continue. Une tari�cation par niveau de prix
est aussi e�cace qu'une tari�cation continue pour réduire la congestion des secteurs aériens.
Le tableau 8.6 qui donne les moyennes et les écarts-type des indicateurs de congestion
obtenus pour 1000 jours de tra�c simulé renforce cette a�rmation.
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Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5
Q1 Prix nuls 5.1�0.3 5.1�0.3 5.0�0.1 5.0�0.1 0.9�0.3

Prix indépendants 4.6�2.5 4.6�2.5 3.7�2.1 3.8�2.1 0.3�0.5
Quatre niveaux de prix 4.6�2.5 4.6�2.5 3.7�2.1 3.9�2.1 0.3�0.5

Q2 Prix nuls 12.5�1.5 12.5�1.5 11.4�1.8 11.4�1.8 0.9�0.3
Prix indépendants 5.2�3.3 5.2�3.3 4.4�3.0 5.2�3.4 0.3�0.5
Quatre niveaux de prix 5.2�3.3 5.2�3.3 4.4�3.0 5.2�3.4 0.3�0.5

Tab. 8.6 � Moyenne � écart-type des indicateurs de congestion Q1 et Q2 avant et après
tari�cation

8.4.2 Exemple 3

L'exemple précédent a permis de comparer di�érentes approches d'optimisation pour éta-
blir une tari�cation par niveau. L'utilisation d'un recuit simulé ou d'une méthode Tabou
s'est révélée e�cace. La limitation du nombre de valeurs de prix n'a�ecte pas les perfor-
mances du système de tari�cation en terme de diminution de la congestion. L'exemple 3
décrit en annexe H va permettre d'in�rmer ou de con�rmer ces résultats pour un scénario
de tra�c plus réaliste.

Résultats de l'optimisation

Les deux dernières approches, recuit simulé à variables mixtes et méthode Tabou sont
employées pour l'optimisation des prix de secteurs en se limitant à 4 niveaux de prix
(M = 3). La valeur du prix maximal est déterminé à partir de l'équation 7.35 en prenant
un coe�cient 
 égal à 0.5.
L'algorithme du recuit simulé est arrêté après 20000 itérations, ce qui correspond à un
temps d'exécution égal à environ 10 heures avec une station ULTRA SPARC II (450 MH).
Les paramètres de contrôle du recuit sont �xés aux mêmes valeurs que précédemment.
Pour modi�er les valeurs de prix, le pas de déplacement est égal à 100. Les probabilités de
passage d'un niveau de prix à un autre sont �xées à 0.7 pour �1 et 0.2 pour �2.
Dans l'algorithme de la méthode Tabou, les trois mouvements ont même probabilité de
réalisation. En revanche, les pourcentages de couples sélectionnés pour subir un mouvement
sont réduits par rapport à l'exemple précédent pour éviter d'explorer des voisinages trop
grands. Dans ce cas, padd = 0:02, pdrop = 0:2. Les autres paramètres conservent leurs
valeurs : kadd = 10, kdrop = 10, kval = 4. Pour obtenir un temps d'exécution comparable à
celui du recuit simulé, 2500 itérations de la méthode Tabou sont réalisées.
Le tableau 8.7 présente les résultats obtenus en indiquant les valeurs de proportion moyenne
et maximale dé�nie dans la partie 7.6.3 du chapitre 7 et les valeurs des 4 niveaux de prix.

� L'utilisation de seulement quatre niveaux de prix conduit à des critères d'optimisation
plus élevés. Il paraît donc plus di�cile d'orienter la répartition du tra�c en appliquant
une tari�cation par niveau.

� Les temps de calcul des deux méthodes sont très importants comparativement au
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Critère Proportion Proportion v0 v1 v2 v3
moyenne maximale

Avant optimisation 107.23 0.00 0.00 0 0 0 0
Recuit simulé 39.09 0.18 0.43 0 113 269 421
Méthode Tabou 21.28 0.03 0.32 0 351 413 421

Tab. 8.7 � Critère d'optimisation avec la méthode du recuit simulé à variables mixtes et la
méthode Tabou pour 4 niveaux de prix

temps de calcul nécessaire pour établir des prix de secteurs en tari�cation continue.

� Pour des temps d'exécution équivalents, la méthode Tabou se révèle être plus e�cace
que la méthode du recuit simulé, puisqu'elle conduit à un critère d'optimisation plus
petit.

� Les valeurs des proportions sont cohérentes avec celles calculées en tari�cation conti-
nue. En e�et,l'utilisation d'un coe�cient 
 de 0.5 est correcte pour établir un rapport
acceptable entre les prix d'options et les coûts d'options.

� La méthode du recuit simulé à variables mixtes fournit une table de prix avec 477
prix signi�catifs nuls pour 1953 prix signi�catifs. La table de prix obtenue avec la
méthode Tabou comporte 1771 prix signi�catifs nuls, ce qui indique que seuls 182
couples (secteur, période) sont tarifés.

Résultats de simulation

Pour connaître les e�ets de la tari�cation par niveau sur la congestion des secteurs, les
simulations décrites dans la partie 7.6.3 concernant la tari�cation continue sont reproduites.
Les résultats sont présentés dans le tableau 8.8. Ils sont conformes aux prévisions : dans
les deux cas, la tari�cation mise en place modi�e la répartition du tra�c et entraîne une
réduction de la congestion totale. L'indicateur Q2 d'excès total de charge passe de 44 à
27 pour des prix établis avec le recuit simulé, et de 44 à 22 pour des prix établis avec la
méthode Tabou. Cependant, les e�ets de cette tari�cation sur la congestion sont moindres
par rapport à ceux apportés par une tari�cation continue des secteurs aériens.

Q1 � �Q1 Q2 � �Q2

Prix nuls 26:89 � 1:76 44:19 � 2:03

Prix optimisés avec le recuit simulé 25:28 � 2:76 27:01 � 3:34

Prix optimisés avec la méthode Tabou 22:28 � 3:38 22:00 � 4:22

Tab. 8.8 � Moyenne et écart-type des indicateurs de congestion pour une tari�cation par
niveau

La �gure 8.8 présente les dépassements de capacité moyens observés pour 1000 journées
de tra�c simulé si une tari�cation par niveau est mise en place. Les prix �xés sont ceux
obtenus avec la méthode Tabou pour 
 = 0:5. Le dépassement moyen de capacité est
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maximal dans le secteur 28 en période 52, il est égal à 1.84. C'est une valeur supérieure au
dépassement mesuré dans le même secteur à la même période en l'absence de tari�cation.
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Fig. 8.8 � Dépassement moyen de capacité des secteurs aériens (prix établis avec la mé-
thode Tabou)

La �gure 8.9 présente l'ensemble des couples (secteur, période) où un dépassement de capa-
cité peut être observé. Même si globalement la tari�cation par niveau permet de diminuer
les amplitudes de dépassement de capacité, elle peut engendrer des e�ets contraires à ceux
attendus. Par exemple, dans le secteur 28 en période 15, la congestion est réduite de moitié
mais le surplus de demande s'est reporté sur les périodes 16 et 17.

Pour des scénarios de tra�c plus complexes, la tari�cation par niveau est moins performante
qu'une tari�cation où les prix sont �xés indépendamment les uns des autres. En e�et, il
est plus di�cile d'orienter le tra�c en utilisant seulement quatre niveaux de prix.

Les prix d'utilisation de l'espace aérien

Comme en tari�cation continue, il est nécessaire de �xer un prix maximal de secteur pour
éviter que le prix d'achat des options de route et de période de décollage soit trop important
par rapport au coût d'exploitation du vol. Une valeur de 0.5 pour le coe�cient 
 intervenant
dans le calcul du prix maximal (équation 7.35) s'avère judicieux.
On peut comparer les prix d'utilisation de l'espace aérien établis par une tari�cation par
niveau avec ceux �xés par le système actuel de redevances. La méthode de comparaison
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Fig. 8.9 � Couples (secteur, période) avec dépassement de capacité avant et après tari�ca-
tion (prix établis avec la méthode Tabou)
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est la même que celle décrite dans la partie 7.6.3 du chapitre 7. Si les prix d'options sont
optimisés avec la méthode du recuit à variables mixtes, ils sont généralement plus élevés
que les prix des redevances actuelles. D'ailleurs, la recette totale s'élève à 347712 euros
contre 195900 euros pour le système actuel. Si les prix d'options sont optimisés avec la
méthode Tabou, la plupart d'entre eux sont nuls et dans ce cas l'espace aérien n'est pas
su�samment tarifé pour couvrir les coûts du contrôle aérien.
Dans les deux cas, les utilités d'options qui résultent d'une tari�cation par niveau sont
di�érentes de celles obtenues avec une tari�cation où les prix sont indépendants les uns des
autres, et cela dépend de la méthode d'optimisation utilisée. L'augmentation des utilités
constatée dans l'exemple précédent est donc un fait non généralisable.

8.5 Conclusion

La deuxième stratégie de tari�cation des secteurs aériens consiste à limiter le nombre de
valeurs de prix. Le calcul des prix de secteurs est alors formulé comme un problème d'op-
timisationmixte à variables continues et discrètes. Il s'agit de calculer des valeurs de prix
et d'a�ecter un niveau de prix à chaque couple (secteur, période). Pour résoudre ce pro-
blème, trois approches ont été envisagées. Elles ont été testées sur un exemple académique.
Il ressort que la première approche qui utilise une méthode de gradient pour calculer les
valeurs de prix n'est pas performante. En e�et, pour une a�ectation de prix donnée, le
critère d'optimisation n'est pas convexe et le méthode se heurte au problème de minimums
locaux. La recherche conjointe d'un ensemble de prix et d'une a�ectation, avec un algo-
rithme de recuit simulé, ou une méthode Tabou, s'avère être plus e�cace.
Ces deux approches ont été retenues pour être appliquées à un exemple plus réaliste. Les
résultats montrent qu'il est plus di�cile de s'approcher de la cible avec une tari�cation par
niveau qu'avec une tari�cation où les prix sont �xés indépendamment les uns des autres.
Le critère d'optimisation décroît avec le nombre de valeurs de prix utilisées. C'est un ré-
sulat tout à fait compréhensible. En e�et, limiter le nombre de valeurs de prix revient à
ajouter des contraintes au problème d'optimisation. Plus ce nombre est petit, plus il y a
de contraintes et plus le critère optimum est élevé.
En limitant le nombre de valeurs de prix, les possibilités d'atteindre la cible sont réduites, et
logiquement, les e�ets sur la congestion des secteurs sont moins importants voire contraires
aux espérances. Cette di�érence n'est pas visible pour l'exemple académique mais apparaît
plus nettement pour un réseau aérien plus complexe. Les mesures de congestion issues des
simulations de tra�c en présence de tari�cation indiquent que l'amplitude des dépassements
de capacité a baissé, mais que leur nombre est resté quasiment le même. Il arrive, que dans
certains secteurs, la congestion ait augmentée ou se soit reportée sur des périodes voisines.
Comme en tari�cation continue, il est nécessaire de �xer un prix maximal de secteur pour
éviter d'établir des prix d'options trop grands. Et une contrainte sur le montant des recettes
pourrait être ajoutée. La mise en place d'une tari�cation par niveau propose une lecture
plus simple des prix de secteurs mais les gains en terme de diminution de la congestion sont
plus faibles. Il y a donc un compromis à faire entre le nombre de niveaux de prix utilisé et
les gains souhaités.
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8.6 Contributions

Pour réduire la congestion de l'espace aérien, il faudrait que le tra�c soit mieux étalé dans
l'espace et dans le temps. Des études ont montré qu'il est possible de trouver une a�ec-
tation de routes et de créneaux de décollage qui favorise une meilleure répartition de la
charge de travail entre les contrôleurs des di�érents secteurs aériens. Pour orienter le tra�c
et parvenir à cette cible, deux types de mesures peuvent être prises, une mesure arbitraire
qui consiste à imposer aux compagnies aériennes les routes et les horaires de leurs vols, ou
une mesure incitative qui passe par un processus de tari�cation.
Notre travail a été de construire un système de tari�cation de l'espace aérien, de mesurer
son in�uence sur l'orientation du tra�c et son e�cacité sur la réduction de la congestion.
Pour établir un système de tari�cation induisant une diminution de la congestion, nous
avons examiné les principes d'a�ectation de tra�c et de tari�cation développés en trans-
port. Le mode de tari�cation retenu consiste à faire payer aux compagnies aériennes des
taxes d'entrées dans les secteurs aériens, ces taxes étant modulables dans le temps. Ainsi,
à la dé�nition du plan de vol, la compagnie prend en compte les di�érents prix appliqués
suivant la route et la période de décollage choisie et elle porte son choix sur une option qui
répond le mieux à ses intérêts pratiques et �nanciers.
Pour parvenir à une tari�cation adéquate des secteurs aériens, la première étape a consisté
à modéliser le processus de décision des compagnies aériennes en fonction des prix de
secteurs. Le modèle adopté a été le modèle Logit, c'est un modèle probabiliste de choix
discrets. Il suppose que les décisions des compagnies concernant leurs vols dépendent d'uti-
lités associées à chaque option de route et de période de décollage. Chaque utilité est la
somme d'un coût de route, d'un coût de retard et d'un prix d'achat d'option. Ce prix
d'option est lui-même la somme des prix d'entrée dans les di�érents secteurs traversés par
la route.
La première étape de modélisation a permis la construction d'une procédure de simulation
de tra�c et a conduit à la dé�nition de deux problèmes :

� Un problème d'identi�cation pour estimer les di�érents paramètres du modèle en
s'appuyant sur des statistiques d'observation du tra�c.

� Un problème de calcul de prix de secteurs pour orienter les décisions des compagnies
vers la cible.
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Ces deux problèmes ont été formulés comme des problèmes de minimisation d'écart quadra-
tique. Nous avons dressé un bilan des méthodes d'optimisation existantes pour sélectionner
celles qui sont les plus appropriées aux problèmes posés.
Pour l'identi�cation des paramètres, il s'agit de minimiser l'écart, pour chaque option,
entre un nombre moyen de vols observés et un nombre de vols calculés à partir du modèle.
Une structure pour les utilités du modèle permettant de réduire le nombre de paramètres a
été proposée. Sur cette base, une méthode de recuit simulé permet de résoudre le problème
d'optimisation et, dans la mesure où le nombre de jours observés est su�samment grand,
d'obtenir des valeurs de paramètres proches des valeurs réelles. De plus, une analyse de
la sensibilité des prix et de la réduction de la congestion aux erreurs d'estimation a été
réalisée à l'aide des programmes de simulation et de calcul de prix.
Pour �xer des prix de secteurs, il s'agit de minimiser l'écart entre un nombre de vols dé�nis
par une cible et un nombre de vols issus du modèle.
Dans un premier temps, nous avons établi des prix par secteur et par période indépen-
damment les uns des autres. Pour ce faire, la méthode du gradient et la méthode du recuit
simulé ont été adaptées au calcul des prix et enrichies par des procédés visant à améliorer
leurs performances au niveau de la vitesse de convergence (deuxième et troisième version
de l'algorithme du recuit simulé). Les résultats obtenus sur trois scénarios de tra�c ont
donné l'avantage aux versions 2 et 3 du recuit simulé qui fournissent des prix pour lesquels
la distance à la cible est fortement réduite. Ceci indique qu'il y a possibilité de réguler
partiellement et non totalement le �ux de tra�c par les prix.
Dans un deuxième temps, nous avons rendu le système de tari�cation plus simple, en limi-
tant le nombre de valeurs de prix. Pour trouver un ensemble de valeurs de prix et a�ecter
un niveau de prix à chaque couple (secteur, période), trois approches ont été envisagées.
Les méthodes stochastiques telles que le recuit simulé et la méthode Tabou se sont révélées
être les plus e�caces pour traiter le problème. Mais on a vu qu'il est plus di�cile d'orienter
le tra�c en ajoutant de telles contraintes sur les prix.
En�n, pour évaluer les impacts du système de tari�cation sur la congestion aérienne, nous
avons construit deux indicateurs de congestion qui concernent le nombre de dépassements
de capacité dans les secteurs aériens et leurs amplitudes. Nous avons intégré le calcul de
ces deux indicateurs pour mesurer l'état de congestion de l'espace aérien. En comparant les
mesures obtenues pour deux scénarios de tra�c, on a constaté que la mise en application
du système de tari�cation dynamique des secteurs aériens permettrait de réduire en grande
partie les problèmes de congestion sans pour toutefois les éliminer.
Ce système pourrait se substituer au système actuel de redevances aériennes à condition de
respecter deux conditions essentielles. La première, déjà prise en compte, consiste à �xer
un prix de secteur maximal pour que les prix d'achat des options ne représentent pas une
trop grande part des coûts de vol. La deuxième condition repose sur l'équilibre entre les
recettes dégagées par les redevances actuelles et celles du nouveau système.
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8.7 Perspectives

La recherche d'une politique de tari�cation pour la réduction de la congestion en trans-
port aérien est un domaine nouveau et de nombreuses voies peuvent être explorées. En ce
qui concerne l'approche proposée dans cette thèse, les e�orts doivent se poursuivre dans
plusieurs directions.
Au niveau de la modélisation, il faudrait pouvoir intégrer des contraintes opérationnelles
plus spéci�ques telles que le respect des connexions entre les vols. Les coûts de routes
pourraient inclure des coûts de congestion correspondant aux retards imposés aux avions
en route, à cause d'une congestion résiduelle dans certains secteurs. Le modèle devrait
aussi prendre en compte les vols qui ne suivent pas de calendriers horaires comme les vols
charters.
Le problème d'identi�cation des paramètres du modèle nécessite des améliorations autant
dans sa formulation que dans sa résolution. Il reste à préciser, dans les cas réels, les consé-
quences d'une identi�cation imparfaite des paramètres sur la tari�cation.
En examinant le contexte opérationnel, on remarque que les algorithmes développés pour
l'optimisation des prix de secteurs ont besoin d'adaptation pour envisager leur utilisation
sur le réseau aérien réel. En e�et, les temps d'exécution, notamment pour la tari�cation
par niveau, sont déjà importants pour un scénario de tra�c incluant seulement 433 vols
(contre 7000 vols enregistrés en moyenne par jour sur le territoire français). Une idée serait
de décomposer le problème en plusieurs sous problèmes en découpant l'horizon de temps
et en travaillant avec une fenêtre temporelle glissante.
Pour mesurer les e�ets de la tari�cation sur la congestion, la métrique utilisée est très
simple, elle est seulement liée au nombre d'avions dans le secteur, et au nombre d'avions
entrant et sortant. Il est tout à fait envisageable de la modi�er pour tenir compte des
con�its aériens potentiels. En disposant d'un meilleur modèle de congestion, il serait in-
téressant d'optimiser les prix de secteurs pour minimiser directement la congestion sans
passer par l'intermédiaire d'une cible.
Jusqu'à présent, les résultats obtenus concernent des scénarios de tra�c avec une structure
de réseau simpli�ée et les cibles sont construites de manière ad hoc. Il faudrait maintenant
travailler avec des données réelles de tra�c et des cibles issues d'un processus d'optimisa-
tion pour savoir jusqu'à quel point une tari�cation dynamique des secteurs aériens permet
de réduire la congestion.
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Annexe A

Modèles probabilistes de choix
discrets

A.1 Introduction

Depuis une vingtaine d'année, les modèles de choix discrets jouent un rôle important dans
la prédiction du comportement pour les choix individuels. Ces modèles ont révélé leur
intérêt dans plusieurs domaines tels que le marketing, la psychologie comportementale, et
les études sur le transport. En transport, ils se présentent comme des outils d'analyse de la
demande. Ils caractérisent le processus de décision portant sur le choix d'une destination,
d'un mode de transport, d'une heure de départ, d'une route, etc. La base théorique à tous
ces modèles repose sur une quantité appelé utilité qui exprime la préférence de l'individu.
Les di�érentes parties de cette annexe sont inspirées des travaux de Ben-Akiva et Bierlaire
[AB99].

A.2 Principe général

Dans les modèles de choix discrets, le preneur de décisions est supposé être un individu
(une seule personne ou un groupe de personnes, dans ce dernier cas, les décisions internes
au groupe sont ignorées, seule la décision du groupe compte). L'individu est confronté à un
choix parmi un ensemble �ni d'alternatives. Chaque alternative de choix est caractérisée
par un ensemble d'attributs. Il s'agit, par exemple pour le choix d'une route, du temps de
parcours, ou d'une fonction relative à ce temps de parcours. L'individu examine les di�é-
rentes options qui s'o�rent à lui et prend une décision. Dans les modèles de choix discrets,
le processus de décision est basé sur la théorie de l'utilité : une valeur de préférence (uti-
lité) est associée à chaque alternative et l'individu sélectionne l'option avec la plus forte
utilité. Cette vision du processus de décision est trop restrictive. Pour prendre en compte
la complexité du comportement humain, les modèles doivent inclure une dimension proba-
biliste. Selon les hypothèses faites sur le processus de décision, on distingue deux familles
de modèle : certains modèles considèrent que la règle de décision est probabiliste, d'autres
considèrent des règles de décision déterministes et l'incertitude repose sur l'incapacité de
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l'individu à avoir une connaissance complète du problème. L'utilité est alors modélisée par
une variable aléatoire re�étant les incertitudes liées aux caractéristiques des alternatives.
Ces modèles intégrant des utilités aléatoires sont les plus répandus dans le domaine du
transport. Mathématiquement, l'utilité que l'individu i associe à l'alternative a s'écrit :

U i
a = V i

a + "ia (A.1)

où V i
a désigne la partie déterministe de l'utilité et "ia le terme stochastique. La probabilité

que l'alternative a soit choisie par l'individu i parmi un ensemble C d'alternatives est :

P i
C(a) = P [U i

a = maxb2CU
i
b ] (A.2)

Suivant la densité de probabilité choisie pour les variables aléatoires "a, et les hypothèses
faites sur la partie déterministe, on distingue plusieurs familles de modèles.

A.2.1 Le terme aléatoire de l'utilité

Pour introduire les principaux modèles obtenus à partir de lois de distribution di�érentes,
on s'intéresse au choix binaire. La probabilité qu'un individu donné choisisse l'alternative
(1) parmi deux alternatives (1) et (2) est :

P(1;2)(1) = P [U1 � U2]

= P [V1 + "1 � V2 + "2]

= P [V1 � V2 � "2 � "1] (A.3)

Le modèle linéaire

Les variables aléatoires suivent une densité de probabilité uniforme f dé�nie par :

f(x) =

�
1
2L si x 2 [�L;L]
0 sinon

(A.4)

avec L 2 <+ une constante arbitraire. Dans ce cas, la probabilité de choisir l'alternative
(1) est donnée par :

P(1;2)(1) =

8<
:

0 si V1 � V2 < �L
V1�V2+L

2L si � L � V1 � V2 � L

1 si V1 � V2 > L

(A.5)

Le modèle linéaire pose problème pour des applications réelles car il ne tient pas compte
des valeurs extrêmes d'utilités.

Le modèle Probit (Normal Probability Unit)

Les variables aléatoires sont normalement distribuées. La densité de probabilité f est dé�nie
par :

f(x) =
1

�
p
2�

exp�1
2

�x
�

�2
(A.6)



A.2 Principe général 163

Par exemple, pour le modèle de choix binaire, si "1 et "2 sont normalement distribuées, de
moyenne nulle, de variances respectives �21 et �22 , et de covariance �12, la probabilité de
choisir l'alternative 1 s'écrit :

P(1;2)(1) =

Z V1�V2

�1

1

�
p
2�

e�
1
2 (

x
� )

2

dx (A.7)

avec �2 = �21 + �22 � 2�12 la variance de ("2 � "1). Cette fonction de probabilité n'a pas
de forme analytique explicite. A cause de sa complexité, très peu d'applications utilisant
le modèle Probit ont été développées.

Le modèle Logit (Logistic Probability Unit)

Le modèle Logit est le modèle le plus largement utilisé en pratique. Les variables aléatoires
"a sont des variables de Gumbel indépendantes et identiquement distribuées. La densité
de Gumbel est dé�nie par :

f(x) = �e��(x��)e�e
��(x��)

(A.8)

avec � 2 < un paramètre de localisation et � 2 <; � > 0, un paramètre d'échelle. La
moyenne de la distribution de Gumbel est :

� +



�
(A.9)

où 
 = limn!+1
Pi=n

i=1
1
i
� ln(n) � 0:5772 est la constante d'Euler. La variance est :

�2 =
�2

6�2
(A.10)

La distribution de Gumbel est une approximation de la loi Normale. Si "1 (resp. "2) est
une variable de Gumbel de paramètres �1 (resp. �2) et �, " = ("2 � "1) suit une loi de
distribution �logistique� de paramètres (�2 � �1) et �. La densité de probabilité g de la
distribution �logistique� (avec �1 = �2 = 0) est :

g(x) =
�e��x

(e��x + 1)2
(A.11)

avec � 2 <; � > 0. Par conséquent :

P(1;2)(1) =

Z V1�V2

�1
g(x)dx

=

�
1

e�� + 1

�V1�V2
�1

=
1

e��(V1�V2) + 1

=
e�V1

e�V1 + e�V2
(A.12)

Le modèle Logit pour un choix non binaire, le modèle Logit emboîté sont deux modèles
dérivés du modèle Logit. Une description de ces modèles est donné par la suite.
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A.2.2 Le terme déterministe de l'utilité

L'utilité associée à chaque alternative est une fonction des attributs de cette alternative et
du preneur de décisions. Ainsi, la part déterministe de l'utilité que l'individu i associe à
l'alternative a est :

V i
a = V i

a (x
i
a) (A.13)

où xia est un vecteur contenant tous les attributs relatifs à l'individu i pour l'alternative
a. En général, l'utilité est une fonction linéaire des attributs :

V i
a (x

i
a) = �1x

i
a(1) + �2x

i
a(2) + :::+ �nx

i
a(n) =

nX
k=1

�kx
i
a(k) (A.14)

où �1;�2;:::;�n sont des paramètres à estimer.

A.3 Le modèle Logit pour un choix non binaire

Le modèle Logit est construit à partir de l'hypothèse que les termes aléatoires des utilités
sont des variables de Gumbel indépendantes, identiquement distribuées, de paramètre de
localisation nul et de paramètre d'échelle �. Introduit dans le contexte d'un choix binaire,
il peut être étendu au choix parmi plusieurs alternatives. Dans ce cas, on parle de modèle
Logit Multinomial. Pour plus de détails, il est préférable de se référer aux travaux de
Ben-Akiva et Lerman [AL85]. La probabilité qu'un individu donné choisisse l'alternative i
parmi un ensemble C d'alternatives est :

PC(i) =
e�ViP

k2C e�Vk
(A.15)

Ce modèle possède une propriété qui peut se formuler ainsi : le quotient des probabilités
de deux alternatives est indépendant de l'ensemble d'alternatives. Par exemple, pour deux
ensembles d'alternatives S et Z tels que S � Z � C, et pour deux alternatives a1 et a2
dans S, on a :

PS(a1)

PS(a2)
=
PZ(a1)

PZ(a2)
(A.16)

Pour certaines applications, cette propriété peut poser problème. Nous prenons l'exemple
d'un choix entre 3 routes f1;2a;2bg (voir �gure A.1) pour illustrer les limitations du modèle
Logit. L'utilité associée à chaque route correspond à l'opposée des temps de parcours de
chaque route : V1 = V2a = V2b = �T , le temps de parcours sur les portions de route a et b
est égal à Æ, supposé négligeable par rapport à T. Pour cet exemple,

Pf1;2a;2bg(1) = Pf1;2a;2bg(2a) = Pf1;2a;2bg(2b) =
e��TP

k2f1;2a;2bg e��T
=

1

3
(A.17)

Ce résultat est contraire à l'intuition. Pour des valeurs de Æ su�samment petites, on s'at-
tend à des probabilités proches de 50%(1), 25% (2a) et 25% (2b). En fait, les alternatives
2a et 2b sont trop similaires et l'hypothèse d'indépendance des termes aléatoires des uti-
lités n'est plus valide. Le modèle Logit par emboîtement ou Nested Logit permet de tenir
compte des corrélations entre les alternatives.
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route 1

route 2

a

b

Fig. A.1 � Exemple de choix entre 3 routes

A.4 Le modèle Logit emboîté

Ce modèle issu du modèle Logit est basé sur la partition de C en m sous-ensembles Ck

tels que :

C = [k=mk=1 Ck (A.18)

et Ck \ Cl = ; 8k 6= l.
La fonction d'utilité associée à chaque alternative est composée d'un terme spéci�que à
l'alternative et d'un terme relatif au sous-ensemble d'appartenance. Si i 2 Ck,

Ui = Vi + "i + VCk
+ "Ck

(A.19)

Les termes "i et "Ck
sont supposés indépendants. Comme pour le modèle Logit Multinomial,

les variables "i sont des variables de Gumbel indépendantes et identiquement distribuées
de paramètre d'échelle �k. Les variables "Ck

suivent une loi de distribution telle que la
variable maxj2Ck

Uj est une variable de Gumbel de paramètre d'échelle �. Une utilité dite
�composite� est associée à chaque sous-ensemble, elle est dé�nie pour le sous-ensemble Ck

par :

V 0
Ck

= VCk
+

1

�k
ln

0
@X
j2Ck

e�kVj

1
A (A.20)

où VCk
est la composante de l'utilité commune à toutes les alternatives du sous-ensemble

Ck. Le modèle probabiliste est dé�ni par :

PC(i) = PC(Ck)PCk
(i) (A.21)

PC(i) est la probabilité que l'alternative i 2 Ck soit choisie. PC(Ck) désigne la probabilité
de choisir une alternative de l'ensemble Ck et PCk

(i) la probabilité que l'alternative i soit
choisie sachant que le sous-ensemble Ck a été sélectionné.

PC(Ck) =
e
�V 0CkPm

l=1 e
�V 0Cl

(A.22)
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PCk
(i) =

e�kViP
j2Ck

e�kVj
(A.23)

Les paramètres � et �k re�ètent la corrélation entre les alternatives d'un même sous-
ensemble. Si i;j 2 Ck,

�

�k
=
q
(1� corr(Ui;Uj)) (A.24)

Par conséquent : 0 � �
�k
� 1

Dans le modèle, seul le quotient �
�k

est signi�catif. Il n'est pas possible d'identi�er � et �k
séparément. Dans les applications, il est commode de �xer l'un ou l'autre des paramètres
à une valeur arbitraire. Nous revenons sur l'exemple présenté en �gure A.1 pour illustrer
l'utilisation du modèle Logit emboîté. L'ensemble de choix f1;2a;2bg est divisé en deux
sous-ensembles : C1 = f1g et C2 = f2a;2bg. Les composantes déterministes des utilités
sont : VC1 = �T , V1 = 0, VC2 = �T + Æ et V2a = V2b = �Æ. Pour les sous-ensembles, les
utilités composites sont : V 0

C1
= VC1 et V 0

C2
= VC2 +

1
�2

ln (e�2V2a + e�2V2b) = �T + Æ +
1
�2

ln (2e��2Æ) = �T + 1
�2

ln 2. Les probabilités de choisir l'un des sous-ensembles sont :

PC(C1) =
e�T

e�T + e
(�T+ ln 2

�2
)
=

1

1 + 2
1
�2

(A.25)

et

PC(C2) = 1� PC(C1) =
2

1
�2

1 + 2
1
�2

(A.26)

où la valeur de � est �xée à 1. Les probabilité de choix de chacune des routes sont :

PC(1) = PC(C1)PC1(1) = PC(C1) =
1

1 + 2
1
�2

(A.27)

et

PC(2a) = PC(C2)PC2(2a) =
e��2Æ

e��2Æ + e��2Æ
PC(C2) =

1

2

2
1
�2

1 + 2
1
�2

= PC(2b) (A.28)

Les probabilités PC(1),PC (2a) et PC(2b) sont des fonctions de 1
�2

avec 0 � 1
�2
� 1. Pour

1
�2

= 1, on retrouve les mêmes résultats qu'avec le modèle Logit Multinomial. Quand on
fait tendre �2 vers l'in�ni, la probabilité de choisir l'un ou l'autre des sous-ensembles est
égale à 1=2. Le modèle devient un modèle de choix binaire où les petits détours par a et b
sont ignorés dans le processus de décision.
Le modèle Logit emboîté peut être facilement étendu si les sous-ensembles sont à leur tour
divisés en sous-ensembles et ainsi de suite. Dans ce cas, la structure complexe du modèle
est représentée sous forme d'un arbre orienté. S'il est impossible de séparer les alternatives
en sous-ensembles distincts non corrélés, le modèle Logit emboîté est inapproprié. D'autres
modèles prenant en compte les corrélations entre les alternatives ont été développés. Par
exemple, Vovsha [Vov97] a proposé un modèle d'emboîtements croisés (cross-nested) dans
lequel les alternatives peuvent appartenir à plusieurs sous-ensembles. En fait, ce modèle,
tout comme les modèles Logit et Logit emboîté sont des cas particuliers d'un modèle général
présenté par McFadden [McF78] et appelé modèle �Valeur extrême généralisée� (VEG) .
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A.5 Le modèle : Valeur extrême généralisée

Dans ce modèle issu de la théorie de l'utilité, la probabilité de choisir l'alternative i dans
un ensemble C de n alternatives est donnée par :

PC(i) =
eVi @G

@xi
(eV1 ;:::;eVn)

�G(eV1 ;:::;eVn)
(A.29)

où G est une fonction di�érentiable de <n+ dans < avec les propriétés suivantes :

1. G(x) � 0 pour tout x 2 <n+
2. G est homogène de degré � > 0, c'est-à-dire G(�x) = ��G(x) pour tout x 2 <n+, et

� 2 <
3. limxi!+1G(x1;:::;xi;:::;xn) = +1 pour tout i (1 � i � n)

4. Les dérivées partielles distinctes d'ordre k sont positives si k est impair, négatives
sinon. 8i1;:::;ik distincts 2 f1;:::;ng,

(�1)k @kG

@xi1 :::@xik
(x) � 0 8x 2 <n+ (A.30)

Le modèle Logit est obtenu avec :

G(x) =
i=nX
i=1

x�i (A.31)

Le modèle Logit emboîté est un cas particulier du modèle (VEG) pour :

G(x) =
X
k

0
@X
i2Ck

x�ki

1
A

�
�k

(A.32)

Le modèle VEG o�re un cadre théorique au développement de nouveaux modèles de choix
discrets.

A.6 Application aux choix de routes et d'heures de départ

En transport, les modèles de choix sont utilisés pour prédire la répartition du tra�c sur
le réseau. Il peut s'agir d'une répartition de tra�c dans l'espace ou dans le temps. Le
problème de choix d'une route et d'une heure de départ peut être traité séparément ou
conjointement.

A.6.1 Problème de choix de routes

Pour construire un modèle de choix de routes, la première étape consiste à dé�nir l'ensemble
de routes possibles. Dans un réseau de transport routier, on peut imaginer qu'un utilisateur
puisse emprunter n'importe quel chemin reliant l'origine à sa destination. Dans ce cas, le
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nombre de routes possibles est calculable mais très élevé. En général, seul un ensemble
restreint de routes est retenu. Les routes sélectionnées sont les routes les plus courtes et
préférées par les utilisateurs. Dans une seconde étape, il faut choisir les attributs à inclure
dans la fonction d'utilité associée aux routes. Les attributs généralement utilisés sont :

� Le temps de parcours

� La longueur de la route

� Les coûts de péage

� Les attributs liés aux conditions de tra�c (nombre de feux de croisement, nombre de
virages en tra�c routier, type de la route, niveau de congestion,...)

Pour obtenir une formulation homogène de la fonction d'utilité, il est commode d'évaluer
les attributs en terme de coût (coût d'une minute de trajet, coût du kilomètre parcouru). Si
l'utilité est supposée être déterministe, le problème de maximisation de l'utilité est résolu
par un algorithme de plus courts chemins dans un graphe (algorithme de Dijkstra). Dans
le cas contraire, les modèles stochastiques (modèle Probit, modèle Logit et dérivés) sont
utilisés.

A.6.2 Problème de choix d'heures de départ

La modélisation du choix d'une heure de départ apparaît dans les problèmes d'a�ectation
dynamique du tra�c. Dans la construction d'un tel modèle, la dé�nition de l'ensemble de
choix s'avère di�cile. Premièrement, le temps doit être discrétisé. Il ne s'agit pas d'un choix
d'une date précise mais plutôt d'un intervalle de temps (par exemple, départ entre 8h et
8h15). Il faut réaliser un compromis entre la �nesse de la discrétisation et la complexité
du modèle. Tout dépend de l'application traitée. Par exemple, pour des trajets de longue
durée, le ra�nement au quart d'heure est su�sant. L'ensemble de choix est donc constitué
d'un nombre �ni de créneaux horaires. Les créneaux horaires de départ acceptables sont
en général dépendant de l'heure d'arrivée souhaitée et de la longueur des trajets. Les
attributs associés à un créneau horaire sont généralement le temps de parcours et le retard
par rapport à une heure préférée d'arrivée. Small [Sma82] et Cascetta [CNB92] utilisent
un modèle Logit Multinomial pour le choix d'heures de départ. Ben-Akiva et al [BAPK86]
propose un modèle Logit emboîté pour traduire le processus de choix simultané d'une route
et d'une date de départ, l'utilité associée à ce choix est une fonction linéaire du temps de
parcours, du montant du péage prélevé et du retard (exprimé comme la di�érence entre
l'heure d'arrivée réelle et celle désirée).

A.7 Conclusion

Dans cette annexe, les principaux aspects de la théorie des choix discrets ont été présentés.
Les modèles probabilistes de choix discrets et plus particulièrement, les modèles intégrant
des utilités aléatoires se révèlent très intéressants pour décrire des processus de choix.
Ils sont largement exploités, dans le domaine du transport routier, notamment pour les
problèmes d'a�ectation dynamique et stochastique, où les utilisateurs sont confrontés à
un choix de routes et d'heure de départ. Parmi ces modèles, le modèle Logit Multinomial
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présente l'avantage d'être facile à construire et à utiliser. Adapté pour les problèmes de
transport, c'est celui que nous avons retenu pour modéliser le choix de routes et de périodes
de décollage par les compagnies aériennes en fonction des prix d'entrée de secteurs.
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Annexe B

Modèle de tari�cation pour la
congestion aéroportuaire (Daniel)

Dans cette annexe, les travaux de Daniel [Dan97], concernant le calcul d'une taxe de
congestion, sont présentés de manière synthétique. Le modèle utilisé re�ète plutôt une
situation de hub : les avions ont tous le même horaire préférentiel d'arrivée et de départ à
l'intérieur d'une courte période pendant laquelle s'e�ectuent toutes les correspondances. Ce
modèle s'inspire des travaux de Vickrey [Vic69] étendus par Arnott, de Palma et Lindsey
[APL94].

B.1 Formulation mathématique

On considère que sur une certaine période
h
tq;t

0

q

i
, N avions doivent atterrir. Supposons

qu'au plus s avions peuvent atterrir par unité de temps. Si le taux d'arrivée des avions
dépasse le taux de service, les avions en attente d'atterrir forment une queue. Un avion qui
rejoint la queue à la date t a une durée totale d'attente en queue égale à T (t).

Ce temps d'attente est égal à :

T (t) = D(t)=s (B.1)

où D(t) est le nombre d'avions en queue. Notons t� l'heure préférée d'atterrissage et ~t la
date à laquelle l'avion rejoint la queue pour atterrir à t�. On a :

~t+ T (~t) = t� (B.2)

Si un avion arrive en queue à la date t < ~t, il est en avance de t� � t� T (t) par rapport à
l'heure préférée d'atterrissage. Si un avion arrive en queue à la date t > ~t, il est en retard
de t + T (t) � t� par rapport à l'heure préférée d'arrivée. Le coût d'atterrissage comprend
l'attente dans la queue et le coût d'un atterrissage prématuré ou tardif par rapport à
l'horaire désiré. Le coût total d'atterrissage est égal à C :

C = �(temps de l'attente en queue) + �(temps d'avance) + 
(temps de retard) (B.3)
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où �, �, 
 sont des coe�cients réels. Une arrivée en avance est supposée être moins coûteuse
que l'attente en queue : � > �.
Les avions qui arrivent entre tq et ~t subissent de l'attente et arrivent en avance (Rappel :
tq désigne la date à laquelle le premier avion arrive pour atterrir et tq 0 la date d'arrivée du
dernier avion). Leur coût d'atterrissage est égal à :

�T (t) + �(t� � t� T (t)) (B.4)

Les avions arrivant en queue à la date ~t subissent de l'attente mais arrivent à l'heure. Leur
coût d'atterrissage est égal à :

�T (~t) (B.5)

Les avions qui arrivent entre ~t et tq0 subissent de l'attente et arrivent en retard. Leur coût
d'atterrissage est égal à :

�T (t) + 
(t+ T (t)� t�) (B.6)

A l'équilibre, tous les avions subissent le même coût d'atterrissage. On a donc les égalités
suivantes : �

�T (t) + �(t� � t� T (t)) = �T (~t) 8tq � t < ~t

�T (t) + 
(t+ T (t)� t�) = �T (~t) 8~t < t � tq
0 (B.7)

Pour t = tq, T (tq) = 0, on a :

�(t� � tq) = �(t� � ~t) (B.8)

Pour t = tq
0, T (tq 0) = 0, on a :


(tq
0 � t�) = �(t� � ~t) (B.9)

En admettant que les avions atterrissent les uns à la suite des autres sans interruption, la
relation tq

0 = tq +
N
s
est satisfaite. On en déduit :

tq = t� � 



 + �

N

s
(B.10)

tq
0 = t� +

�


 + �

N

s
(B.11)

~t = t� � �


�(
 + �)

N

s
(B.12)

B.2 Calcul des taxes de congestion

A partir des relations précédentes, il est possible de construire un graphique B.1 représen-
tant les arrivées et les atterrissages en fonction du temps. Comme tous les avions subissent
le même coût d'atterrissage, le coût total, en l'absence de péage, est :

TTC = N�T (~t) = �(t� � ~t)N =
�


� + 


N2

s
(B.13)
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Fig. B.1 � Arrivées et atterrissages cumulés

Du point de vue social, le coût d'attente des avions souhaitant atterrir est une �perte� qui
peut être recouverte en imposant une taxe modulable dans le temps égale au coût d'attente
que l'avion aurait subi en l'absence de péage. Avec une telle structure de péage, le taux
d'arrivée égalise le taux d'atterrissage. Il n'y a plus de �le d'attente. Il su�t de calculer le
montant de la taxe � pour un atterrissage à la date t. En l'absence de péage, un avion qui
atterrit avant tq ou après tq 0 n'a pas subi d'attente donc :

�(t) = 0 t < tq
�(t) = 0 t > tq

0 (B.14)

En l'absence de péage, un avion qui arrive à la date ti et atterrit à la date t comprise entre
tq et t� subit un coût d'attente égal à :

�T (ti) = �(t� ti) (B.15)

On déduit graphiquement l'égalité suivante :

t� ti

t� � ~t
=

t� tq
t� � tq

t� ti =
(t� t�) + (t� � tq)

t � �tq � (t� � ~t)

T (ti) =

�
s(
 + �)


N
� (t� t�) + 1

�
� �


�(
 + �)

N

s

T (ti) =
�


�(
 + �)

N

s
+
�

�
(t� t�) (B.16)
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On en déduit le montant de la taxe à appliquer :

�(t) = a� (t� � t)� tq < t � t� (B.17)

avec

a =
�


(� + 
)

N

s
(B.18)

De la même manière, on peut calculer le montant de la taxe pour un avion qui atterrit à
la date t comprise entre t� et tq0 :

�(t) = a� (t� t�)
 t� � t < tq0 (B.19)
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Annexe C

Modèle de tari�cation pour la
congestion aéroportuaire (Jansson)

Jansson [Jan98] examine le principe de tari�cation au coût marginal pour l'appliquer aux
problèmes de congestion aéroportuaire. Il modélise l'atterrissage (ou le décollage) des avions
sur une piste d'aéroport par un modèle de �le d'attente. Cette annexe synthétise le travail
de Jansson.

C.1 Formulation mathématique

La notation usuelle pour désigner un modèle de �le d'attente est : A=B=m.

� A indique la distribution de probabilité utilisée pour décrire l'arrivée (ou le départ)
des avions sur l'aéroport

� B la distribution de probabilité utilisée pour décrire le temps de service (le temps
d'atterrissage ou de décollage)

� m le nombre de serveurs disponibles (ici, le nombre de pistes libres)

Les deux modèles traités utilisent une loi de Poisson pour la loi d'arrivée. Le modèle d'ar-
rivée poissonnien traduit relativement bien l'arrivée des avions sur un aéroport durant les
périodes où la demande moyenne est assez constante et élevée. Dans le premier modèle, la
loi de service est une loi de Poisson, dans le second, elle est quelconque. On suppose qu'une
seule piste est utilisée (m = 1). Pour ces deux modèles, di�érentes classes d'utilisateurs
sont distinguées (avion privé, petit avion commercial, avion de plus grosse taille). Chaque
type i d'utilisateur a un taux d'arrivée �i avec � =

P
i �i, et un taux de service égal à �i

avec 1
�
=
P

i

�
�i
�

1
�i

�
. Le coût d'attente en queue par unité de temps d'un utilisateur de

type i est égal à ci. Le coût moyen d'attente par unité de temps et par utilisateur est égal
à c avec :

c =
X
i

�i
�
ci (C.1)



176 C. Modèle de tari�cation pour la congestion aéroportuaire (Jansson)

Le coût total d'attente par unité de temps vaut donc :

C = cLq (C.2)

où Lq représente l'espérance de longueur de queue. Jansson utilise la loi de Little [Lit61]
pour écrire :

C = c�Wq (C.3)

où Wq est l'espérance du temps d'attente en queue.
Pour le modèle de queue M/M/1,

Wq =
�=�

�� �
(C.4)

C.2 Calcul des taxes de congestion

Le coût marginal social pour un utilisateur additionnel de type i est égal à :

CMS(i) =
dC

d�i
= ciWq + c�

dWq

d�i
(C.5)

Pour le modèle de queue M/M/1,

dWq

d�i
=

�
2���
�i

�
� (1� �

�
)

(�� �)2
(C.6)

Le coût marginal social est la somme de deux termes, le premier correspond au coût
marginal privé. Le coût marginal privé est en fait le coût d'attente existant ressenti par
l'utilisateur additionnel. Le second terme correspond au coût supplémentaire qu'il impose
aux autres utilisateurs. L'idée générale de la tari�cation au coût marginal consiste à faire
payer une taxe à l'utilisateur égale à ce second terme. Mais l'introduction d'une taxe de
congestion modi�e la demande et présente donc des e�ets sur les taux d'arrivée. Il faut
donc calculer la nouvelle taxe de congestion en tenant compte des modi�cations des taux
d'arrivée et ainsi de suite jusqu'à ce qu'un équilibre s'installe. Si on connaît la fonction de
demande pour chaque type d'utilisateur, le point d'équilibre peut être calculé directement.
C'est le point d'intersection entre la courbe de demande inverse et la courbe du coût total
représentées sur la �gure(C.1). L'équilibre est unique. En e�et, le coût total est la somme
du coût de retard et de la taxe d'atterrissage. Ce coût augmente avec la demande. C'est une
fonction croissante de la demande. Le nombre d'avions souhaitant atterrir sur l'aéroport
diminue si les coûts d'atterrissage augmentent. La demande est une fonction décroissante
du coût total. Si on note xi, le coût d'atterrissage d'un avion de type i, son taux d'arrivée
�i(xi) est fonction de ce coût. Le taux d'arrivée total s'écrit :

�(x) =
X
i

�i(xi) (C.7)
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Demande

Coût total

Courbe de coût

Courbe de

capacité

demande inverse

Fig. C.1 � Courbes de demande inverse et de coût

où x = (x1;x2;:::)
T représente le vecteur coût. Le point d'équilibre pour chaque type i

d'utilisateur est déterminé à partir de l'équation :

xi = Coût d'attente + Taxe de congestion

xi = ciWq(x) +
�P

j cj�j(xj)
�
dWq(x)
d�i(xi)

(C.8)

Pour le modèle de queue M/M/1, et s'il n'y a qu'un seul type d'utilisateur, la recherche
d'équilibre correspond au calcul du point �xe x� qui véri�e :

x = c
�(x)=�(x)

�(x)� �(x)
+

c�(x)

(�(x)� �(x))2
(C.9)

La taxe d'atterrissage doit être égale à :

c�(x�)

(�(x�)� �(x�))2
(C.10)

Jansson utilise cette approche pour calculer, sur des exemples simples, et pour les deux
modèles de queue, les taxes de congestion aéroportuaires. Plus le taux de service d'un type
d'avion est faible, plus la taxe de congestion appliquée est élevée. De cette manière, les
avions, qui participent le plus à la congestion, sont les plus fortement taxés.
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Annexe D

Principaux résultats de convergence
du recuit simulé
en optimisation discrète

D.1 Modélisation de l'algorithme

Le mécanisme du recuit simulé qui consiste à transformer la con�guration courante par
une con�guration voisine est décrit au moyen de chaînes de Markov [AL93]. Une chaîne
de Markov est dé�nie à travers une matrice P de probabilité conditionnelle. Pij(k) est la
probabilité de se trouver dans l'état j à l'itération k en étant dans l'état i à l'itération k�1.
Dans le cas du recuit simulé, la probabilité Pij(k) traduit une probabilité de transition de
la con�guration i vers la con�guration j à l'itération k. Si la probabilité de transition
est indépendante de k, la chaîne de Markov est dite homogène, in-homogène dans le cas
contraire. Les probabilités de transition pour l'algorithme du recuit simulé sont dé�nies
par :

8i;j 2 X; Pij(k) =

�
Gij(�k)Aij(�k) si i 6= j

1�Pl2X;l 6=iGil(�k)Ail(�k) si i = j
(D.1)

où Gij(�k) est la probabilité de générer l'état j à partir de l'état i à la température �k, et
Aij(�k) la probabilité d'accepter l'état j généré à partir de l'état i. G(�k) ainsi dé�nie est
appelé matrice de génération et A(�k) matrice d'acceptation. Le paramètre de contrôle �
décroît au cours de l'algorithme. Le schéma de décroissance conduit à deux formulations
distinctes de l'algorithme :

� un algorithme homogène : l'algorithme est décrit par une séquence de chaînes de
Markov homogènes. Chaque chaîne est générée à une température �xée de valeur �
et � décroît entre chaque chaîne de Markov.

� un algorithme in-homogène : l'algorithme est décrit par une seule chaîne de Markov
de longueur in�nie. La valeur du paramètre de contrôle � décroît par palier.

Sous certaines conditions, l'algorithme du recuit simulé converge en probabilité vers l'en-
semble des solutions optimales. En d'autres termes, le recuit simulé trouve une solution
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en optimisation discrète

optimale avec la probabilité 1. Le résultat de convergence asymptotique s'écrit :

lim
k!+1

Proba fx(k) 2 X�g = 1 (D.2)

où x(k) désigne la solution obtenue après k itérations et X� l'ensemble des solutions opti-
males.

D.2 Modèle homogène

Pour l'algorithme homogène, ce résultat est véri�é si :

� chaque chaîne de Markov est de longueur in�nie

� certaines conditions sur les matrices A(�l) et G(�l) sont satisfaites

� liml!+1cl = 0

avec cl valeur du paramètre de contrôle de la lieme chaîne de Markov.
Les conditions décrites ci-dessous forment un ensemble de conditions su�santes de conver-
gence asymptotique :

1. 8� > 0 8i;j 2 X; 9p � 1; 9lo;l1;:::;lp 2 X avec l0 = i;lp = j;

et Glv lv+1(�) > 0 v = 0;1;:::;p � 1

2. 8� > 0 8i;j 2 X; Gij(�) = Gji(�)

3. 8� > 0 8i;j 2 X Aij(�) = 1 si f(i) � f(j)

Aij(�) 2 [0;1[ si f(i) < f(j)

4. 8� > 0 8i;j;l 2 X; Aij(�)Ajl(�)Ali(�) = Ail(�)Alj(�)Aji(�)

5. 8i;j 2 X avec f(i) < f(j) : lim�#0Aij(�) = 0

La condition (1) garantit que la chaîne de Markov est irréductible 1 apériodique 2 et donc
qu'il existe une unique distribution stationnaire ~q 3. Cette condition signi�e que chaque
solution peut être atteinte à partir de n'importe quelle autre solution en générant une
séquence �nie de solutions voisines. Les conditions (2),(3) et (4) assurent la réversibilité
du processus : qiPij = qjPji 8i;j 2 X. La condition (5) assure la convergence de la
distribution stationnaire vers l'ensemble des solutions optimales quand � tend vers 0. Les
conditions (3) et (4) sont satisfaites pour des matrices d'acceptation pour lesquelles les
améliorations de la solution sont toujours acceptées et les détériorations acceptées avec
une certaine probabilité dépendante du paramètre �. Par exemple, la fonction Accepte
dé�nie dans la partie 5.6.2 du chapitre 5 se traduit par la matrice d'acceptation :

Aij(�k) = exp(�(f(j)� f(i))+

�k
) 8i;j 2 X (D.3)

1. Une chaîne de Markov avec une matrice de transition P est irréductible si 8i;j 2 X, 9n > 1 tel que

[Pn]ij > 0.
2. Une chaîne de Markov est apériodique si 8i 2 X, le plus grand diviseur commun des n � 1 tels que

[Pn]ii > 0 vaut 1.
3. La distribution stationnaire d'une chaîne de Markov homogène avec la matrice de transition P est

dé�nie par le vecteur ~q tel que : qi = limk!1Probafx(k) = ijx(0) = jg 8j 2 X.
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où, pour tout a 2 <, a+ = a si a > 0 et a+ = 0 sinon. Cette matrice véri�e les conditions
(3) et (4). Les conditions de (1) à (5) sont su�santes mais non nécessaires à la convergence
en probabilité de l'algorithme homogène du recuit simulé. Dans la littérature, on trouve des
exemples de matrices de génération et d'acceptation ne satisfaisant pas ces conditions mais
conduisant à une preuve de convergence. Les résultats théoriques ne sont pas applicables
directement au recuit simulé car ils supposent un nombre in�ni d'itérations pour chaque
valeur de température �. La modélisation du processus de recuit par une chaîne de Markov
in-homogène semble donc plus adaptée. Dans ce cas, la chaîne de Markov in-homogène est
constituée d'un nombre in�ni de chaînes de Markov homogène, chacune de longueur �nie.

D.3 Modèle in-homogène

La preuve de convergence et la recherche de conditions que doivent satisfaire les matrices
de génération et d'acceptation s'avèrent plus complexes dans le cadre d'une modélisation
in-homogène du processus de recuit simulé. Dans la version originale du recuit, la matrice
de génération est dé�nie par :

8i;j 2 X; Gij(�k) =

�
1
� si j 2 V (i)

0 sinon
(D.4)

V (i) désigne le voisinage de i, c'est-à-dire l'ensemble des solutions construites à partir de
i. � désigne le cardinal de V (i), les tailles des voisinages étant supposées égales pour tout
i 2 X. La matrice d'acceptation courante est :

8i;j 2 X; Aij(�k) = exp(�(f(j)� f(i))+

�k
) 8i;j 2 X

Pour l'algorithme du recuit simulé ainsi dé�ni, le résultat de convergence existe sous les
conditions :

1. 8i;j 2 X; 9p � 1; 9lo;l1;:::;lp 2 X avec l0 = i;lp = j;

et Glv lv+1(�) > 0 v = 0;1;:::;p � 1

2. �k � �
log(k+k0)

; k = 0;1;:::

pour des valeurs de � > 0 et k0 > 2

Ces deux conditions sont des conditions su�santes de convergence. La deuxième condition
intervient dans la preuve de forte ergodicité de la chaîne de Markov. Cette preuve, très
technique, est abordée di�éremment suivant les auteurs et conduit à di�érentes estimations
de la valeur de �. Pour d'autres versions du recuit simulé, la convergence asymptotique a
été prouvé sous certaines conditions moins explicites. On peut citer les travaux de Anily
et Federgruen [AF87], et de Gelfand et Mitter [GM85].
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Annexe E

Un résultat particulier sur
l'identi�cation des paramètres

E.1 Énoncé

On veut montrer que s'il existe un ensemble de valeurs de paramètres E� qui véri�e :

NE!;`(i;j)[E�;X] =
1

M

m=MX
m=1

NO(!;`;m)(i;j) 8 ! 2W; `; i 2 R!; j 2 [1;T ] (E.1)

alors E� est solution optimale des deux problèmes d'identi�cation qui sont minimisation de
l'erreur quadratique (problème E.2) et maximisation de la vraisemblance (problème E.3).

Problème 1 : Minimisation de l'erreur quadratique

MinE

m=MX
m=1

X
!2W

X
`

X
i2R!

j=TX
j=1

h
NO(!;`;m)(i;j) �NE!;`(i;j)[E;X]

i2
(E.2)

Problème 2 : Maximisation de la vraisemblance

MaxE Q

m=MY
m=1

Y
!2W

Y
`

Y
i2R!

j=TY
j=1

h
PR!;`(i;j)[E;X]

iNO(!;`;m)(i;j)
(E.3)

Par dé�nition du problème :X
i

X
j

NO(!;`;m)(i;j) = NV!;` 8m = 1::M (E.4)

X
i

X
j

NE!;`(i;j)[E;X] = NV!;` (E.5)

Sans perte de généralité, on va restreindre la démonstration de ce résultat à un seul type
d'avion. Pour aussi faciliter la lecture des calculs, les notations sont simpli�ées.
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Soit le problème de minimisation :

MinEG1(E) =MinE
X
m

X
!

X
i

X
j

[d!ij(m)� y!ij(E)]
2 (E.6)

avec les fonctions d!ij et y!ij ayant les propriétés suivantes :X
i

X
j

d!ij(m) = N! 8m = 1::M (E.7)

X
i

X
j

y!ij(E) = N! (E.8)

On va montrer que s'il existe un ensemble de valeurs de paramètres E� qui véri�e :

y!ij (E
�) =

1

M

m=MX
m=1

d!ij(m) (E.9)

alors E� est solution du problème E.6, et aussi solution du problème d'identi�cation E.10 :

MaxEG2(E) =MaxE
Y
m

Y
!

Y
i

Y
j

[y!ij(E)]
d!ij(m) (E.10)

E.2 Démonstration

Pour le problème E.6, on écrit les conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre. Si
Ê est un minimum local, alors :

2
X
m

X
!

X
i

X
j

@y!ij
@E

(Ê)
h
d!ij(m)� y!ij(Ê)

i
= 0 (E.11)

2
X
!

X
i

X
j

@y!ij
@E

(Ê)

"X
m

d!ij(m)�My!ij(Ê)

#
= 0 (E.12)

Pour Ê = E�, cette condition est satisfaite.

Pour le problème E.10, on écrit les conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre.
Si Ê est un minimum local, alors :

X
!;i;j

@y!ij
@E

(Ê)A!ij(Ê) = 0 (E.13)

avec :

A!ij(Ê) = B!ij(Ê)

0
@X

m

0
@d!ij(m)y!ij(Ê)

(d!ij (m)�1)
Y
l 6=m

y!ij(Ê)d!ij(l)

1
A
1
A (E.14)

B!ij(Ê) =

0
@Y

m

Y
(�;r;s)6=(!;i;j)

y�rs(Ê)
d�rs(m)

1
A (E.15)
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On suppose qu'il existe Ê tel que A!ij(Ê) = 0 8!;i;j. On va montrer que Ê = E�. En
e�et, l'hypothèse précédente implique que pour chaque paire OD ! et pour tous couples
(i;j) et (u;v) distincts, les égalités suivantes sont véri�ées :

B!ij(Ê)

0
@X

m

0
@d!ij(m)y!ij(Ê)(d!ij(m)�1)

Y
l 6=m

y!ij(Ê)d!ij(l)

1
A
1
A

= B!uv(Ê)

0
@X

m

0
@d!uv(m)y!uv(Ê)

(d!uv(m)�1)
Y
l 6=m

y!uv(Ê)d!uv(l)

1
A
1
A (E.16)

En multipliant les deux membres de l'égalité par le produit y!ij(Ê)y!uv(Ê), on obtient :

B!ij(Ê)

0
@X

m

0
@d!ij(m)y!ij(Ê)

d!ij(m)
Y
l 6=m

y!ij(Ê)
d!ij(l)

1
A
1
A y!uv(Ê)

= B!uv(Ê)

0
@X

m

0
@d!uv(m)y!uv(Ê)d!uv(m)

Y
l 6=m

y!uv(Ê)
d!uv(l)

1
A
1
A y!ij(Ê)

(E.17)

B!ij(Ê)

 X
m

 
d!ij(m)

Y
l

y!ij(Ê)d!ij(l)

!!
y!uv(Ê)

= B!uv(Ê)

 X
m

 
d!uv(m)

Y
l

y!uv(Ê)
d!uv(l)

!!
y!ij(Ê)

(E.18)

B!ij(Ê)

 X
m

d!ij(m)

! Y
l

y!ij(Ê)d!ij(l)

!
y!uv(Ê)

= B!uv(Ê)

 X
m

d!uv(m)

! Y
l

y!uv(Ê)
d!uv(l)

!
y!ij(Ê) (E.19)

En supprimant les facteurs communs aux deux membres de l'égalité, on a �nalement : X
m

d!ij(m)

!
y!uv(Ê) =

 X
m

d!uv(m)

!
y!ij(Ê) (E.20)

En sommant membre à membre toutes les égalités de ce type pour chaque paire OD !, on
obtient :

X
u

X
v

 X
m

d!ij(m)

!
y!uv(Ê) =

X
u

X
v

 X
m

d!uv(m)

!
y!ij(Ê) (E.21)

 X
m

d!ij(m)

! X
u

X
v

y!uv(Ê)

!
= y!ij(Ê)

X
m

 X
u

X
v

d!uv(m)

!
(E.22)



186 E. Un résultat particulier sur l'identi�cation des paramètres

En utilisant les propriétés des fonctions d!uv et y!uv, on montre que : X
m

d!ij(m)

!
(N!) = y!ij(Ê)M (N!) (E.23)

y!ij(Ê) =
1

M

X
m

d!ij(m) (E.24)

La condition nécessaire d'optimalité associé au problème E.10 est véri�ée pour Ê = E�.
En conclusion, on peut dire qu'un ensemble de paramètres E� véri�ant :

y!ij (E
�) =

1

M

m=MX
m=1

d!ij(m) (E.25)

satisfait aux conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre des problèmes E.6 et
E.10.
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Annexe F

Exemple 1

F.1 Scénario

F.1.1 Réseau

On considère une partie de l'espace aérien français découpée en 23 secteurs. Le réseau
comprend quatre paires OD :

� LFPO-LFBO : Paris Orly - Toulouse

� LFBO-LFPO : Toulouse - Paris Orly

� LFPG-LFBO : Paris Charles de Gaulle - Toulouse

� LFBO-LFPG : Toulouse - Paris Charles de Gaulle

Il y a trois routes possibles pour les trois premières paires OD et quatre routes possibles
pour la dernière. Comme plusieurs types d'avions sont pris en compte, il y a plusieurs
séquences de secteurs pour une même route. Les �gures F.1, F.2, F.3 et F.4 donnent
pour chaque paire OD, les suites de balises et les séquences de secteurs correspondant aux
di�érentes routes.

F.1.2 Demande

On s'intéresse à la demande de tra�c sur deux horizons de temps qui correspondent à la
pointe du matin (de 5h00 à 8h00) et à la journée entière (de 0h00 à 24h00). Ces deux
horizons de temps sont découpés en période de � = 15 minutes.

Longueur d'une période (en minutes) � 15
Horizon de temps : Pointe du matin TMP 12
Horizon de temps : Journée entière TAD 96
Nombre de secteurs S 23
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PAIRE OD: LFPO-LFBO

Suite de balises 1

LPO WPO Z5 Z10 RR1 PIROG LCA GUERE BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.28 13 7.41 14 15.02 9 19.34 5 24.23 7 33.16 6 33.52 17 38.25

seq(2) : 38 0.00 46 3.32 13 7.56 14 17.19 9 20.38 5 25.49 4 34.43 6 35.16 17 41.15

seq(3) : 38 0.00 46 3.50 13 7.50 14 14.50 9 20.20 5 25.30 6 35.00 17 40.40

Suite de balises 2

LPO WPO Z5 Z10 RR1 PIROG CTX GUERE BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.28 13 7.41 14 15.02 9 17.51 5 24.43 7 33.29 6 34.12 17 38.45

seq(2) : 38 0.00 46 3.50 13 8.10 8 19.20 9 19.40 5 27.00 4 36.20 6 36.40 17 42.30

seq(3) : 38 0.00 46 3.10 13 7.40 14 14.30 9 18.20 5 25.20 4 33.30 6 34.20 17 40.30

seq(4) : 38 0.00 46 3.50 13 7.50 14 14.50 9 18.30 5 26.00 6 35.20 17 41.00

Suite de balises 3

LPO WPO Z5 Z10 RR1 CAROS BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.28 13 7.41 14 15.02 9 19.34 5 24.30 7 33.19 6 33.52 17 38.25

seq(2) : 38 0.00 46 3.32 13 7.56 14 17.19 9 20.38 5 25.49 4 34.43 6 35.16 17 41.15

seq(3) : 38 0.00 46 3.50 13 7.50 14 14.50 9 20.20 5 25.40 6 35.00 17 40.40

Fig. F.1 � Paire OD : LFPO-LFBO

PAIRE OD: LFBO-LFPO

Suite de balises 1

LFBO XTLW FISTO BUGUS LMG BALAN AMB CDN CDEP EPR PO

Séquence de secteurs

seq(1) : 16 0.00 17 2.00 10 6.48 4 7.59 8 20.15 53 34.43 48 40.50

seq(2) : 16 0.00 17 2.00 10 7.00 4 8.00 5 15.20 9 20.00 35 34.00 53 37.10 48 39.40

Suite de balises 2

NOPTA AULON BELPA GUERE CTX PIROG RR1 Z10 Z5 WPO LPO

Séquence de secteurs

seq(1) : 17 0.00 6 6.48 4 10.59 8 19.53 13 27.00 46 36.39 38 40.08

seq(2) : 17 0.00 6 7.00 4 11.00 5 15.20 9 19.40 14 26.40 13 31.20 46 35.50 38 39.10

Suite de balises 3

NOPTA AULON BELPA CAROS RR1 Z10 Z5 WPO LPO

Séquence de secteurs

seq(1) : 17 0.00 6 6.48 4 10.59 8 19.53 13 24.52 46 36.20 38 39.49

seq(2) : 17 0.00 6 7.00 4 11.00 5 15.20 9 19.40 14 24.30 13 31.00 46 35.30 38 38.50

Fig. F.2 � Paire OD : LFBO-LFPO
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PAIRE OD: LFPG-LFBO

Suite de balises 1

LPG WDG Z19 RBT1 RR1 PIROG LCA GUERE BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1):41 0.00 43 0.20 46 5.14 54 8.45 13 12.25 14 14.25 9 24.31 5 29.29 7 38.35 6 39.25 17 44.04

seq(2):41 0.00 43 0.20 46 5.33 54 10.15 13 13.25 8 25.40 4 30.38 6 39.45 17 44.52

seq(3):41 0.00 43 0.20 46 5.40 54 9.50 13 13.00 14 16.50 9 24.20 5 28.50 4 36.50 6 37.10 17 42.40

Suite de balises 2

LPO WPO Z5 Z10 RR1 PIROG CTX GUERE BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.05 13 7.24 14 14.25 9 17.32 5 24.49 7 33.46 6 34.36 17 39.15

seq(2) : 38 0.00 46 3.35 13 7.53 8 18.45 4 25.50 6 34.58 17 40.02

seq(3) : 38 0.00 46 3.40 13 7.50 14 16.50 9 18.00 5 24.30 4 32.20 6 32.40 17 38.10

Suite de balises 3

LPO WPO Z5 Z10 RR1 CAROS BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.05 13 7.24 14 14.25 9 19.21 5 24.29 7 33.35 6 34.16 17 38.55

seq(2) : 38 0.00 46 3.35 13 7.53 8 20.23 4 25.30 6 34.38 17 39.42

seq(3) : 38 0.00 46 3.40 13 7.50 14 16.50 9 19.30 5 24.10 4 32.00 6 32.30 17 37.50

Fig. F.3 � Paire OD : LFPG-LFBO

PAIRE OD: LFBO-LFPG

Suite de balises 1

LFBO XTLW LACOU PERIG FOUCO LVX PEROT TERNI CHW CLARA GIRKO SOKMU MERUE PGNR

Séquence de secteurs

seq(1) : 16 0.00 17 2.00 10 6.04 4 10.51 2 16.57 8 22.11 53 35.03 50 44.52 54 49.51 45 50.30

seq(2) : 16 0.00 17 2.00 10 8.10 4 12.10 2 18.40 8 24.20 53 38.00 50 48.30 43 52.20 45 53.00

Suite de balises 2

NOPTA AULON BELPA GUERE CTX PIROG RR1 Z10 Z5 WPO LPO

Séquence de secteurs

seq(1) : 17 0.00 6 6.15 4 10.45 8 19.34 13 26.37 46 36.52 38 42.02

seq(2) : 10 0.00 6 0.10 7 0.50 5 8.40 9 17.20 14 24.20 13 31.20 46 34.20 38 39.10

Suite de balises 3

NOPTA AULON BELPA CAROS RR1 Z10 Z5 WPO LPO

Séquence de secteurs

seq(1) : 17 0.00 6 6.15 4 10.45 8 19.34 13 24.29 46 36.38 38 41.44

seq(2) : 10 0.00 6 0.10 7 0.50 5 8.40 9 17.20 14 22.20 13 31.00 46 34.00 38 38.50

Suite de balises 4

GAI BRIVE LMG BALAN PEROT TERNI CHW CLARA GIRKO SOKMU MERUE PGNR

Séquence de secteurs

seq(1) : 6 0.00 7 0.50 5 5.50 9 14.40 35 29.00 28 38.40 50 41.50 54 43.30 45 44.20

Fig. F.4 � Paire OD : LFBO-LFPG
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F.2 Modèle

F.2.1 Paramètres

Pour cet exemple, les valeurs des paramètres sont arbitraires.

Décalage maximal (en avance) Jmin 1
Décalage maximal (en retard) Jmax 2
Paramètre de sensibilité � 0.115
Coût d'une minute de retard cms 1 euro
Rapport coût vol/coût sol � 1
Pénalités des routes �!;`(i) 0.00

F.2.2 Variables

Les variables du modèle d'a�ectation sont les prix d'options qui sont eux-mêmes des com-
binaisons linéaires des prix de secteurs. Les prix des secteurs sont établis sur l'horizon de
temps découpé en T 0 = TMP = 12 périodes pour la pointe du matin et T

0

= TAD = 96 pé-
riodes pour la journée entière. L'espace aérien considéré comprend 23 secteurs. Le nombre
de variables de prix de secteurs s'élèvent donc à 23 � 12 = 276 pour la pointe du matin
et à 23 � 96 = 2208 pour la journée entière. Pour l'ensemble des paires OD, on compte
3 � 3+4 = 13 routes. Au total, pour la pointe du matin, 13 � 12 = 156 options sont tarifées
et pour la journée entière, 13 � 96 = 1248.

F.3 Cibles

F.3.1 Dé�nition

Pour les deux horizons de temps considérés, deux types de cibles sont construites. Dans le
cas précis, les cibles ne sont pas construites en vue de diminuer la congestion des secteurs.
Elles correspondent à des répartitions arbitraires du tra�c dans le temps ou dans l'espace.
Pour la pointe du matin, la première cible correspond à une répartition uniforme du tra�c
sur les di�érentes périodes et sur les di�érentes routes (MP1). La seconde cible correspond
à des nombres entiers de vols répartis aléatoirement sur les périodes et les routes (MP2).
Pour la journée entière, on choisit pour première cible une répartition uniforme des vols sur
les périodes et les routes (AD1). La seconde cible correspond à une répartition uniforme
des vols sur les routes (AD2).

F.3.2 Remarques

Il se peut qu'une cible modi�ant la répartition des vols dans le temps et l'espace ne soit
pas atteignable. Prenons par exemple, la cible 1 de la période du matin. Le tableau F.1
donne le nombre de vols programmés NP (j) et désirés ND(:;j) sur chaque période j pour
la paire OD LFPG-LFBO.
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Periodej 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
NP (j) 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00
ND(:;j) 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.40 0.40 0.40 0.40 0.40 0.00

Tab. F.1 � Nombre de vols par période pour la paire OD LFPG-LFBO

Le vol programmé en période 7 a une probabilité �6, respectivement �7, �8, �9 d'être a�ecté
en période 6, respectivement 7, 8, 9. Le vol programmé en période 11 a une probabilité
�10, respectivement �11, �12, �13 d'être a�ecté en période 10, respectivement 11, 12, 13.
Les vols programmés ne peuvent pas être a�ectés sur d'autres périodes sinon la limite de
déplacement de créneau n'est pas respectée (limite : un vol programmé en période u sera
a�ecté en période u � 1, u, u + 1 ou u + 2). Le nombre de vols estimés par le modèle ne
peut pas égaler le nombre de vols désirés car le système :

�6 + �7 + �8 + �9 = 1

�10 + �11 + �12 + �13 = 1

�6 = �12 = �13 = 0

�7 = �8 = �9 = �10 = �11 = 0:4

n'a pas de solution. On pourrait trouver des cibles modi�ant la répartition dans le temps
mais restant atteignables. On peut ajouter aussi qu'une cible avec un nombre décimal de
vols désirés n'est pas réaliste. Pour la cible 2 de la journée entière, la cible est atteignable
car la répartition des vols se fait uniquement dans l'espace, c'est-à-dire sur les di�érentes
routes.
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Annexe G

Exemple 2 : exemple académique

G.1 Scénario

G.1.1 Réseau

L'espace aérien considéré est formé de 13 secteurs. Le réseau, présenté sur la �gure G.1
comprend deux paires OD (OD1 et OD2). Pour chacune des OD, 3 routes sont possibles
et il n'y a qu'un seul type d'avion. Pour chaque route, il n'y a donc qu'une seule séquence
de secteurs. De plus, la durée de passage à travers chaque secteur est égale à un période
de 15 minutes.

3

0

4 5
OD 1

12

1 2

  OD 2

6 7 8

9 10

11

2

1

3

1 2 3

Fig. G.1 � Réseau de l'exemple 2
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G.1.2 Demande

La demande correspond au tra�c mesuré pour ces paires OD sur un horizon de temps de
8 périodes. Pour chaque OD, 3 décollages sont programmés en période 1.

Horizon de temps T 8
Longueur d'une période (en mn) � 15
Nombre de secteurs S 13

Ensemble de paires OD W OD1 OD2

Nombre de vols N! 3 3

Nombre de routes I! =j R! j 3 3

Nombre de vols programmés (période 1) NP!(1) 3 3

Nombre de vols programmés (période u, u = 2;T ) NP!(u) 0 0

G.2 Modèle

G.2.1 Paramètres

Pour cet exemple académique, il est nécessaire de �xer les paramètres du modèle. On
suppose, et cela se véri�e en pratique, que les vols ne décollent jamais avant l'horaire
initialement prévu et ne sont jamais retardés de plus de 3/4 heures. Le coût d'une minute
au sol est �xé de manière arbitraire (en réalité, il est en moyenne de 30 euros). Les pénalités
sur les routes latérales sont �xées de manière à ce que, en l'absence de tari�cation, la
majorité des vols empruntent les routes centrales.

Décalage maximal (en avance) Jmin 0
Décalage maximal (en retard) Jmax 3
Paramètre de sensibilité � 0.1
Coût d'une minute de retard cms 3 euros
Rapport coût vol/coût sol � 3
Pénalités des routes centrales �!(2) 0.00
Pénalités des routes latérales �!(i), i = 1 et 3 5.14

G.2.2 Variables

Les variables du modèle d'a�ectation sont les prix d'options qui sont eux-mêmes des com-
binaisons linéaires des prix de secteurs. Comme tous les vols sont programmés en première
période et que les avions décollent au plus tard trois périodes après la période initialement
prévue, seules les options (route i, période j) avec i = 1;I! et j = 1;J(= Jmax+1) peuvent
être choisies et ont besoin d'être tarifées. Pour faciliter la lecture, on adopte une notation
matricielle pour les variables de prix.
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Prix d'options

P =

�
P 1

P 2

�

P 1 =
�
P 1(1;1);P 1(1;2);P 1(1;3);P 1(1;4);P 1(2;1);:::;P 1(3;4)

�T
P 1 vecteur de dimension (I1 � J) et de composantes P 1(i;j)

P 1(i;j) prix d'achat de l'option (i;j) pour l'OD 1

P 2 =
�
P 2(1;1);P 2(1;2);P 2(1;3);P 2(1;4);P 2(2;1);:::;P 2(3;4)

�T
P 2 vecteur de dimension (I2 � J) et de composantes P 2(i;j)

P 2(i;j) prix d'achat de l'option (i;j) pour l'OD 2

Prix de secteurs

X =

0
BBBBBBBBBBBBB@

x11
x12
x13
:

x1T 0

:

xS1
:

xST 0

1
CCCCCCCCCCCCCA

X vecteur de dimension (S � T 0) et de composantes xk;n
xk;n prix d'entrée dans le secteur k en période n

Dans cet exemple, pour chaque OD, et quelque soit la route, la durée du vol est égale à 5
périodes de 15 minutes, soit 75 minutes. Au pire, un avion qui décolle en période 4 atteint
le secteur d'arrivée en période 8. La dernière période de secteur à tarifer est donc égale à
T 0 = 8. Il y a des périodes pendant lesquelles certains secteurs restent vides (voir partie
7.2 du chapitre 7). Dans ce cas, le prix associé au couple (secteur, période) concerné n'a
pas d'in�uence sur le critère d'optimisation. Dans cet exemple, il y a 44 variables de prix
non signi�catives.

Relation linéaire
Il existe une relation linéaire entre les prix d'options et les prix de secteurs :

P = BX (G.1)

avec :

B =

�
B1

B2

�
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B1 matrice de dimension (I1 � J)
 (S � T
0

) et de composantes b(k;n)(i;j) (pour les routes de
l'OD1)

B2 matrice de dimension (I2 � J)
 (S � T
0

) et de composantes b(k;n)(i;j) (pour les routes de
l'OD2)

G.3 Cibles

Cinq cibles sont construites manuellement de manière à respecter des capacités de sec-
teur �xées arbitrairement. Pour toutes les cibles, la capacité des secteurs d'aéroports
f9;10;11;12g n'est pas bornée. Les deux premières cibles correspondent à une situation
dans laquelle la capacité des secteurs de 0 à 8 est égale à 1 (1 seul avion par secteur et par
période). Pour les cibles 3 et 4, la capacité des secteurs de la seconde diagonale f0;4;8g est
�xée à 2, les autres secteurs ont une capacité de 1. Pour la cible 5, la capacité du secteur
4 est étendue à 5 et la capacité des autres secteurs à 3. Les di�érentes cibles sont décrites
sur la �gure G.2. Par exemple pour la cible 2, le nombre de vols désirés pour l'OD 2 sur
l'option (2;4) est égal à 1.
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Fig. G.2 � Cibles de l'exemple 2
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G.4 Calcul des prix de secteurs

En tari�cation continue, le problème de calcul des prix de secteurs est dé�ni dans le chapitre
7 (voir équations 4.15 et 4.16). Pour cet exemple, ce problème s'écrit :

MinXF (X) =MinX

!=2X
!=1

i=3X
i=1

j=4X
j=1

[ND!(i;j) �NE!(i;j)[E;X]]2 (G.2)

sous la contrainte :

0 � X � X

Cette contrainte signi�e que les prix xk;n de chaque secteur k en période n sont positifs et
bornés par x. De plus :

NE!(i;j)[E;X] =

u=j+JminX
u=j�Jmax

NP!(u)PR!
u (i;j)[E;X]

Cet exemple a été choisi car le problème d'optimisation associé peut se formuler di�érem-
ment et conduire à un résultat direct. Cette partie est consacrée à la présentation de cette
autre formulation.
Minimiser la fonction F (X), cela peut revenir à chercher une matrice de prix X qui véri�e,
pour chaque OD ! et chaque option (i;j) une relation du type :

NE!(i;j)[E;X] = ND!(i;j) (G.3)

Pour l'exemple, cette égalité s'écrit aussi :

NP!(1)PR!
1 (i;j) = ND!(i;j)

PR!
1 (i;j) =

ND!(i;j)

N!

exp [��(C!
1 (i;j) + P!(i;j))]Pr=3

r=1

Ps=4
s=1 exp [��(C!

1 (r;s) + P!(r;s))]
=

ND!(i;j)

N!
(N! = NP!(1) = 3)

exp [��(C!
1 (i;j) + P!(i;j))]

Q!
=

ND!(i;j)

N!

ln(exp [��(C!
1 (i;j) + P!(i;j))])� ln(Q!) = ln

�
ND!(i;j)

N!

�

��(C!
1 (i;j) + P!(i;j)) = ln

�
ND!(i;j)

N!

�
+ ln(Q!)

C!
1 (i;j) + P!(i;j) = � 1

�

�
ln

�
ND!(i;j)

N!

�
+ ln(Q!)

�
(G.4)

Pour chaque paire OD !, il y a I!�J équations de ce type. On classe ces équations dans le
même ordre que celui choisi pour construire le vecteur P!(i;j). En soustrayant la première
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équation aux autres, ln(Q!) est éliminé. Il reste pour chaque paire OD !, ((I! � J) � 1)

équations de la forme :

C!
1 (i;j) + P!(i;j) � C!

1 (1;1) � P!(1;1) = G!(i;j) (G.5)

avec :

G!(i;j) = � 1

�

�
ln

�
ND!(i;j)

N!

�
� ln

�
ND!(1;1)

N!

��
(G.6)

L'écriture matricielle associée à ce système d'équations est :

DP = G�DC (G.7)

avec :

C =

�
C1

C2

�

C! vecteur de dimension (I! � J) et de composantes C!
1 (i;j)

C!
1 (i;j) coût de l'option (i;j) pour un vol de l'OD ! programmé en période 1

C1
1 =

�
C1
1 (1;1);C

1
1 (1;2);C

1
1 (1;3);C

1
1 (1;4);C

1
1 (2;1);:::;C

1
1 (3;4)

�T
C2
1 =

�
C2
1 (1;1);C

2
1 (1;2);C

2
1 (1;3);C

2
1 (1;4);C

2
1 (2;1);:::;C

2
1 (3;4)

�T
G =

�
G1

G2

�

G! vecteur de dimension ((I! � J)� 1) et de composantes G!(i;j)

G1 =
�
G1(1;2);G1(1;3);G1(1;4);G1(2;1);:::;G1(3;4)

�T
G2 =

�
G2(1;2);G2(1;3);G2(1;4);G2(2;1);:::;G2(3;4)

�T
D =

�
D1 O1

O2 D2

�

D! matrice de dimension ((I! � J)� 1)
 (I! � J)

O! matrice nulle de dimension ((I! � J)� 1)
 (I! � J)

D1 = D2 =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

�1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

�1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

�1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

�1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

�1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

�1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

�1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA
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S'il existe une matrice de prix de secteurs X qui véri�e, pour chaque paire OD !, et chaque
option (i;j), l'équation G.3, cette matrice véri�e aussi le système linéaire :

DBX = G�DC (G.8)

Le problème d'optimisation décrit en G.2 peut aussi se formuler comme un problème d'op-
timisation linéaire :

MinXjXj1 (G.9)

sous les contraintes :
DBX = G�DC

0 � X � X

où jXj1 désigne la somme des éléments du vecteur X.

Remarques :

� Le calcul du second membre G est impossible pour des cibles dans lesquelles on trouve
ND!(i;j) = 0 à cause de l'expression logarithmique. En e�et, le modèle d'a�ectation
étant probabiliste, de telles cibles ne peuvent être atteintes. Pour éviter ces situations,
il su�t de remplacer, dans l'expression de G, ND!(i;j) par ND!(i;j) + "!(i;j) avec
"!(i;j) su�samment petit.

� Comme il existe deux formulations distinctes au problème d'optimisation pour cet
exemple académique, on peut comparer les solutions obtenues avec ces deux formu-
lations. Voici les étapes de la procédure de comparaison :

� Calculer un vecteur Y solution du problème G.2 avec une méthode de résolution
(type gradient ou recuit simulé)

� Calculer, pour ce vecteur Y, les erreurs "!Y(i;j) = NE!(i;j)[E;Y] �ND!(i;j)

� Calculer, le second membre G du problème G.9 en remplaçant ND!(i;j) par
ND!(i;j) + "!Y(i;j)

� Calculer des prix de secteurs X, solution du problème G.9 avec, par exemple,
la fonction LP du logiciel Matlab

� Comparer les prix de secteurs et les prix d'options obtenus avec les deux formu-
lations

G.5 Identi�cation des pénalités de route

A la vue des calculs développés dans la partie précédente, on peut remarquer que le pro-
blème d'identi�cation des pénalités associées aux routes alternatives peut aussi se formuler
sous la forme d'un programme linéaire. On suppose alors que la valeur de � est connue.
Notons :

� =

�
�1

�2

�
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�! vecteur de dimension I! de composantes �!(i), pénalité de la route i
�1 = (�1(1);�1(2);�1(3))T

�2 = (�2(1);�2(2);�2(3))T

Le problème d'estimation des pénalités s'écrit :

Min�j�j1 (G.10)

sous les contraintes :

K� = G�R�Kd

M� = V

avec :

G =

�
G1

G2

�

G1 =
�
G1(1;2);G1(1;3);G1(1;4);G1(2;1);:::;G1(3;4)

�T
G2 =

�
G2(1;2);G2(1;3);G2(1;4);G2(2;1);:::;G2(3;4)

�T
G!(i;j) = � 1

�

�
ln

�
NO!(i;j)

N!

�
� ln

�
NO!(1;1)

N!

��

K =

�
K1 O1

O2 K2

�

K! matrice de dimension ((I! � J)� 1)
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R =

�
R1

R2

�

R! vecteur de dimension ((I! � J)� 1) et de composantes R!(i;j) = r!(1;j) � r!(1;1)

R!(i;j) = r!(1;j) = cms�(j � 1), coût du retard pour un vol de l'OD ! programmé en
période 1 qui décolle en période j
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R1 = R2 = cms(�;2�;3�;0;�;2�;3�;0;�;2�;3�)T

d =

�
d1

d2

�

d! vecteur de dimension I! et de composantes d!(i), durée du vol par la route i
d1 = d2 = (75;75;75;75;75;75)T

M =

�
0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

�

V =

�
0

0

�

La contrainte M� = V assure que les pénalités des routes préférées sont nulles.
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Annexe H

Exemple 3 : exemple plus réaliste

H.1 Scénario

H.1.1 Réseau

Dans cet exemple, on considère l'espace supérieur aérien français découpé en 35 secteurs nu-
mérotés de 1 à 35. On s'intéresse aux liaisons commerciales intérieures entre les principaux
aéroports de France : Bordeaux (BO), Lille (LI), Lyon (LY), Marseille (MA), Paris-Orly
(PO), Rennes (RE), Strasbourg (ST), Toulouse (TO). Le réseau étudié est formé d'un en-
semble de routes reliant ces aéroports. Les routes construites n'ont pas de réalités physiques,
elles ont été construites manuellement. La �gure H.1 présente l'espace aérien français, et
les deux routes construites entre Lyon et Rennes. Pour la route A, la liste des secteurs
traversés est : f28;14;13;21;20;11g. La route B est légèrement plus longue, la liste des sec-
teurs traversés est : f28;15;14;13;12;20;11g. On considère un seul type d'avion. Les durées
de passage dans les secteurs sont arbitraires, les durées de vol aussi, mais en cohérence avec
la réalité. Cet exemple permet de travailler sur des scénarios de tra�c plus complexes que
ceux des exemples précédents, pour évaluer les performances des algorithmes de calcul de
prix, et pour mesurer l'e�cacité d'une possible tari�cation de l'espace.

H.1.2 Demande

La demande correspond aux vols plani�és au départ de chacun des aéroports cités pré-
cédemment pour une journée de 24 heures. En fait, le décollage des premiers avions est
prévue à 6h00 et des derniers à 21h20. En admettant qu'un vol partira jamais avant l'ho-
raire prévu (Jmin = 0) et pas plus de 3/4 heure après (Jmax = 3), on travaille avec un
horizon de temps, débutant à de 6h00 et se �nissant à 22h15, découpé en T = 65 périodes
de � = 15 minutes. Le tableau H.1 présente la demande (nombre de vols plani�és) entre
les di�érentes paires OD sur l'horizon de temps considéré.
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Fig. H.1 � Réseau de l'exemple 3
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Horizon de temps T 65
Longueur d'une période (en mn) � 15
Nombre de secteurs S 35
Nombre de paires OD jW j 52
Nombre de vols 433

PO LI ST LY MA TO BO RE
PO 0 0 19 16 32 48 26 5
LI 0 0 3 5 4 3 3 2
ST 19 3 0 5 3 4 3 2
LY 12 5 5 0 3 6 5 3
MA 32 4 3 3 0 6 6 2
TO 48 3 3 6 5 0 0 3
BO 29 3 3 5 6 0 0 1
RE 4 3 2 3 2 3 1 0

Tab. H.1 � Demande pour les paires OD du réseau

H.2 Modèle

H.2.1 Paramètres

Les paramètres du modèle sont �xés arbitrairement :

Décalage maximal (en avance) Jmin 0
Décalage maximal (en retard) Jmax 3
Paramètre de sensibilité � 0.01
Coût d'une minute de retard cms 30 euros
Rapport coût vol/coût sol � 3
Pénalités des routes préférées �!(1) 0.00
Pénalités des routes alternatives �!(i) Random(0;1)

H.2.2 Variables

Les variables du modèle d'a�ectation sont les prix d'options qui sont eux-mêmes des combi-
naisons linéaires des prix de secteurs. Pour l'ensemble des paires OD, on compte 103 routes.
Au total, 103 � 65 = 6695 options sont tarifées. Étant donné que la durée de vol maximale
est égale à 167 minutes (pour la route 2 de la paire OD �MA-RE�), et qu'un avion décolle,
au pire, en période j = 65, il faut tarifer les secteurs jusqu'en période T 0 = 65 + 12 = 77.
Le nombre de variables de prix de secteurs s'élèvent donc à 35 � 77 = 2695. Mais il y a des
périodes pendant lesquelles des secteurs vont rester vides (voir partie 7.2 du chapitre 7).
Pour cet exemple, seuls 1953 prix de couples (période, secteur) sont signi�catifs.
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H.3 Cible

La cible est le résultat d'une a�ectation de routes et de périodes de décollage qui contribue
à la diminution de la congestion des secteurs.
Avant de construire une cible, il faut �xer des capacités de secteurs pour pouvoir calculer
des indicateurs de congestion. Pour �xer les capacités de secteurs, on utilise le programme
de simulation dé�ni dans la partie 4.5 du chapitre 4. Ce programme permet de calculer des
indices de charge Lk;n pour chaque secteur k en période n (on prend pI = pO = pM = 0:5).
Pour l'a�ectation courante et en l'absence de tari�cation, certains secteurs doivent être
saturés, c'est-à-dire Ck;n < Lk;n, avec Ck;n la capacité du secteur k en période n. Les
valeurs de Ck;n sont �xées de manière à ce que certains secteurs soient congestionnés. Par
exemple, on �xe la capacité du secteur 7 (secteur couvrant l'aéroport de Paris-Orly) à 12 et
la capacité des autres secteurs à 6. Dans ce cas, les moyennes des indicateurs de congestion
Q1 et Q2 valent respectivement 26:89 et 44:19 pour 1000 jours de simulation de tra�c.

Pour cet exemple, la construction de la cible se fait de manière ad hoc. L'idée est de trouver
une nouvelle a�ectation de tra�c pour laquelle les valeurs des indicateurs de congestion
sont beaucoup plus faibles. Pour trouver cette nouvelle a�ectation, on essaie de déplacer
la période de décollage ou de modi�er la route des vols entrant ou sortant d'un secteur
congestionné. Le schéma de la procédure est donné par la �gure H.2. Le processus d'a�ec-
tation est arrêté si l'indicateur de congestion Q (par exemple, Q = 0:5Q1 + 0:5Q2) passe
sous un certain seuil ou si un nombre maximal d'itérations est atteint. L'a�ectation résul-
tante de cette procédure constitue la cible. Pour la cible ainsi construite, les moyennes des
indicateurs de congestion Q1 et Q2 valent respectivement 2 et 1.
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k <= S

n <= T’

CONSTRUCTION

Liste_vols=liste des vols qui entrent
ou qui sortent du secteur k en période n

INITIALISATION
Secteur k=1
Période n=1

ARRET?

Lk,n >   Ck,n

OUI

OUI

OUI

NON

NON

NON

n=n+1

k=k+1

OUI

NON

Liste_vols est vide ?

SIMULATION

ACTION 1 ACTION  2 ACTION 3 ACTION 4

Retarder le
décollage d’1
période

Retarder le 
décollage de 3
périodes

décollage de 2
Retarder le

périodes

Changer de
route

SELECTION
      du vol en tête de file

SUPPRESSION
du vol en tête de file

Calcul de l’indicateur de congestion Q

ACTION
Retenir et appliquer l’action qui minimise Q

FIN
OUINON

Fig. H.2 � Procédure de construction d'une cible qui minimise la congestion
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