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La méthode du gradient semble donc la plus adaptée. Cette méthode est déterministe.
Comme méthode globale et stochastique, on peut choisir le recuit simulé. Il est inutile
d’entreprendre une résolution par un algorithme génétique, car, d’une part, 'objectif est
de trouver une seule solution, et d’autre part, il parait difficile de trouver un opérateur
de croisement en accord avec la représentation du probléme. Les deux parties suivantes
décrivent les algorithmes du gradient et du recuit simulé adaptés au calcul des prix de
secteurs.

7.3 Algorithme du gradient

La méthode de gradient adapté au calcul des prix de secteurs est décrite par 1’algorithme
suivant :

Initialisation :

— Partir d’'une matrice de prix nuls
0pour k=1,Setn=1T1"

— Nombre d’itérations g = 0

xkn

Tant que le critére d’arrét est non vérifié :

Calculer VF?(X) la matrice de composantes V f! = ou

Vk=1,8 Vn=1,T"

kan _ 9F(X)

0y p

X=X4

Choisir un pas de déplacement A,
Faire xzzl = min (max (x,m AV o ) ,E) Vk=1,8 VYn=1T
—qg4q+1

Fin Tant que

L’algorithme est arrété si le critére d’optimisation atteint une certaine valeur ou apreés
un nombre fixe d’itérations. A chaque itération, le pas de déplacement A, est obtenu en
minimisant le critére vis & vis de ce paramétre avec la méthode du nombre d’or [Min90b].
L’expression analytique des composantes V f,gyn est donnée par:

Vi, =223 3 Z[ ND!(i,j) = NE“(i,j) [E.X]| Vneh(i)  (7.21)

weW L ieR,  j=1

avec

u=j+JImin
Vnepn (i) = Y, NP(u)g” (u) PR (i,5) Vpri ™ (i.) (7.22)

u:jfjmaz
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et:
= +Jma:c (k,’l’l,,l) w,l
(kyn,b) ZT‘GRW,[ ZiZZ—Jmin b(r,s) exp [_QVU (7’,8)}

(i.9) s—ut T o (7.23)
ZT‘ERW,( Zs:umem exp [_aVU (’f‘,S):|

Vpr‘:”ﬁ’u(i,j) =—a|b

7.4 Algorithme du recuit simulé

Le schéma du recuit simulé défini par la figure 5.4 au chapitre 5 est repris et adapté au
calcul des prix de secteurs. Les variables du probléme de minimisation sont des matrices de
prix X. Le point initial du schéma algorithmique correspond & une matrice de prix nuls:

ZTpn =0pour k=1,Setn= l,T,

Dans cet algorithme, la loi d’acceptation de nouvelles solutions est la méme que celle décrite
dans la partie 5.6.2. Une décroissance linéaire de la température est choisie: 6,11 = £o,
avec 0.8 < 5 <0.99.

Pour déterminer une matrice de prix Y voisine de X, trois stratégies de voisinages sont
adoptées.

— Version 1: La plus simple consiste & choisir aléatoirement la valeur de chaque com-
posante yj , sur l'intervalle [max(0,zy, , — d), min(zy,, + 0,Z)], ot § est un réel positif
représentant un pas de déplacement. Mais cette stratégie ne prend pas en compte les
caractéristiques du probléeme.

— Version 2: Pour orienter I'exploration des solutions, les deux autres voisinages
prennent en compte 1’écart entre le nombre de vols désirés, dans un secteur sur une
période, et le nombre de vols calculés avec le modeéle. Soit A ,[F,X] 'écart mesuré
pour le secteur k en période n :

j=T
MealBEX] = 5050 S ST [NE“”’*](z',j)[E,X] —ND“’"Z(z',j)] (7.24)

weW L ieR, o j=1
Cet indicateur donne une idée sur la maniére de fixer les prix. Si un secteur k est en
surcharge (A, [£,X] > 0) sur une période n, il est préférable d’augmenter le prix de
ce secteur sur cette période pour éviter la congestion. Si au contraire, un secteur est
en sous-charge (A, [F,X] < 0) il est fort probable que le prix appliqué soit trop élevé
et il est conseillé de le baisser. Ce principe est appliqué pour construire un voisinage :

Si Apn[E,X] >0, Ykn = Tky+ min(max(0,0 x Random(—0.5,1.5)),) (7.25)
Si App[E£,X] <0, ykn = Tk, + min (max(0,0 x Random(—1.5,0.5)),T) (7.26)

Random(z,y) désigne un nombre aléatoire tiré dans une loi uniforme sur l'intervalle

[z,y].
— Version 3: Une troisiéme stratégie consiste & modifier les prix des secteurs propor-
tionnellement aux écarts constatés:

Yk = Thp + min (max (0, ,[F,X] x Random(0,0)),Z) (7.27)
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Le critére d’arrét choisi est le méme que pour l'algorithme du gradient. Cependant, pour
comparer les performances des deux algorithmes, il est préférable d’examiner les solutions
obtenues & temps de calcul égal.

7.5 Complexité des algorithmes

Pour avoir une estimation du temps de résolution et pouvoir comparer les deux types
d’algorithme, il faut étudier leur complexité pour le probléme a résoudre. Le probléme est
caractérisé par les éléments du tableau 7.2.

Nombre de paires OD N
Nombre de périodes de ’horizon de temps T
Nombre de périodes de décollage J = Jmin + Imaz + 1
Nombre de périodes d’entrée dans les secteurs 7T
Nombre de secteurs S
Nombre moyen de routes par OD 1

TAB. 7.2 — Eléments caractéristiques du probléeme

A partir de ces données, il est possible d’obtenir un ordre de grandeur du nombre d’opé-
rations nécessaires au calcul du critére d’optimisation, au calcul du vecteur gradient et au
calcul des écarts de charge. Une opération correspond de maniére générale & une opéra-
tion arithmétique du type addition, soustraction, ou multiplication. Les ordres de grandeur
trouvés sont indépendants des conditions pratiques de mise en oeuvre des calculs.

7.5.1 Calcul du critére d’optimisation
Le calcul du critére d’optimisation peut se décomposer par paire OD. Pour évaluer le critére
d’optimisation associé & une paire OD, il faut:

— Calculer les prix d’options a partir des prix de secteurs (voir équation 4.1)

— Calculer la somme des écarts quadratiques ((ND“*(i,j) — NE“(i,5))?)

Le premier calcul nécessite de I'ordre de I x T' x S x T" opérations. Le nombre d’opérations
pour le calcul des écarts quadratiques est de 'ordre de: I x T x J x I x J. L’ordre de
grandeur nb. du nombre d’opérations pour I’évaluation du critére d’optimisation est :

nb. = N x (ISTT' + I*J*T) (7.28)

7.5.2 Calcul du vecteur gradient

Le calcul d’une composante du vecteur gradient (V fj ;) pour une seule paire OD requiert
de l'ordre de I x T' x J x I x J opérations. Pour calculer les vecteurs gradient de toutes
les paires OD, il faut donc un nombre d’opérations proportionnel a n—bg:

nby = N x (I*TJ*ST") (7.29)
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7.5.3 Calcul des écarts

Dans la deuxiéme et troisiéme version du recuit (correspondant a des définitions de voisi-
nage différentes), il faut calculer I’écart Ay, entre le nombre de vols estimés et le nombre
de vols désirés pour chaque secteur k en période n (voir équation 7.24). A ce stade, le
nombre de vols estimés a déja été calculé. L’ordre de grandeur nb, du nombre d’opérations
pour le calcul des écarts est :

nbe = N x (ISTT") (7.30)

7.6 Tests et résultats

7.6.1 Exemple 1

Les algorithmes précédemment décrits sont testés sur un premier exemple [DFD00a] avec
4 paires OD et 23 secteurs (voir description de 'exemple en annexe F). Pour cet exemple,
les contraintes de prix maximal définies en 4.16 ne sont pas activées.

Temps de calcul

Pour comparer les deux méthodes, il faut examiner la valeur du critére d’optimisation &
temps de calcul égal. Pour cela, il faut mesurer le temps de calcul d’une itération de I’algo-
rithme du gradient et d’une itération de ’algorithme du recuit simulé. Dans l’algorithme
du gradient, une itération correspond au calcul d’une valeur de gradient et au calcul de
dix valeurs en moyenne du critére d’optimisation (correspondant & la recherche du pas
de déplacement par la méthode du nombre d’or). Pour ’algorithme du recuit simulé, une
itération correspond & une évaluation de critére et pour les stratégies de voisinage 2 et 3,
au calcul des écarts du nombre de vols (voir équation 7.24). Le tableau 7.3 présente un
récapitulatif des temps de calcul, mesurés sur une station ULTRA SPARC II (440 MH),
pour les deux horizons de temps (pointe du matin et journée entiére).

Temps de calcul (en secondes) | Pointe du matin | Journée entiére
du critére: T, 0.02 0.06
du gradient : T 0.54 10.6
des écarts: T, 0.03 0.36

TAB. 7.3 — Temps de calcul sur ULTRA SPARC II (440 MH)

T,4+10T, 4 - .
~4——= fois plus d’itérations pour la

Pour comparer les deux algorithmes, il faut effectuer -
version 1 du recuit simulé que pour le gradient. Ce rapport est égal & 37 pour la pointe du
matin et & 186 pour la journée entiere. Pour les deux autres versions du recuit, le nombre
d’itérations doit étre %
14.8 et 26 pour la pointe du matin et la journée entiére.

fois supérieur. Les valeurs de ce rapport sont respectivement
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Méthode du gradient

Les différentes cibles choisies sont désignées par MP1 et MP2 pour la pointe du matin, et par
AD1 et AD2 pour la journée entiére. Ces abréviations sont utilisées dans la suite. La figure
7.4 décrit I’évolution du critére d’optimisation pendant 2000 itérations de 1’algorithme du
gradient pour les 4 cibles. La distance a la cible décroit de maniére significative pendant
les 100 premiéres itérations puis le critére d’optimisation diminue continiment mais treés
lentement. Le tableau 7.4 présente les valeurs du critére avant et aprés optimisation.

MP1 MP2
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FIG. 7.4 — Méthode du gradient : Evolution du critére d’optimisation pour les 4 cibles

MP1 | MP2 | AD1 | AD2
Critére avant optimisation | 0.62 19 13 4.3
(prix de secteurs nuls)
Critére apreés optimisation | 0.036 | 12 3.1 | 0.069

TAB. 7.4 — Valeurs du critére avec la méthode du gradient

Meéthode du recuit simulé

Pour obtenir un temps d’exécution équivalent & celui de I'algorithme du gradient, il faut
effectuer 74000 (2000 x 37) itérations de l’algorithme du recuit simulé avec la premiére
version pour la pointe du matin, et 372000 (2000 x 186) itérations pour la journée entiére.
Pour les autres versions du recuit, il faut 29600 (2000 x 14.8) itérations pour la pointe du
matin et 52000 (2000 x 26) itérations pour la journée entiére.
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Pour cet exemple, la température initiale 8y de ’algorithme du recuit simulé est soit nulle
(toute dégradation du critére est refusée), soit choisie de maniére a ce qu’une dégradation
du critére d’optimisation de 0.001 soit acceptée avec la probabilité P,. La température
initiale est choisie dans I’ensemble I' = {0.0002,0.0005,0.002,0.005,0.02,0.05,0.2,0.5}. Par
exemple, une dégradation de 0.001 est acceptée avec la probabilité 0.6 pour une tempéra-
ture initiale égale & 0.002.

0.001
= 31
0o P, (7.31)

Le nombre de paliers & température constante est fixé & 10. On calcule le facteur de
décroissance linéaire de la température de maniére & obtenir une température finale 6

proche de 0.0001 :
In %ﬁ

La valeur du pas de déplacement ¢§ est fixé & 0.1.
Pour chaque couple (6y,d) possible, 10 tests avec différentes initialisations du générateur
aléatoire sont réalisés. Les meilleurs résultats obtenus sont reportés dans le tableau 7.5.

Cible MP1 | MP2 | AD1 | AD2
Critére initial | 0.62 19 13 4.3
Version 1

0y =0 0.095 | 12 3.7 0.32
0y el 0.069 | 12 3.3 0.078
Version 2

0y =0 0.16 | 15 8.9 3.0
0y el 0.16 | 16 6.3 0.0060
Version 3

0y =0 0.18 | 16 6.0 0.013
0y el 0.18 | 16 6.2 0.010

TAB. 7.5 — Meilleures valeurs du critére avec la méthode du recuit simulé

La figure 7.5 présente 1’évolution du critére d’optimisation obtenue avec la premiére version
de ’algorithme du recuit simulé et une température initiale 0y égale a 0.002.

Commentaires

Les résultats obtenus sur cet exemple conduisent aux commentaires suivants :

— L’optimisation par les deux types d’algorithmes permet de réduire trés largement la
distance a la cible. Ceci laisse supposer que le flux de trafic est contrélable par les
prix.

— Comme il est mentionné dans 'annexe F, les cibles construites ne sont pas forcé-
ment atteignables. Ceci explique des valeurs du critére encore élevées, méme apreés
optimisation.
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MP1 MP2
1 20
0.8
o 0 15
£ 2
50.6 5
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F1G. 7.5 — Méthode du recuit simulé : Evolution du critére pour les 4 cibles

— De maniére générale, I'algorithme du gradient est plus efficace que celui du recuit
simulé. En effet pour les 3 premiéres cibles et quelque soit la stratégie employée, la
valeur du critére d’optimisation obtenue avec la méthode du gradient est inférieure
ou égale a celle obtenue avec le recuit simulé. Pour la cible AD2, les versions 2 et 3
de l'algorithme du recuit simulé donnent de meilleurs résultats que la méthode du
gradient.

— Pour toutes les cibles, la décroissance du critére est plus rapide dans les premiéres
itérations avec la méthode du gradient. Pour cet exemple, il n’y a pas de probléme
de minimum local qui pourrait donner ’avantage au recuit simulé.

— La convergence de la méthode du gradient est trés lente: le critére d’optimisation
diminue de fagon significative dans les premiéres itérations puis I’amélioration du
critére est obtenue de maniére asymptotique.

7.6.2 Exemple 2

Les deux méthodes d’optimisation, le gradient et le recuit simulé, sont testées sur un
exemple académique ([DFDO00b],[DFD01b]) avec 2 paires OD et 13 secteurs (voir descrip-
tion de ’exemple en annexe G). Les tests effectués vont permettre d’infirmer, de confirmer
ou d’affiner les constats établis avec I’exemple précédent.

Détermination du prix maximal

La valeur du prix maximal T est calculée de maniére & ce que le prix d’achat de chaque
option ait de I'impact sur les décisions des compagnies tout en représentant un cott rai-
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sonnable par rapport au cott d’exploitation du vol. Dans ’exemple, comme chaque route
traverse 5 secteurs, le prix maximal est fixé en prenant une certaine proportion v du coit
de route le plus petit divisé par cinq:

min,, ; ¢ (%)

T =y (7.33)

Les prix de secteurs sont optimisés avec la troisiéme version du recuit simulé pour différentes
valeurs de 7y et pour la cible 1. La figure 7.6 présente ’évolution du critére & minimiser et
Pévolution de l'indice de charge (voir équation 4.5 du chapitre 4 avec p; = 1, po = 0 et
py = 0) du secteur 4 (secteur le plus critique) en fonction de la proportion 7. Les résultats
montrent qu’il faut que le prix maximal Z soit suffisamment élevé (y > 0.35) pour que la
cible puisse étre atteinte. Dans la suite, les prix sont optimisés en prenant v = 0.5, ce qui
correspond & un prix maximal de 67.5 euros.

12r

10r

Valeur du critére / Indice de charge du secteur 4
o
T

60 80 100 120
Proportion

F1G. 7.6 — Relation entre un priz mazimal de secteur (donné comme une proportion du
cott de la route la moins chére) et les résultats de ['optimisation : critére (trait
plein) et indice de charge du secteur 4 (trait pointillé)

Comparaison des méthodes d’optimisation

Le tableau 7.6 présente les résultats obtenus avec la méthode du gradient et avec la méthode
du recuit simulé. Pour la méthode du gradient, l’algorithme est arrété si la cible est atteinte
ou aprés 10000 itérations. La cible est supposée étre atteinte si le critére de minimisation
est strictement inférieur & 0.001.

Pour la méthode du recuit simulé, ’algorithme est arrété si la solution ne s’améliore pas
pendant 20000 itérations successives ou si la cible est atteinte. Un pré-traitement permet
de déterminer une température initiale de maniére & ce que le rapport entre le nombre de
configurations acceptées et le nombre de configurations générées soit supérieur & 0.8. La
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température décroit linéairement par palier avec un facteur de décroissance égal & 0.9. Un
palier compte 5000 itérations. Le pas de déplacement § est fixé & 0.1. Pour tester la méthode
du recuit simulé, 100 tests avec des initialisations différentes du générateur aléatoire sont
effectués. Les valeurs “Min” et “Max” reportées dans le tableau 7.6 correspondent & la
valeur minimale et maximale du critére obtenue aprés optimisation. “Moy” indique la valeur

moyenne du critére pour ’ensemble des 100 tests.

Cible1 | Cible 2 | Cible 3 | Cible 4 | Cible 5
Critére initial (prix nuls) 17.00 17.00 22.71 11.19 1.78
Gradient | 110 0.0026 | 0.0038 | 0.0017 | 0.0012
Recuit simulé - Version 1 Min 7.07 5.92 4.92 3.07 0.61
Moy | 12.50 12.26 14.68 8.10 1.39
Max | 16.49 16.57 22.20 10.93 1.74
Recuit simulé - Version 2 Min | 5.33E~% | 5.59E~% | 6.36E~* | 6.72E~* | 5.36 E—*
Moy | 8.75E~* | 8.70E~* | 8.79E~* | 8.76E~* | 8.72E~*
Max | 9.97E~* | 9.98E~* | 1.00E~3 | 9.93E~* | 9.99F 4
Recuit simulé - Version 3 Min | 9.99E~% | 1.00E73 | 1.00E~3 | 9.99E~* | 9.98E~*
Moy | 9.99E~* | 1.00E~3 | 1.00E~3 | 9.99E~* | 9.99F—*
Max | 1.00E—3 | 1.00E~3 | 1.00E~3 | 1.00E—3 | 1.00E~3

TAB. 7.6 — Critere d’optimisation avec la méthode du gradient et du recuit simulé

Ces premiers résultats aménent les remarques suivantes :

— Avec la méthode du gradient, un minimum est atteint dans les 1000 premiéres ité-
rations. Au dela, le gradient est nul. Ceci laisse supposer qu'un minimum local est
atteint. La figure 7.7 présente la courbe de la fonction K (u) sur [0,1] avec:

K(u)=F(uXr+(1—-u)Xg) (7.34)

ol X est une solution obtenue avec la version 2 du recuit simulé et X le minimum
obtenu avec la méthode du gradient pour la cible 1. L’allure de la courbe tend a
confirmer la présence d’un minimum local au point Xg.

— La premiére version du recuit simulé est moins performante que les deux autres
versions. En effet, avec la premiére version, la cible n’est jamais atteinte. Pour les deux
autres versions, le tableau 7.7 établit un comparatif du nombre moyen d’itérations
nécessaires pour atteindre la cible avec un pas de déplacement § égal & 0.1, 1 ou 10.
On constate que la version 2 du recuit simulé avec un pas égal & 0.1 est en moyenne
plus rapide que les autres possibilités pour atteindre les différentes cibles.

Examen des solutions

Les matrices de prix de secteurs obtenues par optimisation en vue d’atteindre la cible ne
sont pas toutes identiques. Il n’y a donc pas unicité des solutions. Pour éviter d’établir
des prix trop élevés, il parait judicieux de commencer la procédure d’optimisation avec des
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Fi1G. 7.7 — Fonction K(u) = F(uXgr + (1 — u)X¢), Xr minimum obtenu avec le recuit
simulé, Xg minimum obtenu avec la méthode du gradient pour la cible 1

Version Pas d | Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible4 Cible 5
2 0.1 900 716 877 658 265
1.0 5327 6414 9972 7068 35

10 - - - - 91

3 0.1 15974 11018 12195 10571 7135
1.0 1585 1102 1226 1054 709

10 6182 108 4099 103.4 66

-: cible non atteinte en moins de 20000 itérations

TAB. 7.7 — Nombre moyen d’itérations nécessaires pour atteindre les cibles avec les versions
2 et 3 de l'algorithme du recuit simulé
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prix nuls et de choisir un pas de déplacement suffisamment petit. La version 3 du recuit

simulé conduit & des matrices de prix avec un plus grand nombre de composantes nulles

par rapport & la version 2. Le tableau 7.8 donne un exemple de matrice de prix optimisée

pour la cible 1 avec la version 3 du recuit simulé.

Période
Secteur 1 2 3 4 ) 6 7 8
0 # | 3.47| 251 | 1288 | 17.38 +# +# +#
1 # 1 32.21 | 19.29 | 10.11 | 32.96 | 0.00 # #
2 # | 1891 | 1817 | 298 | 0.00 | 0.03 | 0.00 #
3 # | 7.35|27.66 | 5.01 | 13.10 | 17.43 # #
4 +# # | 38.75 | 46.45 | 12.92 | 33.06 +# +#
5 +# # | 18.86 | 25.91 | 1895 | 0.00 | 0.06 +#
6 # | 2.83| 0412329 | 0.00|13.24 | 17.24 #
7 # # | 2.88 |31.48 | 41.86 | 5.07 | 32.32 #
8 # # # 1 19.99 | 18.56 | 14.08 | 0.00 | 0.00
9 0.00 | 10.86 | 8.26 | 0.07 # # # #
10 # # # # 1 0.00| 10.87 | 8.29 | 0.07
11 67.50 | 40.80 | 31.27 | 0.00 # # # #
12 # # # # | 67.50 | 41.48 | 31.71 | 0.00

# : prix sans influence sur le critére d’optimisation

TaB. 7.8 — Table de prixz de secteurs indépendants, optimisés pour la cible 1

La figure 7.8 donne les cotits d’options, les prix d’options et les utilités d’options associées

au choix de routes et de périodes de décollage pour la cible 1. Les utilités des options qui

doivent étre choisies (indiquées par un 1 sur la figure G.2 en annexe G) sont égales entre

elles et plus petites que les utilités des autres options.
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FiG. 7.8 — Coidt, priz optimisés et utilités d’options pour la cible 1
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7.6 Tests et résultats 125

Dans ’annexe G, on montre que, pour cet exemple particulier, le calcul des prix de sec-
teurs peut se formuler comme un probléme d’optimisation non linéaire (formulation G.2),
mais aussi comme un probléme d’optimisation linéaire (formulation G.9). Il est intéressant
d’examiner les solutions obtenues avec cette seconde formulation. On utilise la fonction
LP du logiciel Matlab pour résoudre le probléme linéaire. Avec cet outil, il est possible de
trouver plusieurs solutions optimales. Il n’y a donc pas unicité des prix de secteurs. En
revanche, pour différentes tables de prix de secteurs optimales, les prix d’options restent
les mémes. Pour la cible 1, les prix d’options optimaux conduisent & des utilités minimales
égales & 742, pour la paire OD 1, et des utilités minimales égales & 856, pour la paire OD
2. Ces valeurs sont trés proches de celles obtenues avec I'algorithme du recuit simulé pour
le probléme d’optimisation non linéaire.

En conclusion, pour cet exemple, on peut dire qu’il existe plusieurs tables de prix de
secteurs qui conduisent aux mémes prix d’options. Et il existe une seule table de prix
d’options qui permet d’atteindre la cible.

Résultats de simulation

Le programme de simulation présenté dans la partie 4.5 du chapitre 4 est utilisé pour
analyser I'impact du procédé de tarification sur la congestion. L’état de congestion des
secteurs est évalué a partir des indicateurs ()1 et QY2 définis par les équations 4.6 et 4.7.
L’indice de charge défini en 4.5 est calculé avec pr = 1, po = 0 et pps = 0. Pour la cible
1, les capacités des secteurs sont fixés & 1 (1 avion par secteur et par période). Les figures
7.9 et 7.10 présentent la charge (nombre de vols entrant dans le secteur) du secteur le plus
critique (secteur 4) en ’absence et en présence de tarification pour la cible 1.

FiG. 7.9 — Histogramme d’indice de charge du secteur 4 pour 1000 jours de simulation -
pas de tarification des secteurs aériens
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FiG. 7.10 — Histogramme d’indice de charge du secteur 4 pour 1000 jours de simulation -
tarification continue des secteurs aériens

La tarification des secteurs aériens permet de réduire de maniére significative la congestion
du secteur le plus critique. En ’absence de prix, le secteur 4 présente un excés de charge
tous les jours en période 3, et 4% des jours en période 4. En appliquant une politique
de tarification optimisée pour la cible 1, un excés de charge apparait, en période 3 pour
25% seulement des jours simulés, et en période 5 pour 25% aussi. Le tableau 7.9 donne
les moyennes et les écarts-type des indicateurs de congestion obtenus pour 1000 jours de
trafic simulé.

Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 Cible 5

@1 Prix nuls 5.1+£0.3 | 5.1£0.3 | 5.0£0.1 | 5.0+£0.1 | 0.9£0.3
Prix optimisés | 4.6£2.5 | 4.6£2.5 | 3.7£2.1 | 3.8€2.1 | 0.3+0.5
Q2 Prix nuls 12.5£1.5 | 12.5+1.5 | 11.4£1.8 | 11.4£1.8 | 0.9+£0.3

Prix optimisés | 5.24+3.3 | 5.2+£3.3 | 4.44+3.0 | 5.2£3.4 | 0.3+0.5

TAB. 7.9 — Moyenne F écart-type des indicateurs de congestion Q1 et Q2 avant et apreés
tarification

Pour les cinqg cibles, 'application d’un mécanisme de tarification des secteurs aériens di-
minue trés nettement la congestion. En effet, les valeurs de I'indicateur )1 obtenues par
tarification sont inférieures & celles calculées en situation “normale”’. Ceci indique que la
tarification diminue le nombre de situations ou les secteurs sont congestionnés. D’autre
part, les valeurs de l'indicateur Q2 d’excés total de charge sont réduites de plus de moitié.
Ceci indique que les situations de congestion qui subsistent avec la tarification sont de
moindre importance.
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7.6.3 Exemple 3

Le scénario de trafic présenté en annexe H est plus complexe et plus réaliste. Il regroupe
52 paires OD pour un espace aérien comptant 35 secteurs. Les capacités des secteurs sont
telles qu’il existe des pointes de congestion dans certains secteurs a certains moments
de la journée. L’état de congestion est caractérisé par les indicateurs Q1 et Q2 dont les
valeurs moyennes pour 1000 jours de simulation valent respectivement 26.89 et 44.19. La
cible est construite manuellement, elle correspond & une situation de trafic pour laquelle
la congestion des secteurs est faible (@1 = 2 et ()2 = 1). On cherche & mesurer efficacité
de la tarification dynamique des secteurs aériens sur la diminution de la congestion.

Détermination du prix maximal

Le prix maximal T des prix de secteurs est fixé en prenant une certaine proportion 7y du
minimum des quotients (coit de route / nombre de secteurs traversés par cette route):

_ : (1)
Z = ymin y .
w,i nombre de secteurs traversés par la route ¢

(7.35)

Cette contrainte est nécessaire pour éviter que les prix d’options représentent une part trop
importante du cotit total du vol.

Résultats de 'optimisation

Pour calculer les prix de secteurs qui conduisent & la cible, la méthode d’optimisation
retenue est le recuit simulé. Seules les versions 2 et 3 sont testées car elles se sont mon-
trées plus performantes pour traiter le probléme de tarification dans 'exemple précédent.
Les tableaux 7.10 et 7.11 rassemblent les résultats obtenus avec les deux versions et pour
différentes valeurs de . Le nombre maximal d’itérations de l’algorithme est fixé a 2000,
ce qui représente un temps d’exécution d’environ une heure et demi sur une station UL-
TRA SPARC II (450 MH). Les paramétres du recuit simulé sont les mémes pour les deux
versions : longueur du palier=>500, facteur de décroissance de la température=0.9, pas de
déplacement=10. Dans les tableaux 7.10 et 7.11, les valeurs des colonnes nommeées “Pro-
portion moyenne” et “Proportion maximale” sont relatives aux quotients g;;:
__ Prix de P'option (,5) de la paire OD w

w
J Cotit de la route ¢

(7.36)

7

. 1 <«

Proportion moyenne = TYT E E E a4 (7.37)
weWieR, j=1

avec I le nombre total de routes reliant les différentes paires OD.

=T
Proportion maximale = max Z Z Z @ (7.38)

w7l7] . .
weW ieR,, j=1



128 7. Tarification continue des secteurs aériens

Ces valeurs donnent une idée de la part que représente le prix d’achat d’une option dans
le colit total d’exploitation du vol pour les compagnies aériennes.

0% Prix Critere | Proportion | Proportion

maximal T moyenne maximale
0.0 0| 107.23 0.00 0.00
0.2 168 61.51 0.07 0.19
0.4 337 18.90 0.14 0.38
0.5 421 8.05 0.17 0.48
0.6 205 4.28 0.21 0.54
0.8 673 0.82 0.27 0.73
1.0 842 0.30 0.31 0.84
1.2 1010 0.27 0.32 0.91

TAB. 7.10 — Résultats de l'optimisation des priz de secteurs avec la version 2 de l’algo-
rithme du recuit simulé

0% Prix Critere | Proportion | Proportion

maximal T moyenne maximale
0.0 0| 107.23 0.00 0.00
0.2 168 60.06 0.03 0.16
0.4 337 18.69 0.06 0.29
0.5 421 7.74 0.09 0.35
0.6 205 4.56 0.07 0.41
0.8 673 1.24 0.07 0.48
1.0 842 0.54 0.07 0.48
1.2 1010 0.51 0.07 0.49

TAB. 7.11 — Résultats de l'optimisation des priz de secteurs avec la version 8 de l’algo-
rithme du recuit simulé

Ces résultats aménent les commentaires suivants :

— La valeur du critére d’optimisation décroit quand la valeur de v augmente. Ceci
indique qu’il est nécessaire de fixer des prix suffisamment élevés pour influencer le
choix des compagnies aériennes.

— Pour des valeurs de <y supérieures a 0.5, le cotit d’achat d’une option peut représenter
plus de 50% des frais totaux d’exploitation du vol. Une telle tarification n’est donc
pas envisageable. Il est donc préférable de se limiter & des valeurs de y inférieures a
0.5.

— L’algorithme du recuit simulé fournit des prix secteurs qui permettent de se rap-
procher de la cible mais sans jamais l'atteindre. Les prix de secteurs optimaux sont
trouvés trés rapidement. La figure 7.11 présente I’évolution du critére d’optimisation
en fonction du temps d’exécution de ’algorithme avec la version 2 et v = 0.5. En
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moins de 5 minutes (avec une station ULTRA SPARC II - 450 MH), il est possible
d’obtenir les prix de secteurs optimaux.

Les deux versions du recuit simulé donnent des valeurs similaires du critére d’optimisation
pour des temps de calcul égaux. En revanche, la version 3 du recuit simulé conduit &
des tables de prix avec un plus grand nombre de prix nuls. Pour donner un ordre d’idée,
une solution obtenue avec la version 2 comporte environ 100 prix significatifs nuls (il y a
1953 prix significatifs), et une solution obtenue avec la version 3 compte environ 600 prix
significatifs nuls. L’avantage est donc donné a la version 3 du recuit simulé qui permet de
tarifer moins fortement les secteurs et d’obtenir les mémes effets.
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FIG. 7.11 — Evolution du critére d’optimisation en fonction du temps d’exécution de lal-

gorithme sur une station ULTRA SPARC II (450 MH)

Reésultats de simulation

L’état de congestion résultant de la tarification mise en place est caractérisé par les indica-
teurs Q1 et Q2. Les résultats obtenus pour 1000 jours de simulation sont reportés dans les
tableaux 7.12 et 7.13. La moyenne et I’écart-type des indicateurs de congestion sont me-
surés pour différentes tarifications (correspondant a différentes valeurs de vy et différentes
tables de prix de secteurs). Pour calculer les valeurs de Q1 et @2, on utilise les équations
4.6 et 4.7. L’indice de charge défini en 4.5 est calculé avec p; = 0.5, po = 0.5 et pps = 0.5.
Les capacités du secteur 7 est égale & 12, la capacité des autres secteurs est limitée & 6.
Les commentaires relatifs & ces résultats sont les suivants:

— La diminution du critére d’optimisation se traduit par une diminution des indicateurs
de congestion. Méme si la cible ne peut étre atteinte, la tarification appliquée a un
effet bénéfique sur ’état de congestion des secteurs.

— Pour des prix de secteurs “raisonnables” (y = 0.5), la congestion des secteurs est
fortement réduite. L’indicateur @)1 passe de 27 a 19, et l'indicateur Q2 de 44 & 17.
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TAB. 7.12 — Moyenne et écart-type des indicateurs de congestion pour des priz de secteurs

TAB. 7.13 — Moyenne et écart-type des indicateurs de congestion pour des priz de secteurs

v | Critere Q1 o0, Q2 £ og,
0.0 | 107.23 | 26.89 £1.76 | 44.19 £2.03
0.2 61.51 | 25.47 £2.08 | 36.95 £ 3.28
0.4 18.90 | 21.45 £2.72 | 22.50 £ 4.17
0.5 8.05 | 19.33 £3.41 | 17.54 £ 4.18
0.6 4.28 | 17.55 £3.80 | 15.07 £4.18
0.8 0.82 | 15.85 £4.06 | 12.89 +4.08
1.0 0.30 | 14.96 £3.93 | 11.90 £ 3.80
1.2 0.27 | 15.03 £4.04 | 11.78 +3.81

optimisés avec la version 2 du recuit simulé

v | Critére Q1 o0, Q2 £ og,
0.0 | 107.23 | 26.89 =£1.76 | 44.19 £2.03
0.2 60.06 | 25.48 £2.10 | 36.44 +3.29
0.4 18.69 | 21.62 £ 2.78 | 22.51 £4.18
0.5 7.74 | 19.36 £3.41 | 17.29 +4.15
0.6 4.56 | 18.28 £3.88 | 15.75 +4.32
0.8 1.24 | 16.78 £4.11 | 13.70 £4.27
1.0 0.54 | 16.11 £4.18 | 12.89 +4.21
1.2 0.51 | 16.08 =4.17 | 12.82 £4.18

optimisés avec la version 8 du recuit simulé
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La tarification des secteurs oriente le trafic et conduit & une réduction du nombre de
pointes de congestion et & une diminution de leurs amplitudes. Ces résultats peuvent
étre visualisés sur les figures 7.12 et 7.13.

La figure 7.12 présente les dépassements de capacité moyens observés pour 1000 jours de
trafic simulé en ’absence de tarification. La congestion est maximale dans le secteur 21
en période 8, le dépassement moyen de capacité est égal & 3.52. La figure 7.13 présente
les dépassements de capacité moyens observés pour 1000 jours de trafic simulé en présence
de tarification. Les prix fixés sont ceux obtenus avec la version 3 du recuit simulé pour
v = 0.5. Le dépassement moyen de capacité est maximal dans le secteur 28 en période 52,
et vaut seulement 1.22. La congestion est nulle dans le secteur 21 en période 8. La figure
7.14 présente 'ensemble des couples (secteur, période) ot un dépassement de capacité peut
étre observé. De maniére générale, la mise en place d’une politique de tarification réduit
les dépassements de capacité dans tous les secteurs congestionnés. De plus, la diminution
de la congestion dans ces secteurs n’a pas engendré d’augmentation notable du trafic dans
les autres secteurs. La nouvelle répartition de trafic induite par les prix permet de réduire
la congestion des secteurs sans pour toutefois 1’éliminer totalement.
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Les prix d’utilisation de I’espace aérien

La partie 3.4.2 du chapitre 3 décrit le systéme actuel de redevances aériennes. Il parait
intéressant de comparer les prix fixés par le systéme actuel aux prix fixés par optimisation
en vue d’atteindre une cible. Les premiers dépendent uniquement de la distance et de la
masse de l'avion. Le prix & payer PA pour un avion qui parcourt D kilométres et qui a
une masse M (en tonnes) au décollage est donné par la formule 3.10. Le prix PA moyen
est calculé en prenant un avion ayant les caractéristiques suivantes :

Vitesse moyenne V 850 km /heure

Masse au décollage M 70 tonnes
Le taux unitaire de redevance est fixé & 52.42 euros. La formule du prix pour l'utilisation
d’une route ¢ d’une paire OD w devient :
"
PA“(l) = 242 x WXV JT0
60 x 100 50
PA¥ (i) = 8.79d%(i) (7.39)

ou d“ (i) désigne la durée du vol en minutes par la route ¢ de la paire OD w.

Le programme de simulation défini dans la partie 4.5 du chapitre 4 est utilisé pour le calcul
des prix d’options payés par les compagnies. De cette maniére, il est possible de comparer
pour chaque vol, le prix de la redevance actuelle et le prix établi par le nouveau principe
de tarification. On suppose que les prix d’options sont optimisés avec la version 3 du
recuit simulé en prenant un prix maximal de secteur égal & 421 euros (ce qui correspond
a v = 0.5). La figure 7.15 présente les prix de redevances et les prix issus du nouveau
principe de tarification pour une journée de trafic simulée de la paire OD Paris-Marseille
qui compte 32 vols. Pour les deux derniers vols, le prix de la redevance est plus élevé car
la route utilisée est plus longue.

Pour toutes les paires OD, les prix fixés par optimisation sont en général moins élevés
que les prix de redevance du systéme actuel. D’ailleurs, pour une journée de trafic simulé
(soit 433 vols), la somme des redevances est égale & 275590 euros et la somme des prix
d’options achetées & 195900 euros. Ces chiffres montrent que la valeur 0.5 pour le coefficient
v intervenant dans la détermination du prix maximal est relativement bien choisie. On
pourrait travailler avec des valeurs de y légérement supérieures, autour de 0.6 sans risquer
d’établir des prix trop élevés par rapport a la tarification actuelle. Mais il faut prendre garde
de ne pas établir des prix d’achat d’options trop élevés par rapport aux cotits d’exploitation
des vols. L’idéal serait de pouvoir traiter une contrainte supplémentaire dans ’optimisation
des prix, cette contrainte indiquant que la somme des prix d’options doit étre proche de la
somme des redevances actuelles. Par exemple, on pourrait ajouter au critére d’optimisation
un terme de la forme:

j=T
BT Y [N e ) - Past) (7.40)

weW £ i€R,, j=1

ot u € R représente le poids associé a cette contrainte.
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7.7 Conclusion

La mise en place d’un mécanisme de tarification pour orienter les décisions des compa-
gnies aériennes concernant leur utilisation de l’espace aérien nécessite le calcul de prix de
secteurs. Connaissant une répartition de trafic “cible”, ce calcul se présente sous la forme
d’un probléme de minimisation quadratique entre les nombres de vols issus du modéle
d’affectation et les nombres de vols définis par la cible. Cette minimisation correspond a
un probléme d’optimisation continu non linéaire et & priori non convexe.

Un algorithme de descente par le calcul du gradient et un algorithme de recuit simulé ont
été développés pour résoudre ce probléme. Ces deux algorithmes ont été testés sur deux
exemples simples. Il ressort que l'algorithme du gradient n’est pas adapté & I'optimisation
des prix de secteurs puisque, dans certains cas, il ne permet pas de trouver le minimum
global. L’algorithme du recuit simulé fournit des tables de prix optimales en un temps
de calcul réduit a condition que la recherche soit orientée, c’est le cas avec la version 2
ou 3. D’ailleurs, ces deux versions se sont montrées performantes pour traiter un troisiéme
exemple relatif a I’espace aérien francais. La distance a la cible peut étre fortement réduite,
il est donc possible de controler le flux de trafic par les prix.

Pour mesurer les effets de la tarification sur la congestion de I’espace aérien, le programme
de simulation de trafic décrit dans la partie 4.5 du chapitre 4 a été utilisé. Ce programme
fournit des indicateurs concernant les dépassements de capacité dans les secteurs aériens,
leurs fréquences et leurs amplitudes. La mise en place d’une tarification, pour laquelle les
prix de secteurs ont été optimisés en vue d’atteindre une cible, modifie la répartition du
trafic dans ’espace et dans le temps. Méme si la cible n’est pas complétement atteinte, la
nouvelle répartition entraine une diminution de la congestion. Il y a moins de dépassements
de capacité et les amplitudes des pointes de congestion sont réduites. De plus, la congestion
s’est trés peu déplacée sur d’autres secteurs.

Pour mettre en place cette politique de tarification, il faut s’assurer que les prix applicables
ne représentent pas une part trop importante des cotits opérationnels des compagnies. Cette
contrainte a été prise en compte en fixant un prix maximal de secteur. A terme, ce prin-
cipe de tarification pourrait remplacer le systéme actuel des redevances & condition que
les recettes générées soient du méme ordre de grandeur. Pour cela, il faudrait ajouter une
contrainte supplémentaire dans la formulation du probléme d’optimisation.
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Chapitre 8

Tarification par niveau des secteurs
aériens

8.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, le principe de tarification adopté consiste & établir des prix pour
chaque secteur a chaque période. Une telle tarification peut paraitre trés complexe pour
les compagnies aériennes qui doivent prendre en compte tous ces prix pour faire leurs choix
de routes et de périodes de décollage. En effet, la table de prix résultante est difficilement
lisible. Il est donc intéressant d’envisager une tarification par niveau de prix, avec par
exemple, un niveau de prix faible, moyen et fort. Le probléme d’optimisation consiste alors
a trouver des valeurs de prix associées a chaque niveau et d’affecter un niveau de prix a
chaque secteur & chaque période. La premiére partie de ce chapitre donne une formulation
mathématique de ce probléme. Les parties suivantes sont consacrées au développement
d’algorithmes de résolution et a leurs applications sur des exemples numériques.

8.2 Formulation mathématique

Le modéle mathématique utilisé pour décrire le probléme de tarification est semblable &
celui décrit dans le chapitre précédent a la différence prés que les prix de secteurs sont
limités & un ensemble V ordonné de M + 1 valeurs [DFDO01la|. La plus petite valeur de
cet ensemble est la valeur nulle. A priori, les autres valeurs ne sont pas connues mais ne
doivent pas dépasser T, la valeur de prix maximale.

V = {vg = 0,v1,02,....om } (8.1)

L’affectation d’une valeur de V a un secteur k£ en période n est donnée par un entier ay p
qui représente 'ordre de ’élément dans V. Pour k = 1,5 et n = 1,7,

0<ap, <M (8.2)
et

Tk = Vg, (8.3)
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On note A, la matrice d’affectation de composantes aj, qui indique pour chaque com-
posante de prix zj, la valeur de prix qui lui est associée. La fonction X=Affecte(A,V)
construit la matrice de prix X a partir de la matrice d’affectation A et de ’ensemble V
en respectant les régles décrites précédemment.

Le probléme de tarification par niveau consiste a trouver une affectation optimale A* et
un ensemble de valeurs optimales V* tels que X* = Affecte(A*,V*) minimise la fonction
F(X) (voir équation 4.15).

Pour ce probléme, trois approches de résolution sont présentées. La premiére utilise la
méthode du gradient pour déterminer les valeurs de prix et le recuit simulé pour affecter les
niveaux de prix. Dans la seconde approche, la recherche des valeurs de prix et ’affectation
des niveaux se fait conjointement par un algorithme de recuit simulé. La troisiéme méthode
appliquée est la méthode Tabou. Ces trois méthodes sont testées et comparées.

8.3 Algorithmes de résolution

8.3.1 Premiére approche: Recuit simulé + Gradient

Pour résoudre ce probléme de minimisation, I’heuristique envisagée consiste en une succes-
sion d’itérations d’algorithme du recuit simulé et d’algorithme du gradient. Le recuit simulé
fournit une affectation optimale A pour un ensemble V de valeurs de prix et ’algorithme
du gradient calcule les nouvelles valeurs de prix. Le schéma de la procédure est donné par
la figure 8.1. La procédure est arrétée aprés un nombre fixe d’itérations ou si la solution
n’est pas améliorée. Les algorithmes de recherche utilisés dans la procédure sont décrits
dans la suite.

Recherche-affectation-optimale

Cette fonction donne la meilleure affectation possible A* pour un ensemble V de valeurs
de prix. La recherche de cette affectation optimale se fait par un recuit simulé. Les étapes
de l'algorithme du recuit simulé sont décrites de maniére générale par le schéma 5.4 du
chapitre 5. Pour choisir une matrice d’affectation D voisine de A, on adopte une stratégie
prenant en compte I’écart Ay ,[F,X] entre le nombre de vols désirés, dans un secteur sur
une période, et le nombre de vols calculés (voir équation 7.24).

Si Mg [£,X] > 0, le secteur k est saturé durant la période n. Le prix associé au couple
(secteur k, période n) doit étre augmenté de maniére & inciter les compagnies a ne pas
traverser ce secteur pendant cette période. La matrice D est générée a partir de A de la
facon suivante :

— u = Random(0,1)
— Si (u < p1), dy,p = min(ay,, +1,M)
= Si(u 2> p1) et (u<p1+p2), dgp = max(ag, — 1,0)

p1, p2 sont deux probabilités avec p1 > p2 et p1 +p2 < 1.
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INITIALISATION
ensemble de valeurs V
matrice d’affectation A

RECUIT SIMULE
Nouvelle affectation D

Recherche - affectation — optimdis,V)

GRADIENT
Nouvel ensemble W

Recherche - valeurs —optimale (V, D)

FiG. 8.1 — Schéma algorithmique pour la premiére approche de résolution : recuit + gradient
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Au contraire, si plus de trafic peut étre accepté dans un secteur, ce qui correspond &
e [E,X] < 0, il est préférable de baisser le prix associé au couple (secteur k, période n).
La matrice D est générée a partir de A de la fagon suivante:

— u = Random(0,1)
— Si (u < p1), dn, = max(ag, — 1,0)
= Si(u2>p1) et (u<p1+p2), dgp = min(ag,, +1,M)

L’algorithme est arrété si le critére d’optimisation atteint une certaine valeur ou s’il n’y a
pas d’amélioration de la solution pendant un nombre fixe d’itérations successives.

Recherche-valeurs-optimales

Cette fonction recherche, pour une matrice d’affectation donnée A, I’ensemble V* de va-
leurs de prix optimales. Cette recherche se fait par la méthode du gradient :

Initialisation :

— Partir d’un ensemble de valeurs de prix: VO
~ X% = Affecte(A,V9)
— Nombre d’itérations ¢ =0

Tant que le critére d’arrét est non vérifié :

Calculer pour tout m = 1,M

¢ _ k=S =n=T" OF(X) _ L B .
Viin=> 01 doney O D | xxa VO Oy =1 si agp =m, 0 sinon.

— Choisir un pas de déplacement A,
~ Faire v%™" = min (max (vf, — ANV IE0),Z) Ym=1M
— X7+ = Affecte(A,VIt!)
—q4+q+1
Fin Tant que

L’algorithme est arrété si le critére d’optimisation atteint une certaine valeur ou apreés
un nombre fixe d’itérations. A chaque itération, le pas de déplacement A, est obtenu en
minimisant le critére vis & vis de ce paramétre avec la méthode du nombre d’or.

8.3.2 Deuxiéme approche: Recuit simulé a variables mixtes

Comme rien ne garantit la convexité du probléme de recherche d’un ensemble V de valeurs
de prix pour une affectation donnée A, un algorithme de recuit simulé & variables mixtes
pour rechercher simultanément une matrice d’affectation et un ensemble de valeurs de prix
est développé. Le schéma algorithmique de cette procédure est donné par la figure 8.2.
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INITIALISATION
Matrice d'affectation A :@p=0

Ensemble de valeurs de prix Vi # 0
Meilleure solution : A*=A, V*=V, X*=X
Température initialgg . g=0

GENERATION D’ UNE
g=0 NOUVELLE SOLUTION g=g+1

z= Random(0,1)

z<0.5 z>=0.5

D = matrice voisine de W = ensemble voisin dg,V

Y=Affecte (D,V) Y=Affecte (A,W

ACCEPTATION
dF = F(Y) - F (X)
Appel de Accepte (d¥, )

z<0,5 z>=05
A=D W
X=Y

Réduction de |
température

NON

F(X) < F (X*)

oul
X*=X, A*=A, V*=V

EQUILIBRE THERMIQUE
g=Ny

NON oul
ARRET ? FIN

FiG. 8.2 — Schéma algorithmique du recuit simulé pour la recherche simultanée d’une ma-
trice d’affectation et d’un ensemble de valeurs de priz
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Pour choisir une matrice d’affectation D voisine de A la stratégie décrite précédemment
est utilisée. Pour obtenir un ensemble de prix W voisin de V, la premiére valeur reste nulle
wp = vg = 0. Chaque autre nouvelle valeur est tirée dans 'intervalle [v,, — d,v,,, + 0] (J pas
de déplacement) et projetée sur 'intervalle [0,Z]. Les nouvelles valeurs obtenues sont triées
par ordre croissant et forment le nouvel ensemble W.

8.3.3 Troisiéme approche: Méthode Tabou

La méthode Tabou (voir partie 5.6.3 du chapitre 5) semble étre adaptée & la recherche
conjointe d’une matrice d’affectation et d’un ensemble de valeurs de prix, car elle facilite
la prise en compte d’informations sur la structure du probléme. Pour appliquer la méthode
Tabou & ce probléme d’optimisation, il faut choisir une solution initiale, et définir des
structures de voisinages et de mouvements.

Solution initiale

Pour débuter la recherche avec tabous, la solution initiale est obtenue en prenant une
matrice d’affectation A initiale nulle (a;, = 0 pour k = 1,5 et n = l,T,) et en fixant
aléatoirement la valeur du prix de plus haut niveau vy; de 'ensemble V. Les autres valeurs
de prix initiales sont obtenues & partir de Vs proportionnellement & leur ordre.

— agp =0
~ vy = Random(0,1) X T
—vg =0 et vy, = Jjoy pour m =1,M — 1

Mouvements

Pour se déplacer d’une solution & ’autre, trois types de mouvements peuvent s’appliquer.
Le premier consiste & augmenter le niveau de prix d’un secteur & une période donnée. Ce
mouvement correspond & augmenter d’une unité une des composantes de la matrice d’af-
fectation A. Nous appellerons “mouvement add’ ce type de transformation. Le deuxiéme
type de mouvement envisageable consiste & diminuer le niveau de prix d’un secteur & une
période donnée. Ce mouvement correspond & diminuer d’une unité une des composantes
de la matrice d’affectation A. Nous appellerons “mouvement drop” ce type de transforma-
tion. Le troisitme mouvement possible consiste a modifier une des valeurs de I’ensemble
V, en 'augmentant ou en la diminuant d’un milliéme du prix maximal. Nous appellerons
“mouvement val” ce type de transformation.

Voisinage
— Voisinage add
L’ensemble des matrices d’affectation pouvant étre atteintes a partir de la matrice
d’affectation courante par un mouvement add constitue le voisinage add. Il serait trop
long en temps de calcul d’évaluer toutes les solutions de ce voisinage. L’exploration
est donc limitée a une fraction de ce voisinage. Pour cela, le passage a un niveau
de prix supérieur ne se fait que sur certains couples (secteur, période). Les couples
(secteur k, période n) sont choisis en fonction de I’écart \j,, défini par I’équation



8.3 Algorithmes de résolution 143

7.24, et du niveau de prix ay,, déja affecté.

— Notations:
Figqq : Ensemble des couples (secteur k, période n) pour lesquels écart A, est
supérieur & (10E — 6) et le niveau de prix ay,, est inférieur & M
Niggq: Cardinal de Figqq
Padqd : Pourcentage de couples sélectionnés
FE foqq : Ensemble des couples susceptibles de subir un mouvement add
Nfadd: Cardinal de Efadd

— Principe:

= N fadd = E(padd % Niada)

— Dans ’ensemble Fi,qq4, retenir les N f,qq4 couples de plus grand écart. Ils
forment ’ensemble F f,q44. L’ensemble des matrices d’affectation pouvant
étre atteintes en appliquant un mouvement add aux couples de ’ensemble
E f,qq forment le voisinage Vqq4.

— Voisinage drop
Le principe de formation du voisinage drop est semblable & celui du voisinage add.
— Notations:
FEigrop - Ensemble des couples (secteur k, période n) pour lesquels I'écart Ay,
est inférieur & (—10E — 6) et le niveau de prix ay, est supérieur a 0
Nigrop : Cardinal de Eigyqp
Pdrop : Pourcentage de couples sélectionnés

E farop : Ensemble des couples susceptibles de subir un mouvement drop
N farop: Cardinal de E fgrop

— Principe:

- Ndrop = E(pdrop X Nidrop)

— Dans I'ensemble Eig.p, retenir les Ngqo, couples de plus petit écart. Ils
forment ’ensemble E fg,op. L’ensemble des matrices d’affectation pouvant
étre atteintes en appliquant un mouvement drop aux couples de ’ensemble
E farop forment le voisinage Viyop-

— Voisinage val
En pratique, le nombre de niveaux de prix est réduit. Toutes les solutions pouvant
étre atteintes par un mouvement val peuvent donc étre examinées. Le voisinage val
Vial est formé par tous les ensembles de valeurs de prix obtenus par I'augmentation
ou la diminution d’une des valeurs de prix de ’ensemble courant. A chaque fois, les
valeurs du nouvel ensemble sont triées par ordre croissant.

Mouvements tabous

Pour éviter de retourner vers des solutions déja rencontrées, le passage & un prix de niveau
supérieur ne peut pas s’appliquer & un couple (secteur, période) ayant fait récemment 1’ob-
jet d’un mouvement drop. De la méme fagon, le passage & un prix de niveau inférieur sur
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un couple (secteur, période) qui vient de subir un mouvement add est considéré comme
tabou. Il est aussi tabou d’augmenter (resp. de diminuer) la valeur d’un niveau de prix qui
a été récemment diminuée (resp. augmentée). La maintenance de ces principes est assurée
par trois listes tabou. La premiére liste contient les &gy, derniers couples (secteur, période)
qui ont subi un mouvement drop, la seconde les k,q44 derniers couples (secteur, période) qui
ont subi un mouvement add. La troisiéme liste contient les k,, derniéres valeurs qui ont
été modifiées avec le sens de leur modification (+1 pour une augmentation, -1 pour une
diminution). La gestion de listes tabou permet d’éviter des cycles, c’est-a-dire d’augmenter
puis de diminuer le prix affecté & un couple (secteur, période).

Algorithme

Le schéma algorithmique de la recherche Tabou pour la tarification par niveau est donné
par la figure 8.3. Les probabilités p1,p2 (telles que: p1+p2 = 1) déterminent la proportion de
mouvements de chaque type et rendent le processus de recherche stochastique. La recherche
est arrétée aprés un nombre fixe d’itérations.

8.4 Tests et résultats

Les trois approches de résolution au probléme de tarification par niveau sont testées sur
I’exemple académique (exemple 2). Le nombre de niveaux de prix est limité a 4 (M < 3).
Ces tests vont permettre de sélectionner les méthodes les plus efficaces & appliquer sur
I’exemple 3, plus complexe.

8.4.1 Exemple 2
Résultats de 'optimisation

Premiére approche

Pour cette approche, I'algorithme du gradient est stoppé aprés 300 itérations. L’algorithme
du recuit simulé est stoppé si le nombre d’itérations excéde 200000 ou si le critére ne s’amé-
liore pas pendant 25000 itérations successives. Un pré-traitement permet de déterminer
une température initiale de maniére a ce que le nombre de configurations acceptées sur
le nombre de configurations générées (500) soit supérieur & 0.8. Une décroissance linéaire
de la température est choisie: 6., = B'6y avec f = 0.9. Le nombre d’itérations a tem-
pérature constante est égal & 5000. Des tests préliminaires ont permis de régler la valeur
des probabilités p; et p & 0.7 et 0.2. La figure 8.4 présente ’évolution de la distance a la
cible 1 pendant 'optimisation avec quatre niveaux de prix pour une initialisation donnée
du générateur aléatoire. Le temps reporté en abscisse correspond au temps CPU mesuré
sur une ULTRA SPARC II (440 MH).

Le tableau 8.1 présente les valeurs du critére F'(X) (voir équation 4.15) avant et aprés
optimisation. Les résultats sont obtenus pour 100 initialisations différentes du générateur
aléatoire.
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INITIALISATION

Matrice d’affectation A : en =0
Ensemble de valeurs de prix V :
VG0, vy = Random(0,1) * X'ﬁlﬁ: va

Meilleure solution A*=A, V*=V, X*=Affecte(A*,V*)
Nombre d’ itérations : g=0

g=g+1 GENERATION D’'UNE SOLUTION

z=Random(0,1)

z<=P1 z>P1 et z <% z>02

MOUVEMENT ADD MOUVEMENT DROP MOUVEMENT VAL

A non tabou choisi dansgy A non tabou choisi dangj)y |V non tabou choisi dans,y
minimisant F(Affecte(A,V)) minimisant F(Affecte(A,V)) minimisant F(Affecte(A,V)

F(Affecte (A, V)) < F(X*)

Ooul
X*=Affecte(A, V)
A*=A, V*=V

Mise a jour des listes tabou

NON Oul
ARRET ? FIN

Fi1G. 8.3 — Schéma algorithmique de la méthode Tabou pour la recherche simultanée d’une
matrice d’affectation et d’un ensemble de valeurs de priz
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Critere d optimisation

0 50 10¢ 200 250 300

0 150
Temps CPU (en secondes)

FIG. 8.4 — Evolution du critére pour la cible 1 avec 4 niveaus de priz

| Critére | Cible 1 | Cible 2 | Cible 3 | Cible 4 | Cible 5

Critére avant optimisation

Prix nuls | 1701 |17.01 [2271 |11.19 [ 178

Critére aprés optimisation

2 niveaux minimal | 0.014 0.022 0.0061 0.0055 0.00

de prix (M =1) | moyen 0.67 0.87 0.94 0.83 0.33
maximal | 1.39 4.63 2.58 6.28 1.58

3 niveaux minimal | 0.00077 | 0.00022 | 0.000006 | 0.00022 | 0.00

de prix (M = 2) | moyen 0.48 0.23 0.24 0.12 0.036
maximal | 1.35 4.43 1.29 1.28 1.78

4 niveaux minimal | 0.00002 | 0.00013 | 0.000011 | 0.000011 | 0.00

de prix (M = 3) | moyen 0.22 0.11 0.058 0.041 0.00006
maximal | 1.30 3.07 2.53 0.95 0.00059

TaAB. 8.1 — Critére d’optimisation avec la premiére approche

Ces résultats indiquent que:

— La valeur du critére d’optimisation décroit avec le nombre de niveaux de prix utilisés.

— La cible n’est pas toujours atteinte. Les valeurs de critére encore trés élevées, méme
aprés optimisation, laisse & penser que la méthode du gradient est bloquée dans un
minimum local. Cette hypothése peut étre vérifiée sur un probléme avec deux niveaux
de prix. La figure 8.5 donne les variations du critére d’optimisation en fonction des
variations de la valeur v; de l'ensemble V = {vy = 0,01} pour une affectation de
prix donnée. Sur cette figure, la présence d’un minimum local est visible. Pour tenter
d’obtenir le minimum global, il est donc préférable d’utiliser d’autres heuristiques
d’optimisation n’utilisant pas d’algorithme du gradient.

— L’utilisation de seulement trois niveaux de prix (M = 2), en comparaison avec une
tarification continue des secteurs aériens (voir résultats du tableau 7.6 du chapitre 7)
ne semble pas affecter les performances du systéme. En effet, d’aussi petites valeurs
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du critére peuvent étre atteintes avec une tarification par niveau de prix.

10 20 30 20 50 60 70

FIG. 8.5 — Evolution du critére en fonction des wariations de priz vy pour une matrice
d’affectation donnée

Deuxiéme approche

Pour cette approche, les paramétres de controle du recuit simulé (température initiale, fac-
teur de décroissance, nombre de paliers) sont les mémes que ceux utilisés dans la premiére
approche. Le pas de déplacement § d’une valeur de prix a une autre est fixé a 0.1. L’algo-
rithme du recuit simulé est arrété si le critére de minimisation est inférieur a 0.001 ou aprés
200000 itérations. Le tableau 8.2 présente les valeurs du critére de minimisation en fonction
du nombre de niveaux de prix utilisés. Les résultats sont obtenus pour 50 initialisations
différentes du générateur aléatoire.

M | Critére Cible 1 | Cible 2 | Cible 3 Cible 4 | Cible 5
1 | minimal | 0.014 0.022 0.0061 0.0055 | 0.00000
moyen 0.014 0.022 0.0064 0.0056 | 0.00059
maximal | 0.014 0.022 0.0068 0.0068 | 0.00098
2 | minimal | 0.00043 | 0.00020 | 0.00040 | 0.00046 | 0.00000
moyen 0.0038 | 0.0016 | 0.0014 0.0012 | 0.00055
maximal | 0.020 0.0058 | 0.0062 0.0049 | 0.00099
3 | minimal | 0.00036 | 0.00020 | 0.000040 | 0.00016 | 0.00000
moyen 0.0021 | 0.0015 | 0.0011 0.0011 | 0.00062
maximal | 0.0084 | 0.0056 | 0.0058 0.0034 | 0.00097

TAB. 8.2 — Critére d’optimisation avec la méthode du recuit simulé & variables miztes

Le tableau 8.3 donne un exemple de matrice de prix optimisée pour la cible 1 avec 4 ni-
veaux de prix (niveau 0: vy = 0.0, niveau 1: v; = 13.4, niveau 2: vo = 30.4 , niveau 3:
v3 = 46.2). La figure 8.6 donne les utilités des douze options proposées & un vol programmeé
en période 1. On peut noter que, pour une méme cible, la stratégie de tarification par ni-
veau induit toujours des utilités d’options (cout fixe + prix d’achat) plus élevées qu'une
tarification ou les prix sont indépendants les uns des autres. D’autres recherches doivent
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Période

Secteur | 1 | 2 | 3 |4 |5 |6 | 7|8
0 #1210 3|3 |#|#|#
1 #1313 12|31 |#|#
2 #1313]0]01]3]|0|#
3 #1313 1|33 |#|#
4 #1 #3120 3| #|#
5 H1 #1212 ]3]0]|1|#
6 #121313|01]3]|3|#
7 #1 #1013 2]2]|3|#
8 # 1 # | #3330 |#
9 0|33 |3 |#|#|#|#
10 HANH|H#|H#]10]3] 3|3
11 312|100 |#|#|#|#
12 H#NH#H|H#|H#|3]13]2]0

# : prix sans influence sur le critére d’optimisation

TAB. 8.3 — Table de priz de secteurs a 4 niveauz, optimisés pour la cible 1

étre conduites pour déterminer si cette augmentation de 1'utilité associée & une structure
de prix par niveau est spécifique a cet exemple.

Troisiéme approche

Le tableau 8.4 présente les résultats obtenus avec une recherche Tabou pour 50 initiali-
sations différentes du générateur aléatoire. Pour avoir des temps de calcul comparables
a ceux de ’algorithme du recuit simulé a variables mixtes, 30000 itérations de recherche
Tabou sont exécutées. La recherche est arrétée avant si la cible est atteinte, c’est-a-dire si
le critére de minimisation est inférieur & 0.001. Les trois types de mouvement ont méme
probabilité de réalisation: p; = % et po = % Les paramétres de la recherche sont fixés aux
valeurs suivantes: pogq = 0.5, Parop = 0.5, kgqq = 10, kgrop = 10, kyey = 4.

Comparaison de performances

Les résultats obtenus avec le recuit simulé & variables mixtes et la méthode Tabou sont du
méme ordre de grandeur. A partir de 3 niveaux de prix (M > 2), la cible est atteinte. Le
tableau 8.5 donne les temps de calcul (temps CPU pour une ULTRA SPARC II - 440 MH)
pour atteindre les cibles (critére <0.001), avec quatre niveaux de prix, avec la méthode du
recuit simulé et avec la méthode Tabou.

A la vue de ces résultats, il est difficile de se prononcer sur l'efficacité d’une méthode par
rapport a Pautre. Il faudrait pouvoir comparer les méthodes sur d’autres scénarios de trafic.
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Utilité d’options pour des prix de secteurs indépendants

FiG. 8.6 — Comparaison des utilités entre une tarification continue et une tarification par
niveau - Cible 1

M | Critére Cible 1 | Cible 2 | Cible 3 Cible 4 | Cible 5
minimal | 0.014 0.022 0.0061 0.0055 | 0.00022
moyen 0.014 0.022 0.0062 0.0057 | 0.00056
maximal | 0.016 0.023 0.0067 0.0058 | 0.0010

2 | minimal | 0.00068 | 0.00061 | 0.00077 | 0.00036 | 0.00022
moyen 0.0034 | 0.0018 | 0.00078 | 0.00078 | 0.00069
maximal | 0.0092 | 0.0080 | 0.00098 | 0.0010 | 0.0010

3 | minimal | 0.00033 | 0.00014 | 0.000035 | 0.00019 | 0.000001
moyen 0.00082 | 0.00071 | 0.00085 | 0.00074 | 0.00060
maximal | 0.0020 | 0.0010 | 0.0044 0.0010 | 0.0010

[a—y

TAB. 8.4 — Critere d’optimisation avec la méthode Tabou
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Temps CPU | Cible 1 | Cible 2 | Cible 3 | Cible 4 | Cible 5
Recuit simulé minimal 84 73 110 76 5}
a variables moyen 195 117 139 108 11
mixtes maximal 761 151 198 166 27
Méthode Tabou | minimal 136 7 30 30 11
moyen 405 240 42 53 13
maximal 916 738 82 116 16

TAB. 8.5 - Temps CPU (en secondes) pour atteindre la cible (critére <0.001) avec le recuit
simulé a variables miztes ou la méthode Tabou

Résultats de simulation

Les résultats précédents montrent qu’il est possible d’atteindre une cible au moyen d’une
tarification par niveau en optimisant les prix, soit par un recuit simulé & variables mixtes,
soit par une méthode Tabou. Il faut maintenant s’assurer que la tarification par niveau
des secteurs aériens est aussi performante en terme de réduction de la congestion qu’'une
tarification continue. Pour cela, on reproduit les mémes simulations que celles décrites dans
la partie 7.6.2, mais pour une tarification & quatre niveaux de prix. La figure 8.7 présente
la charge (nombre de vols entrant dans le secteur) du secteur le plus critique (secteur
4) obtenue pour la cible 1 avec ce type de tarification. Les résultats des simulations sont

FiG. 8.7 — Histogramme d’indice de charge du secteur 4 pour 1000 jours de simulation -
tarification & quatre niveaux de prixz de secteurs

identiques & ceux obtenus avec une tarification continue. Une tarification par niveau de prix
est aussi efficace qu’une tarification continue pour réduire la congestion des secteurs aériens.
Le tableau 8.6 qui donne les moyennes et les écarts-type des indicateurs de congestion
obtenus pour 1000 jours de trafic simulé renforce cette affirmation.
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Cible 1 Cible 2 Cible 3 Cible 4 | Cible 5

@1 Prix nuls 51+£0.3 | 5.140.3 | 5.0£0.1 | 5.0+0.1 | 0.9+0.3
Prix indépendants 4.6+2.5 | 4.6+2.5 | 3.7+2.1 | 3.842.1 | 0.3+0.5
Quatre niveaux de prix | 4.6+2.5 | 4.6£2.5 | 3.7+£2.1 | 3.94£2.1 | 0.3+0.5

Q2 Prix nuls 12.5+1.5 | 12.5£1.5 | 11.4+1.8 | 11.4£1.8 | 0.94+0.3
Prix indépendants 52433 | 52433 | 4.4+3.0| 5.24+3.4 | 0.3£0.5
Quatre niveaux de prix | 5.2+3.3 | 52£3.3 | 4.4+3.0 | 5.243.4 | 0.3+0.5

TAB. 8.6 — Moyenne F écart-type des indicateurs de congestion Q1 et Q2 avant et apreés
tarification

8.4.2 Exemple 3

L’exemple précédent a permis de comparer différentes approches d’optimisation pour éta-
blir une tarification par niveau. L’utilisation d’un recuit simulé ou d’une méthode Tabou
s’est révélée efficace. La limitation du nombre de valeurs de prix n’affecte pas les perfor-
mances du systéme de tarification en terme de diminution de la congestion. L’exemple 3
décrit en annexe H va permettre d’infirmer ou de confirmer ces résultats pour un scénario
de trafic plus réaliste.

Résultats de 'optimisation

Les deux derniéres approches, recuit simulé & variables mixtes et méthode Tabou sont
employées pour l'optimisation des prix de secteurs en se limitant & 4 niveaux de prix
(M = 3). La valeur du prix maximal est déterminé & partir de ’équation 7.35 en prenant
un coefficient vy égal a 0.5.

L’algorithme du recuit simulé est arrété aprés 20000 itérations, ce qui correspond & un
temps d’exécution égal & environ 10 heures avec une station ULTRA SPARC II (450 MH).
Les paramétres de controle du recuit sont fixés aux mémes valeurs que précédemment.
Pour modifier les valeurs de prix, le pas de déplacement est égal & 100. Les probabilités de
passage d’un niveau de prix a un autre sont fixées & 0.7 pour p; et 0.2 pour ps.

Dans I’'algorithme de la méthode Tabou, les trois mouvements ont méme probabilité de
réalisation. En revanche, les pourcentages de couples sélectionnés pour subir un mouvement
sont réduits par rapport a I’exemple précédent pour éviter d’explorer des voisinages trop
grands. Dans ce cas, pggq = 0.02, pgrop = 0.2. Les autres parametres conservent leurs
valeurs : kqqq = 10, kgrop = 10, kyq = 4. Pour obtenir un temps d’exécution comparable &
celui du recuit simulé, 2500 itérations de la méthode Tabou sont réalisées.

Le tableau 8.7 présente les résultats obtenus en indiquant les valeurs de proportion moyenne
et maximale définie dans la partie 7.6.3 du chapitre 7 et les valeurs des 4 niveaux de prix.

— L’utilisation de seulement quatre niveaux de prix conduit a des critéres d’optimisation
plus élevés. Il parait donc plus difficile d’orienter la répartition du trafic en appliquant
une tarification par niveau.

— Les temps de calcul des deux méthodes sont trés importants comparativement au
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Critére | Proportion | Proportion | vg U1 V9 V3
moyenne | maximale

Avant optimisation | 107.23 0.00 0.00| 0 0 0 0
Recuit simulé 39.09 0.18 043 0] 113 | 269 | 421
Meéthode Tabou 21.28 0.03 0.32 | 0] 351|413 ]| 421

TaAB. 8.7 — Critere d’optimisation avec la méthode du recuit simulé a variables mixtes et la
méthode Tabou pour 4 niveaur de priz

temps de calcul nécessaire pour établir des prix de secteurs en tarification continue.

— Pour des temps d’exécution équivalents, la méthode Tabou se révéle étre plus efficace
que la méthode du recuit simulé, puisqu’elle conduit & un critére d’optimisation plus
petit.

— Les valeurs des proportions sont cohérentes avec celles calculées en tarification conti-
nue. En effet ’utilisation d’un coefficient v de 0.5 est correcte pour établir un rapport
acceptable entre les prix d’options et les cotits d’options.

— La méthode du recuit simulé & variables mixtes fournit une table de prix avec 477
prix significatifs nuls pour 1953 prix significatifs. La table de prix obtenue avec la
méthode Tabou comporte 1771 prix significatifs nuls, ce qui indique que seuls 182
couples (secteur, période) sont tarifés.

Résultats de simulation

Pour connaitre les effets de la tarification par niveau sur la congestion des secteurs, les
simulations décrites dans la partie 7.6.3 concernant la tarification continue sont reproduites.
Les résultats sont présentés dans le tableau 8.8. Ils sont conformes aux prévisions: dans
les deux cas, la tarification mise en place modifie la répartition du trafic et entraine une
réduction de la congestion totale. L'indicateur QQo d’excés total de charge passe de 44 a
27 pour des prix établis avec le recuit simulé, et de 44 & 22 pour des prix établis avec la
méthode Tabou. Cependant, les effets de cette tarification sur la congestion sont moindres
par rapport a ceux apportés par une tarification continue des secteurs aériens.

Q) + 0Q Q2+ 9Q>

Prix nuls 26.89 £1.76 | 44.19 £2.03
Prix optimisés avec le recuit simulé 25.28 £ 2.76 | 27.01 £ 3.34
Prix optimisés avec la méthode Tabou | 22.28 + 3.38 | 22.00 £ 4.22

TAB. 8.8 — Moyenne et écart-type des indicateurs de congestion pour une tarification par
niveau

La figure 8.8 présente les dépassements de capacité moyens observés pour 1000 journées
de trafic simulé si une tarification par niveau est mise en place. Les prix fixés sont ceux
obtenus avec la méthode Tabou pour v = 0.5. Le dépassement moyen de capacité est
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maximal dans le secteur 28 en période 52, il est égal & 1.84. C’est une valeur supérieure au
dépassement mesuré dans le méme secteur & la méme période en I'absence de tarification.
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F1G. 8.8 — Dépassement moyen de capacité des secteurs aériens (priz établis avec la mé-
thode Tabou)

La figure 8.9 présente ’ensemble des couples (secteur, période) ot un dépassement de capa-
cité peut étre observé. Méme si globalement la tarification par niveau permet de diminuer
les amplitudes de dépassement de capacité, elle peut engendrer des effets contraires & ceux
attendus. Par exemple, dans le secteur 28 en période 15, la congestion est réduite de moitié
mais le surplus de demande s’est reporté sur les périodes 16 et 17.

Pour des scénarios de trafic plus complexes, la tarification par niveau est moins performante
qu’une tarification ou les prix sont fixés indépendamment les uns des autres. En effet, il
est plus difficile d’orienter le trafic en utilisant seulement quatre niveaux de prix.

Les prix d’utilisation de I’espace aérien

Comme en tarification continue, il est nécessaire de fixer un prix maximal de secteur pour
éviter que le prix d’achat des options de route et de période de décollage soit trop important
par rapport au cotit d’exploitation du vol. Une valeur de 0.5 pour le coefficient y intervenant
dans le calcul du prix maximal (équation 7.35) s’avére judicieux.

On peut comparer les prix d’utilisation de ’espace aérien établis par une tarification par
niveau avec ceux fixés par le systéme actuel de redevances. La méthode de comparaison
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est la méme que celle décrite dans la partie 7.6.3 du chapitre 7. Si les prix d’options sont
optimisés avec la méthode du recuit a variables mixtes, ils sont généralement plus élevés
que les prix des redevances actuelles. D’ailleurs, la recette totale s’éleve & 347712 euros
contre 195900 euros pour le systéme actuel. Si les prix d’options sont optimisés avec la
méthode Tabou, la plupart d’entre eux sont nuls et dans ce cas ’espace aérien n’est pas
suffisamment tarifé pour couvrir les cotits du controle aérien.

Dans les deux cas, les utilités d’options qui résultent d’une tarification par niveau sont
différentes de celles obtenues avec une tarification ou les prix sont indépendants les uns des
autres, et cela dépend de la méthode d’optimisation utilisée. L’augmentation des utilités
constatée dans I’exemple précédent est donc un fait non généralisable.

8.5 Conclusion

La deuxiéme stratégie de tarification des secteurs aériens consiste & limiter le nombre de
valeurs de prix. Le calcul des prix de secteurs est alors formulé comme un probléme d’op-
timisationmixte a variables continues et discrétes. Il s’agit de calculer des valeurs de prix
et d’affecter un niveau de prix a chaque couple (secteur, période). Pour résoudre ce pro-
bléme, trois approches ont été envisagées. Elles ont été testées sur un exemple académique.
Il ressort que la premiére approche qui utilise une méthode de gradient pour calculer les
valeurs de prix n’est pas performante. En effet, pour une affectation de prix donnée, le
critére d’optimisation n’est pas convexe et le méthode se heurte au probléme de minimums
locaux. La recherche conjointe d’un ensemble de prix et d’une affectation, avec un algo-
rithme de recuit simulé, ou une méthode Tabou, s’avére étre plus efficace.

Ces deux approches ont été retenues pour étre appliquées a un exemple plus réaliste. Les
résultats montrent qu’il est plus difficile de s’approcher de la cible avec une tarification par
niveau qu’avec une tarification ou les prix sont fixés indépendamment les uns des autres.
Le critére d’optimisation décroit avec le nombre de valeurs de prix utilisées. C’est un ré-
sulat tout & fait compréhensible. En effet, limiter le nombre de valeurs de prix revient a
ajouter des contraintes au probléme d’optimisation. Plus ce nombre est petit, plus il y a
de contraintes et plus le critére optimum est élevé.

En limitant le nombre de valeurs de prix, les possibilités d’atteindre la cible sont réduites, et
logiquement, les effets sur la congestion des secteurs sont moins importants voire contraires
aux espérances. Cette différence n’est pas visible pour ’exemple académique mais apparait
plus nettement pour un réseau aérien plus complexe. Les mesures de congestion issues des
simulations de trafic en présence de tarification indiquent que 'amplitude des dépassements
de capacité a baissé, mais que leur nombre est resté quasiment le méme. Il arrive, que dans
certains secteurs, la congestion ait augmentée ou se soit reportée sur des périodes voisines.
Comme en tarification continue, il est nécessaire de fixer un prix maximal de secteur pour
éviter d’établir des prix d’options trop grands. Et une contrainte sur le montant des recettes
pourrait étre ajoutée. La mise en place d’une tarification par niveau propose une lecture
plus simple des prix de secteurs mais les gains en terme de diminution de la congestion sont
plus faibles. Il y a donc un compromis & faire entre le nombre de niveaux de prix utilisé et
les gains souhaités.






157

Conclusion

8.6 Contributions

Pour réduire la congestion de I'espace aérien, il faudrait que le trafic soit mieux étalé dans
I’espace et dans le temps. Des études ont montré qu’il est possible de trouver une affec-
tation de routes et de créneaux de décollage qui favorise une meilleure répartition de la
charge de travail entre les controleurs des différents secteurs aériens. Pour orienter le trafic
et parvenir & cette cible, deux types de mesures peuvent étre prises, une mesure arbitraire
qui consiste a imposer aux compagnies aériennes les routes et les horaires de leurs vols, ou
une mesure incitative qui passe par un processus de tarification.

Notre travail a été de construire un systéme de tarification de ’espace aérien, de mesurer
son influence sur l'orientation du trafic et son efficacité sur la réduction de la congestion.
Pour établir un systéme de tarification induisant une diminution de la congestion, nous
avons examiné les principes d’affectation de trafic et de tarification développés en trans-
port. Le mode de tarification retenu consiste a faire payer aux compagnies aériennes des
taxes d’entrées dans les secteurs aériens, ces taxes étant modulables dans le temps. Ainsi,
a la définition du plan de vol, la compagnie prend en compte les différents prix appliqués
suivant la route et la période de décollage choisie et elle porte son choix sur une option qui
répond le mieux & ses intéréts pratiques et financiers.

Pour parvenir a une tarification adéquate des secteurs aériens, la premiére étape a consisté
a modéliser le processus de décision des compagnies aériennes en fonction des prix de
secteurs. Le modele adopté a été le modéle Logit, c’est un modéle probabiliste de choix
discrets. Il suppose que les décisions des compagnies concernant leurs vols dépendent d’uti-
lités associées & chaque option de route et de période de décollage. Chaque utilité est la
somme d’un colt de route, d’un colt de retard et d’un prix d’achat d’option. Ce prix
d’option est lui-méme la somme des prix d’entrée dans les différents secteurs traversés par
la route.

La premiére étape de modélisation a permis la construction d’une procédure de simulation
de trafic et a conduit a la définition de deux problémes:

— Un probléme d’identification pour estimer les différents paramétres du modele en
s’appuyant sur des statistiques d’observation du trafic.

— Un probléme de calcul de prix de secteurs pour orienter les décisions des compagnies
vers la cible.
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Ces deux problémes ont été formulés comme des problémes de minimisation d’écart quadra-
tique. Nous avons dressé un bilan des méthodes d’optimisation existantes pour sélectionner
celles qui sont les plus appropriées aux problémes posés.

Pour l’identification des paramétres, il s’agit de minimiser 1’écart, pour chaque option,
entre un nombre moyen de vols observés et un nombre de vols calculés & partir du modele.
Une structure pour les utilités du modéle permettant de réduire le nombre de paramétres a
été proposée. Sur cette base, une méthode de recuit simulé permet de résoudre le probléme
d’optimisation et, dans la mesure ou le nombre de jours observés est suffisamment grand,
d’obtenir des valeurs de parameétres proches des valeurs réelles. De plus, une analyse de
la sensibilité des prix et de la réduction de la congestion aux erreurs d’estimation a été
réalisée a 'aide des programmes de simulation et de calcul de prix.

Pour fixer des prix de secteurs, il s’agit de minimiser 1’écart entre un nombre de vols définis
par une cible et un nombre de vols issus du modéle.

Dans un premier temps, nous avons établi des prix par secteur et par période indépen-
damment les uns des autres. Pour ce faire, la méthode du gradient et la méthode du recuit
simulé ont été adaptées au calcul des prix et enrichies par des procédés visant a améliorer
leurs performances au niveau de la vitesse de convergence (deuxiéme et troisiéme version
de l'algorithme du recuit simulé). Les résultats obtenus sur trois scénarios de trafic ont
donné I'avantage aux versions 2 et 3 du recuit simulé qui fournissent des prix pour lesquels
la distance & la cible est fortement réduite. Ceci indique qu’il y a possibilité de réguler
partiellement et non totalement le flux de trafic par les prix.

Dans un deuxiéme temps, nous avons rendu le systéme de tarification plus simple, en limi-
tant le nombre de valeurs de prix. Pour trouver un ensemble de valeurs de prix et affecter
un niveau de prix a chaque couple (secteur, période), trois approches ont été envisagées.
Les méthodes stochastiques telles que le recuit simulé et la méthode Tabou se sont révélées
étre les plus efficaces pour traiter le probléme. Mais on a vu qu’il est plus difficile d’orienter
le trafic en ajoutant de telles contraintes sur les prix.

Enfin, pour évaluer les impacts du systéme de tarification sur la congestion aérienne, nous
avons construit deux indicateurs de congestion qui concernent le nombre de dépassements
de capacité dans les secteurs aériens et leurs amplitudes. Nous avons intégré le calcul de
ces deux indicateurs pour mesurer ’état de congestion de ’espace aérien. En comparant les
mesures obtenues pour deux scénarios de trafic, on a constaté que la mise en application
du systéme de tarification dynamique des secteurs aériens permettrait de réduire en grande
partie les problémes de congestion sans pour toutefois les éliminer.

Ce systéme pourrait se substituer au systéme actuel de redevances aériennes & condition de
respecter deux conditions essentielles. La premiére, déja prise en compte, consiste & fixer
un prix de secteur maximal pour que les prix d’achat des options ne représentent pas une
trop grande part des coiits de vol. La deuxiéme condition repose sur l’équilibre entre les
recettes dégagées par les redevances actuelles et celles du nouveau systéme.
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8.7 Perspectives

La recherche d’une politique de tarification pour la réduction de la congestion en trans-
port aérien est un domaine nouveau et de nombreuses voies peuvent étre explorées. En ce
qui concerne 'approche proposée dans cette thése, les efforts doivent se poursuivre dans
plusieurs directions.

Au niveau de la modélisation, il faudrait pouvoir intégrer des contraintes opérationnelles
plus spécifiques telles que le respect des connexions entre les vols. Les cotits de routes
pourraient inclure des cofits de congestion correspondant aux retards imposés aux avions
en route, & cause d’'une congestion résiduelle dans certains secteurs. Le modéle devrait
aussi prendre en compte les vols qui ne suivent pas de calendriers horaires comme les vols
charters.

Le probléme d’identification des paramétres du modeéle nécessite des améliorations autant
dans sa formulation que dans sa résolution. Il reste & préciser, dans les cas réels, les consé-
quences d’une identification imparfaite des parameétres sur la tarification.

En examinant le contexte opérationnel, on remarque que les algorithmes développés pour
I’optimisation des prix de secteurs ont besoin d’adaptation pour envisager leur utilisation
sur le réseau aérien réel. En effet, les temps d’exécution, notamment pour la tarification
par niveau, sont déja importants pour un scénario de trafic incluant seulement 433 vols
(contre 7000 vols enregistrés en moyenne par jour sur le territoire frangais). Une idée serait
de décomposer le probléme en plusieurs sous problémes en découpant ’horizon de temps
et en travaillant avec une fenétre temporelle glissante.

Pour mesurer les effets de la tarification sur la congestion, la métrique utilisée est trés
simple, elle est seulement liée au nombre d’avions dans le secteur, et au nombre d’avions
entrant et sortant. Il est tout & fait envisageable de la modifier pour tenir compte des
conflits aériens potentiels. En disposant d’un meilleur modéle de congestion, il serait in-
téressant d’optimiser les prix de secteurs pour minimiser directement la congestion sans
passer par I'intermédiaire d’une cible.

Jusqu’a présent, les résultats obtenus concernent des scénarios de trafic avec une structure
de réseau simplifiée et les cibles sont construites de maniére ad hoc. Il faudrait maintenant
travailler avec des données réelles de trafic et des cibles issues d’un processus d’optimisa-
tion pour savoir jusqu’a quel point une tarification dynamique des secteurs aériens permet
de réduire la congestion.






161

Annexe A

Modéles probabilistes de choix
discrets

A.1 Introduction

Depuis une vingtaine d’année, les modéles de choix discrets jouent un réle important dans
la prédiction du comportement pour les choix individuels. Ces modeéles ont révélé leur
intérét dans plusieurs domaines tels que le marketing, la psychologie comportementale, et
les études sur le transport. En transport, ils se présentent comme des outils d’analyse de la
demande. Ils caractérisent le processus de décision portant sur le choix d’une destination,
d’un mode de transport, d'une heure de départ, d’une route, etc. La base théorique a tous
ces modeéles repose sur une quantité appelé utilité qui exprime la préférence de 'individu.
Les différentes parties de cette annexe sont inspirées des travaux de Ben-Akiva et Bierlaire
[AB99].

A.2 Principe général

Dans les modéles de choix discrets, le preneur de décisions est supposé étre un individu
(une seule personne ou un groupe de personnes, dans ce dernier cas, les décisions internes
au groupe sont ignorées, seule la décision du groupe compte). L’individu est confronté & un
choix parmi un ensemble fini d’alternatives. Chaque alternative de choix est caractérisée
par un ensemble d’attributs. Il s’agit, par exemple pour le choix d’une route, du temps de
parcours, ou d’une fonction relative a ce temps de parcours. L’individu examine les diffé-
rentes options qui s’offrent & lui et prend une décision. Dans les modéles de choix discrets,
le processus de décision est basé sur la théorie de 1'utilité: une valeur de préférence (uti-
lité) est associée a chaque alternative et 'individu sélectionne 'option avec la plus forte
utilité. Cette vision du processus de décision est trop restrictive. Pour prendre en compte
la complexité du comportement humain, les modéles doivent inclure une dimension proba-
biliste. Selon les hypotheéses faites sur le processus de décision, on distingue deux familles
de modéle : certains modeéles considérent que la régle de décision est probabiliste, d’autres
considérent des régles de décision déterministes et 'incertitude repose sur l'incapacité de
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I’individu & avoir une connaissance compléte du probléme. L utilité est alors modélisée par
une variable aléatoire reflétant les incertitudes liées aux caractéristiques des alternatives.
Ces modéles intégrant des utilités aléatoires sont les plus répandus dans le domaine du
transport. Mathématiquement, I'utilité que I’individu ¢ associe a l’alternative a s’écrit :

Ul=Vitel (A.1)

ot V! désigne la partie déterministe de 1'utilité et £/ le terme stochastique. La probabilité
que l'alternative a soit choisie par I'individu ¢ parmi un ensemble C' d’alternatives est :

PL(a) = P[U! = mazpecU;] (A.2)

Suivant la densité de probabilité choisie pour les variables aléatoires ¢, et les hypothéses
faites sur la partie déterministe, on distingue plusieurs familles de modeles.

A.2.1 Le terme aléatoire de 1’utilité

Pour introduire les principaux modéles obtenus & partir de lois de distribution différentes,
on s’intéresse au choix binaire. La probabilité qu'un individu donné choisisse ’alternative
(1) parmi deux alternatives (1) et (2) est:

Pug(1) = P[UL > U]
P[Vl +51 Z V2 +62]
= P[Vl - VQ > €9 — 61] (A?))

Le modéle linéaire

Les variables aléatoires suivent une densité de probabilité uniforme f définie par:

L osig —
f(x)z{ i i@ €L (A1)

0 sinon

avec L € R, une constante arbitraire. Dans ce cas, la probabilité de choisir I'alternative
(1) est donnée par:

0 siVi — Vo< —L
Pug(l)=q 252 si ~L<Vi-Vp <L (A.5)
1 siVi—Vo > L

Le modéle linéaire pose probléme pour des applications réelles car il ne tient pas compte
des valeurs extrémes d’utilités.

Le modéle Probit (Normal Probability Unit)

Les variables aléatoires sont normalement distribuées. La densité de probabilité f est définie
par:

fla) = ——exp—z (2’ (A.6)
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Par exemple, pour le modéle de choix binaire, si €1 et €2 sont normalement distribuées, de
moyenne nulle, de variances respectives o2 et 02, et de covariance o2, la probabilité de
choisir ’alternative 1 s’écrit :

Vl*‘/2 1 ,l(£)2
Pugy(l) = / il dz (A7)
o OV2T
avec 02 = 0? + 02 — 2015 la variance de (e — £1). Cette fonction de probabilité n’a pas

de forme analytique explicite. A cause de sa complexité, trés peu d’applications utilisant
le modéle Probit ont été développées.

Le modéle Logit (Logistic Probability Unit)

Le modéle Logit est le modéle le plus largement utilisé en pratique. Les variables aléatoires
g, sont des variables de Gumbel indépendantes et identiquement distribuées. La densité
de Gumbel est définie par:

) = pe e et (A.8)

avec 7 € R un paramétre de localisation et p € R, p > 0, un paramétre d’échelle. La
moyenne de la distribution de Gumbel est :

N+t (A.9)
W
ot v = lim, 4 o0 ZE? % —In(n) =~ 0.5772 est la constante d’Euler. La variance est :
2
2 o Vs

La distribution de Gumbel est une approximation de la loi Normale. Si 1 (resp. €3) est
une variable de Gumbel de parameétres 7; (resp. 72) et u, ¢ = (€2 — €1) suit une loi de
distribution “logistique” de paramétres (9, — n1) et u. La densité de probabilité g de la
distribution “logistique” (avec n; = ny = 0) est :

pe M

g(z) = (et 112 (A.11)

avec 4 € R, p > 0. Par conséquent :

Vi—Va
P(1,2)(1) = / g(z)dx

—00

1 Vi—Vs
- {m}

—00
1

e—mVi—V2) 4 1

ehVi

= (A.12)

Le modéle Logit pour un choix non binaire, le modéle Logit emboité sont deux modeéles
dérivés du modele Logit. Une description de ces modéles est donné par la suite.
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A.2.2 Le terme déterministe de ’utilité

L’utilité associée a chaque alternative est une fonction des attributs de cette alternative et
du preneur de décisions. Ainsi, la part déterministe de 'utilité que l'individu ¢ associe &
I’alternative a est:

Vi=Viz') (A.13)

oil z! est un vecteur contenant tous les attributs relatifs a l'individu 4 pour I'alternative
a. En général, l'utilité est une fonction linéaire des attributs:

Vi(ay) = Brag(1) + Bol(2) + . + Buzl(n) = Y Brag (k) (A.14)
k=1

ou f1,B2,....0, sont des paramétres & estimer.

A.3 Le modéle Logit pour un choix non binaire

Le modéle Logit est construit a partir de I’hypothése que les termes aléatoires des utilités
sont des variables de Gumbel indépendantes, identiquement distribuées, de parameétre de
localisation nul et de paramétre d’échelle y. Introduit dans le contexte d’un choix binaire,
il peut étre étendu au choix parmi plusieurs alternatives. Dans ce cas, on parle de modéle
Logit Multinomial. Pour plus de détails, il est préférable de se référer aux travaux de
Ben-Akiva et Lerman [AL85]. La probabilité qu’un individu donné choisisse I’alternative i
parmi un ensemble C' d’alternatives est :

) etVi

Ce modele posséde une propriété qui peut se formuler ainsi: le quotient des probabilités
de deux alternatives est indépendant de ’ensemble d’alternatives. Par exemple, pour deux
ensembles d’alternatives S et Z tels que S C Z C C, et pour deux alternatives a1 et ao
dans S, on a:

Ps(a1) _ Pz(a1)
Ps(a2)  Pz(a2)
Pour certaines applications, cette propriété peut poser probléme. Nous prenons ’exemple

(A.16)

d’un choix entre 3 routes {1,2a,2b} (voir figure A.1) pour illustrer les limitations du modéle
Logit. L’utilité associée & chaque route correspond a l'opposée des temps de parcours de

chaque route: Vi = Vo, = Vo, = —T, le temps de parcours sur les portions de route a et b
est égal & §, supposé négligeable par rapport & T. Pour cet exemple,
e HT 1
Py 24,26y (1) = Pp1,20,25) (2a) = Py 96,961 (20) = T — 3 (A.17)
Zke{ma,zb} e

Ce résultat est contraire a 'intuition. Pour des valeurs de § suffisamment petites, on s’at-
tend & des probabilités proches de 50%(1), 25% (2a) et 25% (2b). En fait, les alternatives
2a et 2b sont trop similaires et ’hypothése d’indépendance des termes aléatoires des uti-
lités n’est plus valide. Le modele Logit par emboitement ou Nested Logit permet de tenir
compte des corrélations entre les alternatives.
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route 1

route 2

Fic. A.1 — Ezemple de choiz entre 3 routes

A.4 Le modéle Logit emboité

Ce modele issu du modeéle Logit est basé sur la partition de C' en m sous-ensembles CY
tels que:

C = Uur=mne, (A.18)

et C,NCr=0 Vk #I.
La fonction d’utilité associée & chaque alternative est composée d’'un terme spécifique a
I'alternative et d’un terme relatif au sous-ensemble d’appartenance. Si i € CY,

Ui=Vite + Ve, +ec, (A.19)

Les termes ¢; et e¢, sont supposés indépendants. Comme pour le modele Logit Multinomial,
les variables g; sont des variables de Gumbel indépendantes et identiquement distribuées
de parametre d’échelle oi. Les variables e¢, suivent une loi de distribution telle que la
variable max;cc, U; est une variable de Gumbel de parameétre d’échelle p. Une utilité dite
“composite” est associée & chaque sous-ensemble, elle est définie pour le sous-ensemble Cj,
par:

1 4
Ve, =Ve, + —n D e (A.20)
k JECK

ou Vg, est la composante de I'utilité commune & toutes les alternatives du sous-ensemble
Cy. Le modéle probabiliste est défini par:

Pc(i) = Po(Cy) P, (i) (A.21)

Pc (i) est la probabilité que I’alternative ¢ € Cj, soit choisie. Po(C}) désigne la probabilité
de choisir une alternative de I’ensemble C}, et Pg, (i) la probabilité que l'alternative 4 soit
choisie sachant que le sous-ensemble C}, a été sélectionné.

A
Ve

Po(Cr) = ————
Py e

(A.22)



166 A. Modéles probabilistes de choix discrets

eo-k"/i

oL Vj
ZjECk ekt
Les parameétres u et o refletent la corrélation entre les alternatives d’'un méme sous-
ensemble. Si 7,7 € C,

Pe, (1) = (A.23)

Ho_ \/(1 — corr(U;,U;)) (A.24)

Ok

Par conséquent : 0 < o% <1

Dans le modéle, seul le quotient % est significatif. Il n’est pas possible d’identifier u et oy
séparément. Dans les applications, il est commode de fixer I’'un ou ’autre des parameétres
a une valeur arbitraire. Nous revenons sur I'exemple présenté en figure A.1 pour illustrer
l'utilisation du modeéle Logit emboité. L’ensemble de choix {1,2a,2b} est divisé en deux
sous-ensembles: C7 = {1} et Cy = {2a,2b}. Les composantes déterministes des utilités
sont: Vo, = =T, V1 =0, Vo, = =T + 6§ et Vo = Vo = —4. Pour les sous-ensembles, les

utilités composites sont: Vi, = Vi et Vi, = Ve, + 0%2 In (e72V2a 4 e2V20) = —T 4§ +
Uiz In (2e772%) = —T + Uiz In2. Les probabilités de choisir I'un des sous-ensembles sont :
e~ T 1
Po(Cy) = T - (A.25)
e T +e D 14272
et
1
Q02
Po(Cy) =1—Pe(Ch) = —— (A.26)
14+ 202
ou la valeur de p est fixée & 1. Les probabilité de choix de chacune des routes sont :
1
Po(1) = Po(C1)Pe, (1) = Po(C1) = —— (A.27)
142
et
e=020 1 2$
Pc(2a) = Po(Ch)Pe,(2a) = mljc(cb) = 2 a0t = Pc(2b) (A.28)
o2

Les probabilités P (1),Pc(2a) et Po(2b) sont des fonctions de (%2 avec 0 < Uiz < 1. Pour
(%2 = 1, on retrouve les mémes résultats qu’avec le modeéle Logit Multinomial. Quand on
fait tendre o9 vers 'infini, la probabilité de choisir I'un ou ’autre des sous-ensembles est
égale & 1/2. Le modéle devient un modeéle de choix binaire ou les petits détours par a et b
sont ignorés dans le processus de décision.

Le modeéle Logit emboité peut étre facilement étendu si les sous-ensembles sont & leur tour
divisés en sous-ensembles et ainsi de suite. Dans ce cas, la structure complexe du modéle
est représentée sous forme d’un arbre orienté. S’il est impossible de séparer les alternatives
en sous-ensembles distincts non corrélés, le modéle Logit emboité est inapproprié. D’autres
modéles prenant en compte les corrélations entre les alternatives ont été développés. Par
exemple, Vovsha [Vov97| a proposé un modele d’emboitements croisés (cross-nested) dans
lequel les alternatives peuvent appartenir & plusieurs sous-ensembles. En fait, ce modéle,
tout comme les modéles Logit et Logit emboité sont des cas particuliers d’un modéle général

présenté par McFadden [McF78| et appelé modeéle “Valeur extréme généralisée” (VEG) .
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A.5 Le modéle: Valeur extréme généralisée

Dans ce modéle issu de la théorie de I'utilité, la probabilité de choisir I'alternative ¢ dans
un ensemble C' de n alternatives est donnée par:

Vi B_G(evl Vi )

Loel g e
Poli) = pG(eVr,....eVn)

(A.29)

ot G est une fonction différentiable de R’} dans R avec les propriétés suivantes :

1. G(x) > 0 pour tout & € R}

2. G est homogene de degré p > 0, c’est-a-dire G(ax) = o*G(z) pour tout € R, et
aeR

3. limg, 400 G(Z1,e-sTiyee,Tp) = +00 pour tout ¢ (1 < i <n)

4. Les dérivées partielles distinctes d’ordre k sont positives si k est impair, négatives
sinon. Viy,...,ir distincts € {1,...,n},

(—1)’981676*(35) <0 VzeR" (A.30)
(9:5“651:% - + -
Le modéle Logit est obtenu avec:
1=n
G(z) =) a (A.31)
=1

Le modele Logit emboité est un cas particulier du modele (VEG) pour:

w

Tk

G(z) = Z Z zk (A.32)

k 1€Cy

Le modele VEG offre un cadre théorique au développement de nouveaux modéles de choix
discrets.

A.6 Application aux choix de routes et d’heures de départ

En transport, les modéles de choix sont utilisés pour prédire la répartition du trafic sur
le réseau. Il peut s’agir d’une répartition de trafic dans I'espace ou dans le temps. Le
probléme de choix d’une route et d’'une heure de départ peut étre traité séparément ou
conjointement.

A.6.1 Probléme de choix de routes

Pour construire un modéle de choix de routes, la premiére étape consiste a définir I’ensemble
de routes possibles. Dans un réseau de transport routier, on peut imaginer qu’un utilisateur
puisse emprunter n’importe quel chemin reliant ['origine & sa destination. Dans ce cas, le
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nombre de routes possibles est calculable mais trés élevé. En général, seul un ensemble
restreint de routes est retenu. Les routes sélectionnées sont les routes les plus courtes et
préférées par les utilisateurs. Dans une seconde étape, il faut choisir les attributs a inclure
dans la fonction d’utilité associée aux routes. Les attributs généralement utilisés sont :

— Le temps de parcours

— La longueur de la route

— Les cotits de péage

Les attributs liés aux conditions de trafic (nombre de feux de croisement, nombre de
virages en trafic routier, type de la route, niveau de congestion,...)

Pour obtenir une formulation homogéne de la fonction d’utilité, il est commode d’évaluer
les attributs en terme de cott (cotit d’une minute de trajet, cout du kilomeétre parcouru). Si
I'utilité est supposée étre déterministe, le probléme de maximisation de I'utilité est résolu
par un algorithme de plus courts chemins dans un graphe (algorithme de Dijkstra). Dans
le cas contraire, les modeéles stochastiques (modéle Probit, modéle Logit et dérivés) sont
utilisés.

A.6.2 Probléme de choix d’heures de départ

La modélisation du choix d’une heure de départ apparait dans les problémes d’affectation
dynamique du trafic. Dans la construction d’un tel modéle, la définition de I’ensemble de
choix s’aveére difficile. Premiérement, le temps doit étre discrétisé. Il ne s’agit pas d’un choix
d’une date précise mais plutdt d’un intervalle de temps (par exemple, départ entre 8h et
8h15). Il faut réaliser un compromis entre la finesse de la discrétisation et la complexité
du modele. Tout dépend de I’application traitée. Par exemple, pour des trajets de longue
durée, le raffinement au quart d’heure est suffisant. L’ensemble de choix est donc constitué
d’un nombre fini de créneaux horaires. Les créneaux horaires de départ acceptables sont
en général dépendant de I’heure d’arrivée souhaitée et de la longueur des trajets. Les
attributs associés & un créneau horaire sont généralement le temps de parcours et le retard
par rapport & une heure préférée d’arrivée. Small [Sma82] et Cascetta [CNB92| utilisent
un modele Logit Multinomial pour le choix d’heures de départ. Ben-Akiva et al [BAPKS6]
propose un modéle Logit emboité pour traduire le processus de choix simultané d’une route
et d’'une date de départ, I'utilité associée & ce choix est une fonction linéaire du temps de
parcours, du montant du péage prélevé et du retard (exprimé comme la différence entre
I’heure d’arrivée réelle et celle désirée).

A.7 Conclusion

Dans cette annexe, les principaux aspects de la théorie des choix discrets ont été présentés.
Les modeéles probabilistes de choix discrets et plus particuliérement, les modéles intégrant
des utilités aléatoires se révélent trés intéressants pour décrire des processus de choix.
Ils sont largement exploités, dans le domaine du transport routier, notamment pour les
problémes d’affectation dynamique et stochastique, ou les utilisateurs sont confrontés a
un choix de routes et d’heure de départ. Parmi ces modeles, le modeéle Logit Multinomial
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présente 'avantage d’étre facile & construire et a utiliser. Adapté pour les problémes de
transport, c’est celui que nous avons retenu pour modéliser le choix de routes et de périodes
de décollage par les compagnies aériennes en fonction des prix d’entrée de secteurs.
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Annexe B

Modeéle de tarification pour la
congestion aéroportuaire (Daniel)

Dans cette annexe, les travaux de Daniel [Dan97|, concernant le calcul d’une taxe de
congestion, sont présentés de maniére synthétique. Le modeéle utilisé refléte plutdt une
situation de hub: les avions ont tous le méme horaire préférentiel d’arrivée et de départ a
I'intérieur d’une courte période pendant laquelle s’effectuent toutes les correspondances. Ce
modele s’inspire des travaux de Vickrey [Vic69| étendus par Arnott, de Palma et Lindsey
[APL94].

B.1 Formulation mathématique

©1a . L, . U . . .
On considére que sur une certaine période [tq,tq], N avions doivent atterrir. Supposons

qu’au plus s avions peuvent atterrir par unité de temps. Si le taux d’arrivée des avions
dépasse le taux de service, les avions en attente d’atterrir forment une queue. Un avion qui
rejoint la queue a la date ¢ a une durée totale d’attente en queue égale a T'(t).

Ce temps d’attente est égal a:
T(t) = D(t)/s (B.1)

ot D(t) est le nombre d’avions en queue. Notons t* I’heure préférée d’atterrissage et £ la
date & laquelle I'avion rejoint la queue pour atterrir a £*. On a:

t+T(t) =t (B.2)

Si un avion arrive en queue & la date t < , il est en avance de t* —t — T(t) par rapport &
I’heure préférée d’atterrissage. Si un avion arrive en queue a la date t > ¢, il est en retard
de t + T'(t) — t* par rapport a 'heure préférée d’arrivée. Le cout d’atterrissage comprend
I’attente dans la queue et le cotit d'un atterrissage prématuré ou tardif par rapport a
I’horaire désiré. Le cott total d’atterrissage est égal a C':

C = «a(temps de attente en queue) + S(temps d’avance) + y(temps de retard) (B.3)
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ol a, 3, v sont des coefficients réels. Une arrivée en avance est supposée étre moins cotiteuse
que l'attente en queue: a > .

Les avions qui arrivent entre t, et t subissent de I’attente et arrivent en avance (Rappel:
tq désigne la date a laquelle le premier avion arrive pour atterrir et ¢, la date d’arrivée du
dernier avion). Leur coiit d’atterrissage est égal a:

oT'(t) + B(t* —t — T(t)) (B.4)

Les avions arrivant en queue & la date ¢t subissent de ’attente mais arrivent a ’heure. Leur
colt d’atterrissage est égal a:

aT(t) (B.5)

Les avions qui arrivent entre ¢ et t,' subissent de l'attente et arrivent en retard. Leur cout
d’atterrissage est égal a:

aT(t) +~(t+T(t) —t") (B.6)
A T’équilibre, tous les avions subissent le méme coit d’atterrissage. On a donc les égalités
suivantes :
aT (t) + Bt —t—T(t)) = aT(t) Vi, <t<t
* n g i (B7)
al(t) +y(t+T(t) —t*) =aT(t) Vi<t<t,
Pour t = t4, T(t;) =0, on a:
B — tg) = ot — 1) (BS)
Pour t =t,/, T(t,') =0, on a:
Aty %) = alt” — F) (B.9)

En admettant que les avions atterrissent les uns & la suite des autres sans interruption, la
relation ¢,/ =t, + % est satisfaite. On en déduit :

_ s__ 7T N
ty = t poy b (B.10)
. BN
= e (B.11)
: _ . By N
i s (B.12)

B.2 Calcul des taxes de congestion

A partir des relations précédentes, il est possible de construire un graphique B.1 représen-
tant les arrivées et les atterrissages en fonction du temps. Comme tous les avions subissent
le méme coiit d’atterrissage, le cotit total, en 'absence de péage, est:

TTC = NaT(t) = a(t* —{)N = - — (B.13)
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Arrivées cumulées =
Atterrissages cumulés——

tq t; i t 1 tq’ date

e

Fi1G. B.1 — Arrivées et atterrissages cumulés

Du point de vue social, le cotit d’attente des avions souhaitant atterrir est une “perte” qui
peut étre recouverte en imposant une taxe modulable dans le temps égale au coit d’attente
que l’avion aurait subi en ’absence de péage. Avec une telle structure de péage, le taux
d’arrivée égalise le taux d’atterrissage. Il n’y a plus de file d’attente. Il suffit de calculer le
montant de la taxe p pour un atterrissage & la date ¢. En ’absence de péage, un avion qui
atterrit avant ¢, ou apres t,’ n’a pas subi d’attente donc:

p(t) =0 t<t,

o) =0 t>1, (B.14)

En I’absence de péage, un avion qui arrive & la date ¢; et atterrit a la date ¢ comprise entre
tq et t* subit un coit d’attente égal a:

oT'(t) = alt — t;) (B.15)

On déduit graphiquement 1’égalité suivante :

t—t;  t—tg
tr—1t i,
t—t; = (t_t*)_’_(t*_tq)x(t*_i‘)
t*x —tq4
N o [s(y+B) r By N
T(t;) = N x (t—t*) +1 xia(wﬁ)s
Ty = —PL N By (B.16)

a(y+p) s «
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On en déduit le montant de la taxe & appliquer:

plt)=a— (" —t)B ty<t<t* (B.17)
avec
py N
“Bi) s (B.18)

De la méme maniére, on peut calculer le montant de la taxe pour un avion qui atterrit a

la date ¢ comprise entre t* et £y :

p(t) =a—(t—t*)y t" <t <ty (B.19)
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Annexe C

Modeéle de tarification pour la
congestion aéroportuaire (Jansson)

Jansson [Jan98| examine le principe de tarification au coit marginal pour 'appliquer aux
problémes de congestion aéroportuaire. Il modélise 'atterrissage (ou le décollage) des avions
sur une piste d’aéroport par un modeéle de file d’attente. Cette annexe synthétise le travail
de Jansson.

C.1 Formulation mathématique

La notation usuelle pour désigner un modele de file d’attente est: A/B/m.

— A indique la distribution de probabilité utilisée pour décrire I'arrivée (ou le départ)
des avions sur l'aéroport

— B la distribution de probabilité utilisée pour décrire le temps de service (le temps
d’atterrissage ou de décollage)

— m le nombre de serveurs disponibles (ici, le nombre de pistes libres)

Les deux modéles traités utilisent une loi de Poisson pour la loi d’arrivée. Le modéle d’ar-
rivée poissonnien traduit relativement bien 'arrivée des avions sur un aéroport durant les
périodes ou la demande moyenne est assez constante et élevée. Dans le premier modéle, la
loi de service est une loi de Poisson, dans le second, elle est quelconque. On suppose qu’une
seule piste est utilisée (m = 1). Pour ces deux modéles, différentes classes d’utilisateurs
sont distinguées (avion privé, petit avion commercial, avion de plus grosse taille). Chaque

type ¢ d’utilisateur a un taux d’arrivée \; avec A = ), A;, et un taux de service égal & p;

avec % =, (%i) Le cotit d’attente en queue par unité de temps d’un utilisateur de

type 7 est égal & ¢;. Le colit moyen d’attente par unité de temps et par utilisateur est égal
a c avec:

c= Z%cl (C.1)
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Le cott total d’attente par unité de temps vaut donc:
C=cL, (C.2)

ol L_q représente ’espérance de longueur de queue. Jansson utilise la loi de Little [Lit61]
pour écrire :

C = c\W, (C.3)

ol Wq est ’espérance du temps d’attente en queue.
Pour le modele de queue M/M/1,

= _ A
— 4
q = Y (C )
C.2 Calcul des taxes de congestion
Le cotit marginal social pour un utilisateur additionnel de type ¢ est égal a:
/C— dW,
CMS(i) = — =W, A—1 C.5
(Z) d>\z c q +c d>\z ( )
Pour le modéle de queue M/M/1,
___ 2u—X\ A
4w, =) - 0-3)
q _ ( o ) K (CG)

ax; (= A2

Le colit marginal social est la somme de deux termes, le premier correspond au coft
marginal privé. Le cotit marginal privé est en fait le cotit d’attente existant ressenti par
I'utilisateur additionnel. Le second terme correspond au cotit supplémentaire qu’il impose
aux autres utilisateurs. L’idée générale de la tarification au cofit marginal consiste & faire
payer une taxe a l'utilisateur égale a ce second terme. Mais l'introduction d’une taxe de
congestion modifie la demande et présente donc des effets sur les taux d’arrivée. Il faut
donc calculer la nouvelle taxe de congestion en tenant compte des modifications des taux
d’arrivée et ainsi de suite jusqu’a ce qu'un équilibre s’installe. Si on connait la fonction de
demande pour chaque type d’utilisateur, le point d’équilibre peut étre calculé directement.
C’est le point d’intersection entre la courbe de demande inverse et la courbe du coit total
représentées sur la figure(C.1). L’équilibre est unique. En effet, le coit total est la somme
du cott de retard et de la taxe d’atterrissage. Ce colit augmente avec la demande. C’est une
fonction croissante de la demande. Le nombre d’avions souhaitant atterrir sur l'aéroport
diminue si les cotits d’atterrissage augmentent. La demande est une fonction décroissante
du cout total. Si on note x;, le colt d’atterrissage d’un avion de type ¢, son taux d’arrivée
Ai(x;) est fonction de ce cott. Le taux d’arrivée total s’écrit :

Az) = ZAi(xi) (C.7)
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Codt total

Courbe de colt
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I

I

I

I

I

I

I

I

|

Demand:

capacité

Fic. C.1 — Courbes de demande inverse et de coit

ott # = (x1,52,...)7 représente le vecteur coit. Le point d’équilibre pour chaque type i

d’utilisateur est déterminé & partir de I’équation :

z; = Cott d’attente + Taxe de congestion ©8)
— AWy (@) 8
T; = ciWq((L‘) + (Z] Cj)\j(iEj)) d/\i%;i))

Pour le modéle de queue M/M/1, et s’il n'y a qu'un seul type d’utilisateur, la recherche
d’équilibre correspond au calcul du point fixe z* qui vérifie :

IR YOO VI e ) o)

plz) = Az)  (u(z) - Az))?

La taxe d’atterrissage doit étre égale a:

eA(z*)
(n(z*) = A(z*))?

Jansson utilise cette approche pour calculer, sur des exemples simples, et pour les deux
modeéles de queue, les taxes de congestion aéroportuaires. Plus le taux de service d'un type
d’avion est faible, plus la taxe de congestion appliquée est élevée. De cette maniére, les
avions, qui participent le plus & la congestion, sont les plus fortement taxés.

(C.10)
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Annexe D

Principaux résultats de convergence
du recuit simulé
en optimisation discréete

D.1 Modélisation de I’algorithme

Le mécanisme du recuit simulé qui consiste & transformer la configuration courante par
une configuration voisine est décrit au moyen de chaines de Markov [AL93|. Une chaine
de Markov est définie a travers une matrice P de probabilité conditionnelle. Pj;(k) est la
probabilité de se trouver dans I’état 7 a l'itération k en étant dans I’état ¢ & l'itération k—1.
Dans le cas du recuit simulé, la probabilité P;;(k) traduit une probabilité de transition de
la configuration ¢ vers la configuration j a l'itération k. Si la probabilité de transition
est indépendante de k, la chaine de Markov est dite homogéne, in-homogéne dans le cas
contraire. Les probabilités de transition pour ’algorithme du recuit simulé sont définies
par:

Gij (Ok)A,J(Hk) it 75_]
1- ZleX,l;éi Gi(Ok)Ai(Ok) sii=j
ot G;;j(0y) est la probabilité de générer 'état j a partir de I’état 4 a la température 6y, et
A;j(0y) la probabilité d’accepter I'état j généré a partir de I'état . G(6) ainsi définie est
appelé matrice de génération et A(6y) matrice d’acceptation. Le parameétre de controle 6

Vij € X, Py(k) = { (D.1)

décroit au cours de 'algorithme. Le schéma de décroissance conduit & deux formulations
distinctes de l’algorithme::

— un algorithme homogeéne: ’algorithme est décrit par une séquence de chaines de
Markov homogenes. Chaque chaine est générée & une température fixée de valeur 0
et @ décroit entre chaque chaine de Markov.

— un algorithme in-homogéne : ’algorithme est décrit par une seule chaine de Markov
de longueur infinie. La valeur du paramétre de controle 6 décroit par palier.

Sous certaines conditions, ’algorithme du recuit simulé converge en probabilité vers I’en-
semble des solutions optimales. En d’autres termes, le recuit simulé trouve une solution
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optimale avec la probabilité 1. Le résultat de convergence asymptotique s’écrit :

lim Proba{z(k) e X*} =1 (D.2)

k——+o00

ou z(k) désigne la solution obtenue aprés k itérations et X* ’ensemble des solutions opti-
males.

D.2 Modéle homogéne

Pour 'algorithme homogéne, ce résultat est vérifié si:
— chaque chaine de Markov est de longueur infinie
— certaines conditions sur les matrices A(6;) et G(6;) sont satisfaites
- liml*)+oocl =0
avec ¢; valeur du paramétre de controle de la [*¢™¢ chaine de Markov.
Les conditions décrites ci-dessous forment un ensemble de conditions suffisantes de conver-
gence asymptotique:

L.VO>0 VijeX, Ip>1, T,y € X avec ly = i,l, = j,
et lelu+1 (9) >0 v=01,..p—1
2. V>0 VijeX, G”(O) = Gﬂ(g)
30> 0 Vije X Ay(0) = 1si f() > /()
4,00) €l 5. 1) <719
4.¥0>0 VigleX, Ay(0)An0)Au(0) = ( )Ay;(0) Aj:(6)
5. Vi,j € X avec f(i) < f(j) : lzmgwAU( ) =

La condition (1) garantit que la chaine de Markov est irréductible! apériodique? et donc
qu'il existe une unique distribution stationnaire g3. Cette condition signifie que chaque
solution peut étre atteinte & partir de n’importe quelle autre solution en générant une
séquence finie de solutions voisines. Les conditions (2),(3) et (4) assurent la réversibilité
du processus: ¢;P;; = ¢;P;; Vi,j € X. La condition (5) assure la convergence de la
distribution stationnaire vers ’ensemble des solutions optimales quand 6 tend vers 0. Les
conditions (3) et (4) sont satisfaites pour des matrices d’acceptation pour lesquelles les
améliorations de la solution sont toujours acceptées et les détériorations acceptées avec
une certaine probabilité dépendante du paramétre 6. Par exemple, la fonction Accepte
définie dans la partie 5.6.2 du chapitre 5 se traduit par la matrice d’acceptation :
(fG) — f@E)*
Ok

1. Une chaine de Markov avec une matrice de transition P est irréductible si Vi,j € X, dn > 1 tel que
[P"]ij > 0.

2. Une chaine de Markov est apériodique si Vi € X, le plus grand diviseur commun des n > 1 tels que
[Pn]ii > 0 vaut 1.

3. La distribution stationnaire d’une chaine de Markov homogéne avec la matrice de transition P est
définie par le vecteur ¢ tel que: q; = limyg_ oo Proba{z(k) = i|z(0) = j} Vj € X.

A35(6) = exp(— ) VijeX (D3)
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ou, pour tout a € R, a™ =a sia > 0 et at = 0 sinon. Cette matrice vérifie les conditions
(3) et (4). Les conditions de (1) & (5) sont suffisantes mais non nécessaires a la convergence
en probabilité de I’algorithme homogéne du recuit simulé. Dans la littérature, on trouve des
exemples de matrices de génération et d’acceptation ne satisfaisant pas ces conditions mais
conduisant & une preuve de convergence. Les résultats théoriques ne sont pas applicables
directement au recuit simulé car ils supposent un nombre infini d’itérations pour chaque
valeur de température 6. La modélisation du processus de recuit par une chaine de Markov
in-homogéne semble donc plus adaptée. Dans ce cas, la chaine de Markov in-homogéne est
constituée d’un nombre infini de chaines de Markov homogéne, chacune de longueur finie.

D.3 Modéle in-homogéne

La preuve de convergence et la recherche de conditions que doivent satisfaire les matrices
de génération et d’acceptation s’avérent plus complexes dans le cadre d’'une modélisation
in-homogéne du processus de recuit simulé. Dans la version originale du recuit, la matrice
de génération est définie par:

1 sijeV(i)
0 sinon

V(i) désigne le voisinage de i, c’est-a-dire ’ensemble des solutions construites a partir de
i. ® désigne le cardinal de V (i), les tailles des voisinages étant supposées égales pour tout
1 € X. La matrice d’acceptation courante est :

(f(7) = f@)”*

Vi,j € X, Azy(olc) = 6:L‘p(— ok

) VijeX
Pour l'algorithme du recuit simulé ainsi défini, le résultat de convergence existe sous les
conditions:

1 VigeX, Ip>1, oy € X avec ly = il, = j,
et Gi,.,(0) >0 v=01,..p—1

r —
2. ek Z W’ k = 0,1,...
pour des valeurs de I' > 0 et ky > 2

Ces deux conditions sont des conditions suffisantes de convergence. La deuxiéme condition
intervient dans la preuve de forte ergodicité de la chaine de Markov. Cette preuve, trés
technique, est abordée différemment suivant les auteurs et conduit a différentes estimations
de la valeur de I'. Pour d’autres versions du recuit simulé, la convergence asymptotique a
été prouvé sous certaines conditions moins explicites. On peut citer les travaux de Anily
et Federgruen [AF87], et de Gelfand et Mitter [GMS85].
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Annexe E

Un résultat particulier sur
I’'identification des paramétres

E.1 Enoncé

On veut montrer que s’il existe un ensemble de valeurs de paramétres F* qui vérifie :

1 m=M
i > NOWEM(ij) ¥ weW, £ i€R, je[l,T] (E1)

NE“!(ij)[E*X] =

alors E* est solution optimale des deux problémes d’identification qui sont minimisation de
Perreur quadratique (probléme E.2) et maximisation de la vraisemblance (probléme E.3).

Probléme 1: Minimisation de I'erreur quadratique

m=M =T
Ming Y YN [NO@Em ) - NE g EX]T (£2)

m=1 weW [ i€R, j=1
Probléme 2: Maximisation de la vraisemblance
ot NOEm) (i)
Mazp QH HHHH[ R )] EX]] (E.3)

m=1 weW [ ieER, j=1

Par définition du probléme:

> S NOWEM(ig) = NV, VYm=1.M (E.4)
i

> Y NEYHif)[EX] = NV (E.5)

i

Sans perte de généralité, on va restreindre la démonstration de ce résultat & un seul type
d’avion. Pour aussi faciliter la lecture des calculs, les notations sont simplifiées.
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Soit le probléme de minimisation :
MZ”EGI MlnE‘Z ZZZ wz] ywij(E)]2 (EG)

avec les fonctions d;; et y,;; ayant les propriétés suivantes :

E E dmj(m) = Nw VYm=1..M (E?)
i
> > yuii(B) = N, (E.8)
i

On va montrer que s’il existe un ensemble de valeurs de paramétres E* qui vérifie:

ywzy Z wz] (EQ)

m=

alors E* est solution du probléme E.6, et aussi solution du probléme d’identification E.10:

MaxpGo(E MaxEHHHH Ywij (B duwij (m) (E.10)

E.2 Démonstration

Pour le probléme E.6, on écrit les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre. Si
FE est un minimum local, alors:

222228%’” B) [duij(m) = yois(B)| = 0 (E.11)
a wi
2222 TR

Pour E = E*, cette condition est satisfaite.

Zdw” — Myi;(E)] = 0 (E.12)

Pour le probléme E.10, on écrit les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre.
Si E est un minimum local, alors:

aywz" ~ ~
> a—EJ(E)Amj(E) =0 (E.13)
Wyi,J
avec .
Awij(E) = Bwij(E) Z dwij(m)ywzy duij HywzyE wl (E.14)
m l#m
Bwij(E) = H H yers(E)d"S(m) (E.15)

m (G,T,S)ﬁ(w,i,j)
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On suppose qu’il existe E tel que Ayij (E) = 0 Vw,i,j. On va montrer que £ = E*. En
effet, ’hypothése précédente implique que pour chaque paire OD w et pour tous couples
(,5) et (u,w) distincts, les égalités suivantes sont veérifiées :

Bwij (E) Z dwij (m)ywz] duis ( H ywzy

m l#m
= Bwuv(E) (Z (dwuv(m)ywuv( dww H ywuv dww )) (E-IG)
m l#m

En multipliant les deux membres de ’égalité par le produit ywij(E)ywuv(E), on obtient :

Bwij(E) Z dwij(m)ywij(E)dwij(m)Hywij(E)dmj(l) ywuv(E)

m l#m

= Bwuv(E) (Z Ay (m)ywuv dww H ywuv duuv ywij(E)
m I#m
(E.17)
Bwij (E) ( ( wz] H ywz] duis ( ) ) Ywuv (E)
= Bwuu(E) ( ( wuv H ywuv dwuv )) Ywij (E)
(E.18)

= Bwuv(E) (Z dwuv ) (Hywuv dwuv )ywz](E) (Elg)

En supprimant les facteurs communs aux deux membres de 1’égalité, on a finalement :

(Z dwij(m)> ywuv E (Z dwuv ) Yuwij (E) (E-20)

En sommant membre & membre toutes les égalités de ce type pour chaque paire OD w, on
obtient :

;z@: (;dwij(m)> Youo(B) = ZZ (Zdwuu )yw”(A) (E.21)
(%:dwij( ) (ZZym E) = yuij(E) Z (szwuu > (B.22)
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En utilisant les propriétés des fonctions dyyy €t Yuuy, ON montre que:
(Z dmj(m>) (Vo) = yui (B)M (V) (E.23)
m
. 1
yoij(B) = 7 > duij(m) (E.24)
m

La condition nécessaire d’optimalité associé au probléme E.10 est vérifiée pour £ = E*.
En conclusion, on peut dire qu’un ensemble de parameétres E* vérifiant :

Ywi (E¥) Z i ( (E.25)

m=1

satisfait aux conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre des problémes E.6 et
E.10.
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Annexe F

Exemple 1

F.1 Scénario

F.1.1 Réseau

On considére une partie de ’espace aérien frangais découpée en 23 secteurs. Le réseau
comprend quatre paires OD:

— LFPO-LFBO: Paris Orly - Toulouse
— LFBO-LFPO : Toulouse - Paris Orly
— LFPG-LFBO: Paris Charles de Gaulle - Toulouse
— LFBO-LFPG : Toulouse - Paris Charles de Gaulle

Il y a trois routes possibles pour les trois premiéres paires OD et quatre routes possibles
pour la derniére. Comme plusieurs types d’avions sont pris en compte, il y a plusieurs
séquences de secteurs pour une méme route. Les figures F.1, F.2, F.3 et F.4 donnent
pour chaque paire OD, les suites de balises et les séquences de secteurs correspondant aux
différentes routes.

F.1.2 Demande

On s’intéresse a la demande de trafic sur deux horizons de temps qui correspondent & la
pointe du matin (de 5h00 & 8h00) et a la journée entiére (de Oh00 & 24h00). Ces deux
horizons de temps sont découpés en période de A = 15 minutes.

Longueur d’une période (en minutes) A 15
Horizon de temps: Pointe du matin Typ 12
Horizon de temps: Journée entiére Tip 96
Nombre de secteurs S 23




188 F. Exemple 1

PAIRE OD: LFPO-LFBO

Suite de balises 1

LPO WPO Z5 Z10 RR1 PIROG LCA GUERE BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.28 13 7.41 14 15.02 9 19.34 5 24.23 7 33.16 6 33.52 17 38.25
seq(2) : 38 0.00 46 3.32 13 7.56 14 17.19 9 20.38 5 25.49 4 34.43 6 35.16 17 41.15
seq(3) : 38 0.00 46 3.50 13 7.50 14 14.50 9 20.20 5 25.30 6 35.00 17 40.40

Suite de balises 2

LPO WPO Z5 Z10 RR1 PIROG CTX GUERE BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.28 13 7.41 14 15.02 9 17.51 5 24.43 7 33.29 6 34.12 17 38.45
seq(2) : 38 0.00 46 3.50 13 8.10 8 19.20 9 19.40 5 27.00 4 36.20 6 36.40 17 42.30
seq(3) : 38 0.00 46 3.10 13 7.40 14 14.30 9 18.20 5 25.20 4 33.30 6 34.20 17 40.30
seq(4) : 38 0.00 46 3.50 13 7.50 14 14.50 9 18.30 5 26.00 6 35.20 17 41.00

Suite de balises 3

LPO WPO Z5 Z10 RR1 CAROS BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.28 13 7.41 14 15.02 9 19.34 5 24.30 7 33.19 6 33.52 17 38.25
seq(2) : 38 0.00 46 3.32 13 7.56 14 17.19 9 20.38 5 25.49 4 34.43 6 35.16 17 41.15
seq(3) : 38 0.00 46 3.50 13 7.50 14 14.50 9 20.20 5 25.40 6 35.00 17 40.40

Fic. F.1 — Paire OD : LFPO-LFBO

PAIRE 0D: LFBO-LFPO

Suite de balises 1

LFBO XTLW FISTO BUGUS LMG BALAN AMB CDN CDEP EPR PO

Séquence de secteurs

seq(1) : 16 0.00 17 2.00 10 6.48 4 7.59 8 20.15 53 34.43 48 40.50

seq(2) : 16 0.00 17 2.00 10 7.00 4 8.00 5 15.20 9 20.00 35 34.00 53 37.10 48 39.40
Suite de balises 2

NOPTA AULON BELPA GUERE CTX PIROG RR1 Z10 Z5 WPO LPO

Séquence de secteurs

seq(1) : 17 0.00 6 6.48 4 10.59 8 19.53 13 27.00 46 36.39 38 40.08

seq(2) : 17 0.00 6 7.00 4 11.00 5 15.20 9 19.40 14 26.40 13 31.20 46 35.50 38 39.10
Suite de balises 3

NOPTA AULON BELPA CAROS RR1 Z10 Z5 WPO LPO

Séquence de secteurs

seq(1) : 17 0.00 6 6.48 4 10.59 8 19.53 13 24.52 46 36.20 38 39.49

seq(2) : 17 0.00 6 7.00 4 11.00 5 15.20 9 19.40 14 24.30 13 31.00 46 35.30 38 38.50

Fic. F.2 — Paire OD : LFBO-LFPO



F.1 Scénario 189

PAIRE 0D: LFPG-LFBO

Suite de balises 1

LPG WDG Z19 RBT1 RR1 PIROG LCA GUERE BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1):41 0.00 43 0.20 46 5.14 54 8.45 13 12.25 14 14.25 9 24.31 5 29.29 7 38.35 6 39.25 17 44.04
seq(2):41 0.00 43 0.20 46 5.33 54 10.15 13 13.25 8 25.40 4 30.38 6 39.45 17 44.52

seq(8):41 0.00 43 0.20 46 5.40 54 9.50 13 13.00 14 16.50 9 24.20 5 28.50 4 36.50 6 37.10 17 42.40
Suite de balises 2

LPO WPO Z5 Z10 RR1 PIROG CTX GUERE BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.05 13 7.24 14 14.25 9 17.32 5 24.49 7 33.46 6 34.36 17 39.15

seq(2) : 38 0.00 46 3.35 13 7.53 8 18.45 4 25.50 6 34.58 17 40.02

seq(3) : 38 0.00 46 3.40 13 7.50 14 16.50 9 18.00 5 24.30 4 32.20 6 32.40 17 38.10

Suite de balises 3

LPO WPO Z5 Z10 RR1 CAROS BELPA AULON NOPTA

Séquence de secteurs

seq(1) : 38 0.00 46 3.05 13 7.24 14 14.25 9 19.21 5 24.29 7 33.35 6 34.16 17 38.55

seq(2) : 38 0.00 46 3.35 13 7.53 8 20.23 4 25.30 6 34.38 17 39.42

seq(8) : 38 0.00 46 3.40 13 7.50 14 16.50 9 19.30 5 24.10 4 32.00 6 32.30 17 37.50

Fic. F.3 — Paire OD : LFPG-LFBO

PAIRE OD: LFBO-LFPG

Suite de balises 1

LFBO XTLW LACOU PERIG FOUCO LVX PEROT TERNI CHW CLARA GIRKO SOKMU MERUE PGNR

Séquence de secteurs

seq(1) : 16 0.00 17 2.00 10 6.04 4 10.51 2 16.57 8 22.11 53 35.03 50 44.52 54 49.51 45 50.30
seq(2) : 16 0.00 17 2.00 10 8.10 4 12.10 2 18.40 8 24.20 53 38.00 50 48.30 43 52.20 45 53.00
Suite de balises 2

NOPTA AULON BELPA GUERE CTX PIROG RR1 Z10 Z5 WPO LPO

Séquence de secteurs

seq(1) : 17 0.00 6 6.15 4 10.45 8 19.34 13 26.37 46 36.52 38 42.02

seq(2) : 10 0.00 6 0.10 7 0.50 5 8.40 9 17.20 14 24.20 13 31.20 46 34.20 38 39.10

Suite de balises 3

NOPTA AULON BELPA CAROS RR1 Z10 Z5 WPO LPO

Séquence de secteurs

seq(1) : 17 0.00 6 6.15 4 10.45 8 19.34 13 24.29 46 36.38 38 41.44

seq(2) : 10 0.00 6 0.10 7 0.50 5 8.40 9 17.20 14 22.20 13 31.00 46 34.00 38 38.50

Suite de balises 4

GAI BRIVE LMG BALAN PEROT TERNI CHW CLARA GIRKO SOKMU MERUE PGNR

Séquence de secteurs

seq(1) : 6 0.00 7 0.50 5 5.50 9 14.40 35 29.00 28 38.40 50 41.50 54 43.30 45 44.20

Fic. F.4 — Paire OD : LFBO-LFPG
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F.2 Modéle

F.2.1 Paramétres

Pour cet exemple, les valeurs des parameétres sont arbitraires.

Décalage maximal (en avance) Jn 1
Décalage maximal (en retard)  Jjae — 2
Parameétre de sensibilité « 0.115
Cotit d’'une minute de retard Cms 1 euro
Rapport coiit vol/coiit sol n 1
Pénalités des routes p<t(i)  0.00

F.2.2 Variables

Les variables du modele d’affectation sont les prix d’options qui sont eux-mémes des com-
binaisons linéaires des prix de secteurs. Les prix des secteurs sont établis sur I’horizon de
temps découpé en T' = Ty, p = 12 périodes pour la pointe du matin et T =Tup =96 pé-
riodes pour la journée entiére. L’espace aérien considéré comprend 23 secteurs. Le nombre
de variables de prix de secteurs s’élévent donc & 23 x 12 = 276 pour la pointe du matin
et & 23 x 96 = 2208 pour la journée entiére. Pour ’ensemble des paires OD, on compte
3% 344 = 13 routes. Au total, pour la pointe du matin, 13 * 12 = 156 options sont tarifées
et pour la journée entiére, 13 x 96 = 1248.

F.3 Cibles

F.3.1 Deéfinition

Pour les deux horizons de temps considérés, deux types de cibles sont construites. Dans le
cas précis, les cibles ne sont pas construites en vue de diminuer la congestion des secteurs.
Elles correspondent & des répartitions arbitraires du trafic dans le temps ou dans I’espace.
Pour la pointe du matin, la premiére cible correspond & une répartition uniforme du trafic
sur les différentes périodes et sur les différentes routes (MP1). La seconde cible correspond
a des nombres entiers de vols répartis aléatoirement sur les périodes et les routes (MP2).

Pour la journée entiére, on choisit pour premiére cible une répartition uniforme des vols sur
les périodes et les routes (AD1). La seconde cible correspond & une répartition uniforme
des vols sur les routes (AD2).

F.3.2 Remarques

Il se peut qu’une cible modifiant la répartition des vols dans le temps et I’espace ne soit
pas atteignable. Prenons par exemple, la cible 1 de la période du matin. Le tableau F.1
donne le nombre de vols programmeés N P(j) et désirés N D(.,j) sur chaque période j pour
la paire OD LFPG-LFBO.
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Periodej 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

NP(j) 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 1.00 | 0.00

ND(.,5) |0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.40 | 0.40 | 0.40 | 0.40 | 0.40 | 0.00

TaB. F.1 — Nombre de vols par période pour la paire OD LFPG-LFBO

Le vol programmé en période 7 a une probabilité ug, respectivement 7, g, g d’étre affecté
en période 6, respectivement 7, 8, 9. Le vol programmé en période 11 a une probabilité
l410, respectivement pi1, 12, @13 d’étre affecté en période 10, respectivement 11, 12, 13.
Les vols programmeés ne peuvent pas étre affectés sur d’autres périodes sinon la limite de
déplacement de créneau n’est pas respectée (limite: un vol programmé en période u sera
affecté en période u — 1, u, u+ 1 ou u + 2). Le nombre de vols estimés par le modéle ne
peut pas égaler le nombre de vols désirés car le systéeme:

pe +pr+ps+pg = 1
H10 + p11 + pa2 +p13 =
Mo = H12 = 13 =
pr=pg = pg = prio = pn = 0.4

n’a pas de solution. On pourrait trouver des cibles modifiant la répartition dans le temps
mais restant atteignables. On peut ajouter aussi qu’une cible avec un nombre décimal de
vols désirés n’est pas réaliste. Pour la cible 2 de la journée entiére, la cible est atteignable
car la répartition des vols se fait uniquement dans l’espace, c’est-a-dire sur les différentes
routes.
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Exemple 2: exemple académique

G.1 Scénario

G.1.1 Réseau
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L’espace aérien considéré est formé de 13 secteurs. Le réseau, présenté sur la figure G.1
comprend deux paires OD (OD1 et OD2). Pour chacune des OD, 3 routes sont possibles
et il n’y a qu’un seul type d’avion. Pour chaque route, il n’y a donc qu’une seule séquence

de secteurs. De plus, la durée de passage & travers chaque secteur est égale & un période

de 15 minutes.

9 l l l 10 |
| | | |
SN " A .
b1 . 3| 4| 5] | |

N 2
6| 7| 18| | |
o0 ] 1
,,,,,,,T ,,,,,,,,,,,,,, } ,,,,,,, |

| |

! |

12 |

|

| |

Fic. G.1 — Réseau de l'exemple 2
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G.1.2 Demande

La demande correspond au trafic mesuré pour ces paires OD sur un horizon de temps de
8 périodes. Pour chaque OD, 3 décollages sont programmeés en période 1.

Horizon de temps T 8

Longueur d’une période (en mn) A 15

Nombre de secteurs S 13

Ensemble de paires OD %4 OD1 O0OD2
Nombre de vols N, 3 3
Nombre de routes I,=| R, | 3 3
Nombre de vols programmeés (période 1) NP“(1) 3 3
Nombre de vols programmeés (période u, u = 2,T) NP“(u) 0 0

G.2 Modéle

G.2.1 Paramétres

Pour cet exemple académique, il est nécessaire de fixer les paramétres du modeéle. On
suppose, et cela se vérifie en pratique, que les vols ne décollent jamais avant 1’horaire
initialement prévu et ne sont jamais retardés de plus de 3/4 heures. Le coit d’une minute
au sol est fixé de maniére arbitraire (en réalité, il est en moyenne de 30 euros). Les pénalités
sur les routes latérales sont fixées de maniére & ce que, en ’absence de tarification, la
majorité des vols empruntent les routes centrales.

Décalage maximal (en avance) Jyin 0
Décalage maximal (en retard)  Jia 3
Parameétre de sensibilité « 0.1
Cotit d’'une minute de retard Cms 3 euros
Rapport cott vol/cott sol n 3
Pénalités des routes centrales — p“(2) 0.00
Pénalités des routes latérales — p“(i),i=1et 3 5.14

G.2.2 Variables

Les variables du modeéle d’affectation sont les prix d’options qui sont eux-mémes des com-
binaisons linéaires des prix de secteurs. Comme tous les vols sont programmés en premiére
période et que les avions décollent au plus tard trois périodes aprés la période initialement
prévue, seules les options (route ¢, période j) avec i = 1,1, et j = 1,J(= Jnaz + 1) peuvent
étre choisies et ont besoin d’étre tarifées. Pour faciliter la lecture, on adopte une notation
matricielle pour les variables de prix.
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Prix d’options

pl = (P1(1,1),P1(1,2),P1(1,3),P1(1,4),P1(2,1),...,P1(3,4))T

P! vecteur de dimension (I; x J) et de composantes P! (i,j)
P'(i,j) prix d’achat de 'option (4,57) pour 'OD 1

P2 = (P2(1,1),P%(1,2),P2(1,3),P2(1,4),P2(2,1),...,P2(3,4))"

P? vecteur de dimension (I x J) et de composantes P2(3,j)
P?(i,5) prix d’achat de I'option (i,j) pour ’OD 2

Prix de secteurs

T11
T12
Z13

X = 1T

Tsi1

st

X vecteur de dimension (S x T”) et de composantes z
T, prix d’entrée dans le secteur k en période n

Dans cet exemple, pour chaque OD, et quelque soit la route, la durée du vol est égale a 5
périodes de 15 minutes, soit 75 minutes. Au pire, un avion qui décolle en période 4 atteint
le secteur d’arrivée en période 8. La derniére période de secteur & tarifer est donc égale a
T' = 8. Il y a des périodes pendant lesquelles certains secteurs restent vides (voir partie
7.2 du chapitre 7). Dans ce cas, le prix associé au couple (secteur, période) concerné n’a
pas d’influence sur le critére d’optimisation. Dans cet exemple, il y a 44 variables de prix
non significatives.

Relation linéaire
Il existe une relation linéaire entre les prix d’options et les prix de secteurs:

P =BX (G.1)

o= ()

avec :
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B! matrice de dimension (I; x J) ® (S x T') et de composantes bgf’;;) (
'OD1)

B? matrice de dimension (I x J) ® (S x T') et de composantes bgf;;) (
’'OD2)

pour les routes de

pour les routes de

G.3 Cibles

Cinq cibles sont construites manuellement de maniére & respecter des capacités de sec-
teur fixées arbitrairement. Pour toutes les cibles, la capacité des secteurs d’aéroports
{9,10,11,12} n’est pas bornée. Les deux premiéres cibles correspondent & une situation
dans laquelle la capacité des secteurs de 0 & 8 est égale & 1 (1 seul avion par secteur et par
période). Pour les cibles 3 et 4, la capacité des secteurs de la seconde diagonale {0,4,8} est
fixée & 2, les autres secteurs ont une capacité de 1. Pour la cible 5, la capacité du secteur
4 est étendue a 5 et la capacité des autres secteurs & 3. Les différentes cibles sont décrites
sur la figure G.2. Par exemple pour la cible 2, le nombre de vols désirés pour ’'OD 2 sur
loption (2,4) est égal a 1.

CIBLE 1 CIBLE 2
W"e 1 2 3 4 wde 1 2 3 4
Route Route
1 1
oD 1 1 0 0 0 oD 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 © 1 0 0 ©
W"e 1 2 3 4 W"e 1 2 3 4
Route Route
2 2
oD 1 0 1 0 0 oD 1 0 1 1 o0
2 0 o 0 2 0o 0o o0 1
3 0o 0o o0 1 3 0 0 0 0
CIBLE 3 CIBLE 4 CIBLE5
W“e 1 2 3 4 wde 1 2 3 3 W"e 1 2 3 4
Route Route Route
1 1 1
oD 1 1 0 0 0O oD 1 1 1 0 0 oD 1 0 0o 0 o0
0 o 0 10 0 3 0 0 0
1 0 0 0 0 o 0 0 0 0 o0
w"e 12 3 4 W"e 1 2 3 4 wde 1 2 3 4
Route Route Route
2 2 2
oD 1 1 0 0 © oD 1 1 1 0 0 oD 1 1 0 0 0
2 0 0 0 2 1 0 0 2 2 0 0 0
3 101 0 3 0 o 0 3 0 0 o0 o0

Fig. G.2 — Cibles de l’'exemple 2
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G.4 Calcul des prix de secteurs

En tarification continue, le probléme de calcul des prix de secteurs est défini dans le chapitre
7 (voir équations 4.15 et 4.16). Pour cet exemple, ce probléme s’écrit :

w=2 =3 j=4
MinxF(X) = Minx > Y Y [ND(i,j) — NE“(i,5)[E,X])* (G.2)
w=1i=1 j=1
sous la contrainte :
0<X<X

Cette contrainte signifie que les prix zy , de chaque secteur k en période n sont positifs et
bornés par . De plus:

u=J+JImin
NE“(i,j)[E,X] = Z NP“(u)PR(i,j) [ E,X]

u:jfjmaz

Cet exemple a été choisi car le probléme d’optimisation associé peut se formuler différem-
ment et conduire & un résultat direct. Cette partie est consacrée & la présentation de cette
autre formulation.

Minimiser la fonction F(X), cela peut revenir a chercher une matrice de prix X qui vérifie,
pour chaque OD w et chaque option (7,7) une relation du type:

NE*(i,j)[E,X] = ND*(i.j) (G-3)
Pour I’exemple, cette égalité s’écrit aussi:

NP“(1)PRY(i,j) = ND“’(Z'.,J')

PRGg) = NP0
exp[-alCr(ig) + P ND*(d) (o e s
Sz S exp [—a(CY () + P9 (r,9))] No (1) =3)
eXp[—Ol(CiU(Z,])-i—Pw(’L,]))] — NDW('LJ)
QUJ NUJ
infexp [=a(CE (i) + P4 ~ (@) = n (FE)
—a(Ctlid) + P = (M5 @)
o)+ i) = —+ (1w (25 @)

(G.4)

Pour chaque paire OD w, il y a I, X J équations de ce type. On classe ces équations dans le
méme ordre que celui choisi pour construire le vecteur P“(4,5). En soustrayant la premiére
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équation aux autres, In(Q%) est éliminé. Il reste pour chaque paire OD w, ((I, x J) — 1)
équations de la forme:

CY (i) + P (i,5) = CY (L,1) = P(L,1) = G¥(i.j) (G.5)
| i) = -1 [ (VZ2) (M2 -

L’écriture matricielle associée a ce systéme d’équations est :

DP =G - DC (G.7)

Cl
(&)
C% vecteur de dimension (I, x J) et de composantes C¥(i,7)
C¥(i,5) cott de loption (4,7) pour un vol de ’'OD w programmé en période 1
Ot = (CHL1),01(1,2),01 (13),C1 (14),01 (2,1),...C1 (34))
C2 = (C2(1,1),C%(1,2),C2(1,3),C2(1,4),C2(2,1),...,C2(3,4))"

Gl
¢ (&)
G“ vecteur de dimension ((I, x J) — 1) et de composantes G*(4,7)

G' = (G'(1,2),G'(1,3),G* (1,4),G"(2,1),...,G* (3,4))
G2 = (G2(1,2),G2(1,3),G%(1,4),G2(2,1),....,G*(3,4)) "

Dt O!
o= (o o)
D% matrice de dimension ((I, x J) — 1) ® (I, x J)
O¥ matrice nulle de dimension ((I, X J) — 1) ® (I, X J)

avec

-110000000O0TO0O0O
-10100000UO0GO0TO0O0
-10010000O0GO0TO0O
100 010000O0T00
100001000000

D'=D?=| -1 000001 00O0UO0OO
-100 000010000
-1 00 0000O0T10TU00
100 00000O0T100
-10000000O0TO0T1O0
-10000000UO0O0TO0 1
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S’il existe une matrice de prix de secteurs X qui vérifie, pour chaque paire OD w, et chaque
option (7,7), équation G.3, cette matrice vérifie aussi le systéme linéaire :

DBX =G - DC (G.8)

Le probléme d’optimisation décrit en G.2 peut aussi se formuler comme un probléme d’op-
timisation linéaire :

Minx|X|; (G.9)

sous les contraintes:

DBX =G - DC
0<X<X

ou |X|; désigne la somme des éléments du vecteur X.

Remarques:

— Le calcul du second membre G est impossible pour des cibles dans lesquelles on trouve
ND“(i,7) = 0 a cause de 'expression logarithmique. En effet, le modele d’affectation
étant probabiliste, de telles cibles ne peuvent étre atteintes. Pour éviter ces situations,
il suffit de remplacer, dans I’expression de G, N D¥(i,j) par ND“(i,5) + €“(i,7) avec
e“(1,7) suffisamment petit.

— Comme il existe deux formulations distinctes au probléme d’optimisation pour cet
exemple académique, on peut comparer les solutions obtenues avec ces deux formu-
lations. Voici les étapes de la procédure de comparaison :

— Calculer un vecteur Y solution du probléme G.2 avec une méthode de résolution
(type gradient ou recuit simulé)

— Calculer, pour ce vecteur Y, les erreurs €% (i,j) = NE“(i,5)[E,Y] — ND“(i,j)

— Calculer, le second membre G du probléme G.9 en remplagant N D% (7,5) par
ND*(i.j) + ey (i.)

— Calculer des prix de secteurs X, solution du probléme G.9 avec, par exemple,
la fonction LP du logiciel Matlab

— Comparer les prix de secteurs et les prix d’options obtenus avec les deux formu-
lations

G.5 Identification des pénalités de route

A la vue des calculs développés dans la partie précédente, on peut remarquer que le pro-
bléme d’identification des pénalités associées aux routes alternatives peut aussi se formuler
sous la forme d’un programme linéaire. On suppose alors que la valeur de a est connue.

=)

Notons:
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p* vecteur de dimension I, de composantes p“(7), pénalité de la route i
Pl =(p'(1).0"(2).0' (3)"
p* = (p*(1),0%(2),0°(3)"

Le probléme d’estimation des pénalités s’écrit :

Minp|ply

sous les contraintes:

Mp =V
avec : 1
G
o= ( )
G' = (G'(1,2),G'(1,3),G* (1,4),G"(2,1),...,G* (3,4))
G2 = (G2(1,2),G2(1,3),G%(1,4),G2(2,1),...,G*(3,4)) "
. 1 NO“(i,j5) NO“(1,1)
Gw('l,]) = —a [ln <T> — ln (T

K matrice de dimension ((I, x J) = 1) ® I,
O“ matrice nulle de dimension ((I, x J) — 1) ® I,

0 00
0 00
0 00
-1 10
-1 10
K'=K?=ncps | -1 1 0
-1 10
-1 01
-1 01
-1 0 1
-1 0 1

()

(G.10)

R“ vecteur de dimension ((I, x J) — 1) et de composantes R“(i,j) = r¥(1,j) —r*(1,1)
R¥(i,5) = r“(L,5) = emsA(y — 1), cott du retard pour un vol de ’'OD w programmé en

période 1 qui décolle en période j
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R' = R? = ¢;5(A2A,3A,0,A,2A,3A,0,A,2A,3A)T

d” vecteur de dimension I, et de composantes d“ (i), durée du vol par la route %
d' = d? = (75,75,75,75,75,75) "

v

La contrainte Mp =V assure que les pénalités des routes préférées sont nulles.
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Annexe H

Exemple 3: exemple plus réaliste

H.1 Scénario

H.1.1 Réseau

Dans cet exemple, on considére ’espace supérieur aérien francais découpé en 35 secteurs nu-
mérotés de 1 & 35. On s’intéresse aux liaisons commerciales intérieures entre les principaux
aéroports de France: Bordeaux (BO), Lille (LI), Lyon (LY), Marseille (MA), Paris-Orly
(PO), Rennes (RE), Strasbourg (ST), Toulouse (TO). Le réseau étudié est formé d’un en-
semble de routes reliant ces aéroports. Les routes construites n’ont pas de réalités physiques,
elles ont été construites manuellement. La figure H.1 présente ’espace aérien francais, et
les deux routes construites entre Lyon et Rennes. Pour la route A, la liste des secteurs
traversés est: {28,14,13,21,20,11}. La route B est légérement plus longue, la liste des sec-
teurs traversés est: {28,15,14,13,12,20,11}. On considére un seul type d’avion. Les durées
de passage dans les secteurs sont arbitraires, les durées de vol aussi, mais en cohérence avec
la réalité. Cet exemple permet de travailler sur des scénarios de trafic plus complexes que
ceux des exemples précédents, pour évaluer les performances des algorithmes de calcul de
prix, et pour mesurer 'efficacité d’une possible tarification de ’espace.

H.1.2 Demande

La demande correspond aux vols planifiés au départ de chacun des aéroports cités pré-
cédemment pour une journée de 24 heures. En fait, le décollage des premiers avions est
prévue & 6h00 et des derniers & 21h20. En admettant qu’un vol partira jamais avant [’ho-
raire prévu (Jp,i, = 0) et pas plus de 3/4 heure aprés (Jyuqe = 3), on travaille avec un
horizon de temps, débutant & de 6h00 et se finissant & 22h15, découpé en T" = 65 périodes
de A = 15 minutes. Le tableau H.1 présente la demande (nombre de vols planifiés) entre
les différentes paires OD sur I’horizon de temps considéré.
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Fic. H.1 — Réseau de [’exemple 3
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Horizon de temps T 65
Longueur d’une période (en mn) A 15
Nombre de secteurs S 35
Nombre de paires OD |W| 52
Nombre de vols 433
PO LI ST LY MA TO BO RE
PO 0 0 19 16 32 48 26 5
LI 0 0 3 5 4 3 3 2
ST 19 3 0 ) 3 4 3 2
LY 12 5 ) 0 3 6 ) 3
MA| 32 4 3 3 0 6 6 2
TO | 48 3 3 6 5 0 0 3
BO | 29 3 3 5 6 0 0 1
RE 4 3 2 3 2 3 1 0

TAB. H.1 — Demande pour les paires OD du réseau

H.2 Modéle

H.2.1 Paramétres

Les paramétres du modéle sont fixés arbitrairement :

Décalage maximal (en avance) Imin 0
Décalage maximal (en retard) Jmazr 3
Paramétre de sensibilité o} 0.01
Cotit d’'une minute de retard Cms 30 euros

Rapport coiit vol/coit sol n 3
Pénalités des routes préférées p“(1) 0.00
Pénalités des routes alternatives p“(i)  Random/(0,1)

H.2.2 Variables

Les variables du modéle d’affectation sont les prix d’options qui sont eux-mémes des combi-
naisons linéaires des prix de secteurs. Pour ’ensemble des paires OD, on compte 103 routes.
Au total, 103 % 65 = 6695 options sont tarifées. Etant donné que la durée de vol maximale
est égale & 167 minutes (pour la route 2 de la paire OD “MA-RE”), et qu’un avion décolle,
au pire, en période j = 65, il faut tarifer les secteurs jusqu’en période 7" = 65 + 12 = 77.
Le nombre de variables de prix de secteurs s’éléevent donc a 35 77 = 2695. Mais il y a des
périodes pendant lesquelles des secteurs vont rester vides (voir partie 7.2 du chapitre 7).
Pour cet exemple, seuls 1953 prix de couples (période, secteur) sont significatifs.



206 H. Ezemple 3: exemple plus réaliste

H.3 Cible

La cible est le résultat d’une affectation de routes et de périodes de décollage qui contribue
a la diminution de la congestion des secteurs.

Avant de construire une cible, il faut fixer des capacités de secteurs pour pouvoir calculer
des indicateurs de congestion. Pour fixer les capacités de secteurs, on utilise le programme
de simulation défini dans la partie 4.5 du chapitre 4. Ce programme permet de calculer des
indices de charge Ly, , pour chaque secteur k en période n (on prend p; = po = py = 0.5).
Pour I'affectation courante et en ’absence de tarification, certains secteurs doivent étre
saturés, c’est-a-dire Cy, < Ly, avec Cy ), la capacité du secteur k en période n. Les
valeurs de C},,, sont fixées de maniere & ce que certains secteurs soient congestionnés. Par
exemple, on fixe la capacité du secteur 7 (secteur couvrant l’aéroport de Paris-Orly) a 12 et
la capacité des autres secteurs & 6. Dans ce cas, les moyennes des indicateurs de congestion
Q1 et Q2 valent respectivement 26.89 et 44.19 pour 1000 jours de simulation de trafic.

Pour cet exemple, la construction de la cible se fait de maniére ad hoc. L’idée est de trouver
une nouvelle affectation de trafic pour laquelle les valeurs des indicateurs de congestion
sont beaucoup plus faibles. Pour trouver cette nouvelle affectation, on essaie de déplacer
la période de décollage ou de modifier la route des vols entrant ou sortant d’un secteur
congestionné. Le schéma de la procédure est donné par la figure H.2. Le processus d’affec-
tation est arrété si 'indicateur de congestion @ (par exemple, @ = 0.5Q1 + 0.5Q2) passe
sous un certain seuil ou si un nombre maximal d’itérations est atteint. L’affectation résul-
tante de cette procédure constitue la cible. Pour la cible ainsi construite, les moyennes des
indicateurs de congestion ()1 et Q2 valent respectivement 2 et 1.
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INITIALISATION
Secteur k=1
Période n=1

k=k+1

n=n+1

CONSTRUCTION

Liste_vols=liste des vols qui entrent
ou qui sortent du secteur k en période

Oul

Liste_vols est vide ?

NON

SELECTION
du vol en téte de file

SUPPRESSION
du vol en téte de file

ACTION 1 ACTIONy 2 ACTION 3 ACTION 4

Retarder le
décollage d’
période

Retarder le
décollage de
périodes

Retarder le

décollage de
périodes

Changer de

3 route

2

SIMULATION
Calcul de l'indicateur de congestion Q

ACTION
Retenir et appliquer I'action qui minimise Q

FiG. H.2 — Procédure de construction d’une cible qui minimise la congestion
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Résumé: Le travail développé dans cette thése porte sur 1'élaboration d'un systéme de tarification
dynamique des secteurs aériens pour réduire la congestion de l'espace. Un modele décrivant la
relation entre les prix d'entrée dans les secteurs et le choix des routes et des périodes de décollage
par les compagnies aériennes est propos€.

Les paramétres du modéle sont estimés en minimisant la différence entre un nombre de vols
. observés et un nombre de vols issus du modele.

Les prix de secteurs sont calculés de maniere 2 minimiser la différence entre un nombre de vols
-définis par une cible et un nombre de vols issus du modgle. La cible correspond a une répartition du
trafic dans le temps et dans 1'espace qui conduit 4 une forte réduction de la congestion.

Deux stratégies de tarification sont envisagées. La premiére consiste a €tablir des prix par secteur et
par période indépendamment les uns des autres. La deuxieme stratégie de tarification consiste a
limiter le nombre de valeurs de prix et & affecter un niveau de prix a chaque secteur a chaque
période.

Plusieurs algorithmes basés sur la méthode du gradient, le recuit simulé et 1a méthode Tabou sont
développés pour résoudre les problémes d'optimisation. Tous ces algorithmes sont testés et
comparés sur trois scénarios de trafic. Les résultats de l'optimisation et des simulations de trafic
montrent que la tarification mise en place permet d'orienter partiellement le choix des compagnies

et de diminuer les pointes de congestion.

‘Mots clés: Trafic aérien , Affectation de trafic, Tarification, Méthode du gradient, Recuit simulé,
Meéthode Tabou,Simulation.

Air Traffic regulation by dynamic optimisation of network user fees

Abstract: The work carried out in this thesis deals with the elaboration of a dynamic sector pricing
system to reduce airspace congestion. A relationship model between taxes charged to aircraft and
the choice of routes and departure times is proposed.

Model parameters are tuned by minimizing the difference between a number of observed flights
and a number of flights from the model.

Prices of sectors are calculated in order to minimize the difference between a number of flights
defined by a target and number of flights from the model. The target corresponds to a traffic
allocation which provides a significant reduction of congestion.

Two pricing strategies are envisaged. The first strategy consists of setting prices for each sector and
for each period independently. The second strategy consists of limiting the number of price values

and in assigning a price level to each sector at each period.

Several algorithms based on the gradient method, the simulated annealing method and the Tabu
search are developed to solve the optimization problems. All algorithms are tested and compared on
three traffic scenarios. The results of the optimization and of the traffic simulations show that the
pricing policy encourages the airlines to modify their choices and reduces congestion peaks.

Keywords Alir traffic, Traffic asswnment Pricing, Gradlent method, Simulated anneahng, Tabu
search , Simulation.



