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Equations générales dans la couche limite: Les équations de couche limite de
Prandtl sont les suivantes:

( 8_u’ N ov' 0
or oY'
$ w2 O O (B.2)
0z oy or 0Y”?
Op
3 oy 0

avec:

=VRey et V' =+VRe
La condition d’adhérence a la paroi est la suivantes:
u'(z, f(z)) =V'(z, f(z)) =

f(z)
VRe

Afin de faciliter la résolution, une transformation de Prandtl des équations est

avec forme de la paroi.

utilisée afin de transférer les conditions aux limites & la paroi a I'infini et d’utiliser un
maillage rectiligne et non curviligne. Les conditions aux limites sont donc imposées
en Y = 0 au lieu de Y = f(x). On pose donc:

Y = V' — f(2)
u ' (B.3)
V o= V' — folx)d

Les équations deviennent donc:

( ou O_V _ 0
or oY
ou ou op  0%u
2= - = XLz B.4
“or TV oy oz 9?2 (B-4)
dp
\ ay =V

ainsi que les conditions aux limites:

— a la paroi:
u(z,0) =V (z,0) =0

— a la frontiére de la couche limite:



ANNEXE B. EXTENSION DE LA THEORIE DE LA TRIPLE COUCHE AUX

186 ECOULEMENTS SUR DES PERTURBATIONS
u— Ue(x)
Y > dU B.5
V = V() — ew) y (B:5)
dx
ou Vj est la vitesse de transpiration a la paroi due au déplacement de la couche
limite.
o d(Ued
Vs = (Ued)
dx
avec :

*° U
5, _/0 (1 - 2o)ay

En raison des forts changements de pente de Vj, 'utilisation de §; permet de
lisser les variations par intégration en x de Vy. Le systéme devient alors:

z(z,Y — 00) = Ue(x)
d(Ued;) dUe(x)
dr dz

Afin d’éviter les problémes numériques dus & de fortes variations de V lorsque
le fluide décolle de la paroi, on utilise la fonction de courant 1 dans les équations.
cette fonction de courant, qui intégre V, permet aussi d’en atténuer les variations
en x et en Y. Les équations de couche limite deviennent alors:

Y

V(z,Y = o0) —

oy o
v v o=V
(B.6)
ou Oy Ou oUe 0*u
“or " axoy V% Toavz
et les conditions aux limites & la frontiére de la couche limite deviennent:
lim v = Ue
Yoo (B.7)
lim ¢ = Ue(Y —dy)
Y —>+4o0

Afin d’éviter des problémes numériques avec la présence de Y dans la condition
limite a I'infini, on définit une nouvelle fonction de courant 1 telle que:

Y =1 —UeY

Cette transformation s’avére utile pour éviter des pertes de précision dans le

0
terme en 8—}16 lorsque Y devient grand et que le pas en Y augmente.

Afin de fixer la hauteur du domaine en Y = H(z), on introduit un changement
de variable sur Y:
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Les équations deviennent donc:

8¢ +HUe—- Hu=0
an
(B.8)
oY 0 ou o OUe d%u
H — H — —H — - =
(877 + HUe )8x Ox (¥ +nHUe) on Ue Jx  On? 0
Les conditions aux limites sont :
n =0:u = 0 ¢ = 0 (B.9)
n = 1: u = Ue v = —-Ueh

Equations de la zone non visqueuse : Dans la couche extérieure, on a les équa-
tions d’Euler linéarisées :

( 8U1 8V1 .
o "oy Y
oU, Op1
) o _ _9m B.10
Ueo ox ox (B.10)
ovi  _ Om
\ Ueo ox N By

La deuxiéme équation de B.10 permet de remplacer p par Ue dans la deuxiéme
équation de B.6. Une combinaison des équations B.10 écrites a la paroi permet de
trouver une relation entre Ue et d;, I'intégrale de Hilbert qui est de la forme:

1 dUeo(§)d1(£)]
T™WReJ o T—¢ dg

Ue(x) désigne en fait Ue(z,0) et Ueg(x) est la distribution de la vitesse extérieure
donnée par le calcul sur la perturbation sans couche limite. L’intégrale contient déja
I’intéraction entre les deux zones par la présence du terme Ueyd;. Cette intégrale
n’est valable que dans le cadre de la théorie des profils minces.

Ue(z) = Uey() +

dg

Cette relation intégrale décrit la réponse du fluide non visqueux, mais il manque
une relation permettant de caractériser la nature du couplage entre les deux couches.
Cette relation provenant de la Théorie de la Triple Couche est donnée par la condi-
tion aux limites sur ¢ a l'infini. Cette relation donne le couplage fort caractérisant
la perte de hiérarchie dans le raccord de vitesse transversale entre la couche vis-
queuse et la couche non visqueuse et permet de représenter 1’intéraction forte entre
la couche limite et le fluide parfait.
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3 Calcul d’une perturbation tridimensionnelle par
extension de la théorie de la Triple Couche

Cette section présente une méthode de calcul de couche limite tridimensionnelle
avec interaction forte. C’est une extension de la méthode bidimensionelle. La couche
limite et le fluide parfait tridimensionnel sont résolus simultanéments par une mé-
thode semi-implicite.

Les hypothéses du probléme sont les mémes que pour le cas bidimensionnel.
Cependant, dans ce cas, I’écoulement rencontre une perturbation tridimensionnelle.
Les variables adimensionnées sont :

x_x_* _y_* Z—Z—* u/_u:: U/_’U::/k wl_w; _ T =T
L ‘" L "Tu. U U, P puz
(B.11)
Les conditions aux limites sont:
o= 1
=0 B.12

La perturbation tridimensionnelle est de la forme: y' = f(z, 2")
Les équations de la couche limite sont celles de Prandtl dans le cas tridimension-

nel :
( ou' N ov’ N ow' B 0
ox'  9Y' 0 N
8u Y ou’ 8u _ _op o*u'
) Y 3Y’ Yor T Tox " ave (B.13)
6 ! , 8w' op  O*uw'
; Tt Vg ! 92 QY™
p _ 0
\ oYy
avec :
=VRey et V'=+VRe
Les conditions s’adhérence & la paroi sont les suivantes:
(2 F(2',2),2) = V(2 F(',2),2) =w'(2',F(',7),2) =0
avec F(x’,2’) forme de la paroi en variable de couche limite Y.
Les conditions a l’infini sont :
! ! YI ! — ! !
u’(xl, I—) 00, zl) Ue(x ; Z,) (B.14)
w'(z, Y — 00,2) = We(z,2)



3. CALCUL D’UNE PERTURBATION TRIDIMENSIONNELLE PAR EXTENSION DE LA

THEORIE DE LA TRIPLE COUCHE

189

La transformation de Prandtl, qui consiste en un changement de variable sur y et
v, permet d’écrire les conditions a la paroi en y = 0 . Les avantages sont les mémes
que pour la perturbation bidimensionnelle: elle permet de simplifier I’écriture des
conditions aux limites & la paroi sans modifier les équations de couche limite et
le maillage du domaine de calcul peut se faire avec un maillage cartésien et non
curviligne. On pose ainsi:

Y = YV -F(,7)

oF oF
— ! — I_ — ,_
V =V —-u 2~ Y 5 (B.15)
u = u x =
w = w z = 72

La transformation sur V permet de conserver la forme classique de ’équation de
continuité. Les équations B.15 sont donc inchangées mais les conditions aux limites
font maintenant intervenir la forme de la perturbation dans les conditions & I’infini.

- conditions d’adhérence & la paroi:

u(z,0,z) =V(x,0,2) = w(x,0,2) = 0.

- conditions a la frontiére de la couche limite:

Y -
u— Ue
w— We (B-16)
oUe OWe
— (—— dY
V = Vs(z, 2) (6x + P )

ou Vj est la vitesse de transpiration équivalente pour le fluide parfait.

Afin d’éviter des problémes d’oscillations de la vitesse v a ’approche du décolle-
ment, on utilise comme dans le cas bidimensionnel deux pseudo-fonctions de courant
P et ¢ telles que:

4 a—w B
ov Y
¢
< _ — B.17
oY v (B.17)
oy 0¢
(o775, = 7V

Ces fonctions de courant satisfont I’équation de continuité. Afin d’éviter les pro-
blémes d’oscillations dans la condition & l'infini, on exprime Vj en fonction des
épaisseurs intégrales d; et ds.
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& We —w
= 1-— Y
52 /0' ( Ue )d

Ces deux grandeurs lissent les variations en x et z de Vs par 'intégration. Les
nouvelles conditions d’adhérence & la paroi sont :

A Tinfini, les conditions aux limites sont :

e

lim v = Ue
Y >0
Iim w = We
Yoo (B.18)
lim ¢p = UeY — Ued;
Yoo
lim ¢ = WeY —Ueds
\ Yoo

Deux nouvelles variables sont introduites afin de réduire les risques de perte
de précision dans le raccord sur 1 et ¢ par la présence du terme UeY. Ces deux
nouvelles variables sont définies par:

Y o= v-Uel (B.19)
o = ¢o—WeY
Ce changement de variables permet, comme dans le cas bidimensionnel, d’éviter
L 00 :
les pertes de précision dans les termes en £% et % lorsque Y devient grand et que
le pas en Y augmente. Les raccords a l'infini deviennent trés simples:
lim ¢y = —Ueé;
Yoo (B.20)
lim ¢ = —Ued,
Y —o0
Avec ces changements de variables les équations de couche limite deviennent :
oy
7 — - B.
oy = U Ue (B.21)
99
v We (B.22)
onp ou 0, - 0 0 ou
—+Ue)— — |=— UeY — WeY)|— + (=
(B0 U~ [+ Ue¥)+ (64 WeV )|+ (52 +We) !
(B.23)
dUe Ve 0%u
—Ueﬁ Ve a0
o) 0 - ¢ ow
bt Y )% bt
(5y + Ue)@x (5, (0 +UeY)+ (¢+We )] + 5y tWe,
(B.24)
2
_UeaWe W€8We O°w 0
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dp
— =0 B.25
aY ( )
Dans les équations ci-dessus, les gradients de pression en x et en z sont remplacés
par leurs valeurs provenant des équations d’Euler tridimensionnelles. Celles-ci sont

données en fonction de Ue et We.

op oUe oUe
or ~Ue ox —We 0z
(B.26)
op oWe oWe
oz ~Ue Ox —We 0z
La variable 7 est introduite afin de fixer la hauteur du domaine de calcul :
Y
T H (z, 2)

La hauteur H peut étre soit constante, soit variable avec x et z. Dans le cadre

de cette étude, elle est fixée et constante selon x et z.
Le systéme d’équations devient alors:

oY
— =H(u— B.2
an (u—"Ue) (B.27)
0
— =H(w — B.2
an (w—We) (B.28)
o ou o - 0 - ou 0¢ ou
HE  HU) Y~ H| L+ H 2 (G+H L HE s awe
(877 + HUe) 5 [8m (¢ + HUen) + % (¢ + Wen] o + (877 + HWe) P
oUe oUe 0%u
_H? hiihg el
(Ue 9 + We 9 67)2) 0
(B.29)
oY ow o0 - 0, - ow ¢ ow
HZ + g~ v | L (0H Y+ H 1 f Hwe) 2y
(677 + HUe) B [ax(w Uen) + az(d)+ Wen} o + (677 + HWe) o
oUe oUe O*w
— 2 - - -
H*(Ue pe +We 5 o
(B.30)
@ =0 (B.31)

=
o
<
I
|
d
o
gl
SN

n = 1: u=Ue w = = —Ued
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Equations dans la zone non visqueuse et couplage Dans la zone non visqueuse,
on utilise les équations d’Euler tridimensionnelles linéarisées :

(- oUy oV oWy
or + oy + 0z N 0
8U1 aUl . apl
Ve tWegr = %
4 (B.33)

an 8W1 . apl
Veogy TWeogr = %
oy oy _ op1
N er(?— tWeg, oz oy

Ce systéme d’équations écrit a la paroi nous permet de donner 'intégrale double
de Hilbert reliant la pression aux vitesses de la zone non visqueuse :

p(z, 2)

// (Ueg2 5% T Weoan)V(;dfdn
" or 2+ (2 —n)?

ou Vj est la vitesse de transpiration a la paroi, et Ueg et Wey sont les vitesses
extérieures obtenues par le calcul du premier ordre sans couche limite, ou la paroi
est décrite par F(x,z) et Ue et We sont les valeurs du fluide parfait a la paroi. Le
probléme complet couche limite/couche externe est fortement couplé par la perte de
hiérarchie dans le raccord sur v, représente dans ce probléme par v et ¢. Le couplage
est obtenu par la distribution de sources a la paroi, et est caractérisé par les deux
relations:

d (B.34)

1; = —Ue51
¢ = —Ued

L’intégrale de Hilbert peut étre réécrite pour Ue et We en utilisant la relation
de Bernoulli avec Py,,= 0.

Vs

35
Ue(z,z) = Uey(z, 2) 2%\/_// N Z_n]Qdfdn (B.35)

We(z,z) = Wey(z, 2) 7T\/_// T G dédn (B.36)

Ue(x,z) et We(x,z) désignent les valeurs de Ue et We en y = 0.
Elles indiquent la condition de glissement du fluide parfait sur la paroi modifiée de
I’épaisseur de déplacement. Ces deux relations donnent une approximation du fluide
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parfait et par conséquent I’analyse devra se restreindre a des perturbations dont la
hauteur est faible vis a vis de la longueur. Comme dans le cas bidimensionnel, les
deux intégrales de Cauchy possédent le caractére elliptique et rendent la résolution
du probléme itératif.

Le principe de cette méthode simultanée, adaptée au cas tridimensionnel est de
résoudre les systéme formé des équations B.30, B.35 et B.36 associées aux conditions
aux limites B.32.






Annexe C

Utilisation des méthodes linéarisées
pour évaluer les variations de vitesse
sur la déformation

Dans les précédents chapitres, 'influence de la hauteur et de la longueur sur
le Cp et les vitesses longitudinales et transversales ont montré des caractéristiques
linéaires dans le cas d’une variation de la hauteur et non linéaire pour une variation
de la longueur. Les methodes linéarisées permettent de retrouver ces résultats [38].
Dans cette annexe, la démonstration sera faite uniquement pour les déformations tri-
dimensionnelles, le résultat étant similaire pour les déformations bidimensionnelles.

Le repére d’étude est le repére aérodynamique. La déformation est représentée
par les équations:

yt = fT(z, 2) pour I'extrados y~ = f (=, 2) pour 'intrados

pour V x,z définissant la déformation.

Le champ de vitesse est de la forme V} (Voo + u, v, w).

La répartition sur la déformation de sources d’intensité est de la forme o =
2Vbe(z, 2) Ol b(z, 2) est la loi de pente de la déformation.

Les résultats sur un point de la déformation sont donnés par:

£ JUO,ZO)(.T — )
dzod
x ’ //50 271—[ X — -7/'0 (z — 20)2]3/2 Tolzo
ve(, 0%, 2) = £Vooe(z, 2)
£ 330, 20)(z — 20)
dzod
o0 //50 27T[ T —x0)2 + (2 — 20)23/2 Z0azo

+ - xo,zo)(x — ) deod
Cp, =Cp, = //SO 7z — 20)2 + (z — 20)2]2 TodZo

Soit d; et do, deux déformations de hauteurs respectives h; et ho et de longueur
égale 1.
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Le terme

/ /S 371(@ — 20)? (x é“l it

a la méme valeur pour les deux configurations car les intégrales se font sur les
mémes bornes et la hauteur n’intervient pas. Donc on obtient 1’équation suivante :

U,l ffS .To,Zo d.’EodZ()

U,_z ffS $0,Zo d.??odZO
df
0e = —
dz
La fonction f étant de la forme f = h x sin(kyz)sin(kqz) (respectivement f =

h x sin(kyz) pour les déformations bidimensionnelles), I’équation devient donc:

La variation de vitesse est donc proportionnelle & la hauteur entre deux défor-
mations. La linéarité observée pour une variation de la valeur de la hauteur est donc
bien retrouvée et la démonstration est la méme pour la vitesse transversale et le Cp.

Maintenant, soit deux déformations de hauteur h et de longueur I; et ls.

//50 27[(x — )2 (95 (joz )22 dxodzy

n’a plus la méme valeur pour les deux déformations car le domaine d’intégration
1

u
est différent. Dans ce cas, le rapport —; n’est donc plus seulement le rapport de
u

L’intégrale

€
longueur, il faut intégrer la formulation. Il est donc normal, lorsque la longueur
varie que, méme & hauteur constante, le variation de vitesse soit modifiée.
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Figure P.1 — Influence des bosses et des creuz sur le Mach. M = 0,7; o = 0,25°; Pi
= 1,78 bar
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Figure P.2 — Influence des bosses et des creuz sur le Mach. M = 0,7, « = —0,15°;
Pi = 1,78 bar



200

PLANCHES

0.94

0.92

creux -0,15
creux -0,1
lisse
bosse 0,1
bosse 0,15
bosse 0,2

0

0.1

0.2

0.3

XIC

0.4

0.5

0.6

0.7

Figure P.3 — Influence des bosses et des creux sur le Mach. M = 0,7, « = —0,15°;

Pi = 2,26 bar
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Figure P.4 — Influence des bosses et des creux sur le Mach. M = 0,7; « = —0,5°; Pi

= 1,78 bar
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Figure P.5 — Influence des bosses et des creux sur le Mach. M = 0,65; o = —0,5°;
Py = 1,75 bar
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Figure P.6 — Influence des bosses et des creux sur le Mach. M = 0,54; o = —0,35°;
Pi = 1,44 bar
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T2

203

10

NEFIV
[&)]

Figure P.9 —

NEnv
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Figure P.11 — Enveloppes du cas M = 0,65; o = -0,5° ; Pi = 1,75 bar
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Figure P.12 — Enveloppes du cas M = 0,54; o = -0,35° ; Pi = 1,44 bar
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Figure P.20 — évolution de ’enveloppe du facteur N pour le profil A selon le creux
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