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initiales:
et X(0) = QX,(0) = Q

X(0) = QX4(0) =@ (5.89)

o O O
OO O = O

e

nous avons comparé la solution numeérique X (¢) obtenue directement par notre méthode
a partir du systeme couplé avec la solution (X, obtenue par Maple & partir du systéme
découplé. La comparaison des deux solutions est tres satisfaisante. Ces résultats valident la
méthode que nous avons développée pour déterminer la réponse d’un systéme vibratoire a
une sollicitation forcée constante. Le cas de sollicitations non constantes n’a pas posé plus
de difficultés.

5.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons developpé deux méthodes pour résoudre les équations
du mouvement des sytémes vibratoires en régime libre. La méthode ascendante qui est
réservée au cas ot le déterminant de la matrice des masses n’est pas trop petit et la méthode
descendante qui s’applique lorsque c’est le déterminant de la matrice des raideurs qui n’est
pas trop petit. Ces méthodes ne nécessitent pas que la condition de Caughey soit vérifiée et
peuvent donc étre utilisées méme dans le cas d’un amortissement non classique. Nous avons
illustré cette méthode en développant ’exemple d’un véhicule automobile simplifié. Enfin
nous avons proposé un prolongement de ces méthodes au cas des vibrations forcées que
nous avons validé par I’exemple d’un modeéle simplifié d’avion souple possédant 5 modes
de fuselage.
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Résumé

La méthode de résolution des équations du mouvement que nous avons mise en
ceuvre fournit I’évolution temporelle du vecteur position X (t), sans jamais recourir &
la recherche des fréquences et des formes propres du systéme mécanique étudié. Ces
données caractéristiques du systéme peuvent étre déduites a posteriori du vecteur
X (t) par une analyse fréquentielle comme la transformée de Fourier. Qui plus est,
cette méthode d’analyse permet la détermination de la densité d’énergie associée &
chaque fréquence. Connaissant les fréquences propres du systéme, nous déterminons
les vecteurs propres associés en les identifiant aux colonnes de la matrice adjuguée.
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Dans ce chapitre, nous allons détailler ’analyse spectrale des fonctions X (¢) au moyen
de la Transformeée de Fourier Discréte. Solution d'une équation différentielle, X (¢) est une
fonction déterministe du temps assimilable & un signal échantillonné X (ndt), ot désignant
Iincrément temporel. Ce dernier est, au mieux, le pas de temps du processus numérique
itératif de résolution de I’équation différentielle caractéristique dont la fonction v est solu-
tion. Appliquant le théoréme de Parseval-Plancherel (voir plus loin dans ce mémoire §6.1.3),
nous pouvons déterminer la densité spectrale d’énergie de X (ndt) et, par la méme, identi-
fier les fréquences caractéristiques de ce spectre. Nous examinerons avec quelle précision la
fréquence propre est susceptible d’étre déterminée, ainsi que les conséquences éventuelles
sur la précision des vecteurs propres associés.

6.1 Transformée de Fourier: définitions et propriétés

Nous ne nous étendrons pas sur les propriétés de la Transformée de Fourier. Pour plus
de détails on pourra se reporter utilement a [Bel81], [Rei95], [Tho94], [Sur00] par exemple

6.1.1 Des coefficients de Fourier a la transformée de Fourier

La décomposition en série de Fourier est ’opération mathématique permettant d’ex-
primer une fonction périodique quelconque sous la forme d’une somme de fonctions har-
moniques de différentes fréquences (exponentielles complexes). En modifiant d’une part,
Uamplitude des sinusoides en les multipliant par des coefficients qui leur conférent plus ou
moins de "poids", et d’autre part, leurs phases, de maniére & ce qu’elles s’additionnent
ou se compensent, on restitue la fonction initiale. Ainsi, le développement en série de
Fourier d’une fonction périodique z(t) de période T' s’exprime :

S o 21
z(t) = Z cpe™ Tt

n=—oo

le coefficient de la série de Fourier ¢, associé & la composante n s’obtient par l'intégrale :

1 [+% oo
= /_Z z(t)e T dt
2
La suite des coefficients complexes ¢, constitue le spectre de la fonction périodique z(t).

La décomposition en série de Fourier est un changement de base orthonormale: on
remplace z(t) par une représentation (Fz)(f) sur la base f. On dit quelquefois que 1'on
passe de 'espace des temps & 'espace des fréquences.

Pour introduire la Transformée de Fourier examinons ce que devient le coefficient
de Fourier ¢, lorsque la fonction z(t) devient non périodique (c’est-a-dire lorsque la pé-
riode T devient infinie). Notons f. = % la distance spectrale entre 2 valeurs successives de
¢p- Lorsque T tend vers 400 cette distance tend vers 0 et ¢, tend aussi vers 0. Une fonc-
tion non périodique aurait donc un spectre continu si celui-ci n’était pas identiquement nul.
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Pour contourner cette difficulté, on considére:

+T —imnt
lim Tcn:/ z(t)e~ T dt = (Fz)(f)
T—+00 T

qui constitue la définition de la Transformée de Fourier de z(t) et s’interpréte donc
comme une densité de coefficient de Fourier [Tho94|.

Définition 37 : Par la transformée de Fourier, on peut associer & une fonction temporelle
a valeurs complexes z(t) , une fonction (Fx)(f) a valeurs complezes, que l'on appelle spectre
de z:(t) et qui contient le "poids" de chacune des fréquences f présente dans la fonction
initiale.

+o00o

(Fz)(f) = / o(t) e 2t dg

—o0

Remarque 22 [l s’agit la d’une expression continue de la transformée de Fourier, qui sera
redéfinie dans le cas d’un signal échantillonné périodiquement ou non.

6.1.2 Densité spectrale d’énergie

De maniére générale, une fonction périodique du temps (un signal) est parfaitement
décrite par la donnée de son intensité, sa fréquence et sa phase. En mécanique, c’est essen-
tiellement le caractére énergétique du signal qui retient l'attention. L’énergie d’un signal
réel continu z(t) sur U'intervalle de temps [t1, t2] est 'intégrale de son carré:

to 9
th ty = /t T (t) dt
1

Si z(t) est complexe, I’énergie est donnée par l'intégrale du carré de son module:

to 9
Wo = [ lo(t) Pde

t1

L’énergie totale de la fonction temporelle (le signal) s’obtient en étendant l'intervalle
d’intégration & ’ensemble de la droite réelle. Dans le cas d’une fonction du temps & valeurs
complexes, cela conduit a:

+o0
W:/ ()2 dt
—00

Si cette intégrale existe c’est-a-dire si :(¢) est de carré sommable, on parle de fonction
périodique a énergie totale finie. On appelle |z(t)|? la densité d’énergie de signal ou de la
fonction temporelle.
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6.1.3 Transformée de Fourier Discréte (TFD)

Théoréme 6.1 : Théoréme de Parseval-Plancherel
Soit = une fonction périodique supposée 4 énergie totale finie et (Fx) sa transformée de
Fourier, alors:

| T ora= [ iEra

—00 —00

La quantité |(Fz)(f)|?> peut s’interpréter comme une densité spectrale d’énergie. Elle ex-
prime comment ’énergie de la fonction temporelle se distribue sur les fréquences. On parle
de "spectre énergétique".

L’utilisation des ordinateurs améne désormais & considérer des signaux ou fonctions
temporelles z(t) échantillonné(e)s périodiquement. La variable de temps est dite discréte
ou discrétisée. Il en est ainsi de la réponse X (t) que nous calculons numériquement par
notre méthode. L’incrément temporel le plus petit correspond au pas de temps du processus
numérique d’intégration de ’équation différentielle en .

Pour ce type de fonctions, on définit la Transformée de Fourier Discréte (TFD) par:

—i2llnk

N—1
(Fz)(k) = Z zx(n)e ™ N
n=0

Calculer la TFD d’une série de N valeurs échantillonnées d’une fonction z(t) cor-
respond, & un facteur prés, a calculer les IV premiers coefficients de la série de Fourier de
I’échantillonnage.

6.1.4 Résolution spectrale de la transformée de Fourier rapide
Fréquence de coupure: Théoréme de Shannon

Théoréme 6.2 Le théoréeme de Shannon (découvert indépendamment et simultanément
par Nyquist) s’énonce ainsi: si on veut échantillonner, une fonction & spectre limité sans
perdre d’information, il faut le faire a une fréquence au moins égale au double de la plus
haute fréquence qu’elle contient.

Ainsi, en échantillonnant une fonction temporelle & une fréquence f. donnée, par exemple
20 kHz, les fréquences supérieures & 10 kHz seront en quelque sorte perdues.

Reésolution fréquentielle

Considérons une fonction du temps X (¢) échantillonnée de maniére réguliére au pas
0t et dont nous connaissons N valeurs successives. Une représentation schématique en est
donnée sur la figure 6.1. Si nous cherchons a présent a déterminer le spectre de cette
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fonction au moyen de la Transformée de Fourier Discréte TFD :

— la valeur de la fréquence maximale f,,q, ou fréquence de coupure, directement reliée
a lincrément temporel de la discrétisation dt est, en application du théoréme de

. _ 1

Shannon: free = 55

— la résolution fréquentielle 0 f, et donc la plus petite fréquence (fin) du spectre qu’il

est donné de mesurer, est: §f = fmae N = 5T ]\175t-

Remarque 23 La valeur de la résolution fréquentielle énoncée plus haut n’est qu’appro-
chée ; selon la parité de N, elle prend la valeur 2]\1,(” ou 2(N-1H)5t' Cependant, N est en
général élevé et il y a peu de différence entre les deuz expressions. Aussi, dans la suite de
ce mémoire, nous ne retiendrons que la premiére des deux valeurs.

X(t)

T=Ndt

temps

ma

df=f_JN= 1/(2T)

fréquence

F1G. 6.1 — Représentation schématique d’une fonction continue xz:(t) et de sa transformée
de Fourier E(f). Liens entre les paramétres de la discrétisation temporelle (N et dt) de
x(t), et ceux, fmaz €t df, de la représentation fréquentielle Z(f).

6.1.5 Transformée de Fourier Rapide

La Transformation de Fourier Discréte requiert N2 additions et 2N? multiplications.
Cela induit un temps de calcul prohibitif pour les N grands. Cependant, il existe un algo-
rithme astucieux, 'algorithme du "papillon", qui permet de réduire le temps de calcul si
le nombre d’échantillons N est une puissance de 2. Si N vaut 2* le calcul ne requiert que
Nk additions et & (k — 1) multiplications.
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L’idée fondamentale de la Transformée de Fourier Rapide, ou Fast Fourier Transform (FFT
en anglais) fut pressentie par Carl Friedrich Gauss. Celui-ci I’a cong¢ue probablement en
1805, deux ans avant que Fourier ne présente son mémoire & 1’Académie des Sciences de
Paris. En 1965, Cooley et Tuckey [CT65] ont décrit et mis en pratique pour la premiére
fois ’algorithme de la Transformée de Fourier Rapide, désormais trés largement diffusé.

6.1.6 Filtrage temporel

Nous ne connaissons pas la fonction que nous étudions de —oo & +o00, mais de 0 &
Nét. Si f(0) # f(N6t) il apparait une discontinuité car la transformée de Fourier rend
artificiellement périodique z(¢). Cette discontinuité disparaitra si on multiplie z(¢) par une
fonction de fenétrage s’annulant au début et & la fin de la durée totale d’échantillonnage.

“_. [ g
g /N
09 / \
- . \ PIRREEN /
0.8F Y N
- b7 A
0.7F /U N\
- iy’ N\
06F 0 N\
- w' Wy
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04F \ \ / \
- 4 — f(t)-Hanning \ \
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- \.\ L f(t)-Hamming \ W\
o2k | 2/ f(t)-Welch AN
“E \.\ / — — — - f(t)-triangle AR
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F1G. 6.2 — Représentation des différentes fenétres de filtrage utilisées.

Parmi les fenétres F, les plus courantes, nous retiendrons les suivantes (cf figure 6.2):

— Rectangulaire :
F,=1
— de Bartlett (de forme triangulaire)
— de Hanning:
F, =0.5 + 0.5cos Amﬁ%v pour n| < W
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(Dans une représentation fréquentielle, cette fenétre présente un pic central ou pre-
mier lobe, de largeur double de celui de la fenétre rectangulaire mais l'atténuation des
oscillations est sensiblement plus importante que celle de la fenétre rectangulaire.)

— de Hamming:
2mn

N
(Cette fenétre a un pic central comme celle de Hanning de largeur double de celui
de la fenétre rectangulaire. Par rapport a la fenétre de Hanning, le paramétre de la
fenétre de Hamming est ajusté pour engendrer une annulation du spectre au milieu
(f = 2.5) du second lobe. Ceci a pour effet d’augmenter ’atténuation.)

N
F, =0.54 + 0.54 cos ( ) pour |n| < 5}

— de Blackman: il s’agit d’'une extension de l'idée de Hamming
2mn dmn N
F, =042 . —_— . — < —
=0 4—05003(N)+008003(N)p0u7“|n|_2

F, =0 ailleurs

— de Welch: .
—s(N -1
Fnzl—%

5N +1

6.2 Extraction des fréquences propres de X (t) par FFT

6.2.1 Choix de la fenétre de filtrage

X-1 Blackman
— — — = X-1Hamming
—————— X-1 Hanning
10* - X-1 rectangle
— — — = X-1Triangle
—————— X-1 Welch

AT
AT
X / V\I\M\"tﬂ. -
wzf Vo 'V\I\JVVI\;“IG\f\;'\"T"T' 1
- \
- NP

'\.
)
4

|
6

10 L L L L 1 L L
f(hz)

Fi1G. 6.3 — Densité spectrale d’énergie de la premiére composante X1 : comparaison des
résultats obtenus pour différentes fenétres.

Reprenons I’exemple de la voiture avec amortissement. Sur les figures 6.3 et 6.4 nous
avons représenté les Transformées de Fourier de la premiére X7 et de la sixiéme Xg compo-
sante du vecteur déplacement. Ces densités spectrales d’énergie ont été obtenues avec 10'2
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X-6 Blackman
X-6 Hamming
10" | —— = X-6 Hanning
X-6 Rectangle
e X -6 Triangle
— A )

10°

10M

101
0

f(hz)

FiG. 6.4 — Densité spectrale d’énergie de la siziéme composante Xg : comparaison des ré-
sultats obtenus pour différentes fenétres.

échantillons de I’évolution temporelle de X sur 10s, calculée avec une précision de 1073 sur
5.

Remarque 24 Nous verrons par la suite que les valeurs des fréquences [ déduites de la
TFD correspondent effectivement auzx pulsations w, racines du polynéme caractéristique,
fréquences et pulsations étant reliées par :

Selon la fenétre de filtrage utilisée, la densité spectrale d’énergie de chaque compo-
sante fait apparaitre clairement au plus 3 pics. Tout dépend de l'intensité des différents
pics. S’ils sont d’intensité sensiblement identique, comme dans le cas de la composante
Xg, toutes les fenétres de filtrage que nous avons testées mettent en évidence les trois
fréquences marquées. A contrario, si I’énergie se répartit de maniére privilégiée sur un pic,
comme dans le cas de la composante X, seule la fenétre de Hanning permet de mettre les
trois fréquences en évidence. Ainsi, compte tenu de la dynamique du spectre calculé apres
filtrage avec la fenétre de Hanning, celle-ci semble la plus appropriée dans le cas présent.

L’analyse des densités spectrales d’énergie des 6 composantes de X montre 1’existence
de 6 fréquences, distribuées a raison de 3 par composante. Pour chaque composante, les
valeurs approchées des fréquences propres sont proposées dans la matrice d’interaction
présentée dans le tableau 6.1.

L’existence de 3 fréquences par composante s’explique par le couplage des équations
du systéme:

MX+CX+KX =0
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. Si ce n’était pas le cas, comme par exemple si M,C et K étaient diagonales, chaque
fréquence serait alors associée & une composante unique.

fi(Hz) | fo2(Hz) | f3(Hz) | fa(Hz) | f5(Hz) | fo(Hz)
X; 0.907 1.511 1.571 1.907 2.746 3.631
Xi| Vv v v
Xy v v v
X3 v A A
Xy v v v
X5 v v v
Xe v v v

TAB. 6.1 — Matrice d’interaction fréquence propre / composante.

6.2.2 Analyse des Densités Spectrales d’Energie (DSE)

Nous proposons une comparaison des densités spectrales d’énergie (DSE), dans les cas

avec et sans amortissement, sur X, et X3. Bien que basées sur I'analyse de ses deux cas,
les propriétés déduites sont applicables & I’ensemble des autres composantes de X. Dans le
cas non amorti, les densités spectrales d’énergie sont présentées sur les figures 6.5 et 6.7;
et avec amortissement, sur les figures 6.6 et 6.8.
Dans tous les cas, I’évolution temporelle d’'une composante de X sur une durée allant de
5s a 1000s, a été calculée avec une précision de 1073 sur la fonction y. La FFT d’une
composante a, pour sa part, été calculée sur un nombre variable d’échantillons dépendant
de la durée. Les conditions de calcul sont précisées dans le tableau 6.5.

L’analyse des quatre figures suggére quelques remarques :

— Pour une composante donnée, les fréquences propres sont clairement mises en évi-
dence. L’énergie associée demeure la méme, puisque la DSE opére sur la méme fonc-
tion temporelle.

— La prise en compte de 'amortissement n’affecte en rien ni les valeurs des fréquences
propres d’'une composante donnée, ni la répartition de I’énergie sur les fréquences.

— Dans les cas avec amortissement (cf. figures 6.6 et 6.8) les DSE différent seulement
par l'intensité des pics de fréquence. Celle ci va décroitre & mesure que la durée sur
laquelle est calculée la DSE s’allonge. A titre d’exemple, considérons la composante
Xs (cf.6.6). Le pic de plus grande intensité, qui correspond a la fréquence de 1.511H z,
décroit dans un rapport 10° quand la durée sur laquelle est calculée la DSE de la
composante, passe de 100 s & 1000s. Ce phénoméne trahit la dissipation de 1’énergie
initiale par le systéme amorti. En "absence d’amortissement, les pics conservent la
méme intensité, I’énergie initialement communiquée au systéme n’étant pas dissipée
au cours du temps.

— Un échantillonnage relativement faible ne permet pas la discrimination des fréquences
propres rapprochées. Ainsi, dans le cas de la composante X3 (cf figure 6.7), il est
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10%®

100

10°

10° =

10%

NA-5-X2
NA-10-X2
NA-50-X2
NA-1000-X2

F1G. 6.5 — Comparaison des DSE de la composante X, cas sans amortissement (NA), pour
différentes conditions de calcul indiquées dans le tableau 6.5.
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— A-50-X2
A-100-X2
A-1000-X2

10 15 20

F1G. 6.6 — Comparaison des DSE de la composante X, cas avec amortissement (A), pour
différentes conditions de calcul indiquées dans le tableau 6.5.

nécessaire de calculer la DSE sur 2! échantillons (courbe NA — 50 — X 3)pour faire
ressortir les deux fréquences différenciées: 1.571 et 1.907H z

— Dans le cas ou le nombre d’échantillons N est élevé (tableau 6.5), (courbe NA —
1000 — X2 de la figure 6.5) un phénomeéne de repliement apparait. Il se traduit par la
présence de fréquences parasites sur le spectre. Ce phénomeéne, qui différe en intensité
suivant la composante considérée, est moins marqué dans le cas d’un systéme amorti

(figures 6.6 et 6.8)
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F1G. 6.7 — Comparaison des DSE de la composante X3, cas sans amortissement (NA), pour
différentes conditions de calcul indiquées dans le tableau 6.5.
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Fi1G. 6.8 — Comparaison des DSE de la composante X3, cas avec amortissement (A), pour
différentes conditions de calcul indiquées dans le tableau 6.5.

6.2.3 Critéres de détection d’un pic de fréquence

A partir des DSE, nous avons cherché a extraire les pics de fréquence. Dans I’absolu,
il s’agit tout simplement de la recherche des maxima d’une fonction. Pour s’affranchir des
effets de repliement du spectre aux "hautes" fréquences, nous avons limité notre recherche
au moyen de deux critéres:

— par réduction de la plage de fréquence,

— par un critére sur la contribution du pic a ’énergie totale de la fonction X(¢).
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Dans le cas présent, ces deux critéres sont largement suffisants. Cependant, ils peuvent

s’avérer nécessaires, sinon suffisants, pour peu que la résolution fréquentielle de la FF'T soit
meédiocre et les pics de fréquence peu marqués et nombreux. Il peut en étre ainsi dans le
cas des problémes réels qui possédent un grand nombre de degrés de liberté et donc de
fréquences propres.
Méme si nous n’avons pas eu 'opportunité dans le cadre de ce travail d’appliquer notre
méthode a un exemple comportant beaucoup de degrés de liberté, nous avons pensé inté-
ressant de mettre en ceuvre une méthode d’interpolation. Notre objectif est d’obtenir une
estimation de la fréquence propre afin de voir dans quelle mesure elle différe sensiblement
de la valeur associée au pic de fréquence. Bien siir, nous n’ignorons pas qu’il existe un
grand nombre de méthodes d’interpolation plus ou moins sophistiquées. Mais, dans le cas
présent, nous avons utilisé deux méthodes simples, en ne retenant pour le calcul que le pic
d’intensité maximale (p,,) et ses deux voisins immédiats (py,—1 €t Pmt1):

— L’interpolation barycentrigue donne une estimation de la fréquence propre en calcu-
lant le barycentre de pp,, Dm—1 €t Pm+1

— L’interpolation parabolique donne une estimation de la fréquence propre comme som-
met de la parabole passant par les pics pm, pm—1 €t Pm+1

Les valeurs des fréquences propres sont proposées dans le cas non amorti (NA) (ta-
bleau 6.2) et amorti (A) (tableau 6.3), pour un calcul de X (¢) sur 10s avec une précision
de 1072 sur la détermination des fonctions 7. Nous avons choisi d’échantillonner la fonc-
tion de maniére relativement médiocre, 2'? échantillons, soit une résolution spectrale df
attendue de %. Ce choix est délibéré, afin de mettre en évidence 'influence de la méthode
d’extraction des pics.

Dans le tableau 6.3, nous avons fait figurer la contribution relative de chaque fré-
quence propre a I’énergie associée & la composante considérée. Le chiffre en exposant entre
parenthéses exprime le degré d’intensité de I’énergie associée a la fréquence, par exemple
Xég) correspond & la troisiéme fréquence propre en intensité de la deuxiéme composante
de la réponse temporelle. A la lecture des tableaux 6.2 et 6.3, il apparait que les pics
de fréquence sont mis en évidence de maniére approximative. Les deux approximations
obtenues ne donnent satisfaction que lorsque la contribution du pic & I’énergie totale est
suffisamment forte. Dans ce cas, 'approximation barycentrique semble offrir un degré de
précision plus grand que celle parabolique. Il faut cependant relativiser ce résultat. Une
étude beaucoup plus approfondie serait nécessaire pour dégager des conclusions. Le recours
a des méthodes d’interpolation plus évoluées de type polynomial (Newton par exemple)
devrait étre mis en oeuvre.

6.2.4 Optimisation de la résolution fréquentielle

Le paragraphe précédent a déja montré la dégradation des résultats quand le degré
d’échantillonnage est faible. L’influence de la résolution fréquentielle de la FF'T est évidente
si ’on compare les graphes 6.9 et 6.10 qui montrent respectivement les DSE calculées a
partir de I’évolution de X (¢) sur une durée de 10 secondes (correspondant & 22 échantillons
et celle sur une durée de 1000 secondes (correspondant a 2'% échantillons). Méme si ces
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| Pic num. | Contrib. énergie totale en % | Max (Hz) | Para. (Hz) | Bary. (Hz) |

xM 43.0 1.58 1.568 1.611
x? 0.0 0.91 0.915 0.923
xV 66.0 1.52 1.520 1.514
x{ 0.0 2.74 2.748 2.747
x{ 0.0 3.66 3.648 3.637
x{V 41.9 1.52 1.549 1.596
x{? 12.6 1.91 1.949 1.918
x{¥ 0.0 0.91 0.913 0.912
xM 44.9 1.52 1.520 1.514
x? 20.9 2.74 2.748 2.749
x® 0.4 3.66 3.649 3.637
x{V 35.7 1.98 1.931 1.910
x 10.0 0.91 0.914 0.912
x 0.0 1.52 1.536 1.542
x{V 59.4 1.52 1.520 1.514
X 3.5 2.74 2.748 2.749
x¥ 3.1 3.66 3.649 3.637

TAB. 6.2 — Pics de fréquence extraits de la densité spectrale d’énergie cas Non Amorti (NA),
10 s précision de 1073 sur v, 2'2 échantillons (Para. : Approzimation parabolique, Bary. :
Approzimation barycentrique).
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| Pic num. | Contrib.en % | pic (Hz) | para. (Hz) | Bary. (Hz) ||

xM 45.7 1.83 1.802 1.749
x? 0.0 0.91 0.992 1.289
x® 64.7 1.52 1.520 1.514
x{ 65.9 1.52 1.521 1.514
x{ 0.0 2.74 2.745 2.744
x{ 0.0 3.66 3.597 3.601
x{V 51.1 1.52 1.552 1.576
x{? 0.0 0.91 0.912 0.912
x{¥ 5.3 1.98 1.965 1.738
x{ 63.6 1.52 1.520 1.514
x? 2.1 2.75 2.747 2.748
x® 0.3 3.66 3.652 3.639
x 24.4 1.93 1.937 1.889
x 0.0 1.55 1.539 1.659
x 0.0 0.91 0.914 0.912
x{V 65.4 1.52 1.520 1.514
x7 0.2 2.75 2.748 2.749
x¥ 0.1 3.66 3.645 3.634

TAB. 6.3 — Pics de fréquence extraits de la densité spectrale d’énergie cas Amorti, 10 s,
précision de 1073 sur v 2'2 échantillons (Para. : Approzimation parabolique, Bary. : Ap-
prozimation barycentrique).
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résultats concernent le cas avec amortissement, une évolution similaire est obtenue pour le
cas sans amortissement.

10%®

100

10°

. —— A10-X3
10° - A-10-X4
—A— A10-X5
—A— A10-X6

10% | ! P R N |
5 10 15 20

FiGg. 6.9 — Comparaison des DSE des composantes de X dans le cas avec amortissement
(A), pour la condition de calcul sur 10 s.

10

————— A-1000-X1
————— A-1000-X2

10° ——— A-1000-X3
A-1000-X4

———— A-1000-X5

————— A-1000-X6

FiG. 6.10 — Comparaison des DSE des composantes de X dans le cas avec amortissement
(A), pour la condition de calcul sur 1000 s.

Nous avons cherché & préciser le nombre d’échantillons nécessaires pour satisfaire une
précision voulue sur la détermination des pics de fréquence. Dans le tableau 6.5, nous
présentons les valeurs des pics déterminées en fonction du nombre d’échantillons sur lequel
a été calculée la DSE.

L’analyse du tableau 6.5 montre clairement la dégradation de la précision sur la valeur
estimée des fréquences propres quand I’échantillonnage est limité a 2'2 valeurs. Au dela,
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T(s)| 5] 5 | 5 | 10]20]40] 70 | 100 | 200 | 500 | 1000
n |9 10|11 ]12] 13|14 15 | 16 | 17 | 18 | 19
T T T T T T T T T 1 T
0f |75 | 16 | 16 | 56 | 76 | 80 | 740 | 700 | 708 | Tooo | 7008

TAB. 6.4 — Conditions de

d’échantillons sur lequel est calculée la FFT, df : résolution spectrale attendue 6 f =

colcul détaillées de la FFT. T: durée totale sur laquelle est
déterminée X;(t), 0t : précision requise sur le calcul des fonctions gamma, N = 2™ nombre

* 29 210 211 212 213 214 215 216 217
x® 0,97 | 0,91 | 0,9155 | 0,9155 | 0,91553
xP 0.9 0.97 | 0,85 | 0,91 | 0,9155 | 0,9155 | 0,91553
x? 0.97 | 0.97 | 0,91 | 0,9155 | 0,9155 | 0,91553
xP 119 16] 15146 ] 1,46 | 1,526 | 1,5259 | 1,5106 | 1,51060
xV 1191915146 | 1,46 | 1,526 | 1,5259 | 1,5106 | 1,51060
xP 1191915146 ] 1,46 | 1,526 | 1,5259 | 1,5106 | 1,51060
XD 1191915146 [ 1,50 [ 1,587 | 1,5869 | 1,5717 | 1,57170
x{ 1.5 | 1.71 | 1,59 | 1,587 | 1,5869 | 1,5717 | 1,57170
x 1,59 | 1,587 | 1,5869 | 1,5717 | 1,57170
xP 1191915146 1.46 | 1,802 | 1,9226 | 1,9073 | 1,90730
x{® 1,95 | 1,892 | 1,9226 | 1,9073 | 1,90730
xP 1181919179 ]1,95 1,802 | 1,9226 | 1,9073 | 1,90730
xP 2.68 | 2,68 | 2,746 | 2,7466 | 2,7466 | 2,74660
xP 1191929268/ 2812746 | 2,7466 | 2,7466 | 2,74660
x? 2.9 | 2.68 | 2,81 | 2,746 | 2,7466 | 2,7466 | 2,74660
xP 191644 3.54 | 3,601 | 3,6316 | 3,6316 | 3,63160
xP® 3.66 | 3,66 | 3,662 | 3,6316 | 3,6316 | 3,63160
x¥ 3.66 | 3,66 | 3,662 | 3,6316 | 3,6316 | 3,63160

1

2Nt

TAB. 6.5 — Pics de fréquence extraits de la densité spectrale d’énergie cas mon amorti,
évolution de la valeur en fonction du nombre d’échantillons sur lequel est calculé la TFD
de X;(t) L’exposant désigne le degré d’intensité du pic pour un X; considéré.
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le gain en précision est faible mais peut s’avérer nécessaire. Pour mieux préciser le degré
de précision nécessaire sur les fréquences propres, il reste & quantifier 'influence de la
résolution fréquentielle df sur les vecteurs propres.

6.3 Perspectives

Les fréquences du comportement vibratoire obtenues par 'analyse de Fourier peuvent
servir & initialiser un algorithme du type Newton-Raphson permettant de trouver les ra-
cines de I’équation caractéristique: P(X) = 0 et d’améliorer les valeurs propres. Dans le cas
ou les matrices de masses et de raideurs sont symétriques et définies positives et en 1’ab-
sence d’amortissement, la transformée de Fourier nous permet d’obtenir les valeurs propres
qui sont imaginaires pures.

L’algorithme pourrait étre de la forme:

(1) Transformation de Fourier Rapide
(2) Recherche des pics de fréquences

)
)
(3) Imtlahsatlon de l'algorithme de Newton-Raphson pour la recherche des racines de
P(\) =

Lorsque les matrices M et K ne possédent pas ces propriétés et en présence d’amortis-
sement, il serait plus judicieux d’utiliser une transformée en Z & la place de la transformée
de Fourier car elle permettrait d’obtenir & la fois la partie réelle et la partie imaginaire des
valeurs propres.

La détermination précise des \; est importante car comme nous allons le voir dans le
paragraphe suivant, des renseignements sur les vecteurs propres proviennent de I’examen

des colonnes de Q(A;), Q' (N\;), ...

6.4 Deétermination des vecteurs propres

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons extrait les vecteurs propres d’une matrice
des colonnes de sa matrice caractéristique adjuguée. Nous allons adopter une démarche
similaire mais cette fois en raisonnant sur la matrice caractéristique du second ordre \>M +
AC'+ K associée au systéme différentiel du second ordre. Notons A; les racines du polynéme
caractéristique du second ordre P(A) = 0. Regardons les différents cas possibles.

6.4.1 Premier cas: (()\;) est non nulle

Proposition 19 Si\; est racine simple du polynéme caractéristique, alors Q(N\;) = adj(\2 M+
AiC + K) est une matrice non nulle.

Preuve :
Effectuons un raisonnement par 'absurde. Supposons Q(X\;) nul, cela signifie qu’il existe
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un polynome matriciel R(X\) tel que Q(N\) = (A — X\;)R()\). En conséquences
(A = X)RNNM +XC + K) = P(\)I
Dérivons cette expression, nous obtenons alors:
RA)NM+AXC+K)+ (A= )R NN M+AC+K)+ (A= N)RAN)(2AM +C) = P'(\)I
Choississons A = X;, il vient :
RO\)(ANM + \C 4+ K) = P'(\)I

Appliquons a lidentité matricielle précédente un vecteur propre non nul V associé a
\; c’est-a-dire un vecteur satisfaisant a (\?M + \;C + K)V = 0, on obtient :

0=P'(\)V

Comme V a au moins une composante non nulle, P'(X\;) serait donc nul, en contradiction
avec U'hypothese de départ: N\; est une racine simple. Il n’est donc pas possible que Q(N\;)
soit nul lorsque \; est une racine simple.

Proposition 20 Si \; est racine simple toutes les colonnes non nulles de la matrice ca-
ractéristique adjuguée du second ordre sont des vecteurs propres associés a la valeur propre

A
Remarque 25 Q(\;) est déterminé sans difficulté par :
Q(Ni) = N"?By + -+ Ai Boyp—z + Ban—

Preuve de la proposition 20 :
Appliquons la propriété liant adjuguée et le déterminant o la matrice caractéristique et
prenons A = X\; ot \; est une valeur propre, on obtient :

(MM + XC + K)Q(N) = det(\?M +X\C+K)I = 0
si ej est le j-ieme vecteur de la base canonique on a:
(A?M + XC + K)Q(N) ej =0

or Q(N;) e; est la j-iéme colonne de Q(X;) que nous nommerons c. Toute colonne c de Q(\;)
satisfait donc:
(MM +XC+K)e = 0

ce qui prouve que c¢ est un vecteur propre associé a la valeur propre \; lorsqu’il est non nul.

Remarque 26 Si \; est racine simple alors toutes les colonnes de Q(\;) sont paralléles.
Un bon test numérique de validation de la direction des vecteurs propres est de vérifier le
parallélisme des colonnes de Q(N;).
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6.4.2 Deuxiéme cas: Q()\;) est nulle et )'(\;) est non nulle

Proposition 21 Si Q()\;) est nulle, alors \; est au moins racine double.
Prewve : la preuve de la proposition 20 montre que Q(\;) = 0 impliqgue P(\;) =0

Proposition 22 Dans le cas ou Q(N;) est nul, des vecteurs propres sont donnés par les
colonnes non nulles de Q'(\;).

Remarque 27 Q'()\;) ne se calculera pas par dérivation numérique, en effet :
Q' (\i) = (2n —2)X\2" By + ... + 2\; By, 4 + Bay 3
il se calcule donc a laide des matrices By, .., Bon_3 et du scalaire A;.

Preuve de la proposition 22: Appliquons la propriété liant 'adjuguée au déterminant de la
matrice caractéristique

(VM +XC + K)Q(\) = PO\ I
et dérivons cette expression, on a:
2AM +C)Q(\) + (MM +AC + K)Q'(\) = P'(M)I
st A; est une valeur propre, nous obtenons :
MM +C) Q(N) + (MM + X\C + K)Q'(\) = P'(M\)T

or d’apres la proposition 9 comme nous avons supposé Q(X;) nul, on a aussi P'(X\;) =0,
nous obtenons donc :

(AM +XNC + K)Q'(N) = 0
si ej est le j-ieme vecteur de la base canonique nous avons :
(MM +MC +K)Q' (N)e; = 0

or Q'(\;) ej est la j-ieme colonne de Q' (X;) que nous nommerons c. Toute colonne ¢ de
Q' (N\;) satisfait donc :
(MM +XC + K)e = 0

ce qui prouve que c est un vecteur propre associé o la valeur propre X\; lorsqu’il est non nul.

Troisiéme cas: Q()\;) est nulle, Q'(}\;) est nulle et Q”()\;) est non nulle
Proposition 23 Si Q()\;) et Q'(\;) sont nulles alors \; est au moins racine triple

Preuve :
Puisque Q(X;) est nulle on sait déja que P'(\;) = 0 d’aprés la proposition 21. Q(X) étant
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de degré 2n — 2 alors il existe un polynome matriciel R(\) de degré 2n — 4 tel que Q(N\) =
(A= X)2R()\). En conséquence
(A= X)2R(A)(N2M +XC + K) = POV

Dérivons cette expression par rapport a A, on obtient alors
2A=X) RA)ANZMANCHEK)+(A=X) 2R (N (MM +AACHK)+(A=X)2R(N) (2AM+C) = P'(\)T
Dérivons une deuxieme fois par rapport a A :

2R (NM + AC + K) +4(X = M)R' (A (AN’M + XC + K) + 4(A — X)) R(\)(2AM + C)

+A=X)2R" NN MAXCHK)+2(A =) R (V) (2AM +C) +2(A—X)>R(\M = P"(\I

Choisissons A = \;, 'équation précédente se réduit a :
2R(N)(N2M + \C + K) = P"(\)I

Soit V' un vecteur propre associé a X;, c’est-a-dire que ()\?M—i- AiC + K)V = 0. L’identité
précédente appliquée o V' conduit a:

0=P'(\)V
Comme V' a au moins une composante non nulle, c’est que P"(\;) = 0.
Proposition 24 Si Q(\;) est nulle ainsi que Q'();), il faut alors examiner Q" (\;) pour
obtenir des vecteurs propres.
Preuve : Dérivons maintenant l'identité :
(MM +XC+K)Q(\) = P(NT

une premiére fois :

2AM + C)Q(\) + (W’M +AC + K)Q'(\) = P'(\)I
puis une seconde fois

2MQ(N) +2(2AM + C)Q'(\) + (\2M +XC + K)Q"(\) = P"(\)I
Si A; est une valeur propre, nous obtenons :
2MQ(N;) + 2020 M + C)Q'(Ni) + (MM + \C + K)Q" (i) = P"(\)I

mais nous avons supposé Q(N;) nul et Q'(N\;) nul, dont une conséquence (proposition 23)
est P"(\;) = 0, ’équation précédente devient donc :

(MM + XC+K)Q"(\) = P"M\)I=0
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Si ej est le j-ieme vecteur de la base canonique nous avons :
()\?M + X C + K) Q”()\i) e; = 0

or Q"(N\;) ej est la j-ieme colonne de Q"()\;) que nous nommerons c. Toute colonne c de
Q" (\;) satisfait donc :
(MM +X\C+K)e =0

ce qui prouve que ¢ est un vecteur propre associé o la valeur propre X\; lorsqu’il est non nul.

Si toutes les colonnes de Q" ()\;) sont nulles ¢’est que Q" ();) = 0, il faut alors examiner
les colonnes de Q"' ();) et ainsi de suite ....

Résumé:

— ler cas: Q(X\;) # 0, les vecteurs propres sont obtenus par ’examen des colonnes de

Q(\i)

— 2¢me cas: Q(N\;) = 0 et Q'(N\;) # 0, les vecteurs propres sont obtenus par I’examen
des colonnes de Q'()\;)

— 3eme cas: Q(N\;) =0, Q' (N;) = 0 et Q"(N\;) # 0, les vecteurs propres sont obtenus
par ’examen des colonnes de Q" ();)

— 4eme cas: Q(N\) =0, Q'(X;) =0, Q"(X\;) =0 et Q"(N\;) # 0, les vecteurs propres
sont obtenus par 'examen des colonnes de Q"' ()\;)

— et ainsi de suite ...

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons utilisé la transformation de Fourier rapide pour initialiser
un algorithme itératif de recherche de racine comme celui de Newton Raphson pour le
calcul des valeurs propres appliqué a I’exemple du véhicule automobile proposé au chapitre
précédent. Ensuite nous avons présenté une adaptation au second ordre de la méthode
proposée au chapitre deux pour extraire les vecteurs propres de ’examen des colonnes de
la matrice caractéristique adjuguée du second ordre ou de ses dérivées.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

7.1 Conclusion

L’objectif premier de ce mémoire était de présenter une nouvelle méthode de calcul
de la réponse temporelle des équations du mouvement de systémes vibratoires, non basée
sur le calcul de valeurs propres et de vecteurs propres. Les équations du mouvement des
systémes vibratoires peuvent étre étudiées sous deux angles différents:

— le systéme différentiel linéaire du second ordre est transformé en un systéme diffé-
rentiel linéaire du premier ordre,

— le systéme d’équations différentielles linéaires du second ordre est traitée directement.

Dans le premier cas qui transforme le systéme du second ordre en un systéme du
premier ordre, deux options se présentent. Les transformations en systémes différentiels du
premier ordre sont de deux types. Ou bien on aboutit & un systéme:

dxX

— = AX
dt
ou bien a un systéme:
dX
A— +BX =0
dt +

Un inconvénient des transformations du premier type est qu’en général la matrice A n’est
pas symétrique. Un avantage des transformations du second type comme celle de Duncan
est que les matrices A et B sont symétriques.

Les systémes du premier type sont examinés dans la premiére partie du paragraphe §4.2.3.
Nous appliquons alors la méthode développée au paragraphe §3.2. Les systémes du second
type sont examinés dans la deuxiéme partie du paragraphe §4.2.3. Deux méthodes de réso-
lution sont alors envisageables. Si le déterminant de la matrice A n’est pas trop petit nous
utilisons la méthode ascendante du premier ordre présentée au paragraphe §3.4. Si c’est le
déterminant de la matrice B qui n’est pas trop petit, la méthode descendante du premier
ordre proposée au paragraphe §3.5 est mise en ceuvre.
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Dans le cas ou I'on traite directement le systéme linéaire différentiel du second ordre,
nous proposons deux techniques de résolution :

— si le déterminant de la matrice des masses M n’est pas trop petit, la méthode ascen-
dante développée au paragraphe §5.4.1 est mise en ceuvre

— si le déterminant de la matrice K n’est pas trop petit, c’est la méthode descendante
développée au paragraphe §5.4.2 qui est mise en ceuvre

Toutes les méthodes que nous avons mises au point pour atteindre la réponse tempo-
relle présentent ’avantage de ne nécessiter ni la recherche des valeurs propres ni celle des
vecteurs propres du systéme.

Dans les méthodes classiques, la difficulté principale réside dans la détermination des
vecteurs propres. Cette détermination se réveéle instable numériquement : une modification
méme trés légére des coefficients des matrices M, C' et K peut entrainer des rotations
importantes des vecteurs propres.

De plus, notre méthode ne modifie pas les matrices de départ, elles gardent leurs propriétés
éventuelles de symétrie, de positivité, - - -. La conservation de la symétrie peut étre impor-
tant par exemple pour réduire 1’espace de stokage.

Toutefois, comme nous ’avons montré au chapitre 6, les valeurs propres du systéme
pourront étre déterminées en effectuant une analyse fréquentielle de la réponse temporelle
au moyen de la transformée de Fourier.

Ensuite, les vecteurs propres peuvent étre extraits

— des colonnes de la matrice adjuguée de la matrice caractéristique, si la valeur propre
associée est simple,

— des colonnes des dérivées de la matrice adjuguée de la matrice caractéristique, si la
valeur propre associée est multiple.

Une validation peut étre réalisée en comparant le parallélisme des colonnes si la valeur
propre est simple ou l'orthogonalité des colonnes si la valeur propre est multiple.

Nous avons proposé une technique d’intégration temporelle évitant la détermination
des modes propres. La technique classique de superposition modale a été presentée au
chapitre 4 pour les sytémes discrets. Elle est basée sur les résultats de I’analyse modale et
consiste & exprimer la réponse dynamique sous forme d’un développement en série suivant
les modes propres, tronqué ou non. La méthode est efficace pour autant que les modes
fondamentaux soient dominants dans la réponse et que les sytémes soient bien conditionnés
et ne créent pas d’instabilité sur la direction des vecteurs propres. De plus le probléme des
valeurs propres quasi-confondues est trés délicat d’un point de vue numérique. Il se présente
trés fréquemment pour des strucures présentant de nombreuses symétries ou résultant de
la répétition d’'un méme composant de base. La convergence des méthodes de recherche des
valeurs propres et des modes propres est extrémement affectée par ’existence de solutions
propres voisines. Pour tous les problémes de vibrations mécaniques ce sont les fréquences
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les plus basses du spectre qui présentent en général le plus d’intérét. Par contre pour les
probléme d’acoustique, on est davantage intéressé par un domaine de plus haut spectre.
Notre méthode n’est pas assujettie a cette distinction.

7.2 Perspectives

Lorsque les matrices des masses, des amortissements et des raideurs ne sont plus
constantes mais dépendent du temps, il est possible d’envisager de faire tourner le code de
calcul en incrémentant le temps.

Certaines interactions impliquant le couplage entre une structure et un fluide comme
le flutter peuvent conduire & la construction d’un probléme de type:

MX +CX + KX = F(t)

ou la matrice des amortissements dépend du temps et ou la matrice des raideurs est sin-
guliére. Le traitement de problémes de cette nature a des implications sur le choix de
I’algorithme et sur sa mise en ceuvre. Les algorithmes que nous avons présentés ne néces-
sitent aucune propriété particuliére des matrices considérées, excepté que le déterminant de
la matrice des masses et celui de la matrice des raideurs ne soient pas tous les deux petits
en méme temps ; ils nous paraissent assez adaptés a la résolution de ce type de problémes.
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Résumé

Ce travail traite de la mise en ceuvre et de la validation d’une méthode d’étude du mouvement de systémes
vibratoires non basée sur le calcul numérique de ses modes propres. Les instabilités liées au calcul des
vecteurs propres sont ainsi évitées. Nous proposons d’abord une méthode de résolution des systémes
différentiels linéaires du premier ordre. Cette méthode met en ceuvre essentiellement la notion d’adjuguée
d’une matrice. Elle accompagne toujours la considération du polynome caractéristique d’une matrice de
la considération de sa matrice caractéristique adjuguée. Le seul travail véritablement numérique est alors
concentrée dans la résolution d’une seule équation différentielle dite équation différentielle caractéristique.
Le reste de ’algorithme est uniquement composé d’opérations simples d’algebre linéaire. Cette technique
est ensuite généralisée au second ordre pour résoudre les systémes différentiels inhérents a la mécanique.
Elle permet le calcul de la réponse temporelle en vibration libre ou forcée d’un systeme mécanique linéarisé
et s’applique sans aucune condition sur la matrice des amortissements telles que celle de Basile ou celle
de Caughey. De méme, les matrices de masses et de raideurs ne doivent pas nécessairement satisfaire
des propriétés particulieres comme la symétrie ou la positivité. Une fois la réponse temporelle obtenue,
les premieéres fréquences du comportement vibratoire sont déterminées par une analyse de Fourier qui
permet d’initialiser la mise en ceuvre d’un algorithme du type Newton-Raphson pour préciser les racines
du ”polynome caractéristique du second ordre”. La précision sur les valeurs propres est ainsi augmentée.
L’examen des colonnes de la matrice caractéristique adjuguée et de ses dérivées fournit les vecteurs pro-
pres associés aux fréquences propres calculées. Une validation de ’algorithme est réalisée en testant le
parallélisme ou ’orthogonalité des différentes colonnes.

Mots clefs : Vibrations Linéaires, Mode propre, Méthode de Le Verrier-Souriau, Amortissement non
classique.

Abstract

This work deals with the development and the validation of a method aimed to analyse vibratory systems
without calculating the eigenmodes. The instabiblities due to the eigenmodes is thus avoided. We start
by introducing a method solving first order linear ordinary differential systems. This method essentially
uses the notion of adjugate matrix. It always accompanies the consideration of the characteristic poly-
nomial of a matrix of the consideration of its characteristic adjugate matrix. The only real numerical
work is concentrated in the resolution of only one ordinary differential equation called the characteristic
equation. The rest of the algorithm is composed of simple linear algebra operations. This method is
then generalized to second order for solving ordinary differential systems of mechanics. It allows the
calculation of the temporal response for free or forced vibrations of a linearized mechanical system and
can be applied whitout any assumption on damping matrix like Basile’s or Caughey’s. Likewise, the
mass and the stiffness matrices must not necessary satisfy peculiar properties as symetriy or positive-
ness. Once the response is obtained, the first frequencies are determined by using a Fourier analysis that
enables initializing an algorithm of Newton-Raphson type applied to find the roots of the ”second order
characteristic polynomial”. The accuracy of the eigenvalues is thus enhanced. The columns of adjugate
characteristic matrix and of its derivatives with respect to time give the eigenvectors associated to the
calculated eigenfrequencies. A validation is performed by testing the parallelism and the orthogonality
of the different columns.

Keywords : Linear Vibrations, Eigenmode, Le Verrier-Souriau Method, Non classically Damped Sys-
tems.



