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Notations

Grandeurs physiques et thermodynamiques

ρ masse volumique
p pression statique
T température statique
e énergie interne massique
E énergie totale massique
Ek énergie cinétique
h enthalpie
H enthalpie totale
S entropie
a vitesse du son

µ coefficient de viscosité dynamique
ν coefficient de viscosité cinématique

Cv chaleur spécifique à volume constant
Cp chaleur spécifique à pression constante

x, y, z, t coordonnées d’espace et de temps
~V vecteur vitesse macroscopique

u, v, w composantes du vecteur vitesse ~V
~n vecteur normal à une interface

nx, ny, nz composantes du vecteur ~n

~Z vecteur d’état des variables primitives
~W vecteur d’état des variables conservatives

~F , ~G, ~H composantes vectorielles du flux
A jacobienne des flux
D matrice de dissipation
λ valeur propre d’une matrice
Λ matrice diagonale de valeurs propres
R matrice de changement de base
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Grandeurs sans dimension

γ rapport des chaleurs spécifiques
Re nombre de Reynolds
M nombre de Mach
CFL nombre de Courant-Friedrich-Levy
R rapport d’aspect d’une cellule
V volume d’une cellule
δx position numérique du choc

Indices

·∞ quantité à l’infini amont
·s quantité relative à un choc
·0 quantité relative à l’amont d’un choc
·1 quantité relative à l’aval d’un choc
·m quantité relative à la moyenne volumes finis
·H0 quantité relative à la courbe d’Hugoniot amont
·H1 quantité relative à la courbe d’Hugoniot aval
·i,j,k indices d’une cellule
·L indice d’une cellule à gauche
·R indice d’une cellule à droite

·LR indice d’un flux numérique compris entre les cellules gauche et droite
·1/2 indice de l’interface comprise entre les cellules gauche et droite

·i+1/2 indice de l’interface comprise entre i et i + 1

Exposants

·n indice d’itération temporelle
·+ quantité attachée à une cellule i pour le calcul à une interface i + 1/2
·− quantité attachée à une cellule i pour le calcul à une interface i − 1/2
·? quantité numérique (? peut être remplacé par le nom du schéma)
·∗ quantité relative aux états intermédiaires d’Osher
·c quantité critique

·−1 inverse d’une matrice
·T transposée d’une matrice
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·̃ moyenne de Roe
·̂ perturbation
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EIM Equilibrium Interface Method (schéma)
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Introduction

L’aérodynamique des engins évoluant à grande vitesse est un sujet étudié depuis de nom-
breuses années. Lorsqu’un corps dans un fluide, approche et dépasse la vitesse de propagation
du son dans ce fluide, des phénomènes intenses apparaissent. En écoulement supersonique1, les
grandeurs thermodynamiques de l’écoulement fluide autour du corps, masse volumique, vitesse,
pression, température, énergie interne, peuvent varier très rapidement sur des distances très
courtes. Ces variations brutales des grandeurs thermodynamiques, appelées ondes de choc, car
de même nature que les ondes qui se propagent lors d’une explosion, se développent autour du
corps qui se déplace à des vitesses supersoniques. Lorsque la vitesse du corps est largement su-
périeur à la vitesse de propagation du son, des phénomènes encore plus intenses apparaissent.
En écoulement hypersonique2, les variations de température peuvent induire une modification
profonde du fluide. Des interactions chimiques entre les différents constituants du fluide entrent
en compte. Une ionisation partielle du fluide peut intervenir. Les flux de température atteignent
des valeurs critiques pour la tenue structurelle du corps en mouvement.

Une connaissance profonde et complète des phénomènes physiques qui apparaissent dans les
écoulements supersoniques et hypersoniques est nécessaire pour développer des engins évoluant
à grande vitesse. Que ce soit des fusées, des navettes et véhicules de rentrée atmosphérique,
des avions supersoniques ou hypersoniques, des missiles, tous ces aéronefs ou astronefs en phase
atmosphérique se déplacent plus vite que la vitesse du son dans le fluide où ils se trouvent, et
des ondes de choc se développent en amont pour que l’air au contact du corps soit à la même
vitesse que celui-ci.

Les phénomènes physiques sont d’une telle complexité, que leur résolution analytique est
impossible sur des configurations complexes. Les premiers essais de vol supersonique ont coûté
la vie à de nombreux pilotes d’essai même si maintenant c’est un domaine de vol assez bien
maîtrisé. Les essais en vol hypersoniques sont extrêmement coûteux, surtout pour les corps de
rentrée atmosphérique. Des drames récents ont montré une fois de plus les difficultés à prévoir de
tels écoulements et leur influence cruciale sur la tenue structurelle des engins à grande vitesse.
Dans l’ensemble, les essais en vol restent coûteux et ne permettent pas de changer facilement les
paramètres du vol ou la géométrie de l’aéronef. Les essais en soufflerie restent la référence pour
développer de nouveaux engins supersoniques ou hypersoniques. Ils reposent sur l’équivalence
entre un corps en mouvement dans un fluide au repos (le cas réel) et un corps au repos dans
un écoulement (le cas en soufflerie), dès lors que certains paramètres sans dimensions, appelés
nombres adimensionnés, sont égaux dans les deux cas. Pour les écoulements supersoniques, les

1Un écoulement est dit supersonique lorsque la vitesse du fluide est supérieure à la vitesse de propagation
du son dans ce fluide. À l’inverse, il est dit subsonique lorsque la vitesse du fluide est inférieure à la vitesse de
propagation du son.

2Un écoulement est dit hypersonique lorsque la vitesse du fluide est largement supérieure à la vitesse de
propagation du son dans ce fluide et que des phénomènes physico-chimiques interviennent.
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deux principaux nombres adimensionnés sont le nombre de Reynolds3 et le nombre de Mach4.
Mais les essais en soufflerie ont plusieurs inconvénients. La modification de la géométrie du modèle
nécessite un délai assez long. La modification des paramètres de l’écoulement est assez difficile et
n’est pas toujours maîtrisable, le nombre de Reynolds dépend de la température du fluide utilisé
et le nombre de Mach dépend de la forme de la tuyère. Les méthodes de mesure ne permettent
pas d’avoir une vision globale et complète de toutes les grandeurs thermodynamiques de l’écou-
lement ainsi que de tous les efforts exercés sur le modèle. Pour les écoulements hypersoniques,
un grand nombre de techniques de mesure sont inefficaces. Ces inconvénients font que les essais
en soufflerie sont réservés à la validation des concepts plus qu’à l’exploration de nouveaux. Face
à ces constatations, les essais numériques se sont développés de plus en plus durant la deuxième
moitié du XXième siècle et continuent de se développer de nos jours. Les essais numériques ont
les avantages d’être moins chers que toutes les méthodes précédentes, de pouvoir faire varier tous
les paramètres de l’écoulement ainsi que la géométrie du corps sans délai et sans sur-coût, d’avoir
accès à toutes les grandeurs thermodynamiques et à tous les efforts, localement et globalement,
d’une manière continue dans le temps. L’inconvénient majeur des essais numériques est que la
justesse des résultats dépend énormément des lois mathématiques considérées pour modéliser les
écoulements et des méthodes numériques utilisées pour transcrire, sous forme discrète, ces lois
mathématiques souvent sous forme continue. Les résultats numériques ne sont pas physiques,
ils ne sont que la résolution numérique d’équations mathématiques qui modélisent au mieux la
réalité.

Les méthodes numériques sont améliorées sans cesse pour répondre aux besoins des concep-
teurs. Les résultats doivent être suffisamment précis et fiable pour que les essais en soufflerie ne
fasse que valider les nouveaux concepts développés, et que les essais en vol viennent confirmer
les résultats obtenus. Les calculs doivent être de plus en plus rapides et prendre en compte des
configurations de plus en plus complexes. Des phénomènes intenses doivent être correctement
modélisés et résolus. Outre les ondes de chocs, les détentes intenses, les décollements, les couches
visqueuses et les interactions ondes de choc/couche limite doivent être prédits correctement.
De même, les phénomènes instationnaires doivent être observés avec justesse et précision. Pour
répondre à ces besoins, de nombreuses méthodes numériques ont été développées.

Pour le calcul des écoulements supersoniques et hypersoniques, l’une des méthodes les plus
prometteuse est celle des volumes finis. L’espace fluide est discrétisé en mailles d’un volume donné.
Dans chaque maille, ou cellule, les grandeurs thermodynamiques sont supposées constantes, égales
à la moyenne volumique dans la cellule. Pour résoudre les équations mathématiques modélisant les
écoulements supersoniques, les équations de Navier-Stokes lorsque la viscosité est prise en compte
ou les équations d’Euler lorsqu’elle est négligée, des schémas numériques dits “décentrés” sont
développés. Ces schémas traduisent sous forme discrétisée les équations continues de la dynamique
des gaz. Ils tiennent compte des propriétés des écoulements supersoniques : les informations, qui
se déplacent à la vitesse du son, ne peuvent “remonter” l’écoulement qui se déplace plus vite que
le son, d’où le décentrement des schémas. Ils “capturent” les chocs sur une couche de maillage
en introduisant des valeurs numériques intermédiaires entre l’écoulement amont et l’écoulement
aval. Ce mécanisme de capture de choc permet de garder un maillage fixe pour des phénomènes
variables en temps et en espace. Suivant la manière dont les schémas discrétisent les équations de
la dynamique des gaz, les résultats sont plus ou moins précis. Deux grandes familles de schémas
numériques ont vu le jour au début des années 80. Les schémas de type FDS pour Flux Difference

3Le nombre de Reynolds a été mis en évidence en 1883 par Osborne Reynolds. Il représente le rapport entre
forces d’inertie et forces visqueuses.

4Le nombre de Mach est nommé en hommage au physicien et philosophe autrichien Ernst Mach. C’est le
rapport entre la vitesse du fluide et la vitesse de propagation du son dans le fluide considéré
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Splitting et les schémas de type FVS pour Flux Vector Splitting. Les schémas de type FDS sont plus
précis que les schémas de type FVS, principalement pour la résolution des couches visqueuses.

Mais rapidement, des résultats aberrants ont faussé les calculs effectués avec les schémas de
type FDS. Les schémas numériques de type FDS produisent, lors de la capture d’un choc, un
phénomène appelé carbuncle. Ce phénomène, traduit par verrue ou furoncle, se présente, dans sa
version la plus extrême, sous la forme d’une protubérance qui se développe en amont du choc.
Ce phénomène est intimement lié à la dissipation numérique que les schémas introduisent lors
de la discrétisation des équations de la dynamique des gaz. Les schémas FVS, très dissipatifs et
donc peu précis, ne produisent pas le carbuncle, tandis que les schémas FDS, très peu dissipatifs
et donc très précis, produisent cette pathologie des chocs. Les premières solutions pour éliminer
le carbuncle ont donc été d’ajouter de la dissipation numérique aux schémas, ce qui a comme
effet de diminuer la précision des calculs. De nombreuses études ont cherché à comprendre ce
phénomène. Si des avancées ont été faites sur la connaissance de cette instabilité, elle n’a pas
encore livré tous ses secrets.

Le but de cette étude est de comprendre ce phénomène le plus précisément possible. La
connaissance des raisons d’apparition du carbuncle permettra de développer plus facilement des
corrections qui préservent au mieux la précision des calculs. Le développement de schémas précis
qui ne produisent pas cette pathologie permettra d’effectuer des calculs numériques complexes,
faisant intervenir des phénomènes intenses, et d’avoir des résultats fiables pour la conception
d’engins évoluant à grande vitesse.

Ce mémoire présente, en six chapitres, le travail effectué, au sein de l’unité Aérodynamique
de Rentrée Atmosphérique (ARA) puis Couplages Aérothermiques et Acoustiques (C2A) du
Département Modèles pour l’Aérodynamique et l’Énergétique (DMAÉ) du centre de Toulouse
de l’Office National d’Études et de Recherches Aérospatiales (ONÉRA), au cours d’une thèse
financée par la Délégation Générale de l’Armement (DGA) et le Centre National de la Recherche
Scientifique (CNRS), en vue d’obtenir le titre de docteur de l’École Nationale Supérieure de
l’Aéronautique et de l’Espace (SUPAÉRO).

Chapitre 1 Une définition précise et la plus complète possible du phénomène numérique de car-
buncle est effectuée pour comprendre ce phénomène. Pour cela sont présentés les
travaux effectués depuis la découvert de ce phénomène il y a une quinzaine d’années,
les applications numériques qui le font apparaître, les phénomènes observables qui
s’en rapprochent et les autres anomalies numériques possibles.

Chapitre 2 L’étude analytique de la stabilité des chocs ainsi que des expériences sur la déstabili-
sation des chocs montrent des ressemblances frappantes avec l’instabilité numérique
du carbuncle. La comparaison des ces deux études avec la pathologie numérique des
chocs ouvre des perspectives sur l’origine du phénomène.

Chapitre 3 Le carbuncle est un phénomène très sensible aux paramètres numériques d’un calcul.
L’influence des principaux paramètres des calculs numériques est évaluée pour aider
à la compréhension du phénomène et en apprendre plus sur son origine.

Chapitre 4 Si l’étude paramétrique de la sensibilité du carbuncle permet d’approcher la com-
préhension du phénomène, une analyse de stabilité permet d’en comprendre le mé-
canisme plus en profondeur. Différentes analyses de stabilité sont présentées et leur
résultats sont comparés.

Chapitre 5 Les schémas numériques capturent les chocs dans une couche du maillage d’épaisseur
variable. La structure numérique du choc à l’intérieur de cette couche a une influence
sur la stabilité. L’expression de la structure numérique du choc pour différents sché-
mas et son influence sur l’apparition ou non du carbuncle est présentée.



4 Introduction

Chapitre 6 La comparaison des différentes corrections existantes du carbuncle permet de com-
pléter la compréhension de ce phénomène. Des schémas développés récemment sont
également discutés. Enfin, les résultats de cette étude permettent de proposer de nou-
velles voies de correction du carbuncle qui n’ajoutent pas de dissipation numérique.

Connais l’adversaire et surtout connais toi toi-même et tu seras invincible

— Sun Tzu (L’art de la guerre)



Chapitre 1

Le carbuncle, un phénomène numérique

La bonne compréhension du carbuncle nécessite une définition précise de celui-ci. C’est un
phénomène complexe découvert il y a une quinzaine d’années lors de l’étude numérique de l’écou-
lement supersonique autour d’un corps émoussé. Ce phénomène n’est pas limité à ce type d’écou-
lement et il a été retrouvé dans plusieurs applications numériques mettant en jeu des ondes de
choc. Il est donc nécessaire d’avoir une vision claire et précise du carbuncle, d’en connaître les
conditions d’apparition et de déterminer si c’est un phénomène purement numérique ou si des
observations expérimentales le mettent en évidence. Ce chapitre va commencer à répondre à ces
questions.

Ce chapitre présente le phénomène numérique du carbuncle. Une première définition est don-
née (Sec. 1.1) avant de faire un état des lieux des principales découvertes et avancées du sujet
(Sec. 1.2). À partir de là, une liste des principales applications numériques qui peuvent faire ap-
paraître le carbuncle est dressée (Sec. 1.3) ainsi qu’une liste des observations expérimentales qui
montrent des écoulements ressemblant au carbuncle (Sec. 1.4) et une revue des autres anomalies
numériques qu’il est possible de rencontrer (Sec. 1.5). Ce chapitre se termine par une première
synthèse sur le carbuncle (Sec. 1.6).
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1.1 Le carbuncle qu’est-ce que c’est ?

Lorsque les paramètres numériques d’un calcul multidimensionnel ont une combinaison dé-
favorable, le calcul ne converge pas vers la solution attendue d’un choc fort mais bifurque à un
moment donné et converge en temps vers une solution faible et entropique des équations d’Euler
présentant des chocs faibles et des chocs forts qui interagissent entre eux. C’est le carbuncle.

Gressier & Moschetta[33] ont proposé une topologie du carbuncle pour l’écoulement autour
d’un corps émoussé.

Le résultat attendu est celui d’un choc courbe

Fig. 1.1 – Topologie du choc fort courbe -
M∞ = 10 - maillage 80× 160 - schéma de
Van Leer - Iso-pression

autour du cylindre (Fig. 1.1), avec une zone autour
de la ligne de symétrie où le choc est fort1. À l’aval
du choc, une poche subsonique permet à l’écoule-
ment de ralentir jusqu’au corps émoussé. De part
et d’autre de cette poche subsonique, l’écoulement
est à nouveau supersonique. Le choc courbe devient
faible2 en s’éloignant de la ligne de symétrie.

Le résultat obtenu lorsqu’il y a une bifurcation
vers la solution de type carbuncle (Fig. 1.2) est dif-
férent. Une zone d’eau morte ou de recirculation
dévie l’écoulement infini amont et induit un choc
faible. L’aval supersonique de ce choc faible est re-
comprimé par la zone de recirculation et conduit à
un nouveau choc qui interagit avec le choc faible ini-
tial donnant naissance à un choc fort courbe et une
surface de glissement.
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Fig. 1.2 – Topologie du carbuncle (à gauche), température (au milieu), pression (à droite) d’après
Gressier et al.[33] - M∞ = 10 - maillage 320 × 640 - schéma de Roe

1Un choc fort est un choc dont l’amont est supersonique et l’aval est subsonique.
2Un choc faible est un choc dont l’amont et l’aval sont supersoniques.
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1.2 Comment a-t-on découvert le carbuncle ?

Depuis le développement des méthodes numériques pour modéliser les écoulements mettant
en jeu des ondes de choc, plusieurs méthodes s’affrontent, en particulier la technique de capture
de choc (shock-capturing) pour laquelle le maillage est fixe et capture un choc sur plusieurs
mailles et les méthodes d’adaptation de maillage qui épouse la forme du choc (shock-fitting ou
shock-aligned grid technique). La technique de capture de choc a prouvé sa supériorité et s’est
imposée face aux autres méthodes qui nécessitent des temps de calcul prohibitifs et ne sont pas
adaptées pour des configurations complexes faisant intervenir des interactions entre des chocs et
des couches limites.

Pour clarifier les termes utilisés dans la suite, quelques définitions sont nécessaires. Les dif-
férents schémas numériques volumes finis de capture de choc peuvent se caractériser par leur
C-précision (Définition 1), leur positivité3 (Définition 2), leur C-stabilité (Définition 3) et leur
entropicité (Définition 4).

Définition 1 Un schéma est dit C-précis s’il conserve exactement les discontinuités de contact
stationnaires monodimensionnelles.

∀ ~WL, ~WR tel que

{
uL = uR = 0
pL = pR = p∗

, ~F
(

~WL, ~WR

)
=




0
p∗

0


 (1.1)

Définition 2 Un schéma est positif s’il ne produit pas d’état non physique sous condition
CFL[34] : la masse volumique, la pression, la température et les différentes énergies (énergie
totale, enthalpie totale, entropie. . .) restent positives tout au long du calcul.

Définition 3 Un schéma est dit C-stable s’il amortit les perturbations d’origines numériques
qui peuvent intervenir dans les calculs d’ondes de choc.

Définition 4 Un schéma est entropique s’il préserve le second principe de la thermodyna-
mique : “l’entropie d’un système isolé ne peut qu’augmenter lors d’une transformation quel-
conque”.

– La précision d’un calcul peut également faire intervenir la conservation des discontinuités
de contact instationnaires monodimensionnelles ou la résolution des couches limites.

– La définition de la C-précision permet d’avoir une propriété simple à vérifier qui favorise
la résolution exacte des couches limites.

– Le nombre de CFL
4, pour Courant-Friedrich-Levy, fait intervenir le pas de temps de la

discrétisation temporelle ∆t, le pas d’espace (ou dimension des cellules du maillage) de la
discrétisation spatiale ∆x, et la vitesse de propagation de l’onde la plus rapide |u| + a :

CFL = (|u| + a)
∆t

∆x
.

3Cette propriété est également appelée robustesse.
4Cette définition est valable en monodimensionnel. En multidimensionnel, il faut établir la vitesse et la longueur

de référence.
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– Un schéma C-stable, C-précis, positif et entropique est très difficile à trouver.
– Gressier, Villedieu & Moschetta[34] ont montré qu’un schéma de type FVS ne pouvait être

à la fois C-précis et positif.
– La plupart des schémas C-précis ne sont pas C-stables et inversement, la plupart des sché-

mas C-stables ne sont pas C-précis.

Peery & Imlay, Blunt-Body Flow Simulations[74]

C’est en effectuant une étude numérique des écoulements supersoniques et hypersoniques
stationnaires, de fluide parfait ou visqueux, autour d’un corps émoussé plan ou axisymétrique, que
Peery & Imlay ont mis à jour en 1988[74] une solution numérique inattendue, une protubérance
à l’avant du corps émoussé, qu’ils ont appelée carbuncle.

Le carbuncle est apparu dans un calcul avec le schéma de Roe (Annexe C.2) sur un corps
émoussé avec un maillage assez grossier (Tab. 1.1). Les auteurs ont cru tout d’abord à une erreur
dans le code avant de se rendre à l’évidence que le schéma de Roe, sous certaines conditions,
convergeait en temps vers cette solution inattendue. Ils ont également observé une influence de
certains paramètres numériques comme la dimension et la position du maillage, l’ordre spatial
du schéma ou encore les paramètres d’extrapolation MUSCL sans pour autant réussir à en déduire
des corrélations claires.

Cas test M∞ Maillage
Choc stationnaire autour d’un cylindre 6 11 × 16

Tab. 1.1 – Cas test de Peery & Imlay[74]

Les deux auteurs proposent une première méthode d’élimination du carbuncle consistant prin-
cipalement à ajouter de la dissipation numérique au schéma, montrant ainsi le rôle prépondérant
de celle-ci dans l’apparition du carbuncle. Cette correction a été appliquée dans leur code de
calcul avec succès pour les calculs d’écoulements autour d’un corps émoussé et des interactions
choc/choc.

Commentaires :

– Cet article est le premier à faire référence au carbuncle mais celui-ci était déjà connu dans
le milieu des numériciens.

– L’étude de l’écoulement supersonique autour d’un corps émoussé, ici un cylindre ou une
sphère, est la première application numérique à mettre en lumière le carbuncle. Ceci peut
faire croire que le carbuncle apparaît uniquement pour cette application mais il sera vu
plus tard que d’autres applications présentent le même phénomène.

– Le maillage très grossier utilisé pour les calculs suffit à produire le carbuncle, son raffinement
ne ferait qu’amplifier le phénomène comme il sera vu plus tard (Sec. 3.5).

– La correction proposée ajoute beaucoup trop de dissipation et réduit la C-précision du
schéma, les calculs numériques faisant intervenir des couches limites étalent celles-ci dans
des proportions inacceptables, l’intérêt du schéma de Roe par rapport au schéma de Steger-
Warming (Annexe C.4) est diminué voire annulé.
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Quirk, A Contribution to the Great Riemann Solver Debate[77]

Suite aux nombreux problèmes rencontrés par les schémas de type Godunov (Annexe C.1), le
schéma de Roe en particulier, Quirk publie en 1994[77] un catalogue des anomalies numériques
rencontrées dans les calculs. Il développe également une analyse de stabilité et une correction
originale. Pour en arriver à cette constatation, Quirk a remarqué que le schéma de Godunov
est une des meilleures stratégies de capture de choc pour les équations d’Euler mais qu’il est
trop coûteux en temps de calcul. Des approximations du problème de Riemann ont donc été
développées pour allier la précision et la rapidité des calculs. Les schémas de type Godunov sont
robustes mais donnent parfois des résultats aberrants. Pour chaque schéma, une ou plusieurs
applications mettent en défaut sa capacité à calculer correctement l’écoulement, ce qui rend
difficile leur classement. L’énumération des cas (Tab. 1.2) qui présentent des anomalies permet
de mettre en valeur les limitations des solveurs de Riemann. Une anomalie peut habituellement
être éliminée en ajoutant de la dissipation artificielle. Quirk favorise une autre méthode qui
consiste à coupler différents schémas. La nature du mécanisme de dissipation est ainsi changée
sans que la précision du schéma de base n’en soit affectée.

Les anomalies recensées par Quirk sont les suivantes :

Les chocs de détente : Certains solveurs de Riemann ne satisfont pas le second principe de
la thermodynamique. Pour le schéma de Roe, il existe une “correction entropique” sur les
ondes non-linéaires5.

Énergie interne et pression négatives : Le schéma de Roe n’est pas “positif”, l’énergie in-
terne et par voie de conséquence la pression peuvent devenir négatives. Einfeldt et al.[21]
présentent le schéma HLLEM comme une version “positive” du schéma de Roe6.

Les oscillations des chocs se propageant lentement : Un choc monodimensionnel capturé
sur une ou plusieurs mailles d’épaisseur a une structure numérique qui n’a pas de justi-
fication physique. Le profil du choc est supposé monotone. Lorsque le choc se propage
lentement, le profil peut ne plus être monotone, ce qui produit des oscillations post-choc.
Les schémas qui ne satisfont pas exactement les relations de saut à travers un choc, comme
le schéma d’Osher (Annexe C.3), semblent être exempts d’oscillations.

Le carbuncle : Dans les calculs stationnaires multidimensionnels sur corps émoussé, certains
schémas produisent une protubérance devant le choc fort et le long de la ligne d’arrêt. Le
carbuncle est favorisé par un nombre de Mach élevé et par des mailles alignées avec le choc.
Une correction d’entropie sur les ondes linéaires7 du schéma de Roe le réduit mais n’a pas
de justification physique et ajoute surtout de la dissipation artificielle.

L’anomalie du pied de choc de la double réflexion de Mach : Dans les calculs instation-
naires bidimensionnels sur une rampe (la double réflexion de Mach), une anomalie sur le
pied du choc peut apparaître. Elle est due entre autre à l’alignement du maillage avec le
choc et à la faible dissipation du schéma. Cette anomalie est assimilable au carbuncle.

Le découplage pair/impair du choc droit instationnaire : Un choc bidimensionnel plan
instationnaire qui se propage dans un conduit avec la ligne centrale du maillage perturbée
produit un découplage pair/impair des perturbations et un profil en dents de scie des
champs de masse volumique et de vitesse. Cette anomalie est assimilable au carbuncle.

5Ce sont les ondes acoustiques de valeurs propres u ± a.
6Dubroca[19] et plus récemment Gallice[30] ont proposé une famille de matrices de Roe positivement conser-

vatives qui définissent des “schémas de Roe positifs”.
7Ce sont les ondes entropiques et de vorticité de valeurs propres u, encore appelées ondes de contact et de

cisaillement.
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Le maillage du test de Quirk (Tab. 1.2) est perturbé sur la ligne centrale de ∆y = ±10−6

pour une largeur unitaire. La perturbation du maillage provoque un découplage pair/impair des
perturbations de pression et de masse volumique à partir de quinze fois la largeur du conduit.
Les profils en dent de scie des champs de pression et de masse volumique sont en opposition de
phase.

Cas test Ms/M∞ Maillage
choc droit se propageant dans un conduit, Test de Quirk 6 800 × 20

choc stationnaire autour d’un cylindre 10 25 × 100

choc se propageant sur une rampe à 30◦, double réflexion de Mach 5,5 50 × 40

Tab. 1.2 – Cas test de Quirk[77]

Pour étudier le découplage pair/impair, Quirk développe une analyse de stabilité qui sera
détaillée dans la suite (Sec. 4.1). Cette analyse de stabilité appliquée sur les schémas de Roe et
HLLE (Annexe C.6) permet de donner une première explication au découplage pair/impair. Sous
condition CFL, le schéma de Roe amortit les perturbations de pression mais les perturbations
de masse volumique sont entretenues par les perturbations de pression. Ce couplage constitue
d’après Quirk la source d’instabilité si les perturbations externes (ligne centrale du maillage)
subsistent. Il est possible d’étendre cette analyse au schéma de Godunov car dans ce cas la
différence entre le solveur de Riemann exact et la linéarisation de Roe ne change pas beaucoup
l’amplification de l’instabilité. Quirk ne réussit à réduire efficacement le carbuncle qu’avec la
correction de Harten (Sec. 6.1.3) sur les ondes de contact et de cisaillement. Pour le schéma
HLLE les perturbations de pression et de masse volumique sont toutes les deux amorties sous
condition CFL. Les perturbations de pression n’entretiennent pas celles de masse volumique donc
le schéma HLLE ne subit pas le découplage pair/impair comme cela est confirmé par les calculs.
Cette observation semble conforter l’explication du découplage pair/impair et permet de supposer
que tous les schémas dont les perturbations de pression entretiennent les perturbations de masse
volumique seront affectés par le découplage pair/impair.

Pour finir, Quirk propose une correction des solveurs de Riemann sans ajouter explicitement
de la dissipation numérique. Le solveur de Riemann adaptatif, détaillé dans la suite (Sec. 6.1.1),
est un solveur qui utilise un senseur de choc pour passer d’un solveur de Riemann à un schéma
plus dissipatif (HLLE dans les exemples montrés). Le solveur de Riemann adaptatif est testé sur
la rampe à 30◦ et le cylindre stationnaire et ne présente pas de carbuncle.

Commentaires :

– Tandis que les trois premières anomalies relevées par Quirk sont monodimensionnelles, les
trois dernières sont multidimensionnelles et sont en fait trois cas d’application du carbuncle.

– Le test de Quirk permet d’étudier le carbuncle en simplifiant les données du problème,
notamment le maillage qui a une influence très forte dans le cas du cylindre stationnaire.

– L’analyse de stabilité est une première étape dans la compréhension du mécanisme du
carbuncle mais elle est encore trop simplifiée, notamment en négligeant les perturbations
de vitesses longitudinales et transversales.

– Les solveurs de Riemann produisent tous le carbuncle y compris le solveur exact de Godu-
nov.

– Augmenter leur dissipation artificielle permet d’éliminer ce phénomène mais dégrade la
C-précision.
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– Le solveur de Riemann adaptatif élimine le carbuncle en localisant les ajouts de dissipation
par le biais d’un schéma plus dissipatif.

– Le solveur de Riemann adaptatif est lié à un senseur de choc qui doit être adapté à l’ap-
plication numérique.

– Le solveur de Riemann adaptatif est difficile à mettre en œuvre par l’utilisation de deux
méthodes complètement différentes et augmente les temps de calcul.

– Même s’il localise l’ajout de dissipation, celui-ci dégrade encore la C-précision des calculs,
notamment pour les applications avec des interactions choc/couche limite.

– D’après Quirk, des schémas multidimensionnels pourraient éviter ce genre de problèmes
mais de nouvelles anomalies risquent alors d’apparaître. Dans la pratique les schémas mul-
tidimensionnels sont également affectés par le carbuncle.

Charrier, Dubroca & Flandrin, An Approximate Riemann Solver of Hypersonic Bi-
dimensional Flows[14]

Voulant construire un schéma qui allie la précision et la robustesse des schémas de capture
de choc sans présenter les anomalies classiques (masse volumique et pression négatives, carbuncle
. . .), Charrier, Dubroca & Flandrin publient en 1993[14] un article sur un solveur de Riemann
approché, du type HLLEM, où les coefficients d’antidiffusion sur les ondes linéaires sont choisis
pour que le schéma soit R-stable (Définition 8). Charrier, Dubroca & Flandrin présentent ce
nouveau schéma HLLEMR comme un schéma précis et robuste et ne produisant pas les anomalies
classiques comme le carbuncle.

Le schéma HLLEM (Annexe C.6) est un solveur de Riemann approché basé sur le schéma HLLE

et corrigé pour améliorer la C-précision. Des coefficients d’antidiffusion (δm, δτ en bidimensionnel)
sur les ondes linéaires, variant de 0 à 1, sont introduits pour corriger l’état constant calculé par
l’équation de consistance avec la forme intégrale de la loi de conservation. Ces coefficients sont
pris égaux à une valeur δS de telle manière que le schéma HLLEM peut redonner le schéma de Roe
non entropique sous certaines conditions. Ce schéma produit le carbuncle. Charrier, Dubroca &
Flandrin ont cherché les valeurs des coefficients d’antidiffusion pour avoir un schéma R-stable.
Pour appréhender la propriété de R-stabilité il est nécessaire de procéder à quelques définitions :

Définition 5 L’ensemble des états physiquement admissibles du problème de Riemann est :

E
(

~WL, ~WR

)
=
{

~Z/∃ξ ∈ R tq ~Z = ~Ze
(
ξ/t; ~WL, ~WR

)}
(1.2)

Définition 6 Un convexe borné par les états de la solution du problème de Riemann est défini
par :

B
(

~WL, ~WR

)
=
{

~Z/min
(

~Ze
i

)
≤ ~Zi ≤ max

(
~Ze

i

)
, i = 1..n, ~Ze ∈ E

(
~WL, ~WR

)}
(1.3)
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Définition 7 L’ensemble des états induits par le solveur de Riemann approché est :

A
(

~WL, ~WR

)
=
{

~Z/∃ξ ∈ R tq ~Z = ~Za
(
ξ/t; ~WL, ~WR

)}
(1.4)

Définition 8 Un solveur de Riemann approché est R-stable si les coordonnées de la solution
approchée sont bornées par les coordonnées de la solution exacte :

A
(

~WL, ~WR

)
⊂ B

(
~WL, ~WR

)
(1.5)

Remarques :

– Un schéma R-stable est positivement conservatif.
– Les schémas de Godunov et HLLE sont R-stable contrairement aux schémas de Roe et HLLEM.
– Il est possible de chercher des contraintes sur les coefficients d’antidiffusion pour obtenir

un schéma R-stable.

Théorème 1 Il existe un convexe R des couples (δm, δτ ) qui définissent un solveur de Riemann
approché R-stable.

Il faut ensuite choisir le couple dans R qui minimise la diffusion pour obtenir le schéma
HLLEMR. Cette méthode est généralisable pour les écoulements visqueux, réactifs, turbulents. La
condition d’entropie n’est pas forcement vérifiée pour le schéma HLLEMR ainsi construit, cela
ajoute une contrainte sur les coefficients d’antidiffusion.

Théorème 2 Il existe un convexe S des couples (δm, δτ ) qui définissent un solveur de Riemann
approché entropique. (0, 0) ∈ S.

Les coefficients d’antidiffusion du schéma HLLEMR sont calculés pour allier robustesse et préci-
sion en assurant la propriété de R-stabilité. Des tests avec le schéma HLLEMR ont montré qu’il ne
prenait pas beaucoup plus de temps de calcul que le schéma de Roe (5% en plus) et ne présente
ni carbuncle (cylindre en incidence), ni masse volumique négative (double ellipse en incidence) et
sans perte de précision. L’écoulement visqueux autour d’une sphère à Mach 6 donne des résultats
au premier ordre presque aussi précis qu’au second (moins de 4% d’écart pour les flux thermiques
à la paroi).

Commentaires :

– La correction de Charrier, Dubroca & Flandrin ne s’applique qu’aux schémas de la famille
HLL

– Il n’est pas établi que le schéma HLLEMR est C-précis.
– L’ajout de dissipation est minimisé mais il n’est pas contrôlé facilement.
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– La propriété de R-stabilité est une propriété qui semble favorable à la C-stabilité d’un
schéma mais n’est pas suffisante, le schéma de Godunov est R-stable mais présente le
carbuncle.

– Le schéma HLLEMR est compliqué à mettre en œuvre car les coefficients d’antidiffusion
doivent être calculés en fonction de l’écoulement.

– Ce schéma n’a pas eu beaucoup de succès auprès des numériciens malgré des propriétés
prometteuses. Ce manque de succès provient peut-être du fait que le calcul des coefficients
d’antidiffusion est difficile à appréhender.

Liou, Mass Flux Schemes and Connection to Shock Instability[57]

Liou développe entre 1997[92] et 2000[57] une analyse des instabilités de choc de type car-
buncle fondée sur le flux de masse des schémas numériques. Partant de la décomposition des flux
en une partie convective et une partie de pression, il expose une conjecture sur la relation entre
instabilité de choc et dépendance en pression du flux de masse.

Le flux d’Euler à travers une surface de normale ~n = (nx, ny, nz) peut se décomposer en une
partie convective et une partie de pression :

~Fn = ṁn
~Ψ︸ ︷︷ ︸

~Fc
n

+~Pn , ṁn = ρ~V · ~n , ~Ψ =




1
u
v
w
H




, ~Pn = p




0
nx

ny

nz

0




(1.6)

Le flux de masse intervient, à travers le flux convectif, sur toutes les composantes du flux.
Un flux numérique peut également se décomposer en une partie convective et une partie de

pression si la dissipation numérique est de forme scalaire :

~F∗
1/2

(
~WL, ~WR

)
= ṁ+

1/2
~ΨL + ṁ−

1/2
~ΨR

︸ ︷︷ ︸
~Fc
1/2

+




0
p1/2nx

p1/2ny

p1/2nz

δ




︸ ︷︷ ︸
~P1/2

(1.7)

Le flux convectif peut alors se décomposer en une partie centrée et une partie décentrée qui fait
apparaître la dissipation scalaire Dm :

~Fc
1/2 =

1

2
ṁ1/2

(
~ΨL + ~ΨR

)
− 1

2
Dm

(
~ΨR − ~ΨL

)

ṁ1/2 = ṁ+
1/2 + ṁ−

1/2 , Dm = ṁ+
1/2 − ṁ−

1/2

(1.8)

Le coefficient de dissipation Dm doit être positif. La partie centrée du flux convectif fait apparaître
le flux de masse ṁ1/2 qui est selon Liou, l’élément fondamental de la stabilité d’un schéma
numérique. Ce flux de masse se décompose en une moyenne centrée des flux de masse 〈ṁ〉 et un
terme dissipatif D qui dépend des états gauche et droit :

ṁ1/2 = 〈ṁ〉 − 1

2

[
Dρ∆ρ +

∑

k

Duk∆uk + Dp∆p

]

︸ ︷︷ ︸
D

(1.9)
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Les grandeurs Dρ,Duk ,Dp dépendent d’un état moyen ~W
(

~WL, ~WR

)
entre les états gauche et

droit.∆· = ·R − ·L est l’opérateur sur la différence entre les variables primitives.

Lemme 1 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un schéma de la forme (1.9) conserve
exactement les discontinuités de contact se déplaçant à la vitesse uc est que :

Dρ = |uc| si (u, p)L = (u, p)R = (uc, p) et ρL 6= ρR (1.10)

Ce lemme permet de vérifier rapidement la C-précision d’un schéma et la résolution correcte
des couches limites en écoulements visqueux.

Partant de l’observation du mécanisme de l’instabilité de choc, Liou a développé avec Wada[92]
une correction du carbuncle (Sec. 6.1.2) en ajoutant de la dissipation numérique dans la direc-
tion parallèle au choc pour les cellules internes du choc. Pour Liou, c’est l’échange d’information
entre les cellules internes d’un choc qui est à l’origine du carbuncle. Ces cellules internes qui ont
une existence numérique due à la méthode choisie de capture de choc, n’ont pas de justification
mathématique dans le cadre des équations d’Euler continues8. L’ajout de dissipation numérique
permet de diminuer l’échange d’information entre les cellules internes du choc et d’amortir les
perturbations.

À partir de l’étude des schémas les plus courants, Liou établit une conjecture sur la stabilité
des schémas :

Conjecture 1 Les instabilités de choc de type carbuncle ou découplage pair/impair se déve-
loppent seulement si le flux de masse dépend de la différence de pression entre les deux états.

schéma instable ⇒ Dp 6= 0, ∀M (1.11)

L’indépendance du flux de masse à la différence de pression est une condition suffisante pour
empêcher les instabilités de choc.

schéma stable ⇐ Dp = 0, ∀M (1.12)

Les calculs de Liou sur le test de Quirk et sur l’écoulement autour d’un cylindre (Tab. 1.3)
semblent confirmer cette conjecture. De plus, le schéma de Roe est stabilisé si le flux de masse
est modifié pour qu’il ne dépende plus de la pression. Cette modification marche également sur
d’autres schémas comme HLLEM ou AUSMDV (Annexe C.7). Par contre, cette modification réduit
en général la C-précision des schémas et la résolution des couches limites.

Commentaires :

– La correction de Wada & Liou (Sec. 6.1.2) réduit le carbuncle au prix d’un ajout de dissi-
pation important qui dégrade la C-précision.

– Cette correction nécessite l’utilisation d’un senseur de choc qui doit être adapté à l’appli-
cation numérique, ce qui limite son utilisation.

8à opposer ici aux équations discrétisées utilisées pour les calculs numériques.
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Cas test Ms/M∞ Maillage
Test de Quirk 6 800 × 20

Choc stationnaire autour d’un cylindre
6
20
2

45 × 45
321 × 11
320 × 20

Tab. 1.3 – Cas test de Liou[57]

– La correction de Wada & Liou nécessite l’utilisation de deux schémas numériques différents
ce qui rend la méthode plus complexe.

– Cette correction ne marche pas pour les chocs instationnaires.
– La conjecture de Liou n’est pas prouvée.
– Les schémas EFM et EIM en sont un contre-exemple. Ils ont le même flux de masse, mais

le premier est C-stable contrairement au second. Il faut limiter la conjecture aux schémas
C-précis.

– Pandolfi & D’Ambrosio[72] ont montré que le schéma AUSM+ est un autre contre-exemple.
Son flux de masse est indépendant de la différence de pression entre les deux états mais il
peut produire le carbuncle dans certains cas.

– Dans tous les cas, la modification du flux de masse réduit la C-précision des schémas.
– Il n’en reste pas moins que cette conjecture est intéressante. Moschetta[65] a hybridé les

flux de masse des schémas de Godunov et AUSM-M (Sec. 6.3.5). Le schéma de Godunov avec
le flux de masse du schéma AUSM-M est stable sur le test de Quirk. Le schéma AUSM-M avec
le flux de masse du schéma de Godunov est instable sur le test de Quirk.

Sanders, Morano & Druguet, Multidimensional Dissipation for Upwind Schemes :
Stability and Applications to Gas Dynamics[84]

Les schémas numériques strictement décentrés comme les schémas de Godunov, Roe et Osher,
résolvent exactement les ondes de chocs, les discontinuités de contact monodimensionnelles et
les détentes (sauf le schéma de Roe qui nécessite une correction entropique pour ne pas capturer
un choc de détente). Lors du passage au multidimensionnel en utilisant uniquement la forme
monodimensionnelle du schéma, des pathologies numériques apparaissent, dont le phénomène
du carbuncle. À partir de ce constat, Sanders, Morano & Druguet ont cherché en 1998[84] à
corriger les schémas d’un point de vue multidimensionnel et non pas uniquement sur leur forme
monodimensionnelle.

Définition 9 Un schéma strictement décentré est défini comme un schéma de la forme :

~F∗
(

~WL, ~WR

)
=

1

2

[
~FL + ~FR −D

(
~WL, ~WR

)(
~WR − ~WL

)]
(1.13)

qui vérifie :

D
(

~W , ~W
)

=
∣∣∣A
(

~W
)∣∣∣ = R

∣∣∣Λ
(

~W
)∣∣∣R−1 (1.14)

avec A la Jacobienne du flux, Λ la matrice diagonale des valeurs propres et R et R−1 les matrices
des vecteurs propres associés.

– Pour tous les schémas strictement décentrés, l’équation de l’erreur de troncature s’écrit
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pour un maillage cartésien bidimensionnel :

∂ ~W
∂t

+
∂ ~F
∂x

+
∂ ~G
∂y

=
1

2
∆x

∂

∂x

(
|A| ∂ ~W

∂x

)
+

1

2
∆y

∂

∂y

(
|B| ∂

~W
∂y

)
(1.15)

avec ~F , ~G les deux composantes du flux et A,B les Jacobiennes correspondantes.
– Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un schéma numérique consistant9 soit stric-

tement décentré est :

~FL + ~FR − 2 ~F∗
LR =

∣∣∣A
(

~W
)∣∣∣
(

~WR − ~WL

)
+ O

(∣∣∣ ~WR − ~WL

∣∣∣
2
)

(1.16)

avec ~W =
1

2

(
~WL + ~WL

)
.

– Le schéma de Van Leer (Annexe C.5) n’est pas strictement décentré et ne produit pas le
carbuncle.

– Les schémas de Godunov, Osher et Roe sont strictement décentrés et produisent le car-
buncle.

– Les corrections entropiques monodimensionnelles du schéma de Roe (Sec. 6.1.3) conservent

la propriété de décentrement strict si le paramètre de Harten est de la forme η
(

~WL, ~WR

)
=

O
(∣∣∣ ~WR − ~WL

∣∣∣
)
.

Sanders, Morano & Druguet ont utilisé le cas du tube à choc pour illustrer leur étude de
l’instabilité de choc. Un choc droit stationnaire sur un maillage cartésien bidimensionnel où seul
le maillage de la colonne juste à l’aval du choc est perturbé de 10−4, pour une hauteur unitaire,
permet d’obtenir des solutions de type carbuncle. Le rapport des pressions entre l’aval et l’amont
est de 10 et les méthodes de Godunov et Roe avec ou sans correction d’entropie présentent des
instabilités de choc avec de fortes oscillations dans la direction tangente au choc juste après
celui-ci. La fréquence des oscillations est très élevée par rapport à celle de la perturbation du
maillage et assez indépendante du nombre de CFL ou de la nature du schéma. Le schéma de Van
Leer, quant à lui, ne présente pas de solution de type carbuncle sur le même cas test.

Cas test Conditions initiales Maillage

choc stationnaire autour d’un cylindre M∞ = 15,3
non

communiqué

choc droit stationnaire sur un maillage cartésien
paval

pamont
= 10 100 × 40

Tab. 1.4 – Cas test de Sanders, Morano & Druguet[84]

Pour étudier le cas des oscillations du tube à choc, Sanders, Morano & Druguet développent
une analyse de stabilité linéaire (Sec. 4.5) basée sur l’analyse de Fourier des petites perturbations
du profil de choc pour l’équation de l’erreur de troncature.

– Cette analyse de stabilité permet de retrouver des modes transverses instables dont la
fréquence est élevée.

9vérifiant ~F∗

“

~W, ~W
”

= ~F
“

~W
”
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– L’intensité des perturbations diminue avec celle du choc.
– L’intensité des perturbations diminue avec la fréquence des modes.
– Les modes et leur intensité sont indépendants du maillage et du nombre de CFL.
Les résultats précédents ont conduit Sanders, Morano & Druguet à proposer une correction

qui soit multidimensionnelle et non pas uniquement sur la forme monodimensionnelle du flux.
Cette correction (Sec. 6.1.6) consiste pour le schéma de Roe à prendre la correction d’entropie
la plus grande pour toutes les interfaces environnantes. Elle permet d’éliminer efficacement le
carbuncle sur les cas test du tube à choc et de l’écoulement autour d’un cylindre.

Commentaires :

– Il semble exister une relation entre les schémas strictement décentrés et le carbuncle mais
rien n’a été prouvé.

– Si la propriété de décentrement strict est préférable pour capturer un choc, il est nécessaire
d’ajouter une condition sur la matrice de dissipation artificielle D pour que le schéma soit
C-précis.

– Le cas test de Sanders, Morano & Druguet qui consiste en un choc droit stationnaire sur
un maillage cartésien perturbé est une simplification du test de Quirk, puisque ici le choc
est stationnaire.

– Les schémas qui produisent le carbuncle sur le cylindre stationnaire ou le test de Quirk
semblent en produire également sur le test de Sanders, Morano & Druguet.

– L’analyse de stabilité de Sanders, Morano & Druguet est la première analyse de stabilité
du carbuncle qui soit réellement multidimensionnelle et qui prenne en compte l’existence
du choc.

– La correction proposée est adaptée uniquement au schéma de Roe et minimise l’ajout de
dissipation.

– Cette correction requiert cependant toujours un ajout de dissipation numérique qui peut
dégrader la C-précision des calculs dans des configurations complexes notamment dans les
interactions choc/couche limite et les forts gradients transverses de masse volumique.

Pandolfi & D’Ambrosio, Numerical Instabilities in Upwind Methods : Analysis and
Cures for the « Carbuncle » Phenomenon[72]

Pandolfi & D’Ambrosio ont étudié en profondeur, entre 1998[71] et 2001[72], le phénomène
de carbuncle. Ils ont, en particulier, recherché les origines numériques du phénomène, amélioré
l’analyse de Quirk et proposé une nouvelle correction. Leur étude part du constat suivant :

1. Les écoulements à grande vitesse sont caractérisés par des ondes de choc intenses, des
couches de cisaillement et des surfaces de glissement.

2. La capture numérique des chocs intenses est faite à l’aide des schémas décentrés amont et
plus particulièrement des schémas FDS (Flux Difference Splitting) qui ne rajoutent pas ou
peu de diffusion numérique pour les couches de cisaillement ou les surfaces de glissement.

3. Les schémas FDS produisent des pathologies numériques dont le carbuncle.

Pour comprendre et suggérer des remèdes à ce problème, ils ont analysé les causes numériques du
carbuncle. Un survol des schémas décentrés amont utilisés pour les écoulements compressibles est
effectué et deux tests numériques sont détaillés pour donner une base à l’analyse du problème qui
permet de comprendre le comportement des schémas aux perturbations. Enfin une proposition
de correction est faite pour éliminer le carbuncle.
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Le phénomène de carbuncle, d’après Pandolfi & D’Ambrosio, est une instabilité numérique
qui apparaît dans la capture numérique des chocs. Il apparaît dans des cas comme les écoulements
supersoniques autour d’un corps émoussé[74], les chocs quasi-coniques autour d’un corps fin[51],
les écoulements interstellaires[93] etc. Les différents calculs numériques qui produisent le carbuncle
ont permis aux auteurs de faire les remarques suivantes :

– L’origine du carbuncle est dans la zone de calcul où un choc normal est capturé.
– S’il est aligné avec le maillage, une petite perturbation suffit pour déstabiliser le choc et

produire des oscillations spatiales et temporelles.
– Le rapport d’aspect des mailles est un facteur déterminant dans l’apparition des insta-

bilités (Sec. 3.5). Des mailles allongées perpendiculairement au choc sont favorables aux
instabilités tandis que des mailles allongées parallèlement au choc leur sont défavorables.

– Le carbuncle apparaît avec les méthodes qui résolvent un problème de Riemann avec un
modèle à trois ondes (Sec. 3.4).

– Il est plus important au premier ordre (Sec. 3.8).
– C’est un phénomène lié à la partie convective des équations de la dynamique des fluides,

la viscosité naturelle ne suffit pas à l’éliminer (Sec. 3.2).
À partir de ces constatations, les auteurs ont fait les conclusions suivantes :

– Les instabilités sont générées par la résolution du problème de Riemann sur les interfaces
perpendiculaires au choc.

– Si ces interfaces sont faibles, une viscosité numérique est introduite et limite le carbuncle.
– La résolution explicite des discontinuités de contact est une clé essentielle du problème et

favorise le carbuncle.

Cas test Ms/M∞ Maillage

Choc stationnaire autour d’un cylindre 20

20 × 20
20 × 80
20 × 160
20 × 360
40 × 320

Test de Quirk 6 800 × 20

Tab. 1.5 – Cas test de Pandolfi & D’Ambrosio[72]

Pour comprendre le mécanisme du carbuncle, deux exemples significatifs sont abordés par
Pandolfi & D’Ambrosio, le cylindre circulaire et le test de Quirk (Tab. 1.5). Dans les deux cas
test, le fluide considéré est un fluide parfait et les calculs sont faits au premier ordre spatial et
temporel. Pour le cylindre, les cellules sont allongées dans la direction radiale pour favoriser le
carbuncle. Pour le test de Quirk, la propagation de gauche à droite d’un choc dans un canal, le
maillage est perturbé sur la ligne centrale de ∆y = ±10−3. Dans les deux cas les méthodes FDS

et celles qui leurs ressemblent (HLLC (Annexe C.6), AUSMD (Annexe C.7), AUSMV (Annexe C.7),
HUS[15]) produisent le carbuncle contrairement aux méthodes FVS (Flux Vector Splitting) et HLLE.
Les méthodes AUSM (Annexe C.7) produisent une anomalie modérée mais présente. Il faut parfois
augmenter les perturbations pour l’observer avec cette catégorie de schémas. À partir de ces
résultats, Pandolfi & D’Ambrosio suggèrent une corrélation entre le carbuncle et la conservation
des discontinuités de contact : un schéma C-précis ne pourrait être C-stable.

L’analyse linéarisée des algorithmes est une généralisation de celle de Quirk [77]. Elle sera
détaillée dans le chapitre sur les analyses de stabilité (Sec. 4.2). L’étude des flux linéarisés montre
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que ceux qui dépendent uniquement des perturbations de pression produisent du carbuncle tandis
que ceux qui dépendent de toutes les perturbations en sont exclus. L’étude de l’évolution tempo-
relle des perturbations permet de montrer que les erreurs d’arrondis pour la capture d’un choc
droit stationnaire ou la perturbation de la grille pour un choc en mouvement suffisent à produire
des perturbations de pression. Les méthodes FDS amortissent les perturbations de pression mais
ces dernières génèrent des perturbations de masse volumique qui se conservent. Les méthodes FVS
et HLLE amortissent toutes les perturbations. Les auteurs classent les méthodes en 4 groupes :

Les schémas à fort carbuncle : les perturbations de pression sont amorties mais génèrent
des perturbations de masse volumique qui subsistent (Godunov, Roe, Osher, HLLC, HUS,
AUSMD, AUSMV).

Les schémas à moyen carbuncle : la pression et la masse volumique sont couplées et pro-
duisent un carbuncle peu intense (AUSM-U).

Les schémas à faible carbuncle : les perturbations sont conservées et indépendantes (AUSM-M,
AUSM+).

Les schémas sans carbuncle : les perturbations sont toutes amorties indépendamment ou
non (Steger-Warming, Van Leer, HLLE).

L’ajout d’une vitesse tangentielle v0 stabilise les schémas, une perturbation ṽk apparaît qui amor-
tit toutes les autres perturbations. Une vitesse tangentielle a un effet dissipatif, c’est pourquoi
le carbuncle est confiné au voisinage de la ligne de symétrie du corps émoussé. Pour le test de
Quirk, une vitesse tangentielle (choc oblique) élimine efficacement le carbuncle.

Partant de la critique des corrections disponibles, Pandolfi & D’Ambrosio proposent une
correction (Sec. 6.1.7) qui équivaut à une correction d’entropie pour les schémas d’Osher ordre
naturel et inverse. Cette correction élimine le carbuncle dans le cas du cylindre stationnaire,
amortit les oscillations des chocs se propageant lentement, conserve les surfaces de glissement et
les couches de cisaillement.

Commentaires :

– La relation entre l’apparition du carbuncle et la prise en compte explicite des discontinuités
de contact est une relation très forte mais des résultats récents semblent la contredire. Les
schémas RoeM2[47] et M-AUSMPW+[48] de Kim et al. semblent être C-stables et C-précis.

– L’analyse de stabilité de Pandolfi & D’Ambrosio est une généralisation de celle de Quirk
en prenant en compte les perturbations de vitesse longitudinale et en l’appliquant à de
nombreux schémas, mais les perturbations de vitesse transversale ne sont pas prises en
compte.

– Cette analyse de stabilité reste un outil intéressant pour prédire les instabilités numériques
et comprendre la réaction des schémas à des perturbations.

– Elle est cependant limitée puisqu’elle est monodimensionnelle et ne prend pas en compte
l’existence du choc.

– Liou[57] réfute les résultats sur le schéma AUSM+ et montre que les perturbations engendrées
par un calcul avec le schéma de Roe sont amorties par le schéma AUSM+.

– La correction de Pandolfi & D’Ambrosio ajoute de la dissipation numérique localement,
dégradant la précision du schéma dans les applications complexes.

– Cette correction est spécifique au schéma d’Osher.
– Elle a cependant l’avantage de ne pas faire intervenir de senseur de choc.
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Gressier & Moschetta, Robustess versus Accuracy in Shock-Wave Computations[35]

En étudiant trois cas d’instabilités de choc (Tab. 1.6), l’écoulement autour d’un cylindre, la
double réflexion de Mach et le test de Quirk, Gressier & Moschetta ont exploré en 2000[35] le
lien entre instabilité de choc et conservation des discontinuités de contact. L’établissement d’une
analyse de stabilité a permis de supposer qu’un schéma C-précis génère des instabilités de choc.

Cas test Ms/M∞ Maillage
Choc stationnaire autour d’un cylindre 10 80 × 160

Test de Quirk 6 800 × 20

Double réflexion de Mach (Rampe à 30◦) 5,5
200 × 100
400 × 400

Tab. 1.6 – Cas test de Gressier & Moschetta[35]

Les schémas de Roe, Osher, AUSM-M, EFM (Annexe C.8), EIM[59], EFMO[66] (hybridation de
type HUS entre le schéma EFM et le schéma d’Osher), HLLE et HLLC sont utilisés sur les trois cas
test. Sur le cylindre, les schémas de Roe, EFMO avec l’ordre inverse et naturel (pour le schéma
d’Osher) et HLLC génèrent une solution de type carbuncle tandis que les schémas AUSM-M, EFM
et HLLE en sont exempts. Les schémas d’Osher et EIM n’arrivent même pas à converger. La
correction d’entropie sur les ondes non-linéaires ne corrige pas le schéma de Roe tandis que la
même correction appliquée sur les ondes linéaires élimine le carbuncle si le paramètre de Harten
dépasse une valeur minimum. Sur la double réflexion de Mach avec le maillage de 200 × 100
cellules, le pied de choc des calculs avec les schémas de Roe et Osher présente un point triple qui ne
se voit pas avec les schémas EFM et AUSM-M. Ce dernier schéma avec le maillage plus fin développe
pourtant le point triple au pied du choc. Enfin le test de Quirk montre des résultats sensiblement
identiques. Les schémas de Roe, Osher, EIM et EFMO développent le mode pair/impair et échouent
à représenter correctement le déplacement du choc droit instationnaire. Seuls les schémas AUSM-M
et EFM prédisent correctement le déplacement du choc. Les calculs au second ordre spatial avec une
reconstruction MUSCL ne permettent pas d’éliminer le carbuncle bien qu’améliorant légèrement la
solution.

Une analyse de stabilité (Sec. 4.3) est utilisée pour comprendre le développement du mode
pair/impair du test de Quirk. Cette analyse montre que les schémas de Roe, EIM et AUSM-M

sont marginalement stables tandis que le schéma EFM est stable sous condition CFL. De même, la
correction d’entropie sur les ondes linéaires stabilise le schéma de Roe. Cette analyse de stabilité
prévoit donc que le schéma AUSM-M est marginalement stable pour le test de Quirk, ce que ne
montre pas les calculs mais ce qui peut se retrouver dans les cas du cylindre et de la double
réflexion de Mach. L’analyse prévoit également le caractère stabilisant de la correction d’entropie
mais pas le seuil minimum pour le paramètre de Harten. Cette analyse de stabilité peut néanmoins
être utilisée pour étudier la relation entre conservation des discontinuités de contact et stabilité
marginale. Partant du cas général d’un schéma à matrice de dissipation artificielle, Gressier
& Moschetta émettent l’hypothèse de l’incompatibilité entre C-précision et stabilité stricte du
schéma sous condition CFL. Dans le cadre de cette analyse, un schéma à matrice de dissipation
artificielle C-précis est forcément marginalement stable.

Pour finir, des calculs visqueux montrent que la viscosité physique des équations de Navier-
Stokes ne suffit pas à éliminer les instabilités de choc ou alors à des nombres de Reynolds non
compatibles avec les calculs de dynamique des fluides usuels.
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Commentaires :

– L’étude de Gressier & Moschetta est dans la continuité de celle de Quirk, elle complète
celle-ci en prenant en compte les perturbations de vitesse longitudinale et transversale.

– Les résultats avec le schéma AUSM-M sur le test de la double réflexion de Mach avec un
maillage très fin semblent confirmer les résultats de Pandolfi & D’Ambrosio sur la stabilité
marginale de ce type de schéma.

– L’analyse de stabilité est plus générale que les analyses précédentes de Quirk et de Pandolfi
& D’Ambrosio puisqu’elle ajoute la contribution des perturbations de vitesse tangentielle.

– Cette analyse de stabilité a toujours l’inconvénient de ne pas prendre en compte explicite-
ment le choc.

– Il est intéressant que l’analyse de stabilité trouve la stabilité du schéma de Roe avec la
correction de Harten.

– Le fait que l’effet de seuil sur le paramètre de Harten ne soit pas retrouvé mitige par contre
les conclusions faites dans le cadre de cette analyse.

– L’hypothèse sur les schémas à dissipation artificielle qui ne peuvent en même temps être
C-stables et C-précis n’a pas été démontrée en dehors du cadre de l’analyse de stabilité.

Xu, Gas Evolution Dynamics in Godunov-type Schemes and Analysis of Numerical
Shock Instability[96]

En 1998[95] et 1999[96], Xu propose une explication au mécanisme des instabilités de choc
qui sont liées au manque de dissipation des schémas de type Godunov. Les calculs numériques
par méthode des volumes finis se décomposent en deux phases distinctes :

1. la phase d’évolution temporelle des gaz à partir d’un état initial,

2. la reconstruction d’un état physique par projection des états obtenus à la fin du pas de
temps.

D’après Xu, les schémas de type FVS induisent de la viscosité numérique dynamique 10 lors de la
phase d’évolution temporelle, ce qui assure une certaine robustesse aux instabilités mais dégrade
la qualité des résultats de calcul de fluide visqueux. Les schémas de type FDS n’ajoutent aucune
viscosité numérique supplémentaire pendant la phase d’évolution temporelle, assurant une cer-
taine précision et particulièrement pour des calculs visqueux mais ces schémas sont sujets à des
instabilités de choc de type carbuncle. Pourtant, les schémas FDS ajoutent de la viscosité numé-
rique cinématique11, lors de la phase de projection, mais cette viscosité numérique est dépendante
du maillage et ne permet pas d’éviter les instabilités.

Les schémas FDS ou Solveurs de Riemann résolvent à chaque interface entre deux cellules un
problème de Riemann, linéarisé ou exact, pour définir le flux à cette interface. Le flux numérique
permet de modifier sur un pas de temps les états de chaque côté de l’interface. Comme une cellule
a plusieurs interfaces, chaque zone de la cellule aura évolué différemment à la fin du pas de temps
en fonction des flux appliqués à leur voisinage. Pour récupérer une valeur unique pour la cellule,
il faut effectuer une projection des différents états basée sur la conservation de la masse, de la

10Xu nomme cette viscosité dynamique car elle intervient dans la phase d’évolution du système.
11Xu nomme cette seconde viscosité cinématique car elle n’intervient pas pendant une phase d’évolution mais

pendant la phase de projection de la solution du système sur le maillage, les deux types de viscosité numérique
de Xu ne sont pas à comparer à la viscosité dynamique et cinématique d’un fluide réel qui sont reliés par ν = µ

ρ
.
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quantité de mouvement et de l’énergie totale.

ρ =
1

2
(ρ1 + ρ2)

ρu =
1

2
(ρ1u1 + ρ2u2)

ρE =
1

2
(ρ1E1 + ρ2E2)

(1.17)

Pendant cette phase de projection, il y a une diminution significative de l’énergie cinétique.
Pour Xu, cette perte d’énergie cinétique correspond à de la dissipation numérique, sous forme
d’augmentation de l’énergie thermique.
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(
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2
ρ1u

2
1 +

1

2
ρ2u

2
2

)
− 1

2
ρ · u2 =

1

4

ρ1ρ2

ρ1 + ρ2
(u2 − u1)

2 (1.18)

Cette dissipation numérique dépend de l’orientation du maillage. Si le choc est aligné avec
le maillage, elle apparaît dans un choc dans la direction longitudinale mais disparaît dans la
direction transversale.

Partant de cette constatation et de certaines conditions d’apparition du carbuncle :
– le choc se propage en étant aligné au maillage,
– le flux de masse dépend de la différence de pression,
– l’instabilité apparaît à l’aval du choc puis s’amplifie rapidement pour couvrir tout le do-

maine de calcul,
Xu propose un mécanisme pour l’instabilité (Fig. 1.3).

1. Lorsque le choc est aligné avec le maillage, la dissipation due à la projection n’apparaît que
dans la direction longitudinale et il n’y a pas de dissipation dans la direction transversale.

2. Si les lignes de courant se resserrent à l’aval du choc, l’écoulement subsonique accélère,
provoquant une diminution de la pression locale.

3. L’absence de dissipation transversale ne permet pas de résorber l’accélération d’une partie
de l’écoulement.

4. La différence de pression va créer un flux de masse vers la zone accélérée, resserrant les
lignes de courant.

5. L’écoulement à l’intérieur de la ligne de courant va donc accélérer encore plus et le phéno-
mène va s’amplifier jusqu’à atteindre tout le domaine de calcul.

Xu en conclut sur la nécessité d’hybrider les schémas FDS et FVS pour obtenir un schéma
robuste et précis et propose le schéma BGK comme bon candidat pour atteindre ce but.

Commentaires :

– La décomposition en deux phases distinctes des calculs numériques permet de bien appré-
hender les différences entre les schémas FDS et FVS.

– La dissipation numérique de la phase de projection permet de comprendre pourquoi le
carbuncle apparaît plus facilement lorsque le maillage est aligné avec le choc.

– Le mécanisme des instabilités proposé par Xu n’est pas satisfaisant, puisqu’il ne fait in-
tervenir que l’écoulement à l’aval du choc sans prendre en compte l’écoulement amont et
encore moins le choc.

– Des résultats sur l’origine du carbuncle semblent montrer que celle-ci réside dans la partie
supersonique de l’écoulement juste à l’amont du choc, ce qui n’est pas compatible avec le
mécanisme de Xu.
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Fig. 1.3 – Mécanisme de l’instabilité de choc de type carbuncle d’après Xu[96]

– Son explication peut s’appliquer aux écoulements subsoniques sans choc, démontrant ainsi
l’instabilité d’un écoulement subsonique.

1.3 Quand apparaît le carbuncle ?

Le phénomène de carbuncle est une instabilité de choc qui a été observée pour la première
fois sur l’écoulement supersonique autour d’un corps émoussé cylindrique. Des instabilités de
choc qui apparaissent dans d’autres applications peuvent néanmoins être assimilées au carbuncle
car elles ont les mêmes origines. Dans tous les calculs de choc fort aligné avec le maillage, il y a
des risques d’apparition de carbuncle. Les paramètres numériques qui influencent l’apparition ou
non de ce phénomène seront discutés plus loin (Chap. 3). La liste suivante recense d’une manière
non exhaustive les applications qui présentent des instabilités de choc qui apparaissent dans les
mêmes conditions que le carbuncle et sont donc assimilables à celui-ci :

L’écoulement supersonique autour d’un corps émoussé : Le choc fort courbe qui se
développe normalement autour d’un corps émoussé est déstabilisé, c’est le carbuncle de
référence[74]. Un choc faible conique (ou oblique en bidimensionnel) se forme devant une
zone de recirculation et interagit avec le choc formé par la recompression de l’écoulement
aval.

L’évolution d’un choc droit instationnaire dans un conduit : Lorsque la ligne centrale
du maillage est perturbée, le choc droit qui se déplace dans le conduit est déstabilisé. C’est
le test de Quirk qui permet d’observer le découplage pair/impair[77].
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L’évolution d’un choc instationnaire sur une rampe : L’étude de la double réflexion
de Mach fait apparaître une perturbation du pied du choc[77]. Alors que le pied du choc
devrait être fort et droit jusqu’à la paroi de la rampe, l’alignement de ce choc avec le
maillage provoque une perturbation et un choc faible oblique se forme à la place.

L’écoulement stationnaire d’un choc droit : C’est un exemple simple qui permet de mettre
en avant les paramètres fondamentaux de l’instabilité et peut être assimilé à un zoom sur la
ligne de symétrie du choc autour d’un corps émoussé. Un choc droit aligné avec le maillage
est instable sous certaines conditions. Une perturbation hétérogène de l’écoulement amont
et aval du choc peut déstabiliser complètement ce dernier et des chocs obliques peuvent
apparaître jusqu’à la destruction complète du choc d’origine.

L’écoulement supersonique autour des corps élancés : Le choc quasi-conique peut être
perturbé de la même manière que le choc courbe[51].

Les écoulements interstellaires en astrophysique : Des chocs, comme lors de l’explosion
d’une supernova, sont calculés et peuvent conduire à des instabilités de type carbuncle
lorsque le maillage est aligné avec le choc [93] [54].

1.4 Le carbuncle a-t-il des équivalents physiques ?

L’instabilité de choc est un phénomène a priori numérique, mais la comparaison avec des
instabilités de choc observées expérimentalement met à jour des ressemblances non fortuites. La
comparaison entre instabilités numériques et instabilités expérimentales sera détaillée dans la
suite (Chap. 2) mais la liste suivante donne un aperçu des écoulements obtenus :

Une pointe située au point d’arrêt pour réduire la traînée : La pointe traverse le choc
fort et produit un choc faible en amont de celui-ci. L’interaction choc fort/choc faible donne
lieu à un écoulement complexe avec la présence d’une zone de recirculation. Au final, la
traînée et les flux de chaleur sont réduits.

Un jet de gaz à contre courant situé au point d’arrêt : Le jet à contre courant repousse
le choc vers l’amont et crée une zone de recirculation devant le corps. Cette méthode permet
elle aussi de réduire la traînée et les flux de chaleur sur le corps émoussé.

Le dépôt d’énergie devant le choc détaché : Le dépôt d’énergie à l’amont du choc modifie
l’écoulement et permet de réduire l’intensité du choc, diminuant ainsi la traînée et les flux
de chaleur.

L’éjection de particules de poussière au point d’arrêt : Les particules de poussière
déstabilisent le choc qui oscille fortement et passe par des topologies très proches de celles
du carbuncle.

1.5 Autres anomalies numériques ?

D’autres anomalies numériques peuvent apparaître dans les calculs d’écoulements superso-
niques ou hypersoniques. Sans rentrer dans les détails, la liste ci-dessous donne les principales
anomalies :

Choc de détente : Les schémas qui violent la condition d’entropie peuvent obtenir des chocs
de détente. Le schéma de Roe en est un exemple. Une correction d’entropie est nécessaire
pour éviter cette anomalie.
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Énergie, pression et masse volumique négatives : Les schémas qui ne satisfont pas la
condition de positivité peuvent obtenir des énergies, des pressions et des masses volumiques
négatives. Le schéma d’Osher avec l’ordre naturel ou inverse des valeurs propres n’est pas
positif, un système qui passe d’un ordre à l’autre permet d’éviter cette anomalie.

Oscillation des chocs se propageant lentement : Les schémas qui ne sont pas suffisamment
dissipatifs développent des oscillations à l’aval des chocs se propageant lentement. Cette
anomalie a des points communs avec le phénomène de carbuncle[42][43][8].

Pic de chaleur : Dans des applications qui font intervenir des interactions entre deux choc
ou entre un choc et une paroi, un pic de température demeure sur le lieu de l’interaction.
Ce pic est dû à l’épaisseur des chocs lors de leur interaction[63].

Couches de cisaillement instationnaires : Les couches de cisaillement instationnaires
peuvent présenter des oscillations de pression de part et d’autres alors que celle-ci devrait
être continue[1].

1.6 Première synthèse

La présentation numérique du carbuncle permet de faire une première synthèse sur ce phé-
nomène. Le carbuncle est un phénomène numérique qui apparaît dans des écoulements multidi-
mensionnels où un choc fort normal est capturé par un schéma numérique C-précis. Il dégrade
la résolution des écoulements à grande vitesse. Si le phénomène s’exprime dans les calculs numé-
riques, l’instabilité semble avoir une origine intrinsèque dans les lois de la dynamique des gaz.
Ce point sera détaillé dans le prochain chapitre (Chap. 2). Le phénomène dépend fortement du
maillage, ainsi que des autres paramètres numériques, comme il sera vu plus loin (Chap. 3). Il est
favorisé lorsque le choc est aligné avec le maillage. Un ajout suffisant de dissipation numérique
élimine le carbuncle. Ce n’est pas dans la direction de l’écoulement mais perpendiculairement à
celui-ci qu’il faut ajouter de la dissipation. L’ajout de dissipation doit être localisé autour du
choc.

Plusieurs propriétés des schémas semblent promouvoir leur C-stabilité. La R-stabilité de Char-
rier et al. est une condition qui favorise la C-stabilité mais qui n’est pas suffisante. La conjecture
de Liou, qui dit qu’une condition suffisante pour la C-stabilité d’un schéma est que le flux de
masse soit indépendant du gradient de pression, favorise également la C-stabilité. Pourtant, sa
preuve n’est pas faite et des contre-exemples, comme les schémas AUSM+ et EIM, la restreignent
aux schémas C-précis. De même, la relation de Sanders et al. entre les schémas strictement décen-
trés et le carbuncle n’est pas prouvée. La relation d’équivalence entre l’apparition du carbuncle
et la conservation des discontinuités de contact, proposée parallèlement par Gressier et al. et par
de Pandolfi et al., est infirmée par certains résultats. Les schémas RoeM2 et M-AUSMPW+ semblent
être C-stable et C-précis. Il n’existe pas encore de propriété qui permette efficacement de définir
un schéma qui ne produise pas de carbuncle.

Les analyses de stabilité, qui seront développées plus tard (Chap. 4), donnent des indica-
tions importantes sur le phénomène mais aucune n’est totalement satisfaisante. Le couplage des
perturbations de masse volumique et de pression, avec un profil en dent de scie, est une voie pro-
metteuse dans la compréhension du phénomène. La majorité des analyses de stabilité actuelles
ne font que retrouver l’instabilité de ce mode, sans pouvoir dire si d’autres modes existent et
quels sont-ils.

Les applications d’écoulements qui présentent des interactions de chocs entre eux ou entre
des chocs et des couches limites sont des cas limitants pour les méthodes numériques. La plupart
des schémas sont trop diffusifs pour représenter de manière correcte et précise les phénomènes
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intenses qui interviennent. Lorsque les schémas sont précis, ils sont sujets à des anomalies comme
le carbuncle. Les corrections qui font intervenir un ajout de dissipation dégradent la précision
du schéma d’origine. Elles introduisent trop de dissipation numérique pour espérer avoir une
bonne résolution des discontinuités de contact et des couches limites en écoulement de fluide
réel, ou alors ces corrections sont trop compliquées à mettre en application et sont dépendantes
des problèmes étudiés. Un recensement des corrections existantes est fait dans la suite (Chap. 6).
Lorsque la dissipation ajoutée est localisée dans la zone du choc, les senseurs de choc utilisés sont
choisis pour des configurations simples. Pour les configurations présentant des interactions de
choc ou des interactions choc/couche limite, ces senseurs ne sont plus aussi judicieux et peuvent
dégrader la précision du résultat, voire affecter la topologie de la solution.

L’étude du carbuncle permet de mieux le comprendre et de développer des méthodes pour
l’éliminer sans ajout de dissipation. La compréhension et l’élimination “propre” du carbuncle
permet à son tour de mieux calculer et de mieux comprendre les écoulements complexes et les
instabilités de choc réelles.



Chapitre 2

Études analytique et expérimentale des
instabilités de choc

Le premier chapitre a défini le phénomène du carbuncle. Cette instabilité de choc a été étudiée
principalement d’un point de vue numérique. Pour la majorité des personnes qui ont étudié le
sujet, c’est une anomalie numérique qu’il faut éliminer en ajoutant suffisamment de dissipation
dans les schémas. Pourtant, des résultats récents semblent montrer que ce phénomène, qui ne
s’exprime que dans les calculs numériques, a une origine dans les équations de la dynamique des
gaz et également une existence physique observable expérimentalement. Le but de ce chapitre
est de présenter une étude analytique et une étude expérimentale sur les instabilités de choc afin
de les comparer au carbuncle.

La première partie présente une étude analytique de la stabilité des ondes de choc dans le
cadre des équations continues de la dynamique des gaz (Sec. 2.1) et sa comparaison avec le
carbuncle. La seconde partie traite des expériences sur les méthodes de déstabilisation des chocs
(Sec. 2.2). À l’origine, ces expériences ont pour but de développer des méthodes pour réduire
la traînée d’engins évoluant à grande vitesse, en perturbant les chocs forts qui se développent
devant les corps. Ici, l’intérêt portera sur la comparaison entre les écoulements engendrés par
ces méthodes et la topologie du carbuncle. Enfin, une synthèse sur la comparaison entre l’étude
théorique, l’étude expérimentale et le carbuncle (Sec. 2.3) permet d’ouvrir des perspectives sur
l’origine de ce phénomène.
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2.1 Étude de stabilité des équations continues des chocs

Majda, en 1983[61], a étudié la stabilité linéaire des ondes de choc multidimensionnelles pour
des lois de conservations hyperboliques. Il a pris en compte la déformation de la surface du choc
et son interaction avec les conditions aux limites de chaque côté du choc. Il a montré que, pour
un fluide qui obéit à la loi d’état des gaz parfaits isentropiques ou polytropiques, les ondes de
choc planes sont uniformément stables.

Plus récemment, Robinet et al. ont étudié en 2000[79] la relation entre la stabilité des ondes
de choc et le phénomène du carbuncle. L’étude porte sur un choc droit qui se déplace dans
un conduit dont le fluide est initialement au repos1. Le vecteur d’état instantané du système q
(Equ. 2.1) est décomposé entre un état moyen constant q̄ (Equ. 2.2) et des petites fluctuations
qf (Equ. 2.3). La linéarisation des équations d’Euler permet alors d’étudier la stabilité du choc.
Robinet et al. ont trouvé un mode instable pour les perturbations (Equ. 2.4) qui est solution des
équations d’Euler linéarisées. Ce mode n’existe que dans la partie aval du choc (x > 0, indicé 1)
et vérifie les conditions limites à l’infini aval (x → +∞) et sur les bords du conduit (y = ±h).

q (x, y, t) = q̄ + qf (x, y, t) (2.1)

q̄ =
[
T̄ , ρ̄, Ū , V̄

]T (2.2)

qf (x, y, t) = q̃eı(kxx+kyy−ωt) + complexe conjugué (2.3)

qf (x, y, t) =
[
Ĉ2V̂2e

−kyx +
(
Ĉ3 + ıxĈ4

)
V̂3e

−kyx + Ĉ4V̂4e
−kyx

]
eı(kyy−ωt) (2.4)

avec,
ω = ıkyŪ1 , ky ∈ N (2.5)
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T̄1
, 0, 0

]T

, V̂3 = [0, 0, 1,−ı]T , V̂2 =

[
ıŪ1

rky
, 0,

1

ky
,−1 + ı

ky

]T

(2.6)

Une erreur de calcul2 lors de l’insertion de ce mode dans les relations de Rankine-Hugoniot
linéarisées a conduit les auteurs à déduire que ce mode pouvait coexister avec la présence d’un
choc. Ce “mode instable” est d’autant plus surprenant qu’il n’existe que pour un nombre de Mach
précis (Equ. 2.7) qui dépend du rapport des chaleurs spécifiques γ pour le nombre de Mach amont
M0c et qui est constant pour le nombre de Mach aval M1c. L’expression des perturbations (Equ.

2.8) qui en résulte montre que les perturbations de vitesse tangentielle sont continues à travers
le choc contrairement aux autres perturbations. Coulombel et al.[16] ont démontré que ce “mode
instable” n’existait pas et que l’insertion de ce mode dans les relations de Rankine-Hugoniot
linéarisées conduit à des constantes Ĉ2, Ĉ3, Ĉ4 nulles. Ce “mode instable” ne peux pas coexister
avec un choc. Il n’en reste pas moins qu’il est solution des équations d’Euler linéarisées et que la
comparaison avec les calculs numériques sur le test de Quirk est très satisfaisante[79] (Fig. 2.1).

M̄0c =

√
5 + γ

3 − γ
, M̄1c =

√
1

3
(2.7)

pf = κpe
−ky(x−Ū1t)eıkyy

uf = κu (1 + kyx) e−ky(x−Ū1t)eıkyy

vf = κvkyxe−ky(x−Ū1t)eıkyy

(2.8)

1l’équivalent du test de Quirk pour les équations continues.
2Erreur due au traitement du logarithme complexe par le logiciel Maple, alors que le logiciel Mathematica

donne le bon résultat.
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avec,

κp = −κ1ρ̄1Ū1 , κu = −κ1 , κv = ıκ1 , κ1 =
2
(
Ū1 − Ū0

)
kyX

(2γ − 1) M̄2
1 + 3

(2.9)

où X est l’amplitude des oscillations du choc
Le choc instationnaire du test de Quirk est capturé sur plusieurs cellules lors des calculs. Le

maillage est séparé en trois zones.

1. L’amont du choc où le fluide est au repos.

2. L’aval du choc où le fluide est en mouvement et qui satisfait les relations de Rankine-
Hugoniot pour un choc droit instationnaire (Sec. A.3).

3. Les états intermédiaires du choc qui servent au schéma numérique à capturer correctement
le choc pour que celui-ci ait la bonne vitesse de propagation.

Ces états intermédiaires dépendent du schéma numérique mais qui ne satisfont pas les relations de
Rankine-Hugoniot, ni avec l’amont, ni avec l’aval du choc. La résolution numérique des équations
d’Euler discrétisées ne fait plus apparaître directement les relations de Rankine-Hugoniot et le
mode instable de Robinet et al. a donc la possibilité de s’exprimer. Ce mode se développerait à
l’aval du choc et s’amplifierait jusqu’à la déstabilisation complète de l’écoulement si le schéma
n’avait pas assez de dissipation numérique pour l’amortir.

Fig. 2.1 – Comparaison numérique/théorie de la vitesse transversale du “mode instable” de
Robinet et al.[79]
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2.2 Étude expérimentale de déstabilisation des chocs

La stabilité des ondes de choc et plus particulièrement les méthodes pour les déstabiliser
est un sujet crucial dans le développement d’engins supersoniques ou hypersoniques. En effet,
un choc fort entraîne une grande traînée d’onde et de forts transferts de chaleur. La traînée
d’onde est pénalisante pour les véhicules évoluant à très grande vitesse, comme des avions de
transport supersoniques du futur ou des missiles balistiques. Les flux de chaleur élevés sont
dangereux pour les navettes et les sondes de rentrée atmosphérique qui risquent de brûler ou
d’être fortement endommagées lors de leur freinage dans l’atmosphère. Pour ces raisons, des
études visant à diminuer les efforts créés par les ondes de choc ont été entreprises dès le début
des vols supersoniques. Rapidement, il a été démontré qu’en déformant le choc fort pour créer
un réseau de chocs faibles et une zone de recirculation, la traînée et les flux de chaleur sont
largement diminués. Mais des effets instationnaires peuvent apparaître et le résultat final peut
être pire que le phénomène d’origine.

Musset[67] compare la topologie du carbuncle avec celles des écoulements créés par différentes
méthodes de réduction de traînée par déstabilisation du choc et remarque des similitudes fortes
entre elles. Dans tous les cas, le choc de tête est déformé et une zone de recirculation se forme
devant le nez du corps. La transformation du choc fort en choc faible et la zone de recirculation
provoquent alors une forte réduction de traînée et de flux de chaleur. Ce chapitre va traiter des
différentes études expérimentales sur les méthodes de réduction de traînée par déstabilisation de
choc et de leur comparaison avec le carbuncle qui se développe sur un cylindre. Les méthodes
principales de réduction de traînée sont au nombre de quatre :

1. les méthodes mécaniques avec l’ajout d’une pointe sur le corps (spike),

2. les méthodes dynamiques avec l’éjection d’un jet de fluide chaud ou froid à contre-courant
de l’écoulement au point d’arrêt (jet-spike),

3. les méthodes énergétiques avec un dépôt d’énergie en amont du choc par différents moyens
technologiques (energy-spike),

4. les méthodes impulsionnelles avec l’éjection de particules de poussière au point d’arrêt
(dust-spike).

2.2.1 Méthodes mécaniques

L’utilisation d’une pointe pour réduire la traînée d’onde en déstabilisant le choc est la méthode
la plus simple à mettre en oeuvre. Il suffit d’ajouter une pointe sur l’avant du corps et face à
l’écoulement (Fig. 2.2) pour que le choc fort se déforme et donne lieu à un choc faible oblique qui
prend son origine sur l’extrémité de la pointe. Le choc fort est perturbé de manière significative
et les réductions de traînée et de flux de chaleur sont importantes. Le phénomène apparaît même
avec une pointe très fine. La topologie de l’écoulement engendré est proche de celle du carbuncle
qui se développe sur un cylindre, surtout quand la pointe est très fine.

Bibliographie :

De nombreuses études expérimentales et numériques ont permis de caractériser cette per-
turbation du choc créée par la présence d’une pointe et de définir les paramètres influents des
écoulements engendrés.

Mair en 1952[60] est l’un des premiers à étudier l’influence d’une pointe sur l’écoulement autour
d’un cylindre à face plate. Il observe des écoulements oscillants et des zones de recirculation
pour différents nombres de Mach.
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Stalder & Nielsen en 1954[86] se sont attachés à étudier l'écoulement autour d'un cylindre
à face hémisphériquemuni d'une pointe (Fig. 2.2) pour en déduire l'e�et sur les �ux de
chaleur. Le nombre de Mach de l'écoulement varie de 0;12 à 5;04 et le nombre de Reynolds3

est compris entre 1;55 � 105 et 9;85 � 105. Le rapport entre la longueur de la pointe et le
diamètre du cylindre L=D varie entre 0;5 et 2. Les �ux de chaleurs observésaugmentent
localement à l'avant du corps mais diminuent globalement, la traînée étant pour sa part
diminuée.

(a) L=D = 0;5 � M 1 = 2;67 � ReD = 7;09 � 105 (b) L=D = 1;5 � M 1 = 2;67 � ReD = 7;09 � 105

(c) L=D = 0;75 � M 1 = 2;67 � ReD = 2;9 � 105 (d) L=D = 0;5 � M 1 = 2;67 � ReD = 2;9 � 106

Fig. 2.2 � Observation de la perturbation d'un choc engendréepar une pointe sur un cylindre à
facehémisphériquepar Stalder & Nielsen[86]

Bogdono� & Vas en 1958[13] ont fait desexpérienceset desobservations similaires à cellesde
Mair mais en utilisant de l'hélium à un nombre de Mach de 14 et un nombre de Reynolds
de 3;6� 105. Les observations montrent que dans le casd'un cylindre à faceplate la pointe
diminue e�cacement les �ux de chaleur sur la facedu cylindre. Dans le casd'un cylindre à
facehémisphérique,la présenced'une pointe diminue les �ux de chaleurs globaux mesurés
si le rapport L=D est supérieur à 1 tandis que ces�ux sont augmentés lorsquela pointe est
trop petite. Cesobservationsmettent en évidence l'importance du rapport de la tail le de la
pointe sur le diamètre du cylindre.

Cra wford en 1959[17] a étudié l'e�et d'une pointe sur un cylindre à face hémisphériqueà un
nombre de Mach de 6;8 et un nombre de Reynoldsvariant de 1;2 � 105 à 1;5 � 106 lorsque
la couche limite est laminaire ou turbulente. Il a observé que quelque soit la taille de la

3Le nombre de Reynolds de toutes les expérienceset calculs numériques de ce chapitre est basésur le diamètre
du cylindre : ReD = U D

� .










































































































































































































































































































































































































































































































































