
 

 

 
 

 

 

 

 

Développement d'une approche de type LES  

pour la simulation d'écoulements diphasiques avec interface.  

Application à l'atomisation primaire 

 

Alors que la simulation aux grandes échelles (L.E.S.) des écoulements monophasiques est 

largement répandue même dans le monde industriel, ce n'est pas le cas pour la L.E.S. 

d'écoulements diphasiques avec interface (c'est-à-dire d'écoulements où les deux phases 

liquide et gazeuse sont séparées par une interface). La difficulté majeure réside dans le 

développement de modèles de sous-maille adaptés au caractère diphasique de 

l'écoulement. Le but de ce travail est de générer une base D.N.S. dans le cadre 

d'écoulements diphasiques turbulents avec interface pour comprendre les interactions entre 

les petites échelles turbulentes et l'interface. Les différents termes sous-maille proviendront 

d'une analyse a priori de cette base D.N.S. Pour mener à bien ce travail, différentes 

techniques numériques sont testées et comparées dans le cadre de configurations 

turbulentes où de grandes déformations interfaciales apparaissent. Puis, l'interaction 

interface/turbulence est étudiée dans le cadre où les deux phases, séparées par une 

interface largement déformée, sont résolues par une approche D.N.S. La configuration 

retenue est l'interaction entre une nappe initialement plane et une T.H.I. libre. Les rapports 

de densités et de viscosités sont fixés à 1 pour se concentrer sur l'effet du coefficient de 

tension de surface. Une étude paramétrique sur le nombre de Weber  est menée. 

Finalement, un filtrage a priori de la base D.N.S. est réalisé et les termes sous-maille qui en 

découlent sont comparés les uns aux autres. 

 

Mots-clés : CFD, incompressible, diphasique, écoulements avec interface, DNS, interaction 

interface/turbulence, filtrage LES, analyse a priori. 

 

A large eddy simulation (LES) approach for interfacial multiphase flows. 

Application to primary atomization 

 

Whereas Large Eddy Simulation (L.E.S.) of single-phase flows is already widely used in the 

CFD world, even for industrial applications, L.E.S. of two-phase interfacial flows, i.e. two-

phase flows where an interface separates liquid and gas phases, still remains a challenging 

task. The main issue is the development of subgrid scale models well suited for two-phase 

interfacial flows. The aim of this work is to generate a detailed D.N.S. database of 

incompressible two-phase interfacial flows in order to clearly understand interactions 

between small turbulent scales and the interface separating the two phases. The different 

subgrid scale terms derive from an a priori analysis of this D.N.S. database. To do this, 

different numerical techniques are firstly compared to find which methods are well adapted 

to deal with turbulent configurations where large interfacial deformations occur. Then, the 

interface/turbulence interaction is studied in the configuration where the interface is widely 

deformed and where both phases are resolved by D.N.S. The interaction between an initially 

plane interface and a freely decaying homogeneous isotropic turbulence (H.I.T.) is studied. 

The densities and viscosities are the same for  both phases  in order to focus on the effect 

of the surface tension coefficient. A parametric study based on the Weber number is 

performed. Finally, an a priori study is carried out where the different subgrid scale terms 

derive from the filtering of the D.N.S. database. 

 

Keywords : CFD, incompressible, multiphase, interfacial flows, DNS, interface/turbulence 

interaction, LES filtering, a priori analysis. 
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Résumé/Abstract

Alors que la simulation aux grandes échelles (L.E.S.) des écoulements monophasiques
est largement répandue même dans le monde industriel, ce n’est pas le cas pour la L.E.S.
d’écoulements diphasiques avec interface (c’est-à-dire d’écoulements où les deux phases li-
quide et gazeuse sont séparées par une interface). La difficulté majeure réside dans le dévelop
pement de modèles de sous-maille adaptés au caractère diphasique de l’écoulement. Le but
de ce travail est de générer une base D.N.S. dans le cadre d’écoulements diphasiques tur-
bulents avec interface pour comprendre les interactions entre les petites échelles turbulentes
et l’interface. Les différents termes sous-maille proviendront d’une analyse a priori de cette
base D.N.S. Pour mener à bien ce travail, différentes techniques numériques sont testées et
comparées dans le cadre de configurations turbulentes où de grandes déformations interfa-
ciales apparaissent. Puis, l’interaction interface/turbulence est étudiée dans le cadre où les
deux phases, séparées par une interface largement déformée, sont résolues par une approche
D.N.S. La configuration retenue est l’interaction entre une nappe initialement plane et une
T.H.I. libre. Les rapports de densités et de viscosités sont fixés à 1 pour se concentrer sur
l’effet du coefficient de tension de surface. Une étude paramétrique sur le nombre de Weber
We est menée. Finalement, un filtrage a priori de la base D.N.S. est réalisé et les termes
sous-maille qui en découlent sont comparés les uns aux autres.

Whereas Large Eddy Simulation (L.E.S.) of single-phase flows is already widely used in
the CFD world, even for industrial applications, L.E.S. of two-phase interfacial flows, i.e.
two-phase flows where an interface separates liquid and gas phases, still remains a chal-
lenging task. The main issue is the development of subgrid scale models well suited for
two-phase interfacial flows. The aim of this work is to generate a detailed D.N.S. data-
base of incompressible two-phase interfacial flows in order to clearly understand interactions
between small turbulent scales and the interface separating the two phases. The different
subgrid scale terms derive from an a priori analysis of this D.N.S. database. To do this,
different numerical techniques are firstly compared to find which methods are well adapted
to deal with turbulent configurations where large interfacial deformations occur. Then, the
interface/turbulence interaction is studied in the configuration where the interface is widely
deformed and where both phases are resolved by D.N.S. The interaction between an initially
plane interface and a freely decaying homogeneous isotropic turbulence (H.I.T.) is studied.
The densities and viscosities are the same for both phases in order to focus on the effect
of the surface tension coefficient. A parametric study based on the Weber number (We) is
performed. Finally, an a priori study is carried out where the different subgrid scale terms
derive from the filtering of the D.N.S. database.
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Merci aussi à tous ceux qui m’ont soutenu et aux personnes que j’ai rencontrées : ma
famille, Pascale, les potes du Toulouse triathlon, ...
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11.1 Le problème du filtrage classique en présence d’une discontinuité

Le filtre porte

Le filtre porte est défini de la façon suivante :

G(x− x′) =
sin (kc(x− x′))

kc(x− x′)
avec kc = π/∆

et a pour fonction de transfert :

Ĝ(k) =

{
1 si |k| ≤ kc

0 sinon

Cette fois-ci, le filtre porte est localisé en fréquence mais pas en espace (le support n’est pas
compact en espace). Donc le filtre porte est nécessairement tronqué lors d’une discrétisation
numérique sur un domaine de calcul compact. Cette tronquature a des répercussions sur la
fonction de transfert du filtre et sur sa localisation fréquentielle.

11.1.2 Contribution sous-maille du saut lié à la discontinuité

Cette partie s’inspire très largement de l’article de Sagaut [123]. Soit u une variable
turbulente définie dans un espace Ω lui-même divisé en deux sous-espaces Ω0 et Ω1. Les deux
sous-espaces sont séparés l’un de l’autre par la frontière Γ. La variable u oscille autour d’une
valeur moyenne U0 dans Ω0 et U1 dans Ω1, de telle sorte qu’on peut écrire :

u(x, t) =

{
u0(x, t) = U0(t) + u′′0(x, t) x ∈ Ω0

u1(x, t) = U1(t) + u′′1(x, t) x ∈ Ω1

où u′′0(x, t) et u′′1(x, t) représentent respectivement les fluctuations turbulentes de u dans Ω0

et Ω1. On applique alors à u le filtrage classique représenté par l’équation (11.1).

u(x) =

∫

Ω

G(x − x′)u(x′) dx′

On a alors :

u(x) =

∫

Ω0

G(x − x′)(U0 + u′′0(x
′)) dx′ +

∫

Ω1

G(x − x′)(U1 + u′′1(x
′)) dx′

= U0

∫

Ω0

G(x − x′) dx′ +

∫

Ω0

G(x − x′)u′′0(x
′) dx′

+ U1

∫

Ω1

G(x − x′) dx′ +

∫

Ω1

G(x − x′)u′′1(x
′) dx′

= [U ]

∫

Ω1

G(x − x′) dx′

︸ ︷︷ ︸
I

+U0

+

∫

Ω0

G(x − x′)u′′0(x
′) dx′ +

∫

Ω1

G(x − x′)u′′1(x
′) dx′

︸ ︷︷ ︸
II
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Chapitre 11. Filtrage des équations conditionné par la phase

où [U ] désigne le saut de la valeur moyenne à travers l’interface [U ] = U1 − U0. Le terme I
ne dépend pas de la fluctuation turbulente u′′i , i = 0, 1, mais seulement de la discontinuité
du champ moyen. La fluctuation sous-maille u′(x, t) = u(x, t) − u(x, t) est alors égale à :

u′(x, t) =





u′′0(x, t) − II − [U ]

∫

Ω1

G(x − x′) dx′ x′ ∈ Ω0

u′′1(x, t) − II + [U ]

∫

Ω1

G(x − x′) dx′ x′ ∈ Ω1

(11.2)

Ainsi, le saut du champ moyen apparâıt en tant que contribution dans la définition de la
fluctuation sous-maille. La contribution du saut dans la fluctuation peut dominer la partie
turbulente de la fluctuation sous-maille, ce qui invalide les modèles LES utilisés qui supposent
que les fluctuations sous-mailles sont d’origine turbulente. Nous retrouvons ce problème pour
le filtrage de la pression qui est discontinue à la traversée de l’interface, ou bien pour le filtrage
des termes visqueux dont la dérivée est discontinue à travers l’interface (φ = 0).

Afin d’éviter d’inclure le saut de la variable moyenne dans la fluctuation sous-maille, nous
proposons d’utiliser un filtrage conditionné par la phase.

11.2 Filtrage des équations conditionné par la phase

On considère un domaine Ω divisé en deux sous-domaines Ω1 et Ω2 :
{

Ω = Ω1 + Ω2

Ω1 ∩ Ω2 = ∅

Le sous-domaine Ωk définit la phase k. A partir des noyaux G définis dans le cas du filtrage
volumique, on définit la fraction volumique filtrée conditionnée par la phase k par :

θk(x, t) =

∫

Ωk

G(x − x′) dx′

θ1 et θ2 vérifient θ1 + θ2 = 1. Alors, le filtrage · φ conditionné par la phase k est défini par
[65, 43] :

ψk(x, t)
φ

=
1

θk(x, t)

∫

Ωk

G(x − x′)ψk(x
′, t) dx′ (11.3)

Le point de départ est les équations de Navier-Stokes écrites sous leur forme conservative
et vérifiées dans chacune des phases k (k = 1 et 2). Si uk et Tk désignent respectivement
la vitesse et le tenseur des contraintes dans la phase k, alors le système d’équations qu’on
considère est le suivant :

∇ · (ρkuk) = 0

∂

∂t
(ρkuk) + ∇ · (ρkuk ⊗ uk) = ∇ · Tk

(11.4)

où g = 0 ici. Ce sytème est écrit de la façon compacte suivante :

∂

∂t
(ρkψk) + ∇ · (ρkψkuk) = −∇ · Jk (11.5)
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11.2 Filtrage des équations conditionné par la phase

C’est l’équation (11.5) qui va être filtrée à partir de (11.3). Pour commuter la dérivée tem-
porelle avec l’opération de filtrage, on applique la règle de Leibniz :

∂

∂t

∫

Ωk(t)

ρkGψk dx
′ =

∫

Ωk(t)

∂

∂t
(ρkGψk) dx

′ +

∮

∂Ωk(t)

Gρkψk(u
I · eI

n,k) dx
′

où uI et eI
n,k représentent la vitesse de l’interface et le vecteur unitaire normal à l’interface

(dirigé vers l’extérieur de ∂Ωk(t)). Ainsi, le filtrage conditionné par la phase de l’équation
(11.5) aboutit à (voir [21] pour le détail des calculs) :

∂

∂t
(θkρkψk

φ
)+∇·(θkρkψkuk

φ
)+∇·(θkρkjk

φ
) = −

∮

∂Ωk

Gρkψk(uk−uI)·eI
n,k dx

′−
∮

∂Ωk

Gρkjk·eI
n,k dx

′

ρk

(
uk − uI

)
· eI

n,k représente le taux de transfert de masse interfacial. Dans notre cas, ce
terme est nul. L’équation précédente se réécrit alors :

∂

∂t
(θkρkψk

φ
) + ∇ · (θkρkψkuk

φ
) + ∇ · (θkρkjk

φ
) = −

∮

∂Ωk

Gρkjk · eI
n,k dx

′

En utilisant la moyenne de Favre définie par ρφψ̃φ = ρψ
φ
, et en définissant le tenseur sous-

maille ainsi : τk = θkρk
φψ̃φũk

φ − θkρkψkuk
φ
, on obtient les équations de la LES :

∂

∂t
(θkρk

φψ̃k

φ
) + ∇ · (θkρk

φψ̃k

φ
ũk

φ
) −∇ · τk + ∇ · (θkρk

φj̃k
φ
) = −

∮

∂Ωk

Gρkjk · eI
n,k dx

′

Et finalement, les équations LES pour la conservation de la masse et de quantité de mouve-
ment s’écrivent :

∇ ·
(
θkρk

φũk
φ
)

= 0

∂

∂t
(θkρk

φũk
φ
) + ∇ · (θkρk

φũk
φ ⊗ ũk

φ
) −∇ · τk −∇ · (θkTk

φ
) = −

∮

∂Ωk

GρkTk · eI
n,k dx

′

(11.6)
On définit un filtrage surfacique conditionné par la phase ainsi :

(ψk(x, t))s =

∮
∂Ωk

ψk(x
′, t)G(x′ − x) dx′

∮
∂Ωk

G(x′ − x) dx′

Le dénominateur de la formule précédente peut être réinterprété grâce aux paramètres
géométriques du domaine [65] :

∮

∂Ωk

G(x′ − x) dx′ =
θkAk

Vk

avec Ak et Vk les aires et volumes occupés par la phase k à l’instant t. Alors l’équation (11.6)
se réécrit finalement :

∇ ·
(
θkρk

φũk
φ
)

= 0

∂

∂t
(θkρk

φũk
φ) + ∇ · (θkρk

φũk
φ ⊗ ũk

φ) −∇ · τk −∇ · (θkTk
φ
) = −

(
Tk · eI

n,k

)
s

θkAk

Vk

(11.7)
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Chapitre 11. Filtrage des équations conditionné par la phase

avec τk = θkρk
φũk

φ ⊗ ũk
φ − θkρkuk ⊗ uk

φ
. Pour l’équation de quantité de mouvement, le

second membre est un terme de couplage inter-phase qu’il faut fermer. Une fois ce terme et
le tenseur τ modélisés, les équations de la LES sont fermées. On pose :

λk = (Tk)s ·
(
eI

n,k

)
s
−
(
Tk · eI

n,k

)
s

et le système précédent 11.7 devient :

∇ ·
(
θkρk

φũk
φ
)

= 0

∂

∂t
(θkρk

φũk
φ
) + ∇ · (θkρk

φũk
φ ⊗ ũk

φ
) −∇ · τk −∇ · (θkTk

φ
) = −

[
(Tk)s ·

(
eI

n,k

)
s
− λk

] θkAk

Vk

(11.8)
Le tenseur Tk se décompose ainsi :

Tk = −pkI + µk

(
∇uk +T ∇uk

)

Alors le tenseur sous-maille lié au couplage inter-phase λk fait intervenir deux contributions :

λk = λ
press
k + λvisc

k

où : 



λ
press
k = (pkI)s ·

(
eI

n,k

)
s
−
(
pkI · eI

n,k

)
s

λvisc
k = µk

(
(∇uk)s + (T∇uk)s

)
·
(
eI

n,k

)
s
−
(
µk (∇uk +T ∇uk) · eI

n,k

)
s

Nous n’avons pas intégré le gradient surfacique dans nos calculs et nous supposons ici que
(∇uk)s = ∇s(uk)s où ∇s est l’opérateur gradient surfacique.

11.3 Filtrage de l’équation d’advection de la level-set

On rappelle l’équation d’advection de la fonction level-set φ :

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = 0

La fonction level-set étant parfaitement continue ainsi que le champ de vitesses (même à la
traversée de l’interface), le problème du filtrage conditionné par la phase ne se pose pas ici
et l’équation d’advection de φ peut être filtrée par un filtre volumique classique. Il apparâıt
alors un terme sous-maille que l’on note τφ.

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = τφ (11.9)

avec τφ = u · ∇φ− u · ∇φ.
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Chapitre 12

Filtrage a priori des DNS
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Dans le chapitre précédent, nous avons introduit le filtrage conditionné par la phase pour
les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Il en ressort des
termes de sous maille :

– τk qui est le terme de sous-maille issu du filtrage du terme non linéaire. On retrouve
ce terme en monophasique et sa modélisation LES fait l’objet d’une littérarture très
vaste. Nous testerons des modèles de la littérature pour appréhender les limites de ces
modèles lors de leur application dans le domaine diphasique.

– λk qui est issu des termes de couplage entre les deux phases. Ce terme est spécifique
au caractère diphasique. λk peut être décomposé en deux contributions λ

press
k et λvisc

k

liées au saut du tenseurs des contraintes à l’interface. λ
press
k est le terme sous-maille lié

au saut de pression, alors que λvisc
k est lié au saut visqueux. La contribution sous-maille

du vecteur normal à l’interface se répercute dans λ
press
k et λvisc

k .
Nous allons utiliser les DNS précédemment calculées pour réaliser un filtrage a priori et
comparer les différents termes sous-maille selon leur amplitude.

12.1 Paramètres du filtrage

Le système d’équation 11.8 est considéré pour filtrer les équations. Le noyau G retenu
est le filtre bôıtre donné par (en 1D) :

G(x− ξ) =





1

∆
si |x− ξ| ≤ ∆

2

0 sinon

où ∆ est la longueur de coupure. Dans nos calculs, ∆ prend trois valeurs distinctes ∆ = 3∆x,
∆ = 5∆x et ∆ = 7∆x.

Si ||∇ · τk||, ||λpress
k || et ||λvisc

k || désignent respectivement les normes de ∇ · τk, λ
press
k et

λvisc
k , alors conformément à la définition 9.3 page 160, on étudiera les grandeurs< ||∇·τk|| >φ,
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Chapitre 12. Filtrage a priori des DNS

< ||λpress
k || >φ et< ||λvisc

k || >φ. Ces grandeurs sont adimensionnées par le maximum du terme

convectif résolu, à savoir ||∇ · (θkρk
φũk

φ ⊗ ũk
φ
)||∞, comme dans Vincent et al. [163].

L’étude de ce paragraphe se concentre donc sur l’étude des termes suivants que nous
noterons T1, T2 et T3 :





T1 ≡
< ||∇ · τk|| >φ

||∇ · (θkρk
φũk

φ ⊗ ũk
φ
)||∞

T2 ≡
< ||λpress

k || >φ

||∇ · (θkρk
φũk

φ ⊗ ũk
φ
)||∞

θkAk

Vk

T3 ≡
< ||λvisc

k || >φ

||∇ · (θkρk
φũk

φ ⊗ ũk
φ
)||∞

θkAk

Vk

12.2 Filtrage a priori et résultats

Les figures 12.1 et 12.2 représentent les trois termes de sous-maille explicités juste aupara-
vant. Pour ces figures, ∆ = 7∆x et une comparaison est effectuée entre différents nombres de
Weber. Deux temps de simulations ont été retenus : t/Te = 5 correspond à un temps court
où les déformations de l’interface n’engendrent pas des courbures trop importantes (sauf
pour les plus grands We). t/Te = 13 est un temps plus avancé où l’interface est fortement
déformée avec de fortes courbures (voir la figure 9.2 page 157) par exemple. Nous n’avons
pas représenté de temps plus longs. En effet, aux grands temps, le niveau de turbulence n’est
plus suffisant pour aboutir à des conclusions intéressantes sur le terme T1. Les termes T2 et T3

restent forts à cause des contributions sous-maille du vecteur normal qui sont importantes.
En revanche, l’amplitude de T1 diminue avec le niveu global de turbulence. C’est pourquoi
nous nous sommes restreints à des temps modérés. Sur les figures 12.1 et 12.2 les termes de
sous-maille sont représentés en fonction de φ/∆.

Pour tous les We, on retrouve les résultats du monophasique loin de l’interface (φ/δ >>
1). En effet, les termes T2 et T3 liés au couplage inter-phase sont nuls et on retrouve une
valeur constante pour T1 pour φ/∆ > 1. Cette valeur est indépendante du coefficient de
tension de surface et vaut environ 10% et 5% du terme convectif résolu pour respectivement
t/Te = 5 et t/Te = 13.

Notre intéret se porte alors sur
∣∣ φ

∆

∣∣ < 1. Pour le temps court t/Te = 5, on isole deux types
de comportement en fonction du nombre de Weber. Pour We = 110, 63, 19 le terme sous-
maille T2 est localement plus fort que T1 dans un voisinage autour de l’interface de largeur
∆. Cette tendance est d’autant plus vraie que We est grand, c’est-à-dire lorsque le coefficient
de tension de surface est petit. Si on s’intéresse à la figure 9.2 page 157 qui représente
l’isosurface φ = 0 (c’est-à-dire l’interface) à t/Te = 5, on remarque que les courbures sont
d’autant plus fortes queWe est grand. En effet, au départ quand l’interface est très faiblement
déformée, les forces capillaires sont moindre à grand nombre de Weber, ce qui autorise de
fortes déformations avec de fortes courbures. Une fois les courbures locales fortes, la force
de tension de surface peut devenir forte. Ainsi, à grand We, les fluctuations sous-maille du
vecteur normal à l’interface sont plus importantes car l’interface est plus fortement déformée.
Ce sont les contributions sous-mailles dues à eI

n,k qui rendent T2 prédominant pour les forts
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Figure 12.1 – Comparaison des termes sous-mailles τk, λ
press
k et λvisc

k . Tous les termes sont
normalisés par le maximum de la norme du terme inertiel résolu. (1/2)
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Figure 12.2 – Comparaison des termes sous-mailles τk, λ
press
k et λvisc

k . Tous les termes sont
normalisés par le maximum de la norme du terme inertiel résolu. (2/2)
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We, bien que le coefficient de tension de surface soit faible. Alors, la contribution sous-maille
de eI

n,k est plus importante que l’effet propre du coefficient de surface. Ainsi, un modèle pour
T2 devra forcément dépendre de la configuration locale et devra s’adapter à la topologie de
l’interface. Toujours pour le temps court t/Te = 5, les cas We = 2 et We = 0.2 sont différents.
Le terme prédominant à l’interface est ici T1. Pour le cas We = 0.2, le terme T2 est même
négligeable devant T1. Ceci est à relier avec la figure 9.2 page 157. Pour We = 0.2 l’interface
est déformée uniquement par les ondes de surface et ainsi la contribution sous-maille de eI

n,k

est pratiquement nulle, ce qui explique que T2/T1 << 1. Encore une fois, ceci confirme que
c’est bien la partie non-résolue de eI

n,k qui pilote le terme interfacial T2, et non pas la valeur
du coefficient de tension de surface. En effet, We = 0.2 correspond au cas où le coefficient
de tension de surface σ est le plus fort, mais où la contribution sous-maille de eI

n,k est la
plus faible (très faible déformation de l’interface). On retrouve cette tendance dans [163].
Ainsi, un modèle pour T2 devra intégrer la dynamique de l’interface (à travers la courbure
par exemple).

Pour le temps plus long t/Te = 13, les tendances observées au temps t/Te = 5 se
confirment. Pour les forts nombres de Weber (110, 63 et 19), T1 diminue avec la décroissance
globale de l’énergie cinétique turbulente. En revanche, T2 reste fort et augmente même pour
le cas We = 19 par rapport à t/Te = 5. En effet, pour les trois Weber les plus forts, l’interface
est de plus en plus divisée avec le temps et la surface est plus grande, ce qui augmente la
contribution de Ak et explique l’augmentation de T2. Pour We = 2, T2 devient le terme domi-
nant par rapport à T1 à t/Te = 13. La contribution sous-maille de eI

n,k devient alors suffisante
pour imposer une forte valeur à T2. En revanche, pour We = 0.2, T2 reste négligeable par
rapport à T1, ce qui est en accord avec la figure 9.2 page 157 qui montre que l’interface reste
faiblement déformée.

Pour ce qui est du terme T3, sa contribution est la plus faible parmi les trois termes. T3

reste toujours plus petit que T1. L’amplitude de T3 ne dépend pas du We comme le terme
T2. Nous négligerons sa contribution par la suite.
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La simulation aux grandes échelles permet de réduire le degré de liberté des équations
en ne résolvant que les échelles les plus grandes (au-delà d’une échelle de coupure). Une
séparation s’opère entre les échelles résolues et les échelles de sous-maille. Pour que la dyna-
mique des échelles résolues soit correcte, l’action des échelles de sous-mailles sur les échelles
résolues doit être prise en compte via un modèle : le modèle de sous-maille. Ce modèle tente
de ”mimer” le comportement des petites échelles à partir de la seule information contenue
dans les échelles résolues.

Il existe deux grandes stratégies de modélisation LES. La modélisation structurelle du
terme de sous-maille consiste à approcher le tenseur de sous-maille à partir d’une évaluation
de u′ ou d’un développement formel en série. On cherche alors une relation R telle que
u′ = R(u). L’approche structurelle ne nécessite pas d’informations sur la nature physique
de l’interaction entre les échelles. La modélisation fonctionnelle consiste à modéliser l’action
des termes de sous-maille sur la variable résolue, en introduisant un terme ayant le même
comportement physique (dissipatif par exemple) que le tenseur de sous-maille. L’approche
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fonctionnelle nécessite de connâıtre la nature de l’interaction entre les échelles. Pour celà,
il est nécessaire que l’effet des petites échelles sur les grosses ait un caractère universel et
indépendant des grandes échelles.

On se propose de faire ici un rappel des principales modélisations fonctionnelles et struc-
turelles. Les tenseurs de sous-maille que l’on cherche à modéliser ici sont ceux issus des termes
convectifs des équations, à savoir τk pour l’équation de Navier-Stokes et τφ pour l’équation
d’advection de φ.

13.1 Modélisation fonctionnelle

Les modèles de sous-maille relevant de l’approche fonctionnelle reposent sur l’hypothèse
suivante [122] :

Hypothèse 1 L’action des échelles de sous-maille sur les échelles résolues est essentielle-
ment une action énergétique, et donc le seul bilan des transferts énergétiques entre ces deux
gammes d’échelles suffit à décrire l’action des échelles de sous-maille.

Ainsi la modélisation consiste à intégrer les effets de dissipation ou de production d’énergie.
Lorsqu’une approche dans l’espace physique est uilisée, la modélisation repose sur le mécanisme
de cascade d’énergie vers les échelles de sous-maille, ce qui fait émerger le concept de viscosité
sous-maille par l’hypothèse suivante [122] :

Hypothèse 2 Le mécanisme de transfert d’énergie des échelles résolues vers les échelles de
sous-maille est analogue aux mécanismes moléculaires représentés par le terme de diffusion
faisant apparâıtre la viscosité ν.

Alors la modélisation du mécanisme de cascade d’énergie adopte une structure semblable
à celle de la diffusion moléculaire, en remplaçant la viscosité classique ν par la viscosité
sous-maille νSM . Si τ représente ici τk ou τφ, on pose alors :

τD
ij = τij −

1

3
τkkδij

et τD est alors modélisé par :

−∇ · τD = ∇ ·
(
νSM

(
∇u +T ∇u

))

Le problème de fermeture consiste donc à exprimer la viscosité sous-maille νSM en fonction
de la variable résolue u. Les modèles de viscosité de sous-maille peuvent être classés selon
trois catégories :

– Modèles basés sur les échelles résolues. νSM est alors évaluée à partir de quantités
globales reliées aux échelles résolues.

– Modèles basés sur l’énergie à la coupure. νSM est résolue à partir de l’énergie de la plus
haute fréquence résolue. L’information est alors localisée en fréquence et est a priori
plus pertinente pour décrire les phénomènes à la coupure que les quantités globales
résolues.

– Modèles basés sur les échelles sous-maille. Les informations liées aux échelles sous-
maille sont directement utilisées.

On se propose maintenant de présenter chacune de ces approches.
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εI

ε

ε̃

k

E(k)

kc

Figure 13.1 – Dynamique de l’énergie cinétique dans l’espace spectral. D’après Sagaut [122].
L’énergie est injectée au taux εI . Le taux de transfert à travers la coupure au nombre d’onde
kx est noté ε̃. Le taux de dissipation par les effets visqueux est noté classiquement ε.

13.1.1 Modèles basés sur les échelles résolues

Ces modèles sont de la forme :

νSM = νSM(∆, ε̃)

où ∆ est la longueur caractéristique du filtre et ε̃ le taux d’énergie instantané à travers la
coupure. Une analyse dimensionnelle montre que :

νSM ∝ ε̃1/3∆
4/3

ou encore, en prenant la moyenne de l’expression précédente :

< νSM >∝< ε̃ >1/3 ∆
4/3

L’hypothèse d’équilibre local suppose qu’il n’y a pas d’accumulation d’énergie à une fréquence
quelconque et que l’équilibre spectral est constant. Ainsi, en adoptant les notations du schéma
13.1, on obtient :

< εI >=< ε̃ >=< ε >

Et on a alors :
< νSM >∝< ε >1/3 ∆

4/3
(13.1)

En utilisant la relation suivante :

< 2|S|2 >=< 2SijSij >=

∫ kc

0

2k2E(k) dk kc =
π

∆
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Dans le cadre des hypothèses de Kolmogorov pour une THI, le spectre peut s’exprimer ainsi :

E(k) = K0 < ε >2/3 k−5/3

et alors :

< 2|S|2 >=
3

2
K0π

4/3 < ε >2/3 ∆
−4/3

d’où

< ε >1/3=

(
2

3K0

)1/2

π−2/3∆
2/3

< 2|S|2 >1/2

En utilsant l’expression 13.1, on obtient finalement :

< νSM > ∝ ∆
2
< 2|S|2 >1/2

< νSM > =
(
C∆

)2
< 2|S|2 >1/2

où C est une constante à déterminer.

13.1.2 Modèles basés sur l’énergie à la coupure

En faisant l’hypothèse d’un spectre de Kolmogorov en THI et que la coupure a lieu dans
la zone inertielle, alors :

E(kc) = K0 < ε >2/3 k−5/3
c

En substituant dans 13.1, on obtient :

< νSM >= C

√
E(kc)

kc

13.1.3 Modèles basés sur les échelles sous-maille

Les modèles ici sont de la forme :

< νSM >=< νSM > (∆, < q2
sm >,< ε >)

où < q2
sm > est l’énergie cinétique des échelles sous-maille et < ε > le taux de dissipation

visqueuse. Cette formulation a recours à des échelles propres aux modes sous-mailles (via
< q2

sm > et < ε >), et ainsi le recours à l’hypothèse d’équilibre local n’est plus nécessaire.
Encore une fois, une simple analyse dimensionnelle fournit :

< νSM >= Cα < ε >α/3< q2
sm >(1−α)/2 ∆

1+α/3
(13.2)

où α est un paramètre de pondération. Le problème de fermeture consiste à déterminer les
grandeurs < ε > et < q2

sm >. Pour ce faire, une équation d’évolution pour chacune des
grandeurs peut être introduite, ou bien ces grandeurs peuvent être calculées à partir des
variables résolues.

Le tableau suivant résume les avantages et les inconvénients de chacune des approches :
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approche avantages inconvénients
• Modèles exprimés • < νSM > est non nulle
en fonction des dès que le champ de vitesse
variables résolues présente des variations spatiales

Modèles basés • Facilité d’intégration (même en laminaire et en DNS)
sur les échelles numérique • Action trop forte du modèle
résolues pour les écoulements turbulents

faiblements développés
(pas de zone inertielle)

• nullité de < νSM > si • Problème de la détermination
l’écoulement est bien résolu de l’énergie à la coupure

Modèles basés • Meilleure consistence physique dans l’espace physique
sur l’énergie que les modèles basés sur les
à la coupure grandes échelles

• Modes sous-mailles • Problème de fermeture de
Modèles basés mieux décrits que dans < ε > et < q2

sm > (équation d’évolution ou
sur les échelles les deux approches précédentes expression à partir des variables résolues)
sous-maille • Hypothèse d’équilibre local • Besoin de plus de calculs

non nécessaire

Table 13.1 – Avantages et inconvénients des différentes approche pour la modélisation
fonctionnelle.

13.1.4 Présentation de quelques modèles

Nous nous proposons ici de présenter quelques modèles relevant de la modélisation fonc-
tionnelle dans le cas isotrope qui appartiennent aux trois catégories présentées précédemment.

Modèle de Smagorinski

Le modèle de Smagorinski [134] est basé sur les grandes échelles. Le modèle est souvent
utilisé sous forme locale en espace, c’est-à-dire que les relations vraies en moyenne sont en fait
utilisées localement. A priori, ceci n’est pas très rigoureux puisque les transferts d’énergie à
travers la coupure sont vérifiés en moyenne et non pas localement. Ainsi, d’après ce qui a été
dit précédemment sur les modèles basés sur les échelles résolues, le modèle de Smagorinski
s’écrit :

νSM(x, t) =
(
Cs∆

)2 (
2|S(x, t)|2

)1/2

Les efforts se portent alors sur la détermination de la constante du moèle Cs. Souvent, la
valeur de cette constante est diminuée par rapport à la valeur théorique pour compenser la
non-nullité du gradient de vitesse.

Modèle basé sur l’énergie cinétique sous-maille

Dans l’équation 13.2, le paramètre α est pris à 0, et le modèle ne fait intervenir que
l’énergie cinétique des échelles sous-maille.

νSM(x, t) = Cm∆
√
q2
sm(x, t)

205



Chapitre 13. Fermeture et modélisation des termes de sous-maille

où q2
sm est l’énergie cinétique des modes sous-maille définie par q2

sm = 1
2
(ui(x, t) − ui(x, t))

2.
Cette énergie constitue une variable supplémentaire et est évaluée en résolvant une équation
d’évolution comme celle présentée ci-dessous (MacComb [95]) :

∂q2
sm

∂t
+
∂ujq

2
sm

∂xj︸ ︷︷ ︸
I

= −τijSij︸ ︷︷ ︸
II

−C1
q2
sm

3/2

∆︸ ︷︷ ︸
III

+C2
∂

∂xj

(
∆
√
q2
sm

∂q2
sm

∂xj

)

︸ ︷︷ ︸
IV

+ ν
∂2q2

sm

∂xj∂xj︸ ︷︷ ︸
V

où C1 et C2 sont deux constantes positives et les différents termes désignent :
– I : advection par les modes résolus
– II : production par les modes résolus
– III : dissipation turbulente
– IV : diffusion turbulente
– V : dissipation visqueuse

Modèle d’échelles mixtes

Ces modèles, définis par Ta Phuoc et Sagaut [120, 121], ont une triple dépendance en
fonction de :

– la longueur de coupure ∆ du filtre
– les grosses structures du champ résolu
– les petites structures du champ résolu

Une analyse dimensionnelle permet alors de définir la viscosité sous-maille, définie à un
paramètre α près :

νSM(α)(x, t) = Cm|F(u(x, t))|α
(
q2
c

) 1−α
2 (x, t) ∆

1+α

avec F(u(x, t)) une fonction de la variable résolue u. L’énergie cinétique q2
c est évaluée dans

l’espace physique de la façon suivante :

q2
c (x, t) =

1

2
(ui(x, t))

′ 1

2
(ui(x, t))

′

Le champ (u)′ est appelé champ d’épreuve et représente la partie haute-fréquence du champ
résolu. Il est défini à l’aide d’un second filtre appelé filtre test, représenté par ·̃ et associé à

la longueur de coupure ∆̃ > ∆. On a alors naturellement :

(u)′ = u − ũ

Voir la figure 13.2 tiré du livre de Sagaut [122] pour fixer ∆, ∆̃, ũ et (u)′. Alors, le modèle
d’échelles mixtes peut être interprété de deux façons différentes :

– Comme un modèle basé sur l’énergie cinétique des échelles sous-maille (voir section
13.1.4) si l’hypothèse de similarité d’échelles de Bardina (décrite plus tard dans 13.2.4)
est utilisée. En effet, elle nous permet de poser

q2
c ≈ q2

SM (13.3)

où q2
SM est l’énergie cinétique des échelles sous-maille. L’hypothèse nous permettant

d’écrire 13.3 peut être raffinée dans le cas académique d’utilisation d’un spectre inertiel
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sous−maille

E(k)

k

u′ũ

k′c kc

Figure 13.2 – Décomposition spectrale du double filtrage. D’après Sagaut [122]. ũ : champ
résolu au sens du filtre test. (u)′ : champ d’épreuve. u′ : échelles non résolues au sens du
filtre initial.
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de Kolmogorov (E(k) = K0ε
2/3k−5/3). En effet, en supposant que les deux coupures

pour les filtres classique et test ont tous deux lieu dans la zone inertielle du spectre,
alors on peut écrire :

q2
c =

∫ kc

k′c

E(k) dk =
3

2
K0ε

2/3
(
k′−2/3

c − k−2/3
c

)

On a alors immédiatement :

q2
c = βq2

sm β =

[(
k′c
kc

)−2/3

− 1

]

L’hypothèse de similarité d’échelles est alors exacte pour β = 1, c’est-à-dire k′c = 1√
8
kc.

– Comme un modèle basé sur l’énergie à la coupure. En effet, si on reprend le raisonne-
ment précédent :

q2
c =

3

2
K0ε

2/3
(
k′−2/3

c − k−2/3
c

)
=

3

2
βkcE(kc)

Ici encore, l’hypothèse de similarité d’échelles est exacte pour k′c = 1√
8
kc.

13.1.5 Amélioration des modèles dans l’espace physique

Les modèles précédemment présentés reposent sur des hypothèses assez fortes où l’écoulement
est pleinement turbulent, homogène et isotrope et où la fréquence de coupure a lieu suffi-
samment loin dans la zone inertielle du spectre. Dans la cas d’écoulements en transition, for-
tement anisotropes ou fortement sous-résolus (c’est-à-dire qu’une grande partie de l’énergie
cinétique est contenue dans les échelles sous-maille), le comportement des modèles est net-
tement moins bon.

De plus, un problème fondamental se pose pour des simulations spatiales qui utilisent des
modèles basés sur l’énergie à la coupure ou sur les échelles sous-maille. En effet, l’information
ne peut pas être localisée à la fois en espace et en fréquence. Par exemple, un écoulement
fortement inhomogène nécessite une grande précision spatiale. Alors, une bonne résolution
spectrale est difficile à obtenir, ce qui conduit à une majoration des erreurs notamment lors
du calcul de l’énergie à la coupure (la fréquence de coupure ne peut pas alors être déterminée
précisément). Un compromis espace/fréquence doit donc être trouvé, à moins d’enrichir l’in-
formation contenue dans la simulation en y adjoignant des variables supplémentaires (comme
par exemple une équation d’évolution pour l’énergie cinétique sous-maille pour les modèles
justement basés sur cette énergie des modes non résolus).

Nous allons maintenant présenter des techniques développées pour améliorer les modèles
précédemment exposés. Ces améliorations ont pour but une meilleure adaptation du modèle
aux caractéristiques locales du l’écoulement.

Procédure dynamique de calcul des constantes des modèles sous-maille

Cette technique est basée sur l’extraction d’un champ d’épreuve à partir des échelles
résolues, par l’application d’un filtre test. On se propose ici de commenter la procédure
dynamique de Germano-Lilly [41, 79]. Le modèle de Smagorinski est adapté en ajustant la
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constante en chaque point et à chaque instant. La constante du modèle Cd est maintenant
dépendante du temps et de l’espace : Cd = Cd(x, t).

On pose τ et T respectivelent les tenseurs sous-maille correspondant au premier et au
second niveau de filtrage. Le premier niveau de filtrage est associé à la longueur de coupure

∆, et le dernier à la longueur de coupure ∆̃. On a alors sans problème :

τij = uiuj − ui uj

Tij = ũiuj − ũi ũj

On définit alors le tenseur L = T − τ̃ . Ainsi :

Lij = ũi uj − ũi ũj

Le tenseur L peut être calculé à partir du champ résolu. L’hypothèse est alors faite que les
deux tenseurs τ et T peuvent être modélisés au moyen du même modèle qui comprendra la
même constante Cd pour les deux niveaux de filtrage. On a alors :

τij −
1

3
τkkδij = Cdβij

Tij −
1

3
Tkkδij = Cdαij

où α et β désignent les modèles sous-maille privés de leur constante. Pour le modèle de
Smagorinski, on a :

βij = −2∆
2|S|Sij

αij = −2∆̃
2

|S̃|S̃ij

D’après la définition de L, on a :

Lij −
1

3
Lkkδij = Cd αij − C̃d βij

En faisant l’approximation C̃d βij = Cd β̃ij , on définit un résidu E ainsi :

Eij = Lij −
1

3
Lkkδij − Cd αij + Cd β̃ij

et on cherche à minimiser ce résidu E pour déterminer Cd. Germano propose de contrac-
ter l’expression précédente avec le tenseur des contraintes résolues pour trouver une valeur
unique pour Cd. Lilly calcule la constante Cd par une méthode de moindres carrés.

Les modèles dont la constante est calculée par cette méthode sont dits dynamiques. Le
modèle dynamique à proprement parlé est le modèle de Smagorinski dans lequel la constante
est calculée de façon dynamique.

Fonctions d’amortissement pour la zone de proche paroi

La présence d’une paroi modifie la dynamique de la turbulence de proche paroi (voir
[105]). La paroi empêche en effet aux petites échelles de se développer. La longueur ca-
ractéristique des modes de sous-maille doit être réduite dans la zone de proche paroi et ainsi
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la viscosité sous-maille du modèle doit être réduite à proximité de la paroi. Si on analyse
une couche limite canonique (voir l’ouvrage de Cousteix [27] pour une description détaillée
de la couche limite), on peut définir les lois de décroissance des composantes de la vitesses
et des tensions sous-maille. Pour une analyse asymptotique, voir l’ouvrage de Sagaut [122].
Il en ressort pour le modèle de viscosité sous-maille que :

< νSM >∝ z3

où z est la distance à la paroi. Les modèles basés sur les seules grandes échelles ne vérifient pas
ce comportement. Ils sont modifiés par l’introduction de fonctions d’amortissement. Parmi
ces fonctions d’amortissement, on peut citer celle de van Driest :

f(z) = 1 − exp (−zuτ/25ν)

où uτ est la vitesse de frottement. On peut également citer la fonction de Piomelli [110] :

f(z) =
(
1 − exp

(
−(zuτ/25ν)3

))1/2

qui autorise une décroissance en z3 de la viscosité sous-maille proche de la paroi.
Dans notre cas, il n’y a pas présence d’une paroi solide, mais d’une interface qui, comme on

l’a montré dans la partie précédente, modifie également les caractéristiques de la turbulence
au voisinage de l’interface. Dans les chapitres suivants, nous montrerons en effet que les
modèles de sous-maille que nous avons testés souffrent du manque de pertinence au voisinage
de l’interface.

13.2 Modélisation structurelle

Contrairement à la modélisation fonctionnelle, les modèles issus de la modélisation struc-
turelle sont établis sans connaissance préalable sur la nature des interactions entre les échelles
sous-maille et les échelles résolues. Dans son ouvrage, Sagaut [122] regroupe ces modèles en
plusieurs catégories :

– Les modèles issus de développements en série
– Les modèles basés sur une équation de transport pour les composantes du tenseur de

sous-maille
– Les modèles construits à partir de modèles déterministes pour les structures sous-maille
– Les modèles basés sur l’hypothèse de similarité d’échelles

13.2.1 Développements formels en série

Cette méthode ne fait appel à aucune connaissance de la physique de l’écoulement, mais
repose sur un développement en série des différents termes de l’équation de Navier-Stokes.

On considère alors le développement de Taylor de la variable φ au point x (on se restreint
ici à une présentation 1D) :

φ(y) =
n∑

k=0

(y − x)k

k!

∂kφ

∂xk
(x) + o

(
(y − x)k

)
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L’opération de filtrage ainsi définie :

φ(x) =

∫ +∞

−∞
φ(y)G(x− y) dy

est appliquée au développement de Taylor précédent :

φ(x) =

E(n/2)∑

k=0

1

(2k)!

∂2kφ(x)

∂x2k

∫ +∞

−∞
z2kG(z) dz + o

(
xn+1

)

φ(x) =

E(n/2)∑

k=0

1

(2k)!

∂2kφ(x)

∂x2k
α(2k) + o

(
xn+1

)

où E( · ) désigne ici la partie entière et α(n) est défini ainsi :

α(n) =

∫ +∞

−∞
znG(z) dz = O

(
∆

n)

On réécrit ce filtrage sous forme d’opérateur :

φ =

(
Id+

∞∑

k=1

∆
2k

(2k)!

∂2k

∂x2k

)
φ

En inversant cette relation et en la tronquant à l’ordre p, on obtient :

φ =

(
Id+

p∑

k=1

Ck

(2k)!
∆

2k ∂2k

∂x2k

)
φ

où les Ck sont des coefficients à déterminer. Cette expression permet d’exprimer toutes les
contributions en fonction du champ résolu.

13.2.2 Modèle à équations de transport

On propose ici l’approche de Deardorff [29] où on résout une équation d’évolution pour
chacune des composantes du tenseur de sous-maille. L’approche est formellement analogue
à la modélisation statistique en deux points. Ainsi le tenseur sous-maille τij est réduit au
tenseur de Reynolds sous-maille Rij. On obtient alors une équation de la forme :

∂τij
∂t

= − ∂

∂xk

(ukτij) − τik
∂uj

∂xk

− τjk
∂ui

∂xk

− ∂

∂xk

u′iu
′
ju

′
k + p′

(
∂u′i
∂xj

+
∂u′j
∂xi

)

− ∂

∂xj
u′ip

′ − ∂

∂xi
u′jp

′ − 2ν
∂u′i
∂xk

∂u′j
∂xk

Deardorff [29] propose les modèles suivants pour chaque terme de l’équation :
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– Terme de corrélation pression-déformation :

p′
(
∂u′i
∂xj

+
∂u′j
∂xi

)
= −Cm

√
q2
sm

∆

(
τij −

2

3
q2
smδij

)
+

2

5
q2
smSij

où Cm est une constante, q2
sm l’énergie cinétique sous-maille et Sij le tenseur des taux

de déformations du champ résolu.
– Terme de dissipation

ν
∂u′i
∂xk

∂u′j
∂xk

= δijCe
(q2

sm)
3/2

∆

où Ce est une constante.
– Corrélations triples

u′iu
′
ju

′
k = −C3m∆

(
∂

∂xi
τjk +

∂

∂xj
τik +

∂

∂xk
τij

)

Les termes de corrélation pression-vitesse p′u′i sont négligés et les valeurs des constantes sont
déterminées dans le cas d’une THI (Cm = 4.13, Ce = 0.70, C3m = 0.2).

13.2.3 Modèles déterministes des structures sous-maille

D’après Misra et Pullin [100], ces modèles reposent sur l’hypothèse que les modes sous-
maille peuvent être représentés par des tourbillons étirés dont l’orientation est gouvernée par
les échelles résolues.

On suppose que les modes sous-maille peuvent être assimilés à une superposition aléatoire
de champs générés par des tourbillons axisymétriques. Voir le livre de Sagaut [122] pour une
description plus approfondie de ces modèles.

13.2.4 Modèles basés sur l’hypothèse de similarité d’échelles

L’hypothèse de base de similarité d’échelles proposée par Bardina [7, 8] consiste à sup-
poser que la structure statistique des tenseurs construits à partir des échelles sous-maille est
similaire à celle des tenseurs construits à partir des plus petites échelles résolues. Comme le
montre la figure 13.2, le spectre est divisé en trois bandes :

– Les plus grandes échelles résolues
– Les plus petites échelles résolues (appelées aussi le champ d’épreuve)
– Les échelles non-résolues

Cette hypothèse de base peut se justifier comme suit. Elle dérive de la notion même de
cascade d’énergie. En effet, les échelles non résolues et les plus petites échelles résolues ont
un historique commun associé a leurs interactions avec les plus grandes échelles résolues. En
effet, la cascade énergétique impose que les plus grandes échelles résolues influencent les plus
petites échelles résolues qui influencent à leur tour de façon similaire les échelles sous-maille.

Cette hypothèse a été généralisée par Liu [82] en découpant le spectre en un nombre
quelconque de bandes consécutives (voir figure 13.3). L’hypothèse de similarité d’échelles
précédemment formulée est alors appliquée pour deux bandes spectrales consécutives.

Tous les modèles de similarité d’échelles font appel à une extrapolation en fréquence,
c’est-à-dire que le tenseur sous-maille est approché par un tenseur analogue calculé à partir
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E(k)

k

unun−1 un+1

Figure 13.3 – Extension de l’hypothèse de similarité d’échelles par Liu [82]. D’après Sagaut
[122]

.
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des plus hautes fréquences résolues. Dans le modèle de Bardina [8], le tenseur sous-maille est
évalué en appliquant une seconde fois le filtre analytique et ainsi la fluctuation des échelles
résolues est estimée. Ce modèle repose sur la décomposition de Léonard [73] :

τij = uiuj − ui uj = Cij +Rij + Lij

où τ est le tenseur sous-maille, C le tenseur des tensions croisées qui représente les in-
teractions entre les échelles résolues et les échelles sous-maille, R le tenseur de Reynolds
sous-maille qui prend en compte les interactions entre échelles sous-maille et L le tenseur de
Leonard qui représente les interactions entre les grandes échelles.

Cij = uiu
′
j + uju

′
i

Rij = u′iu
′
j

Lij = uiuj − uiuj

L’idée est d’appliquer une seconde fois le filtre. Le filtre ne doit donc pas être un opérateur de
Reynolds, sinon le filtrage de la contribution sous-maille est nul. L’approximation suivante
est également utilisée : ab ≈ ab. On peut alors écrire :

Rij = (ui − ui)(uj − uj)

Cij = (ui − ui)uj + (uj − uj)ui

et alors :
Rij + Cij = uiuj − uiuj

Finalement, comme L s’exprime directement en fonction des échelles résolues, on a pour τ :

τij = uiuj − uiuj

Le modèle de Bardina fait appel à une seconde application du même filtre et donc ne fait
intervenir qu’une seule échelle de coupure. Le modèle de Liu-Meneveau-Katz [82] généralise le
modèle de Bardina dans le cas où deux niveaux de coupure sont utilisés (filtrage se séparation
des échelles noté · et filtrage test noté ·̃ ). On a alors :

τij = Cl

(
ũiuj − ũiũj

)

avec Cl une constante à évaluer.

13.3 Modélisation mixte

Les modèles fonctionnels prennent correctement en compte les transferts énergétiques
entre les échelles résolues et sous-maille. En revanche, la structure, c’est-à-dire les vecteurs
propres du tenseur sous-maille, est mal prédite par la modélisation fonctionnelle. Les modèles
issus de l’hypothèse de Bardina prédisent mieux la structure du tenseur sous-maille. Ils
sont également capables de rendre compte de la cascade inverse. En revanche, les transferts
énergétiques inter-échelles sont moins bien représentés par ces modèles. L’idée est alors de
combiner un modèle de viscosité sous-maille avec un modèle de similarité d’échelles.
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A titre d’exemple, on peut citer le modèle mixte Smagorinski-Bardina [8] qui est une
combinaison linéaire du modèle de Smagorinski et du modèle de similarité d’échelles. On a
alors :

τij =
1

3
τkkδij =

1

2

(
−2νsmSij + Lij −

1

3
Lkkδij

)

avec {
Lij = uiuj − uiuj

νsm = Cs∆
2|S|

13.4 Modélisation des tenseurs τk et τφ

Avant toute chose, on rapelle le jeu d’équations LES utilisé :

∇ ·
(
θkρk

φũk
φ
)

= 0

∂

∂t
(θkρk

φũk
φ
) + ∇ · (θkρk

φũk
φ ⊗ ũk

φ
) −∇ · τk −∇ · (θkTk

φ
) = −

[
(Tk)s ·

(
eI

n,k

)
s
− λk

] θkAk

Vk

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = −τφ

avec : {
τk = θkρk

φũk
φ ⊗ ũk

φ − θkρkuk ⊗ uk
φ

τφ = (u · ∇)φ− (u · ∇)φ

On s’intéresse ici à la modélisation des deux termes τk et τφ.

Modélisation de τk

Pour modéliser τk, on utilise un modèle de similarité d’échelles de Bardina. On travaille
en incompressible et donc la masse volumique ρk est constante par phase k. Ainsi le terme
τk peut se réécrire ainsi :

τk = θkρk
φ
(
ũk

φ ⊗ ũk
φ − uk ⊗ uk

φ
)

En s’appuyant sur le modèle de Bardina, on propose comme modèle τmod
k pour τk :

τmod
k = θkρk

φ

(
ũk

φ
φ

⊗ ũk
φ

φ

− ũk
φ ⊗ ũk

φ
φ
)

Modélisation de τφ

Pour la modélisation de τφ, on utilise encore une hypothèse de similarité d’échelles. Le
terme τφ peut se décomposer ainsi :

τφ = Rφ + Cφ + Lφ
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avec 



Rφ = (u′ · ∇)φ′

Cφ = (u · ∇)φ′ + (u′ · ∇)φ

Lφ = (u · ∇)φ− (u · ∇)φ

Comme dans le modèle de Bardina, l’idée est d’appliquer un second filtrage pour les termes
Rφ et Cφ. On fait de plus l’hypothèse que :

(α · ∇)β = (α · ∇) β

On obtient alors : 


Rmod

φ =
[(

u− u
)
· ∇
] (
φ− φ

)

Cmod
φ =

(
u · ∇

) (
φ− φ

)
+
[(

u − u
)
· ∇
]
φ

Après quelques calculs, on montre que

Rmod
φ + Cmod

φ = (u · ∇)φ−
(
u · ∇

)
φ.

Si on pose τmod
φ = Rmod

φ + Cmod
φ + Lφ, alors :

τmod
φ = (u · ∇)φ−

(
u · ∇

)
φ

Résultats

A partir des DNS précédemment présentées et de l’analyse a priori, on peut évaluer la
qualité des modèles τmod

k et τmod
φ . La figure 13.4 représente la norme de τmod

k (x) en fonction
de la norme de τk(x) pour tout x dans le domaine de calcul. Chaque point du graphique
correspond à un point du domaine de calcul. Le modèle parfait correspondrait à la droite
y = x. Sur la figure 13.4, les points se répartissent le long d’une droite d’équation y = 0.8 x
avec une dispersion qui augmente avec le We. En effet, le modèle de similarité d’échelles
est à la base un modèle établi en monophasique. Pour les grands nombres de Weber (ici
We = 110), le volume du domaine de calcul concerné par un milieu diphasique (c’est-à-dire
un volume où les phases sont en présence) est plus important que pour les faibles nombres
de Weber (voir d’ailleurs la figure 9.2 page 157). En effet, pour les grands nombre de Weber,
le faible coefficient de tension de surface autorise l’interface à se déformer largement, créant
ainsi des filaments qui se déchirent à leur tour pour donner une multitude de gouttes, ce qui
précise le caractère diphasique du mélange. Ainsi, la grande dispersion du modèle observé
pour les grands We sur la figure 13.4 est dû à l’aspect diphasique qui n’est pas pris en
compte par le modèle de Bardina qu’on utilise. Sur la figure 13.5, on a représenté l’erreur en
norme L1 entre le tenseur sous-maille τk et son modèle τmod

k en fonction de φ/δ, la distance
normalisée à l’interface. La comparaison est faite pour différents We à t/Te = 13. Pour tous
les nombres de We, le modèle est d’autant moins bon qu’on s’approche de l’interface. Pour
tous les nombres de We, le modèle est de très bonne qualité pour φ/δ ≥ 0.6. Pour We = 0.2
et We = 2, le modèle est très mauvais proche de l’interface. Le modèle de Bardina ne semble
pas capable de capter l’action des ondes de surface pour le cas We = 0.2 ni le couplage fort
entre la turbulence et l’interface pour We = 2.

216



13.4 Modélisation des tenseurs τk et τφ

We = 110 We = 19

We = 0.2

Figure 13.4 – τmod
k en fonction de τk pour différents We à t/Te = 13.
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Figure 13.5 – Norme L1 de l’erreur entre τmod
k et τk en fonction de φ/δ pour différents We

à t/Te = 13.

Sur la figure 13.6, on a représenté τmod
φ (x) en fonction de τφ(x) pour chaque point x

du domaine de calcul. La comparaison est effectuée pour différents We et à t/Te = 13. La
dispersion est beaucoup moins importante que pour la modèlisation de τk, et les points
s’alignent sur une droite d’équation y = x. Encore une fois, le modèle est d’autant meilleur
que le We est faible. L’hypothèse de similarité d’échelles dans le modèle de Bardina amène
à formuler un modèle τmod

φ très bien corrélé avec τφ.

13.5 Conclusion

L’analyse a priori des D.N.S. a été menée, et un filtrage conditionné par la phase a été
retenu. Il en dérive la contribution sous-maille du terme classique non linéaire et des termes
de couplage inter-phase. Les termes sous-maille inter-phase sont pilotés par la contribution
sous-maille du vecteur normal à l’interface. Ainsi, à grands We, les fortes déformations inter-
faciales induisent des contributions sous-maille importantes du vecteur normal à l’interface.
Les termes sous-maille liés au couplage inter-phases sont négligeables aux faibles Weber, là
où l’interface n’est perturbée que par des ondes de surface. Un modèle L.E.S. de simila-
rité d’échelles de type Bardina a été implémenté pour modéliser les tenseurs τk et τφ. Les
corrélations sont bonnes, sauf au voisinage immédiat de l’interface, où les modèles ne par-
viennent pas à prendre en compte l’anisotropie du champ de vitesses induite par la proximité
de l’interface.

218



13.5 Conclusion

We = 110 We = 19

We = 0.2

Figure 13.6 – τmod
φ en fonction de τφ pour différents We à t/Te = 13.
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Conclusion

Le développement des modèles L.E.S. pour les écoulements incompressibles, turbulents,
diphasiques avec interface repose sur une analyse en trois temps. Tout d’abord, les outils et
méthodes numériques sont spécifiques aux configurations retenues. L’atomisation étant pour
nous le contexte d’étude, les méthodes numériques employées doivent être à même de décrire
la physique de tels écoulements. Ensuite, les calculs D.N.S. permettent d’établir une base
de données à partir de laquelle des mesures statistiques peuvent être menées. Cette base
de D.N.S. nous a permis d’appréhender le couplage interface/turbulence aux plus petites
échelles (largement sous-maille pour un calcul L.E.S. par exemple). Bien que conscients que
l’utilisation systématique de la D.N.S. n’est pas encore à l’ordre du jour, son utilisation était
la seule voie d’approche dans notre étude académique. Enfin, le troisième temps qui mène
aux modèles L.E.S. est l’ananlyse a priori de cette base D.N.S. et la mise en lumière des
différents termes sous-maille qui dérivent du filtrage des champs issus de la D.N.S. Cette
approche en trois temps a motivé la rédaction de ce mémoire en trois parties. La conclusion
est ainsi elle-même divisée en trois parties.

Dans une première partie, différentes techniques numériques de résolution des équations
de Navier-Stokes ont été comparées. Le contexte de travail étant l’atomisation, les méthodes
doivent rendre compte d’une interface largement déformée qui présente de fortes courbures
locales. Ainsi, naturellement, les efforts se sont portés sur les méthodes numériques de trans-
port de l’interface et sur le traitement des conditions de saut à l’interface. Pour ce qui est
de l’advection de l’interface, des méthodes de front-capturing (level-set, VOF) et de front-
tracking (méthodes de marqueurs) ont été présentés. Une méthode hybride combinant une
level-set avec des particules représentant l’interface a été présentée également. Pour ce qui est
de l’équation d’advection de l’interface, plusieurs techniques existent. Par exemple, pour la
technique VOF-PLIC, la fonction couleur est reconstruite géométriquement, alors que pour
la technique VOF-TVD, l’équation hyperbolique d’advection est directement résolue, sans
reconstruction. Pour les méthodes level-set, il s’est avéré que la technique de discrétisation
spatiale de l’équation d’advection de φ (équation hyperbolique) est déterminante quant à la
qualité de l’advection de l’interface. Pour le traitement des sauts à l’interface, deux grandes
techniques ont été présentées : la méthode de régularisation de la tension de surface ou
méthode CSF, et la méthode ghost-fluid qui prend en compte les sauts à l’interface directe-
ment dans la discrétisation numérique de l’équation de Poisson. Les cas tests utilisés pour
tester les différentes méthodes numériques doivent satisfaire à différents critères permet-
tant de valider leurs qualités dans des configurations raides rencontrées dans les processus
d’atomisation. A savoir : écoulement turbulent, fortes déformations de l’interface (étirement,
formation de ligaments, rupture), fortes courbures locales, forts sauts de masse volumique
et de viscosité à l’interface, forte tension de surface. Les cas tests doivent être les plus
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défavorables possibles pour éprouver les différentes techniques. Les méthodes level-set pour
lesquelles un schéma WENO est utilisé pour la discrétisation spatiale sont très dissipatives,
notamment dans les zones de fortes courbures. Le recours à une formulation conservative
ainsi qu’une pondération optimale des poids WENO permet d’améliorer la dissipation. Les
méthodes VOF, quant à elles, conservent intrinsèquement la masse, mais ont tendance à
diffuser (TVD) ou disperser (PLIC) l’interface. Ceci est un handicap pour les zones sous-
résolues (queue et tête du serpentin) ou présentant de fortes variations de courbures (coins
dans le disque de Zalesak). Pour les méthodes level-set, lorsque la discrétisation spatiale se
fait via un schéma spectral, la précision est grande, mais il subsiste un problème de stabilité
(surtout aux ordres élevés). Il faut alors limiter la solution, ce qui fait évidemment chuter
l’ordre de la méthode. Ce qui semble être le meilleur compromis reste l’utilisation de parti-
cules pour décrire l’interface. Ainsi, les sous-résolutions locales sont automatiquement prises
en compte par une sur-résolution intrinsèque de ces méthodes avec particules. Lorsque les
particules sont connectées entre elles, le calcul de la courbure est alors connu avec précision
exactement sur l’interface.
Les techniques de suivi d’interface sont plus ou moins bien adaptées aux deux techniques de
prise en compte des sauts à l’interface proposées (CSF et ghost-fluid). La méthode ghost-fluid
est très précise lorsqu’elle est couplée à une technique level-set de front-capturing. Mais cette
méthode reste limitée car elle nécessite une extrapolation des sauts calculés sur le maillage
eulérien vers l’interface. C’est pourquoi l’utilisation de marqueurs qui calculent directement
la courbure sur l’interface (et ainsi directement le saut lié à la courbure) améliore grande-
ment les résultats lorsque ces marqueurs sont couplés à une méthode ghost-fluid/level-set
(voir par exemple les excellents résultats obtenus pour le traitement des courants parasites).
La méthode CSF couplée à une approche VOF de l’interface donne de meilleurs résultats
avec VOF-TVD qu’avec VOF-PLIC. En effet, la méthode CSF régularise le saut sur quelques
mailles, ce qui est consistant avec la vision VOF-TVD des interfaces. La méthode de front-
tracking de Shin et Juric est très précise, mais reste contraignante car elle nécessite d’avoir
une interface fermée.
De toutes les méthodes testées, celle retenue est une méthode level-set pour le transport de
l’interface. La discrétisation du terme spatial se fait à l’aide de WENO. Les auts à l’interface
sont traités via la méthode ghost-fluid. Cette configuration a été retenue pour l’élaboration
de la base D.N.S. Ce n’est pas peut-être pas la meilleure sur la plan de la précision et du
taux de convergence, mais en plus d’être suffisamment précise, elle est rapide, ce qui est
indispensable pour la réalisation de D.N.S. 5123.

La deuxième partie de ce mémoire est consacrée à l’étude de l’interaction interface/turbulence
grâce à des D.N.S. hautement résolues. Le développement de modèles L.E.S. diphasique re-
pose sur la compréhension fine de ces interactions. Tout d’abord, un champ monophasique de
THI a été généré puis calibré. Il a été démontré qu’avec une résolution spatiale de 5123 et une
discrétisation WENO au 5ème ordre des termes non linéaires, la précision de nos D.N.S. est
spectrale. Les évolutions des grandeurs caractéristiques de la turbulence (énergie cinétique
turbulence, taux de dissipation visqueuse, échelles de Taylor et de Kolmogorov, etc) sont en
accord avec la théorie et avec une simulation réalisée avec un code spectral. Ainsi le champ
turbulent est bien calibré et peut servir de condition initiale pour une étude diphasique. Puis
une interface est ajoutée au milieu du domaine. La particularité de l’étude consiste à avoir
des sauts de masse volumique et de viscosité égaux à 1. Une étude paramétrique en fonction
du coefficient de tension de surface σ est alors menée. D’un point de vue qualitatif, deux
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types d’interactions interface/turbulence ont été distinguées avec une zone de transition.
Pour les grands nombres de Weber, l’interface se déchire sous l’effet des forces de tension de
surface et se fragmente en un grand nombre de gouttelettes. L’énergie cinétique turbulente
est alors utilisée pour la coalescence des gouttelettes qui forment de plus grosses gouttes. Une
zone d’anisotropie et de production de vorticité se développe au voisinage de l’interface. Un
transfert d’énergie s’opère des plus grandes échelles vers les petites échelles de la turbulence.
Ce transfert est localisé autour de l’interface et les échelles caractéristiques de ce dernier
sont liées à la taille des gouttelettes qui composent en grand nombre le milieu diphasique
largement divisé. Lorsqu’on diminue le nombre de Weber, une zone de transition (en terme
de Weber) est observée. Les gouttes sont beaucoup plus grosses et n’interagissent pas entre
elles. A des temps suffisamment longs, l’interface transmet alors de l’énergie en retour au
fluide. Pour des nombres de Weber encore plus faibles, l’interface reste quasi plane et est
parcourue par des ondes de surface dont la fréquence apparâıt dans le bilan de puissance.
Le travail effectué dans cette partie est le premier qui réalise une DNS d’un écoulement plei-
nement turbulent dans lequel évolue une interface qui se déforme largement. Notre travail
sur la compréhension des interactions interface/turbulence est une première contribution. En
effet, les grands principes de l’interaction interface/turbulence ont été dégagés : trois plages
de Weber (forts Weber avec fortes déformations de l’interface, faibles Weber avec ondes de
surface qui se développent sur l’interface, Weber de transition), zone d’anisotropie et de
production de vorticité autour de l’interface, transfert d’énergie des grandes échelles vers les
petites échelles. L’étude est limitée à des rapports de ρ et µ égaux à 1. Les prochains travaux
devront inclure des sauts de masse volumiques et de viscosité pour confirmer les résultats de
ce mémoire.

La troisième et dernière partie de ce mémoire est dédiée à l’analyse a priori de la base
DNS. Pour l’équation de conservation de la masse et de la quantité de mouvement, un filtrage
conditionné par la phase a été utilisé. Ceci pour éviter de filtrer à travers l’interface qui
représente une discontinuité pour le tenseur des contraintes. Pour l’équation d’advection de la
level-set, un filtrage volumique classique a été utilisé, la fonction level-set étant parfaitement
continue à travers l’interface. Loin de l’interface, on retrouve les résultats classiques des
écoulements monophasiques et l’intérêt est porté au voisinage de l’interface. Les termes sous-
mailles principaux sont : celui qui dérive du terme non linéaire (terme classique qu’on retrouve
en monophasique), et ceux qui dérivent du couplage entre les deux phases. Ces derniers
termes sous-mailles ne peuvent pas être négligés. Au contraire, ils sont même prédominants
lorsque l’interface présente de fortes déformations. En effet, c’est la contribution sous-maille
du vecteur normal à l’interface qui pilote l’amplitude des termes sous-maille liés au couplage
inter-phase. Plus l’interface est perturbée, plus la contribution sous-maille du vecteur normal
est forte. Un modèle de similarité d’échelles a été utilisé pour modéliser les tenseurs sous-
maille dérivant des termes non linéaires des équations de conservation de la quantité de
mouvement et d’advection de la fonction level-set. La corrélation des modèles est bonne,
sauf toutefois au voisinage de l’interface où les modèles n’incorporent pas l’anisotropie qui
se développe dans le proche voisinage de l’interface.

Les perspectives pour poursuivre ce travail doivent suivre trois axes. Tout d’abord, conti-
nuer à développer les méthodes numériques pour améliorer la précision et la vitesse des
solutions DNS. A sujet, les méthodes hybrides level-set/VOF/particules pour le transport
de l’interface sont prometteuses car elles cumulent les avantages de chacune des grandes
approches. Parallèlement, les DNS doivent être poursuivies. Les capacités grandissantes des
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moyens de calcul vont bientôt permettre la montée en Reynolds et ainsi permettre la si-
mulation d’écoulements plus réalistes. Pour ce qui est de l’interaction interface/turbulence,
les rapports de densité et de viscosité doivent être augmentés. Enfin, pour ce qui est de la
modélisation LES, beaucoup de choses restent à faire. L’analyse a priori devra permettre
d’augmenter nos connaissances à ce sujet. Un des grands problèmes reste le filtrage des
équations diphasiques lorsqu’une méthode raide (comme la ghost-fluid) est utilisée pour
représenter les sauts à l’interface. Le filtrage volumique n’est plus alors valide, à moins d’in-
corporer la contribution du saut dans la modélisation sous-maille, ce que ne préconise pas
Sagaut [123]. La solution est alors peut-être de garder une résolution DNS proche de l’inter-
face avec un maillage adaptatif raffiné proche de l’interface. C’est ce que propose Herrmann
[50] qui réalise une LES tout en gardant une résolution DNS à l’interface. Le champ DNS à
l’interface est alors filtré pour obtenir la contribution des grandes échelles. La problème de
la reconstruction du champ de vitesses DNS au voisinage de l’interface se pose alors.
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Annexe A

Transformée de Fourier rapide ou
FFT

Dans cette annexe, nous nous proposons d’exposer en détail la FFT. En effet, nous avons
recodé notre propre transformée de Fourier rapide 3D. Les raisons sont les suivantes :

– Notre code est utilisé sur plusieurs architectures où les bibliothèques de FFT ne sont
pas toutes les mêmes (donc besoin de faire des versions différentes d’appels aux routines
FFT selon la machine utilisée)

– Pour la parallélisation de la FFT, il s’est avéré plus pratique d’avoir notre propre FFT
3D séquentielle. La parallélisation a alors été naturelle et n’a consisté qu’à un échange
MPI entre les processeurs. En effet, lors du codage de notre FFT 3D séquentielle, les
notations ont été choisies dans l’optique d’une parallélisation future plus pratique.

Au final, après avoir testé notre FFT, la précision équivaut aux bibliothèques FFTW ou
FFTE à la précision machine près. Petit bémol sur la rapidité. On n’obtient pas la rapidité
des bibliothèques commerciales (sur la FFT 3D parallélisée par exemple). Cependant, l’écart
est négligeable par rapport au gain obtenu entre notre version séquentielle de la FFT 3D
et la version parallèle. Pour une résolution de 5123, notre FFT 3D parallélisée offrait des
performances acceptables. Mais il est évident que des progrès peuvent encore être largement
faits sur la rapidité de nos FFT.

A.1 Intérêt de la FFT

On considère un champ f tridimensionnel et spatialement périodique modulo L. Alors,
ce champ peut être décomposé de la façon suivante :

f̂(x, t) =

kj=+∞∑

kj=−∞
f(k, t)eikjxj

avec x = (x1, x2, x3) et k = (k1, k2, k3). La fonction f̂ est la transformée de Fourier spatiale
discrète modulo L de la fonction f . k est le vecteur d’onde défini par ses composantes :

kj =
2π

L
nj avec nj ∈ Z
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Chapitre A. Transformée de Fourier rapide ou FFT

Si le domaine considéré est une bôıte cubique de côté L, on peut écrire que :

xj =
L

N
nj avec nj ∈ Z

où N est le nombre de points utilisés pour discrétiser le côté de la bôıte L. La décomposition
en série de Fourier est alors donnée par :

f̂(l,m, n) =

Nz/2−1∑

k=−Nz/2

Ny/2−1∑

j=−Ny/2

Nx/2−1∑

i=−Nx/2

f(i, j, k)e
2iπ
Nx

ile
2iπ
Ny

jme
2iπ
Nz

kn

avec (l,m, n) ∈ [[−Nx/2, Nx/2−1]]× [[−Ny/2, Ny/2−1]]× [[−Nz/2, Nz/2−1]]. On définit
alors les indices suivants :

ii =

{
i si i ≥ 0

i+Nx si i < 0

avec une définition analogue pour jj et kk. On peut alors réécrire l’équation précédente ainsi
en utilisant la périodicité de la fonction f et les propriétés du cercle trigonométrique :

f̂(l,m, n) =

Nz/2−1∑

k=−Nz/2

Ny/2−1∑

j=−Ny/2

Nx/2−1∑

i=−Nx/2

f(ii, jj, kk)e
2iπ
Nx

ii·le
2iπ
Ny

jj·me
2iπ
Nz

kk·n

On peut alors réaliser un changement d’indice et on obtient finalement :

f̂(l,m, n) =

Nz−1∑

k=0

Ny−1∑

j=0

Nx−1∑

i=0

f(i, j, k)e
2iπ
Nx

ile
2iπ
Ny

jme
2iπ
Nz

kn

avec (l,m, n) ∈ [[−Nx/2, Nx/2 − 1]] × [[−Ny/2, Ny/2 − 1]] × [[−Nz/2, Nz/2 − 1]]. Afin
que tous les indices évoluent dans les mêmes intervalles, et en utilisant encore une fois les
propriétés du cercle trigonométrique, on a finalement :

f̂(l,m, n) =

Nz−1∑

k=0

Ny−1∑

j=0

Nx−1∑

i=0

f(i, j, k)e
2iπ
Nx

ile
2iπ
Ny

jme
2iπ
Nz

kn

avec (l,m, n) ∈ [[0, Nx−1]]× [[0, Ny−1]]× [[0, Nz−1]]. La formulation précédente s’appelle
la transformée de Fourier discrète (DFT). En 3D, pour une résolution spatiale de N3, la
multiplicité de la DFT est en O(N6), ce qui correspond au codage näıf de la transformée
de Fourier. La DFT devient vite rédhibitoire lorsque N augmente (typiquement, une DFT
n’est pas raisonnable pour N ≥ 64).

C’est pourquoi le recours à la transformée de Fourier (FFT) est indispensable. La multi-
plicité chute en O(N logN) avec une FFT. Nous allons maintenant expliquer le principe de
la FFT sur l’exemple 1D.

A.2 Principe de la FFT 1D

La FFT 1D de la fonction f est donnée par :

f̂N(j) =

N−1∑

i=0

f(i)e
2iπ
N

ij avec j ∈ [[0, N − 1]]
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A.3 Extension aux cas 2D et 3D

Ici, on a rajouté l’indice N pour signifier que la FFT f̂N est calculée sur N points. On pose
alors ω = e

2iπ
N et donc :

f̂N(j) =
N−1∑

i=0

f(i)ωij avec j ∈ [[0, N − 1]]

Le calcul repose sur un principe de décimation. La transformée de Fourier de longueur N
peut être réécrite comme la somme de deux transformées chacune de longueur N/2. Une
transformée est constituée des indices pairs et l’autre des indices impairs.

f̂N(j) =

N−1∑

i=0

f(i)ωij avec j ∈ [[0, N − 1]]

=

N/2−1∑

i=0

f(2i)ω(2i)j +

N/2−1∑

i=0

f(2i+ 1)ω(2i+1)j avec j ∈ [[0, N − 1]]

=

N/2−1∑

i=0

f(2i)e
2iπ
N/2

ij
+ ωj

N/2−1∑

i=0

f(2i+ 1)e
2iπ
N/2

ij
avec j ∈ [[0, N − 1]]

Si j ∈ [[0, N/2 − 1]] :
f̂N(j) = f̂pair

N/2(j) + ωjf̂ impair
N/2 (j)

Si j ∈ [[N/2, N − 1]] et jj ≡ j −N/2 :

f̂N(j) =

N/2−1∑

i=0

f(2i)e
2iπ
N/2

ij
+ ωj

N/2−1∑

i=0

f(2i+ 1)e
2iπ
N/2

ij
avec j ∈ [[N/2, N − 1]]

=

N/2−1∑

i=0

f(2i)e
2iπ
N/2

i(jj+N/2) + ωjj+N/2

N/2−1∑

i=0

f(2i+ 1)e
2iπ
N/2

i(jj+N/2) avec jj ∈ [[0, N/2 − 1]]

=

N/2−1∑

i=0

f(2i)e
2iπ
N/2

ijj + ωjj+N/2

N/2−1∑

i=0

f(2i+ 1)e
2iπ
N/2

ijj avec jj ∈ [[0, N/2 − 1]]

= f̂pair
N/2(jj) + ωjj+N/2f̂ impair

N/2 (jj)

Ainsi, la transformée de Fourier f̂N(j) fait appel à la somme des deux FFT de taille N/2 :
f̂pair

N/2 et f̂ impair
N/2 . Les méthodes de calcul récursives se prêtent très bien au calcul des FFT.

A.3 Extension aux cas 2D et 3D

L’extension aux cas 2D et 3D est immédiate et peut se réduire à une succession de FFT
1D. En effet, dans le cas 3D :

f̂(l,m, n) =

Nz−1∑

k=0

Ny−1∑

j=0

Nx−1∑

i=0

f(i, j, k)e
2iπ
Nx

ile
2iπ
Ny

jme
2iπ
Nz

kn
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La formule peut se réécrire :

f̂(l,m, n) =

Nz−1∑

k=0

(
Ny−1∑

j=0

(
Nx−1∑

i=0

f(i, j, k)e
2iπ
Nx

il

)
e

2iπ
Ny

jm

)
e

2iπ
Nz

kn

qui montre bien l’embôıtement qui permet de calculer la FFT 3D à partir seulement de FFT
1D.
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Annexe B

Extraction de composantes connexes
par arcs

Ici, l’enjeu est de pouvoir isoler les gouttes les unes des autres d’un brouillard pour les
caractériser une par une. Dans notre cas, les gouttes sont représentées par une fonction
level-set positive alors que l’extérieur par une level-set négative. Sur la figure B.1(a), trois
gouttes de liquide (φ > 0) sont représentées dans une phase gazeuse (φ < 0). Le seul trait

goutte 1

goutte 2

goutte 3

φ > 0

φ > 0

φ > 0
φ < 0

X

X

A

B E

1

2

3

(a) (b)

Figure B.1 – (a) : représentation de trois gouttes de liquide (φ > 0) dans un gaz (φ < 0).
(b) : Les itinéraires 1 et 2 sont des chemins pour relier A à B, mais pas l’itinéraire 3.

commun entre ces trois gouttes est que φ > 0 à l’intérieur des gouttes. La level-set seule
ne permet pas d’isoler chacune des gouttes. Isoler chaque goutte revient à déterminer les
composantes connexes par arcs caractérisées par φ > 0. Avant toute chose, quelques rappels
mathématiques sur la connexité.

B.1 Rappels mathématiques

La connexité par arcs repose sur la notion de chemin qui est défini ainsi :

Définition 1 Si E est un espace topologique et si x et y sont deux points de E, on appelle
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chemin d’origine x et d’extrémité y toute application continue γ : [0, 1] → E telle que
γ(0) = x et γ(1) = y.

Sur la figure B.1(b), trois itinéraires sont représentés pour relier le points A et B de l’espace
E. Seuls les itinéraires 1 et 2 sont des chemins. L’itinéraire 3 n’est pas un chemin car sa
”trace” sort de l’espace E.
La définition d’un espace connexe par arcs découle immédiatement de celle d’un chemin :

Définition 2 Un espace topologique E est dit connexe par arcs si et seulement si tout couple
de points de E est relié par un chemin.

E

E

(a) (b)

Figure B.2 – (a) : l’espace E est connexe par arc. (b) : l’espace E n’est pas connexe par
arcs.

La définition de connexité par arcs peut être généralisée à des parties de l’espace E :

Définition 3 Une partie A de E est dite connexe par arcs si et seulement si tout couple de
points de A est relié par un chemin restant dans A.

Répérer les gouttes d’un spray revient donc à rechercher les composantes connexes par arcs
caractérisées par φ > 0. La technique utilisée est une technique de reconstruction géodésique
provenant d’un cours de morphologie mathématique [93].

B.2 Opérations géodésiques

On se propose de définir les opérations géodésiques de base qui permettent d’extraire les
composantes connexes par arcs : la dilatation géodésique et la reconstruction géodésique. La
topologie sous-jacente à ces opérations est définie par un élément structurant.

B.2.1 Elément structurant

L’élément structurant définit le ”voisinage élémentaire” de l’origine. Dans le cas discret,
l’élément structurant est en général la boule élémentaire de taille 1, ce qui détermine la
topologie utilisée. Les deux principaux éléments structurants utilisés sont présentés sur la
figure B.3. Dans nos travaux, nous avons utilisé la boule unité qui comporte 8 voisins autour
du point à partir duquel s’effectue la dilatation (élément structurant de droite sur la figure
B.3). Nous noterons cette boule unité B8 par la suite.
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Figure B.3 – Deux types d’éléments structurants différents dans le cas discret.

B.2.2 Dilatation géodésique

Si X est un ensemble, la dilatation de X dans l’espace tout entier par la boule B8 est
notée δB8(X). L’ensemble X ainsi que sa dilatation δB8(X) sont représentés sur la figure B.4.
Une fois la définition de la dilatation géodésique acquise, la dilatation géodésique dans un
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Figure B.4 – Dilatation de X par la boule B8.

ensemble F (notée δF
B8(X)) est définie ainsi :

δF
B8(X) = δB8(X) ∩ F

δF
B8(X) est représentée sur la figure B.4. Ainsi, la dilatation géodésique de X dans F par la

boule élémentaire est l’ensemble des voisins de X inclus dans F .
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B.2.3 Reconstruction géodésique

On définit la suite d’ensembles suivante :
{ (

δF
B8

)0
(X) = X

(
δF
B8

)n+1
(X) = δF

B8

((
δF
B8

)n
(X)

)
pour n > 0

La reconstruction géodésique de X dans F est alors définie par :

EF
B8(X) = sup

n≥0

{(
δF
B8

)n
(X)

}

Pour notre cas d’étude, si X est le domaine de calcul tout entier Ω et F défini ainsi :

F = {x ∈ Ω , φ(x) > 0}

alors EF
B8(X) représente l’ensemble des gouttes de liquide (φ > 0), qui est bien un ensemble

de composantes connexes par arcs.
C’est cet algorithme de reconstruction géodésique que nous avons codé pour extraire des

gouttes afin de mener une étude statistique sur la taille de ces dernières.

B.3 Algorithme de reconstruction géodésique

Nous nous proposons ici de décrire l’algorithme qui permet de déterminer les composantes
connexes par arcs (ici les gouttes). On a eu recours aux listes châınées (avec des pointeurs)
qui sont particulièrement pratiques dans notre cas. L’exposé de l’algorithme s’inspire du
formalisme fortran.

La première étape est de numériser la configuration. Les cellules pour lesquelles φ > 0
sont affectées d’une ”phase numérique” égale à 1. Les autres cellules sont affectées d’une
”phase numérique” égale à 0. Chaque goutte est alors constituée de pixels. Le type Pixel est
défini ainsi :

type Pixel

integer :: x

integer :: y

integer :: z

type(Pixel), pointer :: pixelSuivant

end type Pixel

Les attributs x, y et z sont les coordonnées spatiales du pixel. Une goutte est alors définie
comme un pointeur de type Pixel.

type(Pixel), pointer :: goutte_Ptr

La liste châınée qui représente une goutte est représentée sur la figure B.5. Pour représenter
le nuage de gouttes, on introduit un nouveau type Goutte.

type Goutte

type(Pixel), pointer :: premierPixel

type(Goutte), pointer :: goutteSuivante

end type Goutte
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goutte_Ptr

Figure B.5 – Une goutte est un pointeur de type Pixel. Les pixels pointent les uns vers les
autres à la façon d’une liste châınée.

L’attribut premierP ixel est le premier pixel de la goutte. L’ensemble des gouttes (des com-
posantes connexes par arcs) est défini ainsi :

type(Goutte), pointer :: ensembleGouttes

ensembleGouttes

go
ut

te
 1

go
ut

te
 2

go
ut

te
 3

go
ut

te
 4

Figure B.6 – ensembleGouttes est un pointeur de type Goutte. Chaque élément de la liste
châınée est lui-même un pointeur de type Pixel qui pointe sur le premier pixel de la goutte
considérée.

ensembleGouttes est un pointeur de type Goutte. C’est en fait une liste châınée dont chaque
élément constitue une goutte. Chacune de ces gouttes est en fait un pointeur qui pointe sur
le premier pixel de la goutte en question. Tous les pixels de la goutte sont reliés par une liste
châınée.

L’algorithme de reconstruction géodésique est expliqué sur la figure B.7. Une goutte
est représentée par les 7 pixels A,B,C,D,E,F,G. Deux pointeurs sont utilisés : un pointeur
Temporaire qui stocke les pixels candidats à la formation de la goutte, et un pointeur Goutte
qui contient les pixels qui la composent. Le pixel de la tête de Temporaire est extrait et
ajouté en tête de Goutte. Les pixels déterminés par l’élément structurant autour du pixel
extrait sont ajoutés en tête de Temporaire (s’ils sont libres). L’algorithme se termine lorsque
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Figure B.7 – Algorithme de reconstruction géodésique. Une goutte est constituée des pixels
A,B,C,D,E,F,G. Les pixels en rouge sont ceux inclus dans la goutte. Les pixels en vert sont
ceux en attente pour une inclusion dans la goutte.
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le pointeur Temporaire est vide. Le pointeur Goutte contient alors tous les pixels de la goutte
considérée.
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[145] O. Tatebe. MGCG Method, A Robust and Highly Parallel Iterative Method. PhD thesis,
University of Tokyo, 1996.

[146] G. Taylor and L. Howarth. The dynamics of thin sheets of fluid. I. Water bells. Procee-
dings of the Royal Society of London. Series A, Mathematical and Physical Sciences,
pages 289–295, 1959.

[147] R. Temam. Sur l’approximation de la solution des équations de naviers-stokes par la
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Développement d'une approche de type LES  

pour la simulation d'écoulements diphasiques avec interface.  

Application à l'atomisation primaire 

 

Alors que la simulation aux grandes échelles (L.E.S.) des écoulements monophasiques est 

largement répandue même dans le monde industriel, ce n'est pas le cas pour la L.E.S. 

d'écoulements diphasiques avec interface (c'est-à-dire d'écoulements où les deux phases 

liquide et gazeuse sont séparées par une interface). La difficulté majeure réside dans le 

développement de modèles de sous-maille adaptés au caractère diphasique de 

l'écoulement. Le but de ce travail est de générer une base D.N.S. dans le cadre 

d'écoulements diphasiques turbulents avec interface pour comprendre les interactions entre 

les petites échelles turbulentes et l'interface. Les différents termes sous-maille proviendront 

d'une analyse a priori de cette base D.N.S. Pour mener à bien ce travail, différentes 

techniques numériques sont testées et comparées dans le cadre de configurations 

turbulentes où de grandes déformations interfaciales apparaissent. Puis, l'interaction 

interface/turbulence est étudiée dans le cadre où les deux phases, séparées par une 

interface largement déformée, sont résolues par une approche D.N.S. La configuration 

retenue est l'interaction entre une nappe initialement plane et une T.H.I. libre. Les rapports 

de densités et de viscosités sont fixés à 1 pour se concentrer sur l'effet du coefficient de 

tension de surface. Une étude paramétrique sur le nombre de Weber  est menée. 

Finalement, un filtrage a priori de la base D.N.S. est réalisé et les termes sous-maille qui en 

découlent sont comparés les uns aux autres. 

 

Mots-clés : CFD, incompressible, diphasique, écoulements avec interface, DNS, interaction 

interface/turbulence, filtrage LES, analyse a priori. 

 

A large eddy simulation (LES) approach for interfacial multiphase flows. 

Application to primary atomization 

 

Whereas Large Eddy Simulation (L.E.S.) of single-phase flows is already widely used in the 

CFD world, even for industrial applications, L.E.S. of two-phase interfacial flows, i.e. two-

phase flows where an interface separates liquid and gas phases, still remains a challenging 

task. The main issue is the development of subgrid scale models well suited for two-phase 

interfacial flows. The aim of this work is to generate a detailed D.N.S. database of 

incompressible two-phase interfacial flows in order to clearly understand interactions 

between small turbulent scales and the interface separating the two phases. The different 

subgrid scale terms derive from an a priori analysis of this D.N.S. database. To do this, 

different numerical techniques are firstly compared to find which methods are well adapted 

to deal with turbulent configurations where large interfacial deformations occur. Then, the 

interface/turbulence interaction is studied in the configuration where the interface is widely 

deformed and where both phases are resolved by D.N.S. The interaction between an initially 

plane interface and a freely decaying homogeneous isotropic turbulence (H.I.T.) is studied. 

The densities and viscosities are the same for  both phases  in order to focus on the effect 

of the surface tension coefficient. A parametric study based on the Weber number is 

performed. Finally, an a priori study is carried out where the different subgrid scale terms 

derive from the filtering of the D.N.S. database. 

 

Keywords : CFD, incompressible, multiphase, interfacial flows, DNS, interface/turbulence 

interaction, LES filtering, a priori analysis. 
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