
10.5. Analyse des solutions optimales obtenues

(a) C1,1,1 = 0.94 (b) C1,1,2 = 0.42

Figure 10.8 – Variations des objectifs f1 (à gauche) et f2 (à droite) par rapport à celles
de la masse D1,1 de l’empennage vertical.

possible de distinguer leur effet respectif sur les variations des objectifs du problème.
La figure 10.8 présente les variations ∆f1 et ∆f2 des objectifs par rapport à celles ∆Ḋ1,1

de la masse de l’empennage vertical pour les 8636 couples sélectionnés. La corrélation entre
la sortie D1,1 de la discipline incertaine et l’objectif de masse de l’avion f1 est relativement
élevée (0.94), alors qu’elle est moindre pour l’objectif de consommation f2 (0.42). Cela
signifie que la masse de l’empennage est bien liée au premier objectif mais qu’elle ne joue
pas un rôle prépondérant sur le second. Ainsi, la minimisation de la variance locale de cette
masse d’empennage a résulté en une réduction de la variance de la masse à vide équipée de
l’avion. Rien ne peut par contre être conclu concernant la variance de la masse de carburant
nécessaire à la réalisation de la mission. Les solutions obtenues avec la méthode LOUP
sont donc robustes en termes de masse de l’avion, mais pas nécessairement en termes de
consommation. Si on recherche de la robustesse par rapport à ce second objectif, il faudra
passer par une propagation d’incertitudes complète dans le système. Nous ne l’avons pas
mise en place ici car il ne nous était pas possible d’effectuer de modifications au sein
du système multidisciplinaire utilisé, et aussi car les solutions robustes que nous avons
trouvées pour le premier objectif sont satisfaisantes. Nous en avons sélectionné quelques
une pour une étude plus approfondie.

10.5 Analyse des solutions optimales obtenues

Afin d’analyser les résultats obtenus et de valider la démarche LOUP, nous avons
évalué la robustesse de certaines solutions par des tirages de Monte-Carlo sur la simulation
multidisciplinaire de l’avion. Cette étape n’est bien entendu pas obligatoire, mais elle
permet de vérifier les résultats approchés fournis par la méthode LOUP et son critère
d’applicabilité, et reste un bon moyen de préciser le comportement des objectifs autour
des solutions optimales sélectionnées.

La meilleure façon de valider notre approche dans le cadre de ce cas-test aurait été
de lancer une optimisation robuste sur le système tout entier considéré comme une boîte
noire (en calculant la variance globale des objectifs par Monte-Carlo) puis de comparer
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Figure 10.9 – Comparaison des variances locale ρlocD1,1
et globales ρi(fi) des solutions

sélectionnées au niveau de l’objectif de masse à vide équipé (à gauche) et de celui de masse
de carburant emporté (à droite).

les résultats obtenus à ceux de la méthode LOUP. Mais l’estimation globale de variance
par Monte-Carlo est très coûteuse, ce qui rend impraticable son utilisation au sein d’une
boucle d’optimisation. C’est pourquoi nous avons simplement lancé quelques évaluations
de variance sur un ensemble choisi de points d’intérêt. Trois points ont ainsi été extraits du
front déterministe de la figure 10.5, et huit autres du front de Pareto robuste. Ces solutions
ont été choisies de manière à être représentatives de l’ensemble des fronts (nous aurions pu
réaliser une classification pour cela). La variance globale des objectifs en chacune de ces
solutions a été estimée grâce à 1000 tirages de Monte-Carlo. Pour chaque tirage, une valeur
de la surface de l’empennage vertical a été choisie au hasard relativement à la distribution
de χe1 et les objectifs ont été évalués en utilisant cette valeur pour le paramètre incertain.
Les calculs ont duré environ 3 heures pour chaque solution étudiée.

La figure 10.9 montre les valeurs obtenues pour les variances globales des objectifs f1
et f2 en fonction de la variance locale ρlocD1,1

de chaque solution. On constate que l’optimi-
sation robuste avec la méthode LOUP a permis de trouver des solutions avec une variance
du premier objectif inférieure à celle des solutions déterministes. On peut aussi voir que
la robustesse globale varie à peu près linéairement avec la robustesse locale pour f1, pour
lequel on avait trouvé une corrélation forte avec la discipline incertaine. La minimisation
de la variance de cette discipline a donc bel et bien mené à une minimisation de la variance
du premier objectif. Pour le second objectif, qui avait au contraire un coefficient de corré-
lation faible, la robustesse globale ne semble pas être clairement liée à la variance locale
de la discipline incertaine. Ces résultats valident donc l’utilisation du critère de validation
a posteriori de l’applicabilité de la méthode LOUP.

Nous avons finalement comparé les profils d’aile obtenus pour cinq de ces solutions.
Le détail des valeurs des paramètres et des objectifs en ces points est donné dans le ta-
bleau 10.3 (ils sont aussi repérés par des lettres sur les figures précédentes). Les solutions A
et B sont les solutions optimales extrêmes du problème déterministe. Elles sont tracées sur
la figure 10.10. On peut voir qu’elles correspondent à des designs de voilure assez différents
même si leur surface est similaire. La solution A correspond à une aile assez courte qui
permet d’obtenir un avion de masse minimale, alors que la voilure de la solution B est
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10.6. Conclusion

λ ε ϕ S Yk Ee Ek Er Hréf Hopt

A 7.67 0.18 29.59 124.0 5.43 0.15 0.13 0.11 10606 9448
B 9.92 0.27 28.08 129.8 5.60 0.14 0.10 0.11 10728 10166
C 6.83 0.17 26.32 146.2 5.36 0.14 0.11 0.11 10575 9974
D 7.13 0.17 28.98 171.6 7.41 0.15 0.12 0.11 11074 10297
E 6.58 0.21 29.94 199.9 6.99 0.15 0.12 0.11 11105 10290

MTOW Wfuel ρlocD1,1
ρ1(f1) ρ2(f2)

A 33084.72 22205.93 665.57 3271.38 13907.63
B 34620.37 20398.19 623.42 3177.59 10280.29
C 34068.55 22321.32 544.82 2782.27 12367.61
D 35153.91 22049.09 444.52 2501.82 11548.24
E 36457.28 22979.79 385.78 2458.81 11576.28

Table 10.3 – Valeurs des variables de décision, des objectifs ainsi que des variances locale
et globales pour les cinq solutions sélectionnées.

plus aérodynamique afin de minimiser la consommation de l’appareil. Les solutions C, D
et E sont quant à elles issues du front de Pareto robuste avec des valeurs croissantes de ro-
bustesse locale ρlocD1,1

. Elles sont représentées sur la figure 10.11. Ces solutions emportent
une masse de carburant globalement équivalent à celle de la solution A, et leur design
est ainsi de même type. Ces trois solutions possèdent un allongement comparable, mais
on peut par contre remarquer que leur surface augmente avec le degré de robustesse. Il
semblerait donc que la diminution de la variance sur la masse à vide équipée de l’appareil
soit réalisée grâce à une augmentation de la surface de la voilure.

L’ensemble des solutions que nous venons d’analyser sont fournies au concepteur afin
que celui-ci puisse décider du compromis à effectuer entre les performances du futur ap-
pareil et leur robustesse vis-à-vis des incertitudes du problème.

10.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une nouvelle méthode appelée LOUP qui permet
de prendre en compte des incertitudes dans un problème d’optimisation multidisciplinaire
de manière facilitée par rapport à une propagation d’incertitudes complète. Un certain
degré de gestion des incertitudes peut ainsi être intégré aux processus d’optimisation
multidisciplinaire existants sans avoir à effectuer de lourdes modifications. La méthode
LOUP est basée sur un traitement local des incertitudes au sein des disciplines directement
affectées par des paramètres incertains. La recherche des solutions robustes est réalisée en
minimisant la variance des sorties de ces disciplines aux côtés des objectifs initiaux du
problème déterministe. Elle mène à des résultats approchés qui peuvent être validés a
posteriori grâce à un critère évaluant l’applicabilité de la méthode au problème. Ce critère
est basé sur l’estimation de la corrélation entre les variations des sorties des disciplines
incertaines et celles des objectifs, et peut être calculé grâce aux données récoltées lors de
l’optimisation.
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A

B

Figure 10.10 – Voilures des solutions déterministes sélectionnées.

C
D
E

Figure 10.11 – Voilures des solutions robustes sélectionnées.
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10.6. Conclusion

Nous avons appliqué cette méthode LOUP à un cas-test de conception avion pour lequel
elle a permis de trouver des configurations plus robustes que les designs déterministes
initiaux (du moins par rapport au premier objectif du problème pour lequel le critère était
validé). Ces résultats ont été confirmés à l’aide d’estimations des variances globales des
objectifs par Monte-Carlo au niveau de certaines solutions intéressantes.

L’inconvénient de la méthode LOUP est qu’il s’agit d’une approche heuristique qui
ne fournit que des solutions approchées. Il est donc préférable de les valider a posteriori.
Seule une propagation d’incertitudes complète à travers le système pourrait donner des
résultats précis, mais il n’est pas toujours possible de la mettre en place. Notre méthode
n’est de plus pas applicable à tous les problèmes d’optimisation robuste multidisciplinaire :
son applicabilité doit être vérifiée avant d’exploiter ses résultats.

Dans le futur, la méthode LOUP pourrait être implémentée au sein d’un processus d’op-
timisation multiniveaux afin d’évaluer ses apports dans cet autre contexte (l’application
présentée ici utilisant une stratégie de résolution mononiveau). Des critères de validation
plus sophistiqués pourraient aussi être formulés en vue de dépasser les limitations du co-
efficient de corrélation linéaire que nous avons employé, et d’étendre ainsi l’applicabilité
de la méthode à un plus grand nombre de problèmes. Enfin, la prise en compte de la
robustesse relative aux contraintes pourrait être développée sur le même principe que celle
des objectifs pour répondre aux attentes de fiabilité des systèmes.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse a permis de mieux appréhender les méthodes de prise en compte des incer-
titudes d’un problème d’optimisation. Nous avons ainsi présenté dans un premier temps
une synthèse des processus de définition et de résolution d’un problème d’optimisation
robuste. À partir d’un problème déterministe initial, l’intégration des incertitudes pré-
sentes sur les différents paramètres d’entrée permet d’exprimer le problème sous sa forme
stochastique. On peut ensuite choisir des mesures de robustesse adaptées et formuler le
problème d’optimisation robuste final en lien avec les possibilités de calcul de ces mesures.
La résolution du problème en elle-même est réalisée à l’aide d’algorithmes d’optimisation
déterministe classiques.

Les résultats principaux mis en évidence dans cette thèse sont les deux approches de
résolution de problèmes d’optimisation robuste que nous avons proposées. La première
est basée sur l’enrichissement adaptatif de plans d’expériences, et la seconde permet de
prendre en compte les incertitudes dans le cadre des problèmes multidisciplinaires.

Nous avons développé tout d’abord une méthode d’optimisation multiobjectifs adap-
tative par modèles de substitution permettant d’optimiser des fonctions coûteuses. Cette
approche localise les points les plus judicieux à ajouter au plan d’expériences afin de cer-
ner au mieux les zones optimales de l’espace de recherche. Elle peut être utilisée aussi
bien dans le cadre de l’optimisation déterministe (méthode PareBO) que de l’optimisation
robuste (méthode PareBRO). L’approche est basée sur la recherche de la bande de Pareto
d’un problème, qui est un ensemble de solutions possiblement optimales si on considère les
intervalles de confiance des prédictions des modèles. Ces solutions déterminent différentes
régions de l’espace possiblement optimales, que nous distinguons par classification. On
recherche alors un échantillon améliorant la qualité des modèles sur chacune de ces zones.
Comme on a affaire à un problème multiobjectifs, ces échantillons sont choisis comme des
solutions de compromis entre les améliorations de tous les modèles établis. L’approche
détermine ainsi plusieurs échantillons améliorants à chaque itération (un par classe), qu’il
est ensuite possible d’évaluer en parallèle. Les méthodes PareBO et PareBRO permettent
de ce fait de résoudre des problèmes d’optimisation multiobjectifs en limitant le nombre
d’évaluations des fonctions de référence.

La méthode PareBRO a été appliquée avec succès à un problème industriel. Il consistait
à optimiser une chambre de combustion de turbomachine en vue de réduire ses émissions
polluantes, tout en considérant une incertitude sur la répartition du carburant entre ses
différents injecteurs. Les résultats obtenus avec la méthode PareBRO sur les modèles de
substitution ont été confirmés par des simulations numériques du système.
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CONCLUSION

L’inconvénient majeur de la méthode PareBRO reste son coût, qui devient très vite
prohibitif si on utilise d’autres mesures de robustesse que la mesure d’espérance. Diverses
adaptations pourraient être envisagées pour remédier à cela, en simplifiant par exemple
la recherche du point améliorant général ou en estimant les intervalles de confiance des
mesures de robustesse de manière approchée. On pourrait aussi utiliser des modèles de
substitution pour lesquels la complexité des évaluations de robustesse ne dépend pas du
nombre d’échantillons d’apprentissage présents dans le plan d’expériences, contrairement
au krigeage. Comme le nombre d’échantillons augmente au cours de l’enrichissement adap-
tatif, le coût de l’approche croît aussi dans la méthode actuelle. Si on se basait par exemple
sur des fonctions à base radiales (RBF), la durée de la recherche des échantillons amé-
liorants pourrait être la même à chaque itération. L’erreur de ces modèles devrait par
contre être évaluée par bootstrap, ce qui peut représenter un coût supplémentaire non
négligeable.

La seconde approche que nous avons développée est une méthode approchée nommée
LOUP qui vise à faciliter la prise en compte d’incertitudes en optimisation multidiscipli-
naire. Elle permet d’éviter d’avoir à réaliser une propagation d’incertitudes coûteuse au
sein du système, et est donc particulièrement adaptée au cas de systèmes multidiscipli-
naires existants pour lesquels toute modification est relativement lourde. Cette méthode
s’appuie sur un traitement local de l’incertitude au niveau des disciplines directement affec-
tées par les paramètres incertains. Les solutions robustes du problème sont ainsi obtenues
en minimisant la variance des sorties de ces disciplines, dans le but de limiter l’impact des
incertitudes sur le système. Le problème fait aussi intervenir les objectifs déterministes
initiaux pour avoir accès aux solutions optimales déterministes si nécessaire. La méthode
LOUP n’est en effet applicable que sous certaines hypothèses. Nous avons ainsi proposé
un critère de vérification de son applicabilité à un problème donné. Ce critère est basé
sur l’estimation de la corrélation entre les variations des sorties des disciplines incertaines
et celles des objectifs, et peut être calculé a posteriori grâce aux données récoltées lors
de l’optimisation. Si ce critère est vérifié, les solutions robustes renvoyées par la méthode
peuvent être exploitées. Sinon, il faudra se contenter des solutions déterministes ou bien
s’orienter vers une propagation d’incertitudes pour obtenir des solutions robustes.

La méthode LOUP a permis de résoudre un cas-test industriel visant à optimiser
un design d’avion. L’incertitude provenait de l’estimation de la surface de l’empennage
vertical. La méthode a fourni des solutions plus robustes que les solutions déterministes
initiales, relativement au premier objectif de minimisation de la masse de l’appareil. La
robustesse vis-à-vis du second objectif de consommation de carburant n’a par contre pas
pu être attestée car le critère d’applicabilité n’était pas vérifié dans ce cas. Ces résultats
ont été validés par la suite à l’aide de simulations complémentaires du système.

Cette méthode reste toutefois une heuristique permettant de trouver des solutions ap-
prochées à un problème d’optimisation robuste multidisciplinaire. Il est donc préférable de
valider ses résultats par une étude approfondie des solutions optimales sélectionnées. Elle
ne s’applique pas non plus à l’ensemble des problèmes qu’on peut rencontrer. La gamme
de cas traitables pourrait néanmoins être étendue en définissant des critères d’applicabilité
plus sophistiqués. Il faudrait enfin étudier l’intégration la méthode LOUP au sein d’une
stratégie de résolution multiniveaux.
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La prochaine étape consisterait à comparer ces approches à d’autres approches exis-
tantes dont le but est plus ou moins similaire. Dans le cadre de la méthode PareBO, il
serait par exemple possible d’effectuer des comparaisons avec des méthodes d’optimisation
adaptatives multiobjectifs inspirées de l’algorithme EGO, mais sans considérer de calculs
de points en parallèle. On pourrait encore examiner les méthodes mono-objectif qui sé-
lectionnent plusieurs points à la fois. Les méthodes existantes dédiées à l’optimisation
robustes sont elles aussi limitées au cas mono-objectif, à notre connaissance. Concernant
la méthode LOUP, on pourrait évaluer son efficacité sur un nombre plus important de cas
en la comparant aux résultats obtenus par propagation d’incertitudes, voire par d’autres
méthodes de résolution approchée semi-intrusives.

Dans le futur, il serait possible d’étendre ces méthodes à la gestion de la fiabilité des
systèmes, en étudiant la robustesse vis-à-vis des contraintes des problèmes en plus de celle
des objectifs. Les approches fiabilistes sont par contre presque exclusivement basées sur des
mesures de quantile, qui permettent d’estimer la probabilité de violation d’une contrainte.
Il serait donc intéressant d’établir des méthodes efficaces de calcul des quantiles, car ils
demeurent pour l’instant les mesures les plus difficiles à évaluer. Nos recherches à ce
sujet sont d’ailleurs restées vaines. Il existe par exemple des méthodes d’échantillonnage
adaptatif qui ont été développées dans ce sens, mais elles sont généralement trop lourdes
pour pouvoir être intégrées dans un processus d’optimisation du type de ceux que nous
avons développés ici.

L’optimisation robuste est finalement un domaine relativement jeune, notamment en
ce qui concerne les aspects multiobjectifs. La prise en compte d’incertitudes lors de la
conception de nouveaux systèmes commence à peine aujourd’hui à intégrer les processus
industriels. Il est donc certain que l’optimisation sous incertitude a encore de beaux jours
devant elle !
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Annexe A

Mesure de l’espérance sur un
modèle de krigeage

Cette annexe détaille le calcul de la mesure de l’espérance Eχ sur un modèle de kri-
geage ordinaire f̂ doté d’une fonction de corrélation R gaussienne, vis-à-vis d’incerti-
tudes gaussiennes définies sur ses variables d’entrées x par l’intermédiaire de variables
aléatoires indépendantes χx. Nous allons exprimer l’espérance E[Eχ[F̂ (x + χx)]] et la
variance Var(Eχ[F̂ (x+χx)]) de cette mesure de robustesse par rapport au processus sto-
chastique F̂ associé au modèle f̂ , d’après les résultats présentés dans [ALC06].

Nous rappelons qu’un modèle de krigeage ordinaire peut s’écrire sous la forme suivante
(d’après l’équation (3.12)) :

f̂(x) = µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si) = µ̂+

ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1
e−θj(xj−s

i
j)2
. (A.1)

Nous noterons µj la moyenne et σ2
j la variance de l’incertitude définie sur la je dimen-

sion de l’espace d’entrée, ainsi que pxj+χxj la densité de probabilité de la variable aléa-
toire (xj + χxj ) ∼ N (µj , σ2

j ) correspondante :

pxj+χxj (zj) = 1
σj
√

2π
e
− 1

2

(
zj−µj
σj

)2

. (A.2)

Ces variables aléatoires étant indépendantes, la densité de probabilité multivariée px+χx
vaut :

px+χx(z) =
nx∏

j=1
pxj+χxj (zj). (A.3)

Espérance

Intéressons-nous tout d’abord à l’espérance de la mesure d’espérance. Les deux opéra-
teurs d’espérance E et Eχ pouvant être intervertis, on a :

E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] = Eχ[E[F̂ (x+ χx)]] = Eχ[f̂(x+ χx)]. (A.4)
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D’où :

E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] =
∫

Rnx
f̂(z)px+χx(z)dz

= µ̂+
∫

Rnx




ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1
e−θj(zj−s

i
j)2




nx∏

j=1
pxj+χxj (zj)dzj

= µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−s

i
j)2
pxj+χxj (zj)dzj

= µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

j=1
Iij ,

(A.5)

avec :

Iij =
∫ ∞

−∞
e−θj(zj−s

i
j)2
pxj+χxj (zj)dzj

= 1
σj
√

2π

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−s

i
j)2
e
− 1

2

(
zj−µj
σj

)2

dzj

= 1√
2σ2

j θj + 1
e
−
θj(µj−s

i
j

)2

2σ2
j
θj+1

.

(A.6)

Variance

Afin de pouvoir estimer l’intervalle de confiance de la mesure d’espérance, il faut main-
tenant calculer sa variance :
Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) = E[(Eχ[F̂ (x+ χx)]− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]])2]

= E[(Eχ[F̂ (x+ χx)]− Eχ[E[F̂ (x+ χx)]])2]
= E[E2

χ[F̂ (x+ χx)− E[F̂ (x+ χx)]]]
= E[Eχ[F̂ (x+ χx)− E[F̂ (x+ χx)]] Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)− E[F̂ (x+ χ′x)]]]
= E[Eχ[Eχ′ [(F̂ (x+ χx)− E[F̂ (x+ χx)])(F̂ (x+ χ′x)− E[F̂ (x+ χ′x)])]]]
= Eχ[Eχ′ [E[(F̂ (x+ χx)− E[F̂ (x+ χx)])(F̂ (x+ χ′x)− E[F̂ (x+ χ′x)])]]]
= Eχ[Eχ′ [Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
= Eχ[Eχ′ [σ2

KR(x+ χx,x+ χ′x)

− σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

= σ2
K Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]]

− σ4
K Eχ[Eχ′ [

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]],

(A.7)
d’après l’équation (3.13). On précise que les variables aléatoires (xj + χ′xj ) qui ont été
introduites ici possèdent la même densité de probabilité que les variables (xj +χxj ) corres-
pondantes (donc la même moyenne et la même variance), mais tout en étant indépendantes
de celles-ci.
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On a :

Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]] =
∫

Rnx

∫

Rnx
R(z, z′)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
∫
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′
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′
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′
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=
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(A.8)
avec :

Jj =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−z

′
j)2
pxj+χxj (zj)pxj+χ′xj (z

′
j)dzjdz′j

= 1
2πσ2

j

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θj(zj−z

′
j)2
e
− 1

2

(
zj−µj
σj

)2

e
− 1

2

(
z′
j
−µj
σj

)2

dzjdz
′
j

= 1√
4σ2

j θj + 1
,

(A.9)

On remarque que Jj dépend uniquement de la variance σ2
j de l’incertitude, et il peut donc

être calculé indépendamment de la valeur de xj .
On a aussi :

Eχ[Eχ′ [
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

=
∫

Rnx

∫

Rnx

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(z, si)R(z′, sj)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

(∫

Rnx
R(z, si)px+χx(z)dz

)(∫

Rnx
R(z′, sj)px+χ′x(z′)dz′

)

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

(
nx∏

k=1

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2

pxk+χxk (zk)dzk
)(

nx∏

k=1

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sjk)2

pxk+χxk (zk)dzk
)

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
IikIjk.

(A.10)

On obtient donc finalement :

Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) = σ2
K

nx∏

j=1
Jj − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
IikIjk. (A.11)

La variance de la mesure d’espérance se calcule ainsi au prix d’une double boucle sur le
nombre ns d’échantillons d’apprentissage du modèle de krigeage. Sa complexité évolue
donc relativement à n2

s.
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On peut noter que les intégrales simples Iij et Jj peuvent intervenir plusieurs fois avec
les mêmes indices au cours des calculs. Il est donc possible de stocker leur résultat afin
d’éviter de les réévaluer, et d’accélérer ainsi l’estimation de robustesse.
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Annexe B

Mesure de la variance sur un
modèle de krigeage

Cette annexe détaille le calcul de la mesure de la variance Varχ sur un modèle de
krigeage ordinaire f̂ doté d’une fonction de corrélation R gaussienne, vis-à-vis d’incer-
titudes gaussiennes définies sur ses variables d’entrées x par l’intermédiaire de variables
aléatoires indépendantes χx. Nous allons exprimer l’espérance E[Varχ(F̂ (x + χx))] et la
variance Var(Varχ(F̂ (x + χx))) de cette mesure de robustesse par rapport au processus
stochastique F̂ associé au modèle f̂ , d’après les résultats présentés dans [ALC06]. Les
notations utilisées sont les mêmes que pour l’annexe précédente.

Espérance

Intéressons-nous tout d’abord à l’espérance de la mesure de variance :

E[Varχ(F̂ (x+ χx))]
= E[Eχ[F̂ 2(x+ χx)]− E2

χ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[E[F̂ 2(x+ χx)]]− E[E2

χ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[E[F̂ 2(x+ χx)]]− Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]] + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E[E2

χ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))] + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E[E2

χ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))] + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E[E2

χ[F̂ (x+ χx)]] + E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]]
− E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]]

= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))] + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]−Var(Eχ[F̂ (x+ χx)])− E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))]−Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))]−Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) + Eχ[E2[F̂ (x+ χx)]]− E2

χ[E[F̂ (x+ χx)]]
= Eχ[Var(F̂ (x+ χx))]−Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) + Varχ(E[F̂ (x+ χx)]).

(B.1)

Il faut donc évaluer ces trois différents termes. Le deuxième correspond à la variance de
la mesure d’espérance exprimée dans l’équation (A.11).
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ANNEXE B. MESURE DE LA VARIANCE SUR UN MODÈLE DE KRIGEAGE

D’après l’équation (3.14), on a :

Eχ[Var(F̂ (x+ χx))] = Eχ[σ2
K − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χx, sj)]

= σ2
K − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

∫

Rnx
R(z, si)R(z, sj)px+χx(z)dz

= σ2
K − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2

pxk+χxk (zk)dzk

= σ2
K − σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
Iijk,

(B.2)
avec :

Iijk =
∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2

pxk+χxk (zk)dzk

= 1
σk
√

2π

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2

e
− 1

2

(
zk−µk
σk

)2

dzk

= 1√
4σ2

kθk + 1
e
−
θk(µk−s

i
k

)2+θk(µk−s
j
k

)2+2σ2
k
θ2
k

(si
k
−sj
k

)2

4σ2
k
θk+1 .

(B.3)

D’autre part :

Varχ(E[F̂ (x+ χx)]) = Varχ(f̂(x+ χx))
= Varχ(f̂(x+ χx)− µ̂)
= Eχ[(f̂(x+ χx)− µ̂)2]− E2

χ[f̂(x+ χx)− µ̂]

=
∫

Rnx

(
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

k=1
e−θk(zk−sik)2

)2

px+χx(z)dz − (Eχ[f̂(x+ χx)]− µ̂)2

=
∫

Rnx




ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

nx∏

k=1
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2


 px+χx(z)dz

− (E[Eχ[F̂ (x+ χx)]]− µ̂)2

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

nx∏

k=1

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−sik)2−θk(zk−sjk)2

pxk+χxk (zk)dzk

−
(
ns∑

i=1
γiσ

2
K

nx∏

k=1
Iik

)2

, d’après l’équation (A.5)

=




ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

nx∏

k=1
Iijk


−

ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

nx∏

k=1
IikIjk

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγjσ

4
K

((
nx∏

k=1
Iijk

)
−

nx∏

k=1
IikIjk

)
.

(B.4)
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On peut ainsi évaluer E[Varχ(F̂ (x+χx))]. Cette expression fait intervenir des double
sommes sur le nombre ns d’échantillons d’apprentissage du modèle de krigeage. Sa com-
plexité évolue donc relativement à n2

s.

Variance

Afin de pouvoir estimer l’intervalle de confiance de la mesure de variance, il faut main-
tenant calculer sa variance. Il s’agit d’un développement complexe que nous n’avons pas
détaillé ici. Nous adaptons simplement le résultat fourni dans [ALC06] :

Var(Varχ(F̂ (x+ χx))) = 2 Eχ[Eχ′ [Cov2(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
− 4 Eχ[E2

χ′ [Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
+ 2 Var2(Eχ[F̂ (x+ χx)])
+ 4 Eχ[Eχ′ [(E[F̂ (x+ χx)]− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]])
× (E[F̂ (x+ χ′x)]− E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]])
× Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]].

(B.5)

Il y a donc quatre termes à calculer ici. Le troisième correspond au carré de la variance
de l’espérance, donnée dans l’équation (A.11).

Pour le premier terme, on a :

Eχ[Eχ′ [Cov2(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [(σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)− σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))2]]

= σ4
K Eχ[Eχ′ [R2(x+ χx,x+ χ′x)]]

− 2σ6
K Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

+ σ8
K Eχ[Eχ′ [(

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))2]],

(B.6)

avec :

Eχ[Eχ′ [R2(x+ χx,x+ χ′x)]] =
∫

Rnx

∫

Rnx
R2(z, z′)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
∫

Rnx

∫

Rnx

nx∏

j=1
e−2θj(zj−z′j)2

pxj+χxj (zj)pxj+χ′xj (z
′
j)dzjdz′j

=
nx∏

j=1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−2θj(zj−z′j)2

pxj+χxj (zj)pxj+χ′xj (z
′
j)dzjdz′j

=
nx∏

j=1

1√
8σ2

j θj + 1
, d’après l’équation (A.9),

(B.7)
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Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

=
∫

Rnx

∫

Rnx
R(z, z′)

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(z, si)R(z′, sj)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

∫

Rnx

∫

Rnx
R(z, z′)R(z, si)R(z′, sj)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

∫

Rnx

∫

Rnx

nx∏

k=1
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2−θk(z′k−s

j
k
)2
pxk+χxk (zk)pxk+χ′xk

(z′k)dzkdz′k

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2−θk(z′k−s

j
k
)2
pxk+χxk (zk)pxk+χ′xk

(z′k)dzkdz′k

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
Jijk,

(B.8)
avec :

Jijk =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2−θk(z′k−s

j
k
)2
pxk+χxk (zk)pxk+χ′xk

(z′k)dzkdz′k

= 1
2πσ2

k

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2−θk(z′k−s

j
k
)2
e
− 1

2

(
zk−µk
σk

)2

e
− 1

2

(
z′
k
−µk
σk

)2

dzkdz
′
k

= 1√
(2θkσ2

k + 1)(6θkσ2
k + 1)

e
−θk

4θ2
k
σ4
k

(si
k
−sj
k

)2+(6θkσ
2
k

+1)((si
k
−µk)2+(sj

k
−µk)2)

(2θkσ2
k

+1)(6θkσ2
k

+1) ,

(B.9)

Eχ[Eχ′ [(
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))2]]

=
∫

Rnx

∫

Rnx




ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(z, si)R(z′, sj)




2

px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
∫

Rnx

∫

Rnx

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl R(z, si)R(z′, sj)R(z, sk)R(z′, sl)px+χx(z)px+χ′x(z′)dzdz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

∫

Rnx
R(z, si)R(z, sk)px+χx(z)dz

∫

Rnx
R(z′, sj)R(z′, sl)px+χ′x(z′)dz′

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

nx∏

m=1

∫ ∞

−∞
e−θm(zm−sim)2−θm(zm−skm)2

pxm+χxm (zm)dzm

×
∫ ∞

−∞
e−θm(z′m−sjm)2−θm(z′m−slm)2

pxm+χ′xm (z′m)dz′m

=
ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

nx∏

m=1
IikmIjlm.

(B.10)
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L’équation (B.6) peut donc s’écrire :

Eχ[Eχ′ [Cov2(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]] = σ4
K

nx∏

j=1

1√
8σ2

j θj + 1

− 2σ6
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
Jijk

+ σ8
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

nx∏

m=1
IikmIjlm.

(B.11)

Pour le deuxième terme de l’équation (B.5), on a :

Eχ[E2
χ′ [Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[E2
χ′ [σ2

KR(x+ χx,x+ χ′x)− σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

= Eχ[(σ2
K Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]− σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si) Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)])2]

= Eχ[σ4
K E2

χ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]

− 2σ6
K Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si) Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)]

+ σ8
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl R(x+ χx, si)R(x+ χx, sk)

× Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)] Eχ′ [R(x+ χ′x, sl)]]
= σ4

K Eχ[E2
χ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]]

− 2σ6
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij Eχ[Eχ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)R(x+ χx, si)]] Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)]

+ σ8
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl Eχ[R(x+ χx, si)R(x+ χx, sk)]

× Eχ′ [R(x+ χ′x, sj)] Eχ′ [R(x+ χ′x, sl)]

= σ4
K Eχ[E2

χ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]]− 2σ6
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
JikIjk

+ σ8
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
C−1
ij C

−1
kl

nx∏

m=1
IikmIjmIlm,

(B.12)
avec :

Jik =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θk(zk−z′k)2−θk(zk−sik)2

pxk+χxk (zk)pxk+χ′xk
(z′k)dzkdz′k

= 1√
4θ2
kσ

4
k + 6θkσ2

k + 1
e
−θk

(si
k
−µk)2(4θkσ

2
k

+1)
4θ2
k
σ4
k

+6θkσ2
k

+1 ,
(B.13)
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et :

Eχ[E2
χ′ [R(x+ χx,x+ χ′x)]] =

∫

Rnx

(∫

Rnx
R(z, z′)px+χ′x(z′)dz′

)2
px+χx(z)dz

=
∫

Rnx

nx∏

i=1

(∫ ∞

−∞
e−θi(zi−z

′
i)2
pxi+χ′xi

(z′i)dz′i
)2
px+χx(z)dz

=
∫

Rnx

nx∏

i=1



e
− θi(zi−µi)

2

2σ2
i
θi+1

√
2σ2

i θi + 1




2

px+χx(z)dz, d’après le calcul de Iij

=
∫

Rnx

nx∏

i=1

e
− 2θi(zi−µi)

2

2σ2
i
θi+1

2σ2
i θi + 1 px+χx(z)dz

=
nx∏

i=1

1
2σ2

i θi + 1

∫ ∞

−∞
e
− 2θi(zi−µi)

2

2σ2
i
θi+1 pxi+χxi (zi)dzi

=
nx∏

i=1

1
2σ2

i θi + 1

√
2σ2

i θi + 1
6σ2

i θi + 1

=
nx∏

i=1

1√
(2σ2

i θi + 1)(6σ2
i θi + 1)

.

(B.14)

Pour le quatrième et dernier terme de l’équation (B.5), on a :

Eχ[Eχ′ [(E[F̂ (x+ χx)]− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]])(E[F̂ (x+ χ′x)]− E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]])
× Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))
− E[F̂ (x+ χx)] E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))
− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))
+ E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
− E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]] Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
− E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
+ E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] E[Eχ′ [F̂ (x+ χ′x)]] Eχ[Eχ′ [Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
− 2 E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]
+ E2[Eχ[F̂ (x+ χx)]] Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]),

(B.15)

Il reste à calculer le premier terme de cette équation, ainsi que la deuxième partie du
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deuxième terme (le reste étant déjà connu). On a ainsi :

Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] E[F̂ (x+ χ′x)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [(µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))(µ̂+

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si))

× (σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)− σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

= Eχ[Eχ′ [µ̂2σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)]]

− Eχ[Eχ′ [µ̂2σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

+ Eχ[Eχ′ [µ̂σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si)]]

− Eχ[Eχ′ [µ̂σ4
K(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))(

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

+ Eχ[Eχ′ [µ̂σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si)]]

− Eχ[Eχ′ [µ̂σ4
K(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si))(

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

+ Eχ[Eχ′ [σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si))]]

− Eχ[Eχ′ [σ4
K(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))(

ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x′, si))

× (
ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

= µ̂2σ2
K

nx∏

i=1
Ji

− µ̂2σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

k=1
IikIjk

+ 2µ̂σ4
K

ns∑

i=1
γi

nx∏

j=1
Jij

− 2µ̂σ6
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1
C−1
ij γk

nx∏

l=1
Jijkl

+ σ2
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
γiγj

nx∏

k=1
Jijk

− σ4
K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1

ns∑

l=1
γiγjC

−1
kl

nx∏

m=1
Jijklm,

(B.16)
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ANNEXE B. MESURE DE LA VARIANCE SUR UN MODÈLE DE KRIGEAGE

avec :

Jijkl =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θl(zl−s

i
l)

2−θl(z′l−s
j
l
)2−θl(zl−skl )2

pxl+χxl (zl)pxl+χ′xl (z
′
l)dzldz′l

= e
−θl

4θ2
l
σ4
l

(si
l
−sk
l

)2+(si
l
−µl)

2+(sk
l
−µl)

2+(4θlσ
2
l

+1)(sj
l
−µl)

2+4θlσ
2
l

((sk
l

)2+(si
l
)2−si

l
sk
l
−si
l
µl−s

k
l
µl+µ

2
l

)

(2θlσ2
l

+1)(4θlσ2
l

+1)

√
(2θlσ2

l + 1)(4θlσ2
l + 1)

,

(B.17)
et :

Jijklm =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−θm(zm−sim)2−θm(z′m−sjm)2−θm(zm−skm)2−θm(z′m−slm)2

× pxm+χxm (zm)pxm+χ′xm (z′m)dzmdz′m

= e
−θm 2θmσ2

m((sjm)2+(slm)2+(sim)2+(skm)2−2sims
k
m−2sjms

l
m)+(sim−µm)2+(sjm−µm)2+(skm−µm)2+(slm−µm)2

4θmσ2
m+1

4θmσ2
m + 1 ,

(B.18)
puis :

Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

= Eχ[Eχ′ [(µ̂+
ns∑

i=1
γiσ

2
KR(x, si))

× (σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)− σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

= Eχ[Eχ′ [µ̂σ2
KR(x+ χx,x+ χ′x)]]− Eχ[Eχ′ [µ̂σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj)]]

+ Eχ[Eχ′ [σ4
KR(x+ χx,x+ χ′x)

ns∑

i=1
γiR(x, si)]]

− Eχ[Eχ′ [σ6
K(

ns∑

i=1
γiR(x, si))(

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij R(x+ χx, si)R(x+ χ′x, sj))]]

= µ̂σ2
K

nx∏

i=1
Ji − µ̂σ4

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1
C−1
ij

nx∏

i=1
IikIjk + σ4

K

ns∑

i=1
γi

nx∏

j=1
Jij − σ6

K

ns∑

i=1

ns∑

j=1

ns∑

k=1
C−1
ij γk

nx∏

l=1
Jijkl.

(B.19)

On peut ainsi calculer la valeur Var(Varχ(F̂ (x+ χx))) de la variance de la mesure de
variance. Elle fait apparaître des sommes quadruples sur le nombre ns d’échantillons du
modèle, et a donc une complexité en n4

s.
Ces expressions analytiques ont été validées expérimentalement en les comparant à

des estimations de Monte-Carlo (en faisant des tirages pour évaluer la robustesse sur des
réalisations du processus gaussien F̂ comme présenté dans la section 5.8.5).

Mesure de l’écart-type

Pour calculer la mesure du quantile approché, on a besoin de connaître l’espérance
et la variance de la mesure de l’écart-type σχ. Celles-ci peuvent se déduire facilement à
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partir des données de la mesure de variance, si on suppose que l’écart-type suit une loi
gaussienne (comme expliqué dans [ALC06]).

Pour une variable aléatoire χ qui suit une loi gaussienne χ ∼ N (µ, σ2), le moment
d’ordre n s’écrit : E[χn] = (n− 1)σ2 E[χn−2] + µE[χn−1].

On a donc par exemple :
E[χ2] = σ2 + µ2, (B.20)

et :

Var(χ2) = E[χ4]− E2[χ2]
= 3σ2 E[χ2] + µE[χ3]− (σ2 + µ2)2

= 3σ2(σ2 + µ2) + µ(2σ2 E[χ] + µE[χ2])− σ4 − 2σ2µ2 − µ4

= 2σ4 + σ2µ2 + µ(2σ2µ+ µ(σ2 + µ2))− µ4

= 2σ4 + σ2µ2 + 2σ2µ2 + µ2σ2 + µ4 − µ4

= 2σ4 + 4σ2µ2.

(B.21)

Comme Var(F̂ (x+χx)) = σ2
χ(F̂ (x+χx)), alors en supposant que σχ(F̂ (x+χx)) suit

une loi gaussienne on a :

E[Varχ(F̂ (x+ χx))] = E[σ2
χ(F̂ (x+ χx))]

= Var(σχ(F̂ (x+ χx)) + E2[σχ(F̂ (x+ χx))],
(B.22)

et :

Var(Varχ(F̂ (x+ χx))) = Var(σ2
χ(F̂ (x+ χx)))

= 2 Var2(σχ(F̂ (x+ χx)))
+ 4 Var(σχ(F̂ (x+ χx))) E2[σχ(F̂ (x+ χx))].

(B.23)

On peut ainsi en déduire l’espérance et la variance de la mesure de l’écart-type :

E[σχ(F̂ (x+ χx))] = 4

√

E2[Varχ(F̂ (x+ χx))]− Var(Varχ(F̂ (x+ χx)))
2 ,

Var(σχ(F̂ (x+ χx))) = E[Varχ(F̂ (x+ χx))]

−
√

E2[Varχ(F̂ (x+ χx))]− Var(Varχ(F̂ (x+ χx)))
2 .

(B.24)

271



272



Annexe C

Mesure du quantile approché sur
un modèle de krigeage

Cette annexe présente le calcul de la mesure du quantile approché Q̂χ sur un modèle
de krigeage ordinaire f̂ doté d’une fonction de corrélation R gaussienne, vis-à-vis d’incer-
titudes gaussiennes définies sur ses variables d’entrées x par l’intermédiaire de variables
aléatoires indépendantes χx. Nous allons exprimer l’espérance E[Q̂χ(F̂ (x + χx))] et la
variance Var(Q̂χ(F̂ (x + χx))) de cette mesure de robustesse par rapport au processus
stochastique F̂ associé au modèle f̂ , d’après les résultats présentés dans [ALC06]. Les
notations utilisées sont les mêmes que pour les annexes précédentes.

Le quantile approché est défini comme une agrégation de l’espérance et de l’écart-type
(voir l’équation (7.3)) :

Q̂χ(F̂ (x+ χx)) = Eχ[F̂ (x+ χx)] + ασχ(F̂ (x+ χx)), avec α ∈ R. (C.1)
Son espérance vaut ainsi :

E[Q̂χ(F̂ (x+ χx))] = E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] + αE[σχ(F̂ (x+ χx))], (C.2)
et sa variance :

Var(Q̂χ(F̂ (x+ χx))) = Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]) + α2 Var(σχ(F̂ (x+ χx)))
+ 2αCov(Eχ[F̂ (x+ χx)], σχ(F̂ (x+ χx))).

(C.3)

Il reste à calculer le dernier terme de covariance entre les mesures d’espérance et
d’écart-type. L’article [ALC06] indique qu’elle peut être obtenue à partir de la covariance
entre l’espérance et la variance :

Cov(Eχ[F̂ (x+ χx)], σχ(F̂ (x+ χx))) = Cov(Eχ[F̂ (x+ χx)],Varχ(F̂ (x+ χx)))
2 E[σχ(F̂ (x+ χx))]

, (C.4)

qui vaut :
Cov(Eχ[F̂ (x+ χx)],Varχ(F̂ (x+ χx))) = 2 Eχ[Eχ′ [E[F̂ (x+ χx)] Cov(F̂ (x+ χx), F̂ (x+ χ′x))]]

− 2 E[Eχ[F̂ (x+ χx)]] Var(Eχ[F̂ (x+ χx)]).
(C.5)

Toutes ces formules ont déjà été exprimées précédemment. La complexité de l’estimation
du quantile approché (aussi bien pour obtenir son espérance que sa variance) est relative
au nombre d’échantillons du modèles à la puissance quatre.
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Je ne sais rien avec certitude,
mais la simple vue des étoiles me fait rêver.
– Vincent Van Gogh



 

 

 

 
 

 
 

 

 
Optimisation robuste multiobjectifs par modèles de substitution 

 

 

Cette thèse traite de l'optimisation sous incertitude de fonctions coûteuses dans le cadre de 

la conception de systèmes aéronautiques.  

Nous développons dans un premier temps une stratégie d'optimisation robuste 

multiobjectifs par modèles de substitution. Au-delà de fournir une représentation plus 

rapide des fonctions initiales, ces modèles  facilitent le calcul de la robustesse des solutions 

par rapport aux incertitudes du problème. L'erreur de modélisation est maîtrisée grâce  

à une approche originale d'enrichissement de plan d'expériences qui permet d'améliorer 

conjointement plusieurs modèles au niveau des régions de l'espace possiblement optimales. 

Elle est appliquée à la minimisation des émissions polluantes d'une chambre de combustion 

de  turbomachine dont les injecteurs peuvent s'obstruer de façon imprévisible. 

Nous présentons ensuite une méthode heuristique dédiée à l'optimisation robuste 

multidisciplinaire. Elle repose sur une gestion locale de la robustesse au sein des disciplines 

exposées à des paramètres incertains, afin d'éviter la mise en place d'une propagation 

d'incertitudes complète à travers le système. Un critère d'applicabilité est proposé pour 

vérifier a posteriori le bien-fondé de cette approche à partir de données récoltées lors de  

l'optimisation. La méthode est mise en œuvre sur un cas de conception avion où la surface 

de l'empennage vertical n'est pas connue avec précision.  

 

Mots-clés : optimisation robuste, incertitudes, modèles de substitution, optimisation 

multiobjectifs, optimisation multidisciplinaire, plan d'expériences, combustion, conception 

avion  

 

 

 

Multiobjective robust optimization via surrogate models 

 

 
This PhD thesis deals with the optimization under uncertainty of expensive functions in the 

context of aeronautical systems design.  

First, we develop a multiobjective robust optimization strategy based on surrogate models. 

Beyond providing a faster representation of the initial functions, these models facilitate the 

computation of the solutions' robustness with respect to the problem uncertainties. The  

modeling error is controlled through a new design of experiments enrichment approach that 

allows improving several models concurrently in the possibly optimal regions of the search 

space. This strategy is applied to the pollutant emission minimization of a turbomachine  

combustion chamber whose injectors can clog unpredictably.  

We subsequently present a heuristic method dedicated to multidisciplinary robust 

optimization. It relies on local robustness management within disciplines exposed to 

uncertain parameters, in order to avoid the implementation of a full uncertainty propagation 

through the system. An applicability criterion is proposed to check the validity of this 

approach a posteriori using data collected during the optimization. This methodology is 

applied to an aircraft design case where the surface of the vertical tail is not known 

accurately.  
 

Keywords: robust optimization, uncertainty, surrogate models, multiobjective optimization, 

multidisciplinary optimization, design of experiments, combustion, aircraft design  
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